CHAPITRE 6

EXPERIENCES (ORBITES ET ENSEMBLES DE TYPE
JULIA)

Ces expériences concernent des transformations quadratispéciales, en fait de deux
types. La situation la plus simple a décrire est la suivadte.se donne une transformation
quadratiquef a « coefficients réels », par exemgle- Ao avecA dans Glz(R). Evidemmentf
induit une transformation birationnelle du plan projeciélP?(R) que nous notons toujours
Une carte affindR? c P?(R) et un entieN étant donnés on procéde comme suitmslésigne
un point deR? (que I'on espére ne pas appartenir a'fidExct f) on dessine

O(f,mN)={m, f(m), ..., fN(m)}.

PourN positif assez grand on peut penser avoir une représentaiigmnnable de I'orbite po-
sitive dem suivant f; c’est le cas lorsque le§(f,m;N) se « stabilisent » quari croit. De
facon pratique ledl /3 premiers itérés sont de couleur rouge,Ng'8 suivants de couleur bleue
et lesN/3 derniers de couleur verte. Nous verrons plus loin que ioesa« orbites » appa-
raissent monocolores ; ceci est di au phénomene suivantoionhgoloré rougej.e. un point
desN/3 premiéres itérations, ne sera pas ensuite recoloré as deasritérations suivantes.
C’est une manifestation de la stabilité mentionnée ciiess

Nous aurons a itérer des orbites de transformations nofeséela procédure sera alors
expliquée a ce moment.

Revenons aux transformations réelles du plan pour lessalbus allons utiliser une dé-
marche maintenant classique en dynamique complexe.PSeiC(t) une application holo-
morphe deP!(C) dans lui-méme de degré au moins dewerisemble déATou de P, noté
FatouP), est I'ensemble des pointa de P1(C) en lesquels la famille des itéré®, P2, ...}
est normalei.e. équicontinue. Son complément JgRa = P*(C) \ FatoyP) est 'ensemble de
JuLIA . C’est un fermé, jamais vide, qui peut étre tout I'espacesftcle cas pour les applica-
tions de type IATTES ([13]), mais qui peut aussi étre d’'intérieur vide, par exempiedoeP est
un polynéme. Dans tous les cas J(Haest 'adhérence (ordinaire) de 'ensemble des points
périodiques «épulsifs» ; ce sont les pointsi pour lesquels il existeg (minimal > 0) tels que

P%(m) =m et

‘6P”°(m)

= ‘>1.
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LorsqueP possede un point périodique cette fomntractant i.e. lorsqu’il existe un poinim
tel que
oP™(m
P(m) =m et ‘7&( )‘ <1
le bassin d’attractionW®(m) dem est par définition

Wim) = |J {aePHC)| lim o (q) =m}.
0</<ng—1

Dans ce contexte le bord de%Wh) est encore I'ensemble deyJA ([13]). C'est la méme
chose pour le bord de l'orbite d’'undomaine deSIEGEL » : c’est un domaine maximal,
conformément équivalent a un disque dans lequel un itéfé @ventuellemenP lui-méme)
est conjugué a une rotation d’angle irrationnel devanfair [13]).

Sur http ://math.cmaisonneuve.qc.ca/alevesque/chiad/Julia/Julia.html on a trouvé le
programme suivant :

couleur :=proc(a,b)

local y,t,yi,ti,n;

global a, (3;

y :=a; t :=b;

for n from O to 100 while evalf (Y’ +t?)< 4 do;

yi :=evalf(Y>—t?>4+a); ti :=evalf (2yt+p) ;

y =yi; t :=ti;

od ;

n;

end :

a:=-0.181;3:= —-0.667,
plot3d(0,(-13/10)..(13/10),(-13/10)..(13/10) ,orientation=[-90,0],
style=patchnogrid,scaling=constrained, axes=none,numpoints=100000,

color=couleur) ;

Pour la transformatioa— 7> — 0.181— 0.667i, on obtient la figure :

Le bord de la composante intérieure rouge représente helnigsede ILIA du polynbéme
Z+a+ip, (a,B) = (—0.181,—0.667).

Nous proposons une « adaptation » de ce programme a cer@nsformations biration-
nelles réelles de degré inférieur ou égal a deux. Plus gnéeat on not@(r) c R? le disque
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de rayonr centré en 0 ef\(p) le polydisque de rayop:
A(p) ={(yt) eR?| Iyl <p, It <p}-

Soit f une transformation birationnelle a coefficients réets, f appartient a BifP?(R)).
Soientm = (Xp,x1) un point deA(p) \ Ind f et M un entier strictement positif. On appelle
temps de passade(m;r,p,M), relatif aux données de controtep < \%, M, du pointm de
I'intersectionA(p) ND(r) le plus grand entien dans|o0, ..., M] tel que

f*(m) e D(r)\Ind f, vo<k<n.
On considére le spectre (continu) des couleurs
[rouge...orange..jaune...vert...bleu...indigo...rougd
que I'on discrétise eM + 1 intervalles
[lo,...,Im] = [rouge...jaune...bleu...rougd.

Soit (r,p,M) un triplet de contréle. SN(m;r,p,M) =k, on colore le pointm de la couleur
Col(m) = Ix. Commelg = Iy = rouge, les points colorés en rouge sont ceux pour lesquels le
temps de passage est 0 (sortie immédiatdylqpas de sortie au bout dié itérations) ; sur les
figures le bord de I'ensemble Cdi(lo) est approché par la coulelyr~ orangé.
Dans le cas d'un polynéme de degré supérieur ou égal@idemble de JLIA est, comme
on le sait, approximé par le bord de Cb{ly ) pour des valeurs des données de contrdle ad-hoc.
Par analogie avec les ensembles deld nous appelerons les figures obtenues par ce pro-
cédéfj-ensemblesnous les noterong(f;r,p,M).

6.1. Orbites des transformationsf, g et

Nous commencons par des applications birationnelles gproMdennent pas du plan réel
mais préservent une famille de quadriques réelles. L'étegetransformations, g de >3 ex-
primées dans la carte = 1

axg + X
tup = (3 ). B0

a été initiée dans3p]. Pour les dynamiciens ces transformations présentent’pegrét essen-
tiellement parce qu’elles préservent une fibration rat@en ici le pinceau de droiteg = cte.
Nous avons en fait déja rencontré ces applications dansdpié 4, 84.6 car elles présentent
la particularité suivante : elles sont de carré quadrati@hgs précisément :

degfip =2, degfs s =3, degfy =3, degfy s =4, degfé, =4, degfy =5, ...
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Les ensembles exceptionnels et d’indéterminationfggset f;é sont donnés par :
Ind fog={(1:0:0, (0:1:0), (1:—a:-1)},
Excfap={X =0, xo+x =0, axp —x; = 0},
Ind f 1={(1:0:0), (0:1:0), (a:af:1)},

apf
Exc fq‘é = {% =0, axa—Xp =0, aPxp —x; = 0}.
Remarquons que pour tootdansN la droitex; = af3" est contractée par I’itéréa*E; on peut
décrire I'adhérence dgj {x1 = ap"} suivant la nature du nombfe Le cas qui nous intéresse
neN

est celui otff est un nombre complexe de module 1 « génériqup > g™ avecn générique.
Dans ce contexte I'adhérence précédente vue dans la cianteedt le cylindre

{00,x0) | xa| = laf}

qui donne une quadrique réelle d@C), ensemble que I'on prendra soin d’éviter.
Les fy g fixent le point(0 : 0 : 1) au voisinage duquel elles sont en général linéarisables :

Proposition 6.1([32]). — Sia et 3 sont « génériques », il existe un rgestrictement positif
tel que f g soit conjugué daxy,Bx1) sur P(C) x D(0,p), ot (0, p) désigne le disque de
centreQ et de rayom.

Remarques 6.2—  — La transformationf, g dans cet énoncé est vue comme transforma-
tion birationnelle déP*(C) x P}(C) = {(xo,X1)}-
— Lacondition de généricité est la condition habituellaieeast la linéarisabilité d’un germe
d’application : condition de ®INCARE-SIEGEL-BRUJNO.

Le point (0 : 1 : 0) est d'indétermination poufy g (il est éclaté sur la droite d’équation
X2 = 0) mais ne l'est pas pou‘r(fﬁ qui le laisse fixe. La proposition qui suit décrit la dynangqu
de fo%B au voisinage du poin0 : 1 : 0); on note que cette description est indépendante. de

Proposition 6.3([32]). — Si B est du typeexp(2i) avec W réel « géneérique », il existe un
voisinage V d€0 : 1: 0) sur lequel la dynamique d%& est localement linéaire ; I'adhérence
de l'orbite d’'un point générique de V suivarﬁﬁfest homéomorphe a un cercle.

La théorie ne nous permet pas de prévoir ce qui se passe @ri@xtde ces deux zones de
linéarisation. LorsquéB| = 1, les fy g laissent invariantes les 3-variétég| = cte dans la carte
affine (xo,x1) ; les orbites présentées sont bornées darRam S*. La dynamique se passant
essentiellement en dimensiondfférentes projections vont nous permettre d’avoir unero
représentation de l'orbite d’'un point. Dans la carte affipe= 1 on désigne pap; et p, les
deux projections standards :

P1(X0,X1) = Xo, P2(X0,X1) = X1.

Les figures que nous proposons, appelées abusivementspriitet des représentations (en
perspective) des projections suivantes.
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— On considere d'abord I'ensemble

Q1 = {(p1(fag(m), Im(p2(fgg(m))) | n=1..30000;
cet ensemble est contenu dans le produifRdepar un intervalle. Lorbite d’un point
sous l'action defy g est dans ce cas comprimee par le revétement dc(lxbjpeie) —
(X0, PSiNG).
— De méme on introduit
Qp = {(Re(pa(fg g(m))), p2(fg g(M))) | n=1..30000
qui est inclus dans un cylindi® x S*; cette seconde projection montre comment « dé-
comprimer » Q1 pour avoir I'allure de I'orbite.
Dans ce paragraphe les dessins de gauche correspordentéux de droite &».

Les figures qui suivent illustrent tres bien les énoncés 6613

Orbite du point{10~4,104) sous I'action A e 2iv3) exp2iv2)

Il s’agit de I'orbite d’'un point situé dans la zone de lin&ation du point(0 : 0 : 1); on
observe que I'adhérence d’une orbite est un tore.

Orbite du point 10000+ 10~%,10000+ 10~%) sous I'action de‘ezxp(m\/é) o2
C’est 'orbite d’'un point dans la zone de linéarisation dunp@O : 1 : 0); ici 'adhérence

d’'une orbite est un cercle topologique. Dans la figure deelies singularités sont des artéfacts
de projection.
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Entre ces deux zones on observe en particulier les orbitesngas :

Ensemble®; et Q, associés au poirf0.4 + 10~4,0.4+ 10~ %)

On constate une déformation des tores invariants.

Orbite des point$0.9+ 10~%4,0.9+ 10%4), (1+10-4,1+107%) et(1.08+ 10~4,1.08+10~%) sous
I'action defexp(2i V3).exp2iv2)
Manifestement les tores invariants ont disparu. Toutdéofigure semble s’organiser autour
d’une courbe fermée.
Dans le Chapitre 4, 84.6 nous avons rencontré d'autresfiramations quadratiques :

X %
Fb:<1+zi,bx1>, beC
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de carré quadratique. Il se trouve qu’'a conjugaison lieepies led, sont des dégénéres-
cences ded, g, plus précisemeni, est conjugue dop. Les ensembles d'indétermination et
exceptionnel deB;™ sont les suivants :

IndF, ={(1:0:0), (0:1:0, (0:0:1}, ExcR={x=0,x =0, x =0},
IndF, ' ={(1:0:0, (0:1:0, (1:0:1}, ExcF,'={x=0, % =0, Xg—% = 0}.
Nous avons représenté dans les dessins qui suivent lesldesé€hn et Q,, en reprenant les

notations introduites pour lek, g pour I'applicationF, avechb = exp(2iv/2) (que I'on espére
étre générique au sens de la linéarisation).

Orbite du point(1+ 1041+ 10%) sous I'action dé,

Ensemble®; et Q, associés aux pointd.1+ 1074, 1.1+107%), (1.34107%,1.3+1074),
(1.5+107%,1.5+ 10%) sous I'action dd,
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SR

Orbite du point(1.8+ 10~4, 1.8+ 10~%) sous I'action dé, resp.F?

Comme les itérés dg? sont contenus dans ceux Bgles deux derniéres figures doivent en
principe étre contenues dans les deux précédentes, ce splitgepas aux yeux. La raison est la
suivante : pour représenter certains points de I'orbité&dgui sont de grand modulé €. dont
la premiére composante est de grand module) il y a un changettéxhelle sur la premiere
composante, ce qui a tendance a aplatir I'orbite sur uneercl

Dans les paragraphes qui suivent nous allons présenterrbigsscet/ou deg-ensembles
pour quelques transformations spéciales. Pour certaileedrel elles les configurations ob-
tenues sont stables lorsque I'on fait varier les paraméteesontrdle ; dans ce cas nous ne
proposons qu’une représentation. A I'inverse lorsque psréis évoluent nous en présentons
plusieurs que nous estimons significatives.

6.2. Automorphismes deP?(C)

Afin de comprendre ce que sont Igsensembles nous commencgons par appliquer la pro-
cédure pour des transformations linéaires, transformatmour lesquelles on connait évidem-
ment bien la dynamique. On se place dans la carte affirel et on trace’(A; 30,10,100)
pour différents automorphismées:
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A= (2x0,3x1) A=(3.%3)

Sur la figure de gauche 'automorphisme est dilatant ; tosigpéents sortent du disque de
contréleD(30), les points proches de I'origine mettent plus de temps d’ocolaeur jaune.
Sur celle de droité\ est contractant (c’est I'inverse du précédent) ; les palet&(10) ont tous
leurs itérés positifs dari$(30) et doncA(10) est complétement rouge.

A= (20.%) A= (%.30)

Dans le premier cas ci-dessus I'automorphigkaest hyperbolique ; I'axg = 0 est la variété
stable,xg = 0 est la variété instable. Les points proches de la varié@lite mettent plus de

temps pour sortir. Dans la seconde éventualité - qui cooresp I'inverse du précédent - le
réle des axes est inversé.

6.3. Transformations de typeAc

Pour commencer nous considérons trois transformationsrdmrs pouvons théoriquement
prédire la dynamique. Par exemple la premiére est une «epetpperturbation (au sens des
. . y . 2 1 . ;s =2 5 e n .
coefficients) de I'involution de type REMONA <%, 3—)(1) ; précisément on s’'intéresse a I'appli-
cation¢ donnée par

2 1 1
d: o, X))~ | —+—,5— |-
Xo 1000; 3x1
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En fait ce qui est facilement prévisible c’est la dynamigee d

2 3x
2 . 1
¢"=0¢odp= (%ﬂoéqurlooo,xl)

dans la mesure o préserve la fibratiorx; = cte fibre a fibre et sur chaque fibpeest « li-
néaire » explicite. De plus les points qui sortent immédineet pour les données de controle
choisies ont une de leurs coordonnées inférieure en modyk; &omme les figures ci-dessous
représentent un carré de coté s points qui sortent immédiatement sont difficilement vi-
sibles ici : ils bordent la zone jaune et sont assimilables axes de coordonnées. Dans les
deux séries suivantes/1000 est remplacé par/100 puis ¥10. Nous donnons la liste des
points fixespy; pour chaqué, on désigne pap le couple des valeurs propres au pgitOn
note que I'une des deux est toujourg.

Les px et i de la transformatiop = (% - 0001 i) sont donnés par le tableau

X1 7 3X1

pr=(-141..,-057..) | w=(-099...,-1)
pp=(141...,-057...) | pp=(-1.001...,—1)
ps=(-141...,057...) | ws=(-1.001...,—1)

ps=(141...,057...) | wa=(-099...,-1)

7(¢;30,10,100) 7(¢~1;30,10,100)
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1 1
100%; * 3x1

Nous considérons ensuite la transformatjos (% + ) pour laguelle nous avons :

p1=(-142...,-057...) | pp=(-098...,-1)

p2=(140...,-057...) | o= (-1.01...,—1)

ps=(—140...,057...) | pa=(—1.01-1)

ps = (142...,057...) W = (—0.98...,-1)

9($;30,10,100) 7($;30,2,100)

7($-1;,30,10,100) 9($1,30,2,100

Puis nous nous intéressons a la transformation

wo (2,1 L
o Xo 1()(1’3X1

dont les points fixes sont donnés par :
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p1=(—15...,—057...) | up =(—0.88...,—1)

p2=(1.33...,—057...) | wp=(—113...,—1)
pz=(—1.33...,057...) | we=(-113...,-1)
ps=(15...,057...) W = (-0.88...,-1)

7(w;30,10,100) 7(w1;30,10,100) 7(y~1;,30,2,100)

Remarques 6.4— — Comme nous l'avons dit la fibration = cte est invariante. Mais la
fibration radialex; /X est elle aussi invariante. Le lecteur voit d'ailleurs apiae dans les
deux derniéres figures (mais aussi dans les précédenttahesrdroites de cette fibration.

— On note aussi la commutation des transformations préeésién’involution (—xo, —X1)
d’'ou la symétrie des figures.

La fin de ce paragraphe est consacrée a I'étude d'élémenypedd choisis au hasard et
pour lesquels nous n'avons en général aucune intuition dgriamique. Comme précédem-
ment les expériences sont faites dans une région contengmint d'indétermination, ici le
point (0 : 0: 1) : il semble donc déraisonnable de tracer des orbites dangeale domaine.
Toutefois nous présentons la procédure de typaAl pour diverses données de contrdle.

On sait qu’'une transformation d& posséde en général 4 points fixes distinutsp,, p3
et p4. Nous allons voir que pour les paramétres considérés ou keequatre points fixes sont
réels, ou bien deux sont réels et deux sont complexes cagugu

Considérons la transformation

Ao, A= (12%+0.9x; —0.1xz : —0.3%g+ X1 — 2X2 : —2%0+ 1.2x3 + 0.6X2).

Nous précisons dans le tableau ci-dessous la nature dds figgs px de Ag; on note tou-
jours W le couple de valeurs propres de la différentielleAdeen py.
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p1=(3.83...,-4208...) = (—1248...,-0.17...) hyperbolique

po=(—-111...,-150...) | o =(—0.13...40.78...1,—0.13... —0.78...i) | contractant

p3=(-0.17...,0.23...) g = (—1.91...,-0.44...) hyperbolique

ps=(1.29...,0.31...) W = (—093...,-201...) hyperbolique

7(Ac;30,10,100) 7(Ac;30,3,100) 7(Ac; 200,50, 1000

Dans la seconde figurg Ac; 30,3,100) on ne voit que les trois derniers points fixes. Le bas-
sin d'attraction du poinp, correspond a la zone rouge dans le troisieme quadrant. ln&der

figure (J(Ao;200,50,1000) contient les quatre points fixes.

De la méme fagon nous explicitons dans le tableau ci-desamasure des points fixgx de

Ao, A= (12%—0.9x; —0.1x2 : —0.3%g+ X1 + 2X2 : 2%0+ 1.2x3 — 0.6X).
p1 = (3.17...,2551...) p = (7.60...,-0.30...) hyperbolique
p2 = (0.20...,0.29...) Mo =(—231...,0.34...) hyperbolique

ps = (—0.05...+0.97...i,-0.49... —0.38...1) | g = (—0.26...+0.80...1,0.42... —1.52...i) | hyperbolique

ps = (—0.05...-0.97...i,—0.49...+0.38...i) | ju =(—0.26... —0.80...i,0.42... +1.52...i) | hyperbolique

La taille des valeurs propre®,7,...) est relativement grande ce qui nous contraint a tra-
vailler avecN « pas trop grand » (idN = 100 et 70 est déja énorme...) Avec la donnée de
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contrdleA(3) on ne voit que le point fixe hyperboliqy®. Dans la troisieme figure (celle cor-
respondant & (Ac;200,30,1000) on augmente les deux premiéres données de contrble, les
deux points fixes sont sur le dessin. Enfin la derniére figlifddq; 200, (2 <xp < 4, 24<x3 <
26),1000) est un zoom de I'avant derniéré(Aa; 200, 30,1000).

J(Ac;30,10,100 J(Ac;30,3,100)

J(Ac;200,30,1000 J(AG;200,(2 < %9 < 4, 24< 1 < 26),1000
6.4. Disques de &GEL, bassin d'attraction

La difficulté a donner une interprétation raisonnable dasréig précédentes nous conduit &
examiner des situations ou I'on contrdle a priori un phénoenéans une zone déterminée et
éventuellement étudier les déformations de ce phénomeéne.

Typiquement - c’est ce que nous faisons dans la premiere désperiences - on considére
une famille de transformations (réelles) possédant urt figiengénérant un domaine invariant
(disque de &GEL, bassin d'attraction...) et on représente ici a la foisairst7-ensembles
et/ou orbites.

On considére la famille de transformatiogse g donnée par

(a((cogB)xg+sin(B)x1) (X2 + €Xg) + £Xg) : OX2l : X2(X2 + €X)), £ =cog0)x1 —sin(8)Xg

aveca réel strictement positif et réel.

Elle a(0:0: 1 (qui sera au centre de chaque figure) comme point fixe et enioé g0
partie linéaire est la similitude€®. Ainsi poura = 1 et irrationnel générique devanti2ette
transformation possede un disque dec&EL. Pour|a| < 1 le point(0: 0: 1) est un attracteur.
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Le calcul explicite de Indj:t s ou Excgit o montre quegq o est dang® sie # 0 et dans?

sinon. Plus précisément on a

INndgyep={(0:1:0), (etan(8) +1:tan®) —e:0), (1:tan®): —¢)},

EXCOaeo = {X2 =0, X2+ X0 = 0, COS(8)(ex0 + X1) + Sin(B) cog(8) (ex1 — Xo) + X2 = O},
Ind 9&;,9 ={(1:0:0), (1:—¢£:0), (asin(8) : acogB) : —co(B) —ecogB)sin(6))},
Exc 9&,%,9 = {x2 =0, €cog8)Xo + cog0)x1 + axz = 0, (€sin(6) 4 cogB))xy + axe = 0}.

Tout d’abord le parametra étant fixé a 1nous allons tracer quelquegg¢e;r,p,M) et
orbites. Comme on I'a dit on s’attend a la présence d'un disdg SEGEL, tout du moins
pour 6 générique.

J(91,0,1;30,1.2,100)

On peut penser dans un premier temps que la région centraje b ci-dessus représente le
disque de &GEL. Dans un tel disque chaque orbite est d'adhérence un « cerdleus avons
trace trois orbites de points manifestement danslont deux semblent contredire I'affirmation
précédente :

—

e

Namts
~—

Tl
6(g10..(0.001,0.01); 3000 6(g1.0..(0.001,0.05); 3000 6(g10.1,(0.001,0.1);1500

En fait ceci est d0 a un mauvais choix des données de contrélevjsualiser le phénomene
gue I'on souhaite observer : des points voisins du disquaEeES qui restent assez longtemps
confinés dans son voisinage font partie de cette région aésdgiel de 8GEL s’avére en fait
beaucoup plus petit que la représentation précédente.

Il semble (d'apres la représentati@f(g; o,1,(0.001,0.1); 1500) que les points suffisam-
ment proches du disque deESEL ont leur orbite qui accumule ce disque ; 'augmentation du
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nombre d'itérations fait « diminuer le disque deESEL ». On observe une certaine stabilité
qualitative des diverses représentations bien qu'il y aé variation métrique de la nature des
figures suivant le choix des données de contrble, en paeidorsque le nombre d'itérations
augmente.

Dans ce qui suit sur chaque ligne les trois figures concenmemiméme transformation ; on
passe d’'une figure a I'autre soit par un zoom, soit par unatiarn du nombre d’itérations. Par
exemple dang/(g1,11;30,5,100) et 7(g1,11;30,5,1000 on observe la variation de la « taille
du domaine de BGEL » : en passant de 100 a 1000 itérations sur un méme domaininen a
I'approximation du vrai disque delSGEL.

J(91.1,1;30,5,100) J(91,1,1;30,1,100) 7(91,1,1;30,5,1000

7(91,1,2;30,5,100) J(91,1,2:30,1,100) 7(91,1,2;30,5,1000

7(91,0,2;30,5,100) J(91,0,2:30,4,100) 7(91,02;30,5,1000
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9(91,1,01;30,0.5,100) 7(91,1,01;30,0.12,100) 9(91,1,01;30,0.5,1000

Maintenant nous faisons prendre au parameétdes valeurs strictement plus petites que 1
Le point (0,0), central sur les figures, est donc un attracteur. On notereceuains bassins
d’attraction semblent tres voisins des disques @&s8L obtenus précédemment.

7(90.980,1;30,1.2,100) J(90.980,1;30,1.2,1000 J(90.981,1;30,5,100)

7(9o.9.1,2:30,2,100)

J(90.82.1,2;30,5,100) J(9o0.78,1,2;30,2,100) J(9o.7751,2;30,7,100)
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J(90.77.1,2:30,7,100) J(90.7651,2;30,7,100)

6.5. Transformations ayant une fibration en droites invariante

Considérons la famille de transformations

O = (%,bﬂl—b)xl), beC\{1}.

Pourb = 0 I'applicationgg est une involution.

Ici encore la fibrationx; = cte est invariante mais de plus I'involutida-xg,x1) commute
avecgy, ce qui se reflete dans les figures qui suivent. La dynamiqust pas pour autant
clairement prévisible. Chaque transformatipyest de typeAo et donc dang?. Dans la carte
affinex, = 1 chaquey, posséde deux points fixés1,1) et en chacun de ces points fixes les
valeurs propres de la différentielle sdrtl,1—b). Nous présentons quelquésensembles de
la transformatiorgy ou se reflete évidemment la symétrie axiale.

J(91.5:30,10,100) J(91.6:30,10,100)
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7(917;30,10,100) 7(917:30,1.5,100)

J(91.95,30,10,100) J(91.95,30,1.5,100)

J(92.1;30,10,100) J(92.1;30,1.5,100)

9(92.4:30,10,100) 9(924;30, 15,100
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6.6. Déformations d’automorphismes de EHNON

Les transformations de HNON sont trés populaires. |l est naturel d’en étudier les déferm
tions. Pour cela on considere des familhgsle transformations quadratiques réelles dépendant
d'un paramétree telles quehg soit la transformation de ENON standard. On s'intéresse a
I'évolution des orbites ainsi que dgsensembles lorsque les parametres changent. Nous pré-
sentons trois types de déformation, une dans chatjue

6.6.1. Déformation dansz!. —
Déformons le prolongement(C) de I'application de HNON (x; + 1 —axg, bxy) de pre-
mier degré dynamique 2 dai$ en composant & gauche [{a : X : X2 +€xq)

he = (X1Xo + X3 — a3 : bXoX2 1 X5 + ebXoXz), a=14, b=0.3.

Dans un premier temps nous tragafighg, (0,0); 30000 pour certaines valeurs de

S ST

0'(ho, (0,0);30000 0'(hog,(0,0);30000 0'(hy.g,(0,0);30000

Puis nous dessinons quelguegnsembles pour ces mémes valeurs :

J(ho;30,10,100) J(hg.8;30,10,100) J(hy.8;30,10,100)

Ici encore la stabilité de la figure semble pertinente.

6.6.2. Déformation danss?. —
On déforme de nouveau I'application deEEKON (x + 1 — ax3, bxo) cette fois de la fagon
suivante :

_ [ _y2_ €a B 5 EAXoX2 5
hg_< X5 xlxz+a>%+bxox1 (a£+\/ )xz bxox2 + v —bex; T he x2>
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aveca = 1.4 etb = 0.3. Notons queh; est dansZ? pour e # 0 et queA(he) = 2. Les lieux
d’'indétermination et exceptionnel dhe sont donnés par :

Indhs ={(0:1:0), (¢: —=b:0)}, Exche = {x2 =0, €axg— bxx = 0}.

On se place dans la carte affine= 1; les dessins qui suivent représentétitg, (0,0); N)
pour certaing.

Comme précédemment la figure est numériquement stable fir g&formation mais pas
par « grande » déformation, I'attracteur étrange sembleagiédtre ou tout du moins se « cas-
ser ».

> >

&(h_19,(0,0);30000 6(h_14,(0,0);30000 &(h 19, (0,0);30000
ﬁ(h73.10'2v (0, 0),30000 ﬁ(h74.10—2, (0, 0),30000 ﬁ(h74.48.10—2, (O, O), 30000

Dessinong/ (hg;30,10,100) pour quelques valeurs de

](h_lo—g ; 30,10, 100) Vi (h_10—3; 30,10, 100) Vi (h—4.4810‘2; 30,10, 100)
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6.6.3. Déformation danss3. —
Considérons la déformation deeiNON suivante :

he = (—a(—xwXe — X5+ @) : b(a?XoXa + X2 + 2eX1 %0 + €X3) : A(a)XG + EXoX1 + EXoX2))
ou(a,b) = (1.4,0.3). Si€ est nulhg compte un unique point d’'indéterminatig@ : 1 : 0); sinon
he est dang3 :

Ind he = {(a (—1+aa?):1) ‘ ad= —%}

Les dessins qui suivent représentent dans la carte affinel
0(he,(0,0);N) = {h(0,0) | n=1..N}

pour certaines valeurs de

(o, (0,0);30000 (ho.07,(0,0);30000 0'(ho.72,(0,0);30000

Nous tracons les ensemblééhg,30,10,100) pour deux valeurs distinctes de

J(ho;30,10,100 J(ho.72;30,10,100)

Remarque 6.5— L'orbite dynamique de I'ensemble des automorphismes ded\ est de
dimension 8+ 2 = 10; l'orbite dynamique d’'un élément générique Ifeest de dimension.8
Par suite les adhérences de ces orbites se coupent ; dinaatreour tout élément génériqgtie
de 23 il existe un conjugué dynamique deaussi proche que I'on veut d’une transformation
de HENON. On peut donc penser dans le cas réel que I'existence d'taciir étrange se
propage &2 ce qui semble étre corroboré par les figures précédentes.
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6.7. Transformations ayant une droite de points fixes

On peut imaginer que la présence d’une courbe de points fixetie la nature des orbites
et des7-ensembles. Nous considérons la famille de transformaiimmnée par

Uegc = ((Xo+X2)(Xo+ (L—€)X2) : (Xo+ ECXo + X2) X1 : X1X2)
qui a pour droite de points fixeg = 0. Si€ est non nulp ¢ est dang3, sinonug; est dang?:
Indvgc={(1:0:-1), (0:1:0), (e—1:0:1)},
Excuge={x1=0, Xo+X2 =0, X0+ (1—¢€)x2 = 0}.

Plagcons-nous dans la carte affice= 1 carte dans laquelle la ligne de points fixes est a
I'infini. Ce choix nous fait penser que la dynamique doit &@lérement compliquée a I'infini.

- . - - 2 2 - -
Notons quev; 1 = (%fl),xo) laisse la fibration en comque@% = cte invariante

. ~ . . 2 2 - -

fibre a fibre. Les fibres d&X1%0™X _  qveca entier compris entre-8 et 8 ont dans le plan
XoX1

réel I'allure suivante :

Nous allons tracer, lorsqug,c) est proche dél, —1), I'ensembled (g ¢, (Xo,X1); N) pour
certaines valeurs dg, x;) dansR?; on prendra garde aux possibles changements d’échelles
d’'une figure a l'autre. Pour le parametr —1) on constate que les orbites sont (probablement)
denses dans les niveaux de la fonction invariante :

0(v11,(1,-1.1);9790 O(v1_1,(—2.2,-2.21);16165 0(v1,1,(—10,-10.1);34200
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Pour(g,c) = (1.0001,—0.9999 on obtient les figures suivantes :

O(Vec, (1,—1.1);9790

6 (Ve e, (—1.9,—1.901);9685)

0(Vg,c,(—1.95,—-1.95001); 18000 O (Vg ¢, (—1.95—1.95001); 24000



6.7. TRANSFORMATIONS AYANT UNE DROITE DE POINTS FIXES 173

6(Ve.c, (—2,—2.001); 20000 6(Vec, (—2,—2.001);3273])

O(Ve.c, (—2.2,—2.21); 13000 0(Vec, (—2.2,-2.21);16165

e é/

6(Ve.c,(—10,—10.1); 25000 (e, (—10,-10.1);34200

Les figures sont intéressantes et semblent révéler un phEgmosemblable a ce que I'on
observe pour les orbites d’une transformation deniE@N. Lorsque I'on regarde les orbites se
former elles commencent par remplir un « anneau d’ame uipsel» puis brutalement rem-
plissent un autre anneau etc, phénomeénes que I'on distangaenos conventions de couleurs.

Voici quelques/-ensembles dans la carte affige= 1.

J(01,-1;30,10,100)
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Dans cette premiére figure on voit apparaitre au changenéstialle prés la configuration
des niveaux de la fonction laissée invariante par la tramsition.

7(91.0001-0.999g 30,10,100) J(V1.0001—0.9999 30,10,1000 J(V1.0001—0.9999 200, 10,1000

J(v1.001-1;30,10,100) J(v1.001-1;30,10,1000 J(v1.001—1;200,10,1000

6.8. Transformations ayant une conique invariante

La famille de transformations birationnellgs donnée dans la cartg = 1 par

1—

X
)
3%

,—sin(8) xo+ cog6) ! ;ZXCZ’)

Op(X0, X2) = (cos(e) Xo +sin(0)
laisse le cercled +x3 = 1 invariant ; sur celui-ci c’est une rotation d’angle. Les transfor-
mationsgg commutent a l'involution—xo, —x2).

Un calcul montre que

1— (cogB)xo — sin(e)xz)2>

Jg *(%0,%2) = <c05(9)xo —sin(8)xz, cog0)xz + sin(0)xo
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On remarque que lege sont danss®. Les ensembles Ingy et Excgg sont indépendants
de® mais il n’en est pas de méme pour lggt* et Excgg ™ :

Indge={(0:0:1), (1:1:0, (1:-1:0)},
Excgg = {Xx2 =0, Xo+x1 =0, Xo— X1 = 0},
Ind gg* = {(sin(8) : 0: cogM)), (cogB) : —1:—sin(B)), (cogB):1:—sin(0))},
Excgg® = {sin(6)xo + cog0)x, = 0, cogB)xo+ X1 — Sin(B)xz = 0,
cog0)xp — X3 — sin(0)x; = 0}.

Nous tracons le®'(ge; (Xo,X1),N) (resp.ﬁ’(ggl; (X0,X1),N)) pour certain® etN, les points
initiaux (xp,x1) étant choisis soit proches de I'origine qui est un point téclaoit voisins du
cerclex3+x2 = 1.

0/(do.0s; (0.01,0.01), 20000 0(gy ss; (0.01,0.01),20000

Dans cette classe d’exemples on trouve le phénoméne suipanfois quelques itérés se
retrouvent trés loin par rapport a la plupart qui restentrfices dans des limites raisonnables ».
Pour avoir un dessin « correct » on a enlevé 75 points de tofmur lesquels une des deux
composantes est en valeur absolue supérieure a 1B5@&@ipulation qu’on fait a plusieurs
reprises dans la suite pour limiter les problémes d'échelle

Sur le second dessin on a enlevé 47 itérés pour lesquels snded® composantes est en
valeur absolue supérieure a 70000

O O

0(g00s: (5,5 6000 09035 (525 6000

Le point itéré se trouve sur le cercle invariant.
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0(goos; (k5. 1 +0.00003255% , 20000 0(Goss (k1 +0.00003255% , 20000

Le point initial (« point rouge central ») est proche du ceiolvariant mais ses itérés s’échap-
pent. Comme précédemment on a enlevé de l'orbite positagp(rnégative) 96 (resp. 13)
itérés pour lesquels une des deux composantes est « tradegraBien que le point initial
soit relativement pres du cercle invariant son orbite estlitflivement et guantitativement
ressemblante aux deux premiéres partant d’'un point proetienine.

RN € o
BRA. o B

0(do.0s: (0,10),20000 0(9g s+ (0,10),20000

Sur le premier (resp. second) dessin il manque les 27 (ré3jitédes dg0,10) pour lequels
une des deux composantes est en valeur absolue supéricd®8 &&sp. 5000).

Dans les dessins qui suivent on fait varier I'an@jdes figures sont similaires.

(9o.00s: (—2,1),12000 0(9o00s (—2,1),12000

On a enlevé 94 (resp. 22) itérés de2,1) sous l'action degg (resp.ggl) pour lesquels une
des deux composantes est en valeur absolue supérieure @000@8sp. 180).
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== Vi

(9000, (% -1+ 0.00153j ,9000) O(pbos (% —L+ 0.001533 ,7500

Les figures suivantes, centrées a l'origine de la carte affinel, représentent les ensembles
J(9e;30,10,100), J(gg 130,10, 100) et 7(ge;30,1.2,100) pour certaines valeurs de

J(9o.00s:30,1.2,100)

J(9o.0s: 30,10,100) 7 (9o 5 30,10,100) 7(9o.05: 30,1.2,100)

7(9o.1;30,10,100) 7(9p3;30,10,100)
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7(go.3;30,10,100) 7(gp3:30,10,100) 7(do.3;30,1.2,100)

7(gos; 30,10,100) 7(9y2:30,10,100) J(gos; 30,1.2,100)

Les paramétres présentés ne sont pas forcément ceux ghmigifes itérations mais nous
avons privilégié I'esthétique.

6.9. Transformations ayant une fibration en cubiques cuspidles invariante

Dans la cartex; = 1 considérons la famille de transformations birationrseti@adratiques
donnée par :

X1 (Xo +tX1) X2

X1+ 1(— 268 +33) + 12x0x1 + 538" X1 +1(— 28 +33) +12x0x1 + 58

famille qui laisse invariante la fibration en cubiques cdafis donnée par :
—6XX + X3 — 3¢ = ctexd.
Les@ préservent aussi la fibratiog/x; = cte ; bien entendd (@) = 1. On note que
Ind g = {(0:0:1)}, Exc @l = {x; = 0}

et donc pour chaquiela transformationp est dang!. Cette famille de transformations est en
fait un flot quadratique et provient de la classification dagltre 2.

Représentons-6xox3 + X3 — 3x4 = ax; aveca entier compris entre-8 et 8; la figure est
tracée dans le plan réel :
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Dessinons quelquesensembles pour différentes valeurstdies données de contrble étant

fixes.

J(¢o.001;30,10,100) J(0.01;30,10,100)

J (.05, 30,10,100) J(o.15,30,10,100) J(%0.2;30,10,100)

Les deux derniéres figures refletent la fibration invariagpe; = cte.

6.10. Transformations ayant une fibration en cubiques a poindouble invariante

Dans la cartex; = 1 considérons la famille de transformations birationrsetieadratiques a
un paramétre définie par

_ (X0 +1xp)? X1 (X +tX1)

Xgt +12X0X1 + X0+ 5 X3t +t2XoXa + X0 +
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Elle laisse invariante fibre a fibre la fibration en cubiquesiatdouble donnée par :
X — 3xox1 = ctexs;

mais aussi la fibratiory /x; = cte qui voit ses fibres permutées.
Les transformationg sont de premier degré dynamique 1 et appartiennért:a

Ind@ = {(0:0:1), (—t:1:t2/3)}, Exc@ = {X =0, o +1tx; =0},
Ind@t={(0:0:1), (t:1:t2/3)}, Exc@ ! = {xo =0, Xg—tx; = 0}.

Représentons dans le plan rég} — 3xox; = ax; | a = —8..8} :

Tragons quelqueg-ensembles pour différentes valeurstde

J(0.01;30,10,100) J(0.03;30,10,100)

J(%0.07;30,10,100) J(o,08;30,10,100) J(%0.2;30,10,100)
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6.11. Exemples de BDFORD et KiM

Dans p] BEDFORDet KiM considérent la famille de transformations deEMONA définie
par :

Gab : P(C)-->PA(C),  (Xo:X1:X2) — (Xo(x1+bXo) : X2(x1 +bX0) 1 Xo(X2 +a%)), & beC.

Dans la carte affingg =1 on a

(X X)— x Xo+a
Jab(X1,X2) = 2’x1+b .

Les points d’'indétermination dgp sont(0:1:0), (0:0:1) et(1:—b: —a) de sorte que pour
chaque valeur des parameétmg, est dang3. Il ne s’agit pour autant pas d’une transformation
générique d&3: d’'une part legap sont de carré quadratique, d’autre part ils ne possédent que
deux points fixes (poufa— 1)? +4b # 0). Les auteurs caractérisent les paraméiagls) pour
lesquelsgap, est birationnellement conjugué a un automorphisme d'un@ioe surfaces, p;
celle-ci s’obtient en éclataf®?(C) en un nombre fini de points. lls en déduisent I'existence de
certains automorphismes ayant une dynamique compliglséétuldient aussi le probléme des
courbes invariantes (qui s'avérent étre des cubiquesudkgcen a) ; nous renvoyons le lecteur

a l'article [6] pour plus de précisions.

Nous allons présenter quelqugsensembles pour degp,, a coefficients réels dans des re-
gions qui la plupart du temps contiennent un ou deux poingsf{&'ils sont réels). Pour chaque
transformation considérée nous donnons la nature dessgdies. Pour des raisons pratiques
nous n'allons pas toujours considérer le polydisfge) mais

A(p1,p2) = {(Y,t) € R? | py <y < pp, p1 <t < po);

lorsque ceci nous arrivera nous noterons encrer, (p1,p2),M) I'ensemble obtenu en re-
prenant la construction dets-ensembles. Dans cette série de figures nous observorss les
ensembles pour les applications, et leurs inverses en faisant varier les données de controle.
Parfois nous mentionnons aussi les points fixes et le spdeti@ différentielle en ces points.

Lorsque(a,b) = (—1,0.5) les points fixes ne sont pas réels eton a:

7(9105;30,10,100) 9(9-1,05;30,1,100)
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(973 65:30.10,100) 9(971 05+ 30.1,100)

Les points fixes dg; o5 ainsi que les valeurs propres de sa différentielle en cezgpsont
donnés par :

p1=(2,2) pr=(0.33...+11...i,0.33...—1.1...i) | dilatant

p2 = (—0.5,-0.5) M2 = (—0.5+0.5i,—0.5—0.5i) contractant

J(91,-05,30,10,100) J(91,-05:30,(—0.3,5),100) J(91,-05:30,(—1,3),100)

Les deux points fixes se trouvent dans le carré de confxblgitéré quatrieme est une
homothétie réelle. Infinitésimalement, & conjugaisonBgaes, au voisinage da la trans-
. 4 7 . . k)
formatlongly_o.5 préserve le pinceau de droites passantpall se trouve que I'on observe ce
pinceau sur la premiére figure.



6.11. EXEMPLES DE BEDFORD ET KIM 183

(9" 05:30,10,100) (9, " 05:30,(~0.3,5),100) (9, " 05:30,(~1,3),100

Si(a,b) = (—6,4) les points fixes ne sont pas réels ; on observgleasembles suivants :

J(9-6,4:30,10,100) J(9-6,4:30,10,1000 J(9-6,4:200,10,1000

Notons que les premierg/ (9 4; 30,10,100)) et deuxiéme {(g-64;30,10,1000) figures
sont quasi-identiques alors qu’on est passé de 100 a 1086ates.

J(9"4 4;30,10,100) 7(9"3 4:30,10,1000 J(9"4 4:200,10,1000
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Lorsque(a,b) = (—6,—4), les points fixes d@ap et le spectre de la différentielle en ces
points sont donnés par

p1=(3,3) | pu=(1.30...,—2.30...) dilatant

p2=(2,2) | ;o= (0.78...,—1.28...) | hyperbolique

7(9_6,4;30,(—1,10),100) 9(g_6,4;30,(—1,10),1000

J(9-6,-4,200,(—1,10),1000 J(9-6-4:30,(1,4),100

J(974,_4130,(~1,10),100) 9(975,4130,(~1,10),1000
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(975, 41200(—1,10),1000 (9”4 _4:30,(1,4),100)

Supposons qua=b = Re(ez“ﬁ’); la transformatiorg, p @ un unique point fix¢l,1) et les
valeurs propres en ce point sont données par

0.65...+0.93...i et 0.65...—0.93...i

J(ga‘b; 307 103 100) ](ga,by 307 (0257 2)3 100)

7(9,#:30,10,100) 9(9,:30,(—0.5,1.3),100) 9(9,:30,(0.25,2),100

Les points fixes des _s5/¢ €t les valeurs propres en ces points sont

p1=(3.33...,3.33...) g1 = (0.2+1.1...i,0.2— 1.1i) dilatant

p2 =(—15-15) W =(-02...40.7...i,-0.2...—0.7...1) | contractant
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7(9s,-5/6:30,(0.8,9),100) 7(9s,-5/6:30,(0.8,9),1000 7(95,-5/6:30,(—2,4),100)

Ce type de figure apparait souvent (pourdgs,/n avecN dansN*). Le pointp; est dilatant,
le point p, est contractant. Seul le dernier dessin montre ces deutsggimultanément.
Les ensembles
](ggi 5630, (0.8,9),100) et j(gs_is /6200, (0.8,9),1000)

produisent des figures uniformément rouges ce qui est nguisduep; est un point contrac-
tant pourgs _se; par contre on a:

(95" 5/6:30.(~2.4), 100



