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Résumé. — On décrit les endomorphismes du groupe de Cremona et on en déduit son caractère
hopfien.

Une transformation rationnelle de P2(C) dans lui-même s’écrit

(x : y : z) 7→ (P0(x, y, z) : P1(x, y, z) : P2(x, y, z))

où les Pi désignent des polynômes homogènes de même degré. Lorsqu’elle est inversible, on
dit qu’elle est birationnelle ; par exemple l’involution de Cremona σ = (yz : xz : xy) est
birationnelle. Le groupe des transformations birationnelles, noté Bir(P2(C)), est aussi appelé
groupe de Cremona.

Théorème 1 (Nœther, [1, 3]). — Le groupe de Cremona est engendré par PGL3(C) et l’invo-
lution σ = (yz : xz : xy).

Un automorphisme τ du corps C induit un isomorphisme τ(.) de Bir(P2(C)) : à un élément f
de Bir(P2(C)) nous associons l’élément τ(f) obtenu en faisant agir τ sur les coefficients de f
exprimé en coordonnées homogènes. Tout automorphisme du groupe de Cremona s’obtient à
partir de l’action d’un automorphisme de corps et d’une conjugaison intérieure ([5]).
Ici nous nous intéressons aux endomorphismes du groupe de Cremona :

Théorème 2. — Soit ϕ un endomorphisme non trivial de Bir(P2(C)). Il existe une immersion
de corps λ de C dans lui-même et une transformation birationnelle ψ telles que pour tout f dans
Bir(P2(C)) on ait

ϕ(f) = λ(ψfψ−1).

En particulier ϕ est injectif.

Une conséquence directe est la suivante :

Corollaire 3. — Le groupe de Cremona est hopfien, i.e. tout endomorphisme surjectif de
Bir(P2(C)) est un automorphisme.

La preuve du Théorème 2 repose en partie sur le résultat suivant que nous appliquons à Γ = SL3(Z) :
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Théorème 4 ([4]). — Soient Γ un sous-groupe d’indice fini de SL3(Z) et ρ un morphisme injectif
de Γ dans Bir(P2(C)). Alors ρ coïncide, à conjugaison birationnelle près, avec le plongement
canonique ou la contragrédiente, i.e. l’involution u 7→ tu−1.

On travaille dans une carte affine (x, y) de P2(C). Introduisons le groupe des translations :

T = {(x+ α, y + β) | α, β ∈ C}.

Démonstration du Théorème 2. — Puisque PGL3(C) est simple, ϕ|PGL3(C) est ou bien triviale,
ou bien injective.

1. Supposons ϕ|PGL3(C) triviale. Posons h := (x, x−y, x− z) ; comme l’a remarqué Gizatullin
([6]), on a (hσ)3 = id. Ainsi ϕ((hσ)3) = ϕ(σ) = id, i.e. ϕ est trivial d’après le Théorème 1.

2. Si ϕ|PGL3(C) est injective, alors ϕ|SL3(Z) est, à conjugaison birationnelle près, le plongement
canonique ou la contragrédiente.
2.a. Supposons que ϕ|SL3(Z) = id. Notons H le groupe des matrices 3×3 triangulaires supérieures
unipotentes. Posons :

fβ(x, y) := ϕ(x+ β, y), gα(x, y) := ϕ(x+ αy, y) et hγ(x, y) := ϕ(x, y + γ).

Les transformations birationnelles fβ et hγ commutent à (x+ 1, y) et (x, y + 1) donc

fβ = (x+ λ(β), y + ζ(β)) et hγ = (x+ η(γ), y + µ(γ))

où η, ζ, µ et λ sont des morphismes additifs de C dans C ; puisque gα commute à (x+ y, y) et
(x+ 1, y) il est de la forme (x+Aα(y), y). La relation

(x+ αy, y)(x, y + γ)(x+ αy, y)−1(x, y + γ)−1 = (x+ αγ, y)

implique que, pour tous nombres complexes α et γ, nous avons gαhγ = fαγhα . Nous en déduisons
que :

fβ = (x+ λ(β), y), gα = (x+ Θ(α)y + ς(α), y) et Θ(α)µ(γ) = λ(αγ).

En utilisant l’égalité

(x+ α)(x, βx+ y)(x− α, y)(x, y − βx) = (x, y − αβ)

on établit que hγ = (x, y + µ(γ)). Autrement dit

ϕ(x+ α, y + β) = (x+ λ(α), y + µ(β)) ∀ α, β ∈ C.

Ainsi ϕ(T) ⊂ T et ϕ(H) ⊂ H ; puisque PGL3(C) est engendré par H et SL3(Z), l’image de PGL3(C)
par ϕ est contenue dans PGL3(C). Le Théorème de classification de Borel et Tits ([2]) assure
qu’à conjugaison intérieure près l’action de ϕ sur PGL3(C) provient d’une immersion de corps de
C dans lui-même.
2.b. Supposons que la restriction de ϕ à SL3(Z) coïncide avec la contragrédiente. En étudiant
les images de T et H par ϕ, on montre que ϕ(PGL3(C)) ⊂ PGL3(C). Toujours d’après [2] à
conjugaison intérieure près, l’action de ϕ sur PGL3(C) provient ici d’une immersion de corps de
C dans lui-même composée avec la contragrédiente.

3. Supposons donc que l’action de ϕ sur PGL3(C) coïncide avec celle d’une immersion de corps
λ de C dans lui-même ou avec la composée d’une telle action et de la contragrédiente.
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Posons (τ1, τ2) = ϕ(x, 1/y). À partir de

(x, 1/y)(αx, βy)(x, 1/y) = (αx, y/β)

on obtient

τ1(λ(α−1)x, λ(β−1)y) = λ(α−1)τ1(x, y) et τ2(λ(α−1)x, λ(β−1)y) = λ(β)τ2(x, y)

ou
τ1(λ(α)x, λ(β)y) = λ(α)τ1(x, y) et τ2(λ(α)x, λ(β)y) =

τ2(x, y)
λ(β)

suivant que la contragrédiente intervient ou non. Par suite ϕ(x, 1/y) = (±x,±1/y).
L’égalité ((y, x)(x, 1/y))2 = σ assure que ϕ(σ) = ±σ. Notons h :=

(
x

x−1 ,
x−y
x−1

)
; la transformation

(hσ)3 est triviale (voir [6]) donc (ϕ(h)ϕ(σ))3 doit aussi l’être. Puisque h appartient à SL3(Z),
on a ϕ(h) = h ou ϕ(h) = (−x− y− 1, y) suivant que ϕ|SL3(Z) est l’identité ou la contragrédiente.
Si ϕ(h) = h, alors ϕ(σ) = σ et on conclut avec le Théorème 1. Lorsque ϕ(h) = (−x− y − 1, y),
la seconde composante de (ϕ(h)ϕ(σ))3 vaut ±1/y ce qui est exclu.
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