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Abstract — The set#(2;2) of foliations of degree 2 on the complex projective plane baridentified with a
ZARISKI's open set of a projective space of dimension 14 on which Agt§P?(C)). We classify, up to automor-
phisms ofP?(C), quadratic foliations with only one singularity. There argyofour such foliations up to conjugacy;
whereas three of them have a dynamic which can be easilyibdeddhe dynamic of the fourth is still mysterious.
This classification also allows us to describe the action a{B(C)) on.%(2;2). On the one hand we show that
the dimension of the orbits is more than 6 and that there aetlgxwo orbits of dimension 6; on the other hand we
obtain that the closure of the generic orbit4f(2;2) contains at least seven orbits of dimension 7 and exactly one
orbit of dimension 6
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Résumé — L'ensemble.% (2;2) des feuilletages de degré deux du plan projectif complegersifie & un ouvert

de ZarRIskI dans un espace projectif de dimension 14 sur lequel agitdep@rAu(]Pz(C)). Nous classifions, a
automorphisme dB?(C) preés, les feuilletages de degré deux ayant une unique aiitgulA automorphisme prés

il y a 4 feuilletages ayant cette propriété ; alors que troisume dynamique que I'on peut décrire facilement, celle
du quatriéme reste mystérieuse. Cette classificationvietar dans la description de I'action de ABE(C)) sur
Z(2;2). Nous montrons d’une part que la dimension des orbites eétisupe ou égale a 6 et qu'il y a exactement
deux orbites de dimension 6 dont I'une correspond & un &aile ne présentant qu’'un seul point singulier ; d'autre
part nous obtenons que I'adhérence de I'orbite d’'un éléménérique de# (2;2) contient au moins sept orbites de
dimension 7 et une seule orbite de dimensioC&ssification mathématique par sujets (2000). — 37F75682S
32M25, 32M05, 14L35.

Introduction

Soit 7 un feuilletage holomorphe de codimension 1 et de dbgsérP?(C). Sit: C3\ {0} — P?(C) est la
projection canonique, le feuilletage homogéné 7 s'étend aC2 et est défini par une 1-forme
w=a(X,Y,Z2)dX +b(X,Y,Z)dY +c(X,Y,Z)dz,

ol a, b et c sont des polynédmes homogénes de deégirél sans composante commune Vvérifiant l'identité
d’EULER : aX+bY 4 cZ = 0; c’est le théoréme deHDW pour les feuilletages. Le lieu singulier Siyg)
de ¥ estdonné par

m{a=b=c=0}\{0}).
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L'identité d’'EULER assure I'existence de polynédmes homogéames r de degréN tels que

W= p(X,Y,Z)(YdX — XdY) +q(X,Y,Z)(YdZ — ZdY) +r(X,Y,Z)(XdZ — ZdX).
Dans la carte affin@ = 1 nous dirons abusivement que la 1-forme’écrit

p(X7 Y, 1) (de— Xdy) - q(X7 Y, 1)dy_ r(X7 Y, 1)dX

Rappelons la notion de nombre dalMoR p(# ,m) d’un feuilletage# en un point singuliem. Fixons une
carte localgu, V) telle quem= (0,0); le germe der enmest défini, & multiplication par une unité en 0 prés,
par une 1-formd&du+ Fdv. Désignons pa(E, F) I'idéal engendré paE etF, alors
Clu,v},
(E.F)’
c’est aussi la multiplicité d’intersectiofr.c’)o des germes de courbes= (E =0) et¢’ = (F =0).
SurP?(C) on dispose d’un théoréme de typeRuUT (voir [11]) ; si # est un feuilletage de deghon a

S W7F,m=N*+N+1 (0.1)
meSing( ¥ )

H( ,m) = dim

Cette formule implique, en particulier, qu'il n’y a pas deiftetage régulieri(e. sans singularité) si#?(C).
Nous noterons7 (2;N) I'ensemble des feuilletages de degféurP?(C).
La classification des feuilletages de degré 0 ou 1 sur le pigjeqiif complexe est connue depuis le X%
siécle ([L1]) : un feuilletage de degré 0 si#?(C) est un pinceau de droites et posséde une seule singularité ;
tout feuilletage de degré 1 sur le plan projectif complexsspde trois singularités comptées avec multipli-
cité, a, au moins, une droite invariante et est donné par armeef fermée rationnelle. Polx > 2 peu de
propriétés ont été établies, hormis la non existence gfueide courbe invariantel(I, J). En particulier
le probléeme du « minimal exceptionnel » n’est pas résolu, emémdegré 2Vpir [2]). Ce probléme, qui va
dans le sens d'un énoncé de type Poincaré-Bendixon, cer@sibtcrire les différentes possibilités pour les
adhérences (ordinaires) des feuilles. En particulier norg actuellement si une telle adhérence doit contenir
nécessairement un point singulier. Une feuille dont I'adhée ne contiendrait pas de singularité produirait
alors un « minimal exceptionel ». Il y a a priori plusieursdag de I'aborder ; soit on cherche a dégager des
propriétés des feuilletages génériques, soit au contoairetudie les dégénérescences les plus compliquées
gue I'on essaie ensuite de déformer. C’est dans cette dempique que nous nous proposons de classifier,
a isomorphisme preés, les feuilletages de degré de® (&) ayant une unique singularité que I'on suppose
étre le point O de coordonnééB,0) dans la carte affing = 1. On peut a priori penser que ces feuilletages,
du fait de la confluence de leurs singularités en une seulétras compliqgués. Comme nous le verrons cette
philosophie est dans certains cas mise en défaut. La for(@ulgimplique quagu(# ,0) = 7. En particulier
les germes d® et Q en 0 ne forment pas un systeme de coordonnées local en O;etrsiefétait le cas
H(# ,0) vaudrait 1 Par suite, & isomorphisme linéaire prés, nous avons lesgosisibilités suivantes

1. w=ydy+termes de plus haut degté singularité est dite de typ@lpotent éventualité étudiée au §

1.1;
2. = xdy+termes de plus haut degté singularité O est dite de typselle-noeudce cas sera I'objet
dug§l.2;
3. le 1-jet dew est nul en O(oir § 1.3).

En analysant le point singuliet flus précisément en traduisant dans chacune des évedduglitprécedent,
I'égalité (7 ,0) = 7 nous obtenons la description des feuilletages de degsédiegl?(C) ayant une unique
singularité.
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Théoréme 1 — A automorphisme d&?(C) preés, il y a quatre feuilletages de degré deux..., ¥4 sur
le plan projectif complexe ayant une seule singularitésdist décrits respectivement en carte affine par les
1-formes suivantes

1.y = X2dx+ y?(xdy — ydx);

2. wyp = X2dx+ (X+y?) (xdy — ydx);

3. g = xydx+ (X2 +y?)(xdy — ydx);

4.y = (X+Yy?—x2y)dy+X(x+ y?)dx.

On observe qu’aucun de ces feuilletages présente de singuidpotente. Notons que le feuilletage défini

par les niveaux dé%’2 est de degré 1 et présente une unique singularité qui de stindiotente.
Les feuilletagesry, #» et 73 admettent respectivement pour intégrale premiére

1y\3 1 1 y % y y 1/y\2 1

30 % (“; +2(3)+(5) )exp(‘;) et () eXp(é () - ;) -
Notons que I'adhérence d’'une feuille génériquerdesst une cubique cuspidale ; remarguons aussigue
¥ et 73 peuvent étre définis par une 1-forme fermée rationnellec@hae ces trois modeéles compte au
moins une courbe algébrique invariante ; il N’en est pas deae@urs,. En particuliers4 ne peut posséder
de structure transversalement projectivi)(] ceci implique d’ailleurs quer, n'a pas d'intégrale premiére
de type LOUVILLE. Les intégrales premiéres de, 72, F3 hous permettent de décrire leurs feuilles de fagon
immédiate.

Proposition 2 — Les feuilletages ., ¥» et ¥3 possédent la propriété suivante : pour tout poimégulier la
feuille deF; passant pam est une courbe entiéneg. une courbe paramétrée par une application holomorphe
deC dansC?.

En fait 71, 7o et F3 sont définis, dans la car¥e= 1, par des champs de vecteurs polynomiaux complets.

Nous n’avons aucune idée de la nature des feuilles;dpar exemple on peut se demandersa un minimal
exceptionnel @]), i.e.s’il existe une feuille der4, n'adhérant pas a la singularité. L'étude de ce probléme sur
cet exemple nous semble pertinent. Daljs§AMACHO et DE FIGUEIREDO montrent par des techniques
numériques que le feuilletage deuaNnoLOU de degré 2 (nous en reparlerons plus loin) ne posséde pas de
minimal exceptionnel. Il serait intéressant d’adapterdauéthodes pour I'étude du feuilletagg.

Un théoréme de UNA et VusT affirme que si M est une variété algébrique affine, G un groégaatif agis-
sant algébriquement sur M avec isotropie générique rédydtirbite générique de G est fermée dansvdil
[12)). Dans cet esprit nous nous demandons si I'orbiteg ) sous I'action du groupe A(P%(C)) = PGLs(C)
d’'un élément générique de.7(2;2) est fermée dans?(2;2). La réponse est non et la classification préce-
dente entre ici en jeu.

Théoréme 3 — |l existe un ensemble algébriq@enon trivial, contenu dans?(2;2) ayant la propriété
Suivante : pour tout feuilletage de.7(2;2)\ X I'adhérence de l'orbite (¥ ) deF contient¥;.
En particulier, pour tou¥ dans% (2;2)\ Z, l'orbite o (¥ ) deF n’est pas fermée.

Donnons une interprétation géométrique de cet ensedblén point régulierm du feuilletage# est dit
d'inflexion ordinaire si la feuille passant para un point d’inflexion ordinaire em; désignons par Fléx )
I'adhérence de ces points. Un feuilletageappartient &7 (2;2) \ Z si et seulement si Fléx ) est non vide.

Le Théoréme 3 n’est pas en contradiction avec I'’énoncé utealLet VUST puisque.Z (2;2) n'est pas une
variété affine.
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La dimension de I'orbite dg; est 6 qui est la dimension minimale possible, et ce en tougdagpérieur ou
égal a 2 (Proposition 2.3). Nous montrons qu'’il y a exacterdenx orbites de dimension 6 (Proposition 2.7) ;
la seconde est associée au feuilletagelonné en carte affine par

ws = X°dy -+ y?(xdy — ydx).

Ce feuilletage possede deux points singuliers et I‘inﬂégmeemiér% — %,; autrement dit il s’agit du pinceau

de coniquesy? — x2) + Axy. Pour des raisons de dimension les orbitég;) et o (7s) sont fermées.

De nombreux problémes, en particulier la partie b) déM@robléme de HLBERT, sont abordés par des
techniques de perturbation en général a partir de felghstac hamiltoniens ». Ce qui précéde montre en
un certain sens que presque tout feuilletage de degré deuxnes« petite perturbation » du feuilletage
« hamiltonien » 1. Nous préciserons le Théoréme 3, en particulier dans I'énqaocsuit.

Théoréme 4 — Si ¥ désigne un élément générique.2i¢2;2) I'adhérence de l'orbite (7 ) dey contient
au moins sept orbites de dimensibet une seule orbite de dimensiéncelle deF;.

D’autres considérations sur les adhérences d'orbitesisabmrdées dans le texte.
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1. Feuilletages de degré deux d@?(C) ayant une seule singularité

Considérons un feuilletage de degré dgusurP?(C) ayant une unique singularité ; la classification menant
au Théoréme 1 est établie au cas par cas suivant la naturgetiddeo définissantr au point singulier que
nous supposons étre I'origine O de la carte affine 1. On écriraw sous la formeAdx + Bdy + @(xdy — ydx)

et on adoptera les notations suivantes

A = ay ox+ a9 1y + ap0X° + a1 1Xy+ 89 2Y7, B = by oX+ b 1y + b2,0X% + by 1xy+ bo 2Y?,

o= (Pz,oX2 + @1 1Xy+ (Po,zyz.
On désignera pd? (resp.Q) la composante erxdresp. ¢) ; autrement dit on pose = A—ypetQ = B+ x@.

1.1. Etude du cas nilpotent. —

Proposition 1.1 — SoientF un feuilletage de degré deux se#(C) dont le lieu singulier est réduit a un
point etw unel-forme décrivantr ; la partie linéaire dev ne peut étre conjuguéeydy.

Démonstration— Raisonnons par I'absurde : supposons gueossede une unigue singularité et que celle-
ci soit nilpotente. A isomorphisme linéaire pr&sest défini par la 1-formey»= Pdx+ Qdy ou

P(X,y) = ap0X* 4 802Y> + a1 1Xy — Y(@2,0% + @02y + @L1XY),
Q(X,Y) = Y+ b oX% 4 bo 22 + b1 1Xy+ X(@2,0%° + Qo 27 + P11XY).

Remarquons que la conditiq# ,0) = 7 implique la nullité deay 0. Dans le cas contrairg®, Q) o = (y,X%) o
dans I'anneau local{x,y} qui impliquep(#,0) = 2.
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Ainsi le polyndmeP est divisible pay
P=yR avec PL = ag,2y+ 811X — ((2.0%° + Qo.2Y° + Q11XY).

Commew est & singularité isolée en @ polyndmeQ est non divisible pay et|byo| + |@0| €st non nul.
Posong” = (Q=0) et¢’ = (P = 0); nous avons

W(#,0)=(c-c"o=(c-(y=0)o+(c-(PL=0))o.
Notons que la multiplicité d’intersectiofr - (y = 0))p vaut 2 ou 3
Siay 1 est non nulP, = 0) est transverse @ et (¢ - (PL = 0))o = 1; d’ou I'inégalitép( 7 ,0) < 4 : contradic-
tion. D’ol I'égalitéa; 1 = 0.
Sur la droitey = 0 la 1-formew s’écritX? (I o + @2,0X)dy; Si @20b20 # 0 le point(—%, ) est une singularité
dew, distincte deg(0,0), ce qui est, par hypothése, impossible. Il en résulte quedkduitrg, ob, o est nul.
Montrons, par I'absurde, qug o # 0. Si @ o = 0, alors d’apres ce qui précetiey # 0 et
W= (Y+bo.0X* +bo2y? + br1Xy+X(@0.2y" + @r1xy) ) dy+Y? (802 — @2y — @1.1X) dX.
Siag est différent de Dalorsag > — @2y — 11X €st une unité efo, 0); de sorte que
W(F,0)=2(c-(y=0))o=4

ce qui est absurde. Dorg > = 0 etw est du type

(Y + 02,0 + bo2y? + by 1Xy+ X(@0.2y” + @1.1XY) ) dy — Y (@02 + Pr.1X) dx.

Si @1 # 0 nous constatons qug 7 ,0) = 5; enfin sig, 1 = 0 le coefficientg > est non nul efi(# ,0) = 6,
ces deux cas sont exclus. Dapg # 0.

Finalementw s’écrit
(y+ bo 2y? -+ by 1Xy+ X(@2,0¢ -+ Go2y* + @raxy) ) dy+Y (Ao2y — (G20 + Po2y? + @raxy)) dx, @0 #0O.

La multiplicité d’intersection en 0 entr@ = 0) et (y = 0) est 3 En outre nous avons au niveau des idéaux
dans I'anneau des germes de fonctions holomorphes en 0

(Q, 802y — (2.0 + Q.2Y* + P1.1XY)) 0
= (y(1+bo2y+ (by1-+a02)X), 802y — (2.0 + Go.2Y* + @L1XY)) 0

= <y7 X2>,0'
Nous en déduisons qués ,0) = 3+ 2 =5. Il n’existe donc pas de feuilletage de degré deuP#«) ayant
une seule singularité qui soit de type nilpotent. O

1.2. Singularités de type selle-noeud. —

Proposition 1.2 — Soit ¥ un feuilletage de degré deux ayant une seule singularitéet singularité est
de type selle-nceud, est conjugué au feuilletage, décrit par lal-forme

Wy = (X+ Y —X°y)dy+ X(x+ y*)dx.

Démonstration— Supposons comme précédemment que 0 soit 'unique siitgulke 7 . Une fois encore
nous allons traduire I'égalité( 7 ,0) = 7. A isomorphisme prée s’écrit Pdx+ Qdy dans la cart& = 1 avec

P(X,y) = ap0X* + 802Y* + 11Xy — Y(@2,0% + @02y + PL1XY),
Q(X,Y) = X+ b 0X% 4 b 27 + b1 1Xy+ X(@2,0%° + Qo 2Y° + P11XY).



6 D. CERVEAU, J. DESERTI, D. GARBA BELKO & R. MEZIANI

Montrons par I'absurde que la droifg = 0) n’est pas invariante par . Si (x = 0) est invariante par , le
coefficientbg » est nul. Commew est a singularité isolé@g 2| + |@ 2| est non nulle ; on en déduit I'égalité
d’idéaux

(P,Q).0 = (802Y* + 02>, X) 0
qui conduit du( 7 ,0) < 3: contradiction.
Considérons un point génériqog = (0,Yp) de I'axe(x=0) et D la tangente a la feuille de passant pamy;
cette tangente est donc distincte de I'dxe= 0). Quitte a faire agir un automorphisme B&(C) préservant
les axegx = 0) et (y = 0), envoyantmg sur le point & I'infini(0: 1 : 0) et ® sur la droite a I'infiniZ = 0,
nous pouvons nous ramenerpg = 0. Maintenant, quitte a faire agir la transformation linéadiagonale
(bo2x,y), on peut effectuer la normalisatidg » = 1
Le théoreme des fonctions implicites assure que la coQreed est en 0 un graphe local (calcul réalisé avec
Maple)

X(y) = —y?+ b1y’ - b11+b20 W+ 3b20b11—(P1,1+bi1)Y5
+((PZO—b11+3(P11b11—2b20—6b20b11)y6
+(10020b11—4b20(p11+10020b11—4(p20b11—6(p11b11+b11y mody®.

La conditionp( 7 ,0) = 7 se traduit par le fait quB(x(y),y) est d'ordre précisément En écrivant explicite-
ment cette condition on obtient les égalités suivantes

app=a11=0, @ui1=—a0, (o= —a0b11, a@obo=0 axe(3by1b0+ax0) #0O,
ces deux derniéres egalites impliquanp = 0 etaz g # 0.
Ainsi
= (x+y2 + by 1xy—x3(by, 1X+Y)) dy+ X (x+y(by1x+Y)) dx.

Quitte & remplacew pard*w, old(x,y) = (1 by’ Thr y) le feuilletageF est défini, dans les coordonnées
affines(x,y), par la 1-forme
ws = (X+ Y — xy)dy + X(X+ y?)dx
]

Les feuilletages d&?(C) les plus « simples » sont ceux qui possédent une structurgvaesalement projec-
tive ([5]). La proposition qui suit dit en particulier quey ne posséde pas de telle structure ; il devient alors
naturel d’aborder pour ce feuilletage le probléme du mihiexaeptionnel. Le portrait de phase «réel » de
la restriction ders aPP?(R) présenté au § 3 fait penser que toutes les feuilles adhétasirigularité.

Proposition 1.3 — Le feuilletage¥, nadmet pas de courbe invariante algébrique. En particalien’est
pas transversalement projectif.

Démonstration— Rappelons que gi est une courbe algébrique invariante par elle contient au moins
une singularité dey, i.e. ¢ passe nécessairement par I'unique point sing@0er0 : 1) de 74 (voir [3, 11)).
Comme ce dernier est de type selle-noeud, toute courbeant@arlocale est soit lisse, soit a croisement
ordinaire, c'est-a-dire du typey-+ termes de degré supériedrO (voir [6]).

D’aprés B] le degré dec est inférieur ou égal a.&i degc = 4 alorsc est réductible e¥4 est décrit par une
forme logarithmiquey Ai 4% (voir [3], théoréme 1) ; en particulier le germe gigen 0 est donné par une forme
logarithmique. Or ce n est pas le cas pour une singularitgymke selle-noeud €]) ; donc deg- < 3. Si ¢ est
irréductible lisse de degré alors (B], proposition 3) assure qug; a une intégrale premiére rationnelle ; il
s’en suit que le germe dgy en 0 a une intégrale premiére méromorphe ce qui est encoosgilye pour une
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singularité selle-noeud. @i est irréductible mais non lisse, il s’agit d’'une cubique &pdouble donnée par
une équation de la formey+ Y = 0, ou P est un polyndme homogéne de degréSBc est réductible elle
posséde une branche de degré plus petit gaerdettant une équation de I'un des deux types qui suivent

X+ axX +bxy+cy =0 ou y+ ax + bxy+ cy? = 0;

de méme si le degré deest inférieur ou égal & Dans toutes ces situations on montre par un calcul Maple
guews ne posséde pas de telles courbes invariantes.

D’aprés (p], corollaire 2.16) le feuilletager, n'est pas transversalement projectif, la présence d'ute te
structure nécessitant la présence d’une courbe algéhrigagante. O

Remarque 1.4 — Il résulte des travaux de$GER ([15]) que F4 n'est pas intégrable au sens d®UVILLE.
De mémefr, ne peut étre défini par une forme fermée rationnelle.

1.3. Cas 1-jetnul. —
Dans les trois lemmes qui suivesit désigne un feuilletage de degré deux B&(C) défini par une 1-forme
wet tel que

1. lunique singularité der soit(0:0:1);

2. le 1-jet en O dew soit nul.
Dans ce cas

W= A(X7 y)dX+ B(X> y)dy+ (p(X> y) (Xdy— de),

oU A, B et@ sont des polyndmes homogénes de degiéeZeuilletageF étant de degré deux, le cone tan-
gentxA+yB dew en 0 ne peut étre identiquement nul. Le polynGpréest pas non plus identiquement nul
sinon la droite a l'infini serait invariante par qui posséderait donc une singularité sur cette droite, te qu
est exclu. Nous allons raisonner suivant la nature du cérgetd qui, a priori, peut étre trois droites, deux
droites ou une droite.

Lemme 1.5 — Le cbne tangent d@ ne peut étre I'union d@ droites distinctes.
Démonstration— Raisonnons par I'absurde ; nous pouvons supposer quenke tadigent est formé des
droitesx =0, y= 0 ety — x = 0; il s’en suit quew s’écrit ([6])

dx d d(y—x
Xy(y —X) ()\1? + )\gvy + )\3%) + ((PZ,OXZ + QLaAXy+ (po,2y2) (xdy — ydx), Ai, ¢ eC.

Sur la droitex = 0 nous avonsy = y?(A1 — @ 2y)dx. Comme 0 est I'unique singularité de, le produitA1¢o 2
est nul. De la méme fagon, en restreignaraux droitesy = 0 ety — x = 0 nous obtenons

A2@20 = A3(P20+ @11+ Q2) = 0.
Le point(1 : 0: 0) étant non singulier nous avosg # 0 et par suité\, = 0. Un argument analogue montre
queA; etAs sont nuls, mais ceci contredit I'égalité deg= 2. O
Lemme 1.6 — Si le cbne tangent d® en0 est composé de deux droites distinctes, alors, a isomanghis
prés,¥ est défini par

w3 = Xydx+ (X + y?) (xdy — ydx).

Démonstration— A conjugaison prég est donné par la 1-formeq])

d
w= Xy (A;X +6%y +ed (g)) + (@20 + QL1IXY+ (o 2y?) (xdy — ydx), A8, €@ €C.
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Comme au Lemme 1.5, en considérant les restrictions aex droitesx = 0 ety = 0, nous établissons que

€2 =00 =0.

Le point(1:0:0) n'est pas singulier dong, o # 0 etd = 0. De méme en écrivant qu@ : 1 : 0) n'est pas
singulier nous remarquons qge2 # 0 et par suite que = 0. Le feuilletageF étant de degré deuxest non
nul ; nous pouvons donc supposer Que 1, d'ou

© _dx (0@ +0uxy+@ay?) d(%)
¥y X2 X
La transformation linéaire diagona(&pzf 0% (P20002) Zy) nous permet de supposer qpey = o2 = 1;
par conséquent
0= XydX+ (% + @u.1xy -+ y?) (xdly — yebx).

Quitte a conjuguew par le difféomorphisme{ ) le coefficienty, 1 vaut Q d’'ou I'énoncé. [

o1y’ 1+(Pl 1y

Remarquons qu% est fermée ; nous en déduisons gueadmet pour intégrale premiére

Lemme 1.7 — Si le cbne tangent de en0 est réduit a une seule droite, alors a conjugaison présst
défini par I'une des deuk-formes suivantes

1.y = X2dx+ y?(xdy — ydx);
2. wyp = X2dx+ (X+y?)(xdy — ydx).

Démonstration— A conjugaison présr est donné par

w=> (A ( dX <0‘ny;2|3y2>> + (G200 + PLIXY+ Qo 2y7) (xdly — ydx), o B2 e eC

Le feuilletage# étant de degré deux le coefficiextest non nul et nous pouvons le supposer égalBnl
outre, vu que 0 est l'unique singularité, nous obtenonsgstrgignanty a la droitex = 0, que @23 = O.
Puisque(0 : 1 : 0) n'est pas singulieqp 2 # 0 et = 0. Quitte & conjuguew par la transformation linéaire
diagonale((pé/zzx, Yy), nous nous ramenons@. = 1. Ainsi 7 est décrit par

0 = X2aX + (X4 @p,0%° + @1.1Xy+ Y2) (xdy — ydx).

La conjugaison par le difféomorphisn(ex y— &1 ) permet d’annulemy 1. Puis en faisant agir
X y . X y .
, sia=0, et sia#0,
<1+(Pz,oy l+<Pz,oY> 1— (q)zo)x 1_ (cpé )x 7

nous pouvons supposer q@gy = 0. Sia = 0 nous obtenons le premier modeébe. Sia est non nul, alors,
en conjugant par la transformation linéaire diagor{ai®x, a?y), on se raméne & = 1, c’est-a-dire au mo-
delewy. O
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Remarquons qué# est fermée et a pour intégrale premié}r@)3 —

premiére
(245720 + (1)) eel-3)

Les Lemmes 1.5, 1.6 et 1.7 impliquent I'’énoncé qui suit.

1. N P
% quant awy, elle admet pour intégrale

Proposition 1.8 — Soit ¥ un feuilletage de degré deux se#(C) dont I'unique singularité e$0 : 0 : 1).
Si le 1-jet de la formew définissantr au point singulier est nul alors, a isomorphisme pgegst donné par
I'une des troisl-formes suivantes

1. oy = X2dx+ y?(xdy — ydx);
2. op = X2dx+ (X4 Y?)(xdy — ydx);
3. g = xydx+ (X2 +y?)(xdy — ydx).

Remarque 1.9 — Les quatre feuilletages; ne sont pas linéairement conjugués. En effgtest le seul a
posséder une singularité de type selle-noeud, il n'est gasaconjugué aux autregs. La 1-formews n'est
pas linéairement conjuguéeu et wy, car le cbne tangent en 0 d& est formé de deux droites distinctes,
alors que le cone tangent en 0 @e (resp.wy) est constitué d’une seule droite. Enfin et 7, ne sont pas
linéairement conjugués : le premier possede une intégrahaipre rationnelle mais pas le second.

Le Théoreme 1 résulte des Propositions 1.1, 1.2, 1.8 et dertaaRyjue 1.9.

Par contre les feuilletages, et #3 sont birationnellement conjugués car ils le sont au faaije linéaire
d’intégrale premieree’; leurs feuilles génériques sont transcendantes. DanstiaXa-= 1 les feuilletages
F1, F2 et F3 posseédent respectivement les intégrales premiéres ggvan

Y y y
27, 2+z+2y+y)e”, yexp( % —z).
Quitte a faire agir les automorphismes polynomiauxCde
y Y
y,z—§ ) resp.(y, 2+ 2+ 2y +Y°), resp. y72—§

sur 71, resp.#», resp.f3 Nnous constatons que
1. 7, est polynomialement conjugué au feuilletage décritzparcte ;
2. %o et #3 sont polynomialement conjugués au feuilletage donné gamil@aux deje % = cte.

Nous en déduisons la :

Proposition 1.10 — Les feuilletagesr,, F» et F3 possédent la propriété suivante : pour tout powrg-
gulier la feuille deF; passant pam est une courbe entiereg. une courbe paramétrée par une application
holomorphe d& dansC?.

En fait 71, - et F3 sont définis, dans la car¥e= 1, par des champs de vecteurs polynomiaux complets.
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2. Orbites sous l'action dePGLg(C)

L'ensembleZ (2;N) est un ouvert de ZriskI dans le projectivisé des 1-formes en les varialle¥ etZ de
degréN + 1 satisfaisant I'identité d'HLER (il faut en effet que la condition « sans composante commune »
évoquée dans l'introduction soit satisfaite). En parteul” (2;2) est un ouvert de Zriski dansP4(C).

Le groupe des automorphismes®fC) agit sur.Z (2;2); 'orbite d’'un élémentr de.Z(2;2) sous I'action

de AutP?(C)) = PGLs(C) est notéeo (7 ). Comme cette action est algébrique les orbites sont d’adbére
(ordinaire) algébrique darB4(C). Nous nous intéressons dans ce qui suit aux adhéranges des or-
biteso (7 ) dans.Z (2;2) sous I'action du groupe A(P?(C)).

2.1. Isotropies et dimensions des (7). —

Définition. — Soit 7 un feuilletage suP?(C). Le sous-groupe de A(P?(C)) qui préserver s'appelle le
groupe d’isotropiale et est noté Is@rF ) ; c’est un groupe algébrique.

La Proposition suivante est de nature élémentaire, sa d&mation est laissée au lecteur.
Proposition 2.1 — Les dimensions des(¥;) sont les suivantes

dimo(71) =6, dimo(72) =7, dimo(#s3) =7 et dimo(74) =8.
Plus précisément les groupss( ;) sont donnés par

1. lIso(71) = {(B3x: B%y:z+ax) | a € C, B € C*} qui est isomorphe au groupe des transformations
affines de la droite ;

2. Iso(#F2) = {(x:ax+y: —a(a+2)x—20y+2z)|a € C};
3. Iso(73) = {(x: 2y:z+ax) |aeCl;
4. 1so(#4) = {id, (ix:j?y:2), (i%:]y:2)} ouj = €3,

2.2. Minoration de la dimension de I'orbite d'un feuilletage de degré deux. —

Nous avons vu que la dimension d€#;) est 6; nous montrons dans cette section que c’est la dimensio
minimale possible.

Notonsx(IP?(C)) l'algébre de LE des champs de vecteurs holomorphes globaygP?(C)) est bien sar
l'algébre de LE du groupe d’automorphismes &#&(C). Soient¥ un feuilletage suP?(C) etx un élément
dex(IP?(C)); nous dirons quer est une symétrie du feuilletage si le flot exgtx ) est, pour chaqu dans le
groupe d’isotropie Is@r ) de # . Siwdéfinit 7 dans une carte affing, est une symétrie dg si et seulement
siLywAw=0oulL, désigne la dérivée delE de w suivantx . Remarquons que i est de degré supérieur

a 2 etx une symétrie non triviale d¢ alorsx n'est pas tangent au feuilletage: si c'était le casr serait

en effet de degré Oou 1

Lemme 2.2 — Soit ¥ un élément de¥ (2;N) défini par unel-forme w. Si x ety sont deux symétries
de ¥ indépendantes s@ alors% est une intégrale premiére rationnelle non constante .de

Démonstration— D’aprés ce qui précéde les polyndnesy ) et w(9) sont non identiquement nuls. Les
champsx ety étant indépendants s@r, la fonction rationnelle% est non constante. Rappelons que si
est une symétrie dg et siw(x ) # 0, alorsw(x ) est un facteur intégrant de autrement di% est fermée.

Puisque le quotient de deux facteurs intégrante)@st une intégrale premiére rationnelle dela fonction

% est une intégrale premiére rationnelle non constante de O
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Si G désigne un groupe algébrique, nous nogpssn algeébre de IE.

Proposition 2.3 — SoientN un entier supérieur ou égal2aet ¥ un élément de7 (2;N). La dimension
deo (¥ ) est minorée pas.

Démonstration— Comme dink (P?(C)) = 8 le Lemme 2.2 assure que si dimiy ) < 6, le feuilletages
admet une intégrale premiére rationnelle. D&EJERVEAU et MATTEI montrent, en utilisant le théoréme de
LUROTH, qu'il existe une fonction rationnelle non constanteédfinie a PGL(C) preés, telle que I'ensemble
des intégrales premiéres rationnellegrdsoit isomorphe & (f); on dit alors que f est minimale. Choisissons f
minimale pour¥ . Remarquons que i appartient a Isgr ) alors fo ¢ est encore une intégrale premiere
de 7 et que, de plus, elle est minimaleqg ¢ s’écrit doncty(f) avecty dans PGk(C). Désignons par le
morphisme défini par

T1: Iso(7 ) — PGLy(C), b — To.
Le noyau det est un sous-groupe de [30) nécessairement discret. En effet si dimker 1, alors kert
contient un flot dont le générateur infinitésimal est tangentce qui est impossible. Par suite

DigT: iso(F ) — slx(C)
est injective ; ceci implique I'inégalité
dimlso(# ) = dimiso(¥ ) < dimsly(C) = 3.

Supposons que dimlé@ ) = 3 alorsiso(F ) ~ sl>(C). Soit G la composante neutre de (9. A partir
deiso(¥ ) = sl(C) nous obtenons & isomorphisme prés

G =SL,(C) ou G=PGLy(C).
Dans chacune de ces éventualités nous héritons d’une aatierSly(C) surP?(C).
Si p est irréductiblep s’identifie au projectivisé de I'action natureffiede SLy(C) sur I'espace des formes
quadratiques en deux variables. Cette action n’a pas déetage invariant de degré supérieur ou égal a 2; en
effet si# était invariant, son lieu singulier, qui n’est pas vide,édeast aussi : contradiction avec le fait goe
ne laisse invariant aucun ensemble fini.

Sip est réductible, elle se décompose, au niveaGYeen une action suf? et une surC qui est nécesserai-
ment triviale. Par suite dans une carte affine adfhooincide avec I'action linéaire standard

(( (\]/ g )’(X’y)> = (ox+ By, yx+ By).

Cette derniére action préserve un feuilletage : celui ingar le champ radiak = xa% + y%,, qui est de
degré Qet c'est le seul. En effet soft un feuilletage non radial invariant par
(Xy) — (ox+ By, yx+ 8y);

il existe alors un point génériqua tel que la tangente a la feuillen passant pam ne soit pas la droite
passant par 'origine eh. Nous pouvons supposer qoe= (1,0); le groupe

{(x+By,dy) [BeC, 6 C"}

fixe m, doit fixer 7 donc doit fixer la tangente @m enm ce gui est impossible. Nous en déduisons
que dimlIs@¥ ) # 3. Il s’en suit que dimls¢F ) <2 etdimo(F ) > 6. O

Corollaire 2.4 — Le feuilletager; réalise la dimension minimale des orbites en degré
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Nous pouvons nous demanderzsiest 'unique élément de# (2;2) a satisfaire cette propriété ; nous allons
voir dans le paragraphe suivant que ce n’est pas le cas.

2.3. Description des feuilletages de degré deux tels qdeno (7 ) =6. —

Proposition 2.5 — Soit ¥ un feuilletage de degmd surP?(C). Sidimiso(F ) = 2, alorsiso(¥ ) est iso-
morphe a 'algébre du groupe des transformations affinea depite.

Démonstration— D’aprés la classification des algébres de te dimension 2oir [8]) il suffit de montrer
queiso(F ) n'est pas abélienne. Pour ce faire raisonnons par I'absuedsupposons quio (¥ ) soit abé-
lienne. Soient ety deux générateurs deo(7 ). La triangulation des algébres résolubles de matricesassur
I'existence d’'une droit@ invariante parx ety . Nous pouvons alors nous ramener a la situation suivante :
est la droite a I'infini et dans la cart? les champsc ety sont affines. Dans cette méme carteest défini

par un champ polynomial a singularité isolée que nous nogezro Soit V un élément déso(# ). Puisque

le flot de V laisseF invariant, en tout point non singuli€Y, z] est un multiple dez; d’aprés [L4] il existe

une fonction holomorphg surC? telle que[V, z] = gz. Les champs V et étant polynomiaux}V, z] I'est
aussi ; par suitg est rationnelle et holomorphe stif donc polynomiale. Le champ V étant affine nous avons
dedV, z] < degz; larelation]V, z] = gz entraine qug est constante. Finalement nous obtenons

[X,Z]:}\Z, [Df,Z]:r]Z, }\,T]E(c.
A combinaison linéaire et permutation présxi@ty nous pouvons nous ramener a
[x,2] =0, [,z] =nz, nec.

Commencgons par supposer gueet 9 sont génériquement transverses. En un point génériquésteedes
coordonnées locales telles que

L0 0
- oox Y =5y

Dans ce systéeme de coordonnéesst de la forme

G(x,y)a%w(x,y)%, a, B C{xy}.

L'égalité [x , z] = 0 implique quex etP ne dépendent pas deAlors [, z] =n9 entraine que’(y) =na(y)
et (y) =np(y). On obtient ainsi

0 0
z:e”y<ya—x+6@>, y, 0 C,

qui se réécritz = ¥(yx + &9 ). Sur un ouvertz etyx + &y sont donc paralléles ; nous en déduisons que
c’est le cas partout. Ainsi le feuilletage défini paest linéaire : contradiction.
Supposons qug& ety soient partout colinéaires ; par conséquent en un pointrggr@enous pouvons écrire

0 0

X =5 7 =8(Y) 5 0 C{y}.
Notons quex ety n'étant pasC-colinéairesd est non constante. A partir de, z] = 0, nous obtenons
d 0
z —G(y)a—X+B(y)@, o, BeC{yh
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remarquons qu@ # 0 sinonz serait colinéaire & et définirait un feuilletage linéaire. Par aillews, z] = nz
conduit ana(y) =0 etB(y)(n+ & (y)) =0, soit aa = 0 etd(y) = —n # 0. Autrement dit
d 0 0 .

X = 7 =(-ny+e)y., Z—B(y)a,, necC’, eeC, BeC{y},
Par suiter a une intégrale premiere rationnelle f (Lemme 2.2) qui, dassoordonnées local¢s,y) ne
dépend pas dg et s’écrit donc (x). Le flot dey est donné patx+td(y),y); puisquey est une symétrie
de 7, la composée(k+1d(y)) ne dépend pas dei.e. d est une constante ce qui, comme nous I'avons déja
vu, est impossible. O

Lemme 2.6 — SoitF un feuilletage de degré deux sur le plan projectif compl&mposons que I'algébre
deLIE iso(F ) soit de type affinei.e. engendrée par deux champs de vectauety tels quelx,y | =o .

Il existe une droite danB?(C) invariante par les champs et et telle que tout point singulier dg
appartienne a cette droite.

Démonstration— Puisqudx,y | = o, le théoréme d’'EGEL assure I'existence d’une droite de P?(C),
gue nous pouvons supposer étre la driite 0, invariante parx ety . Plagcons-nous dans la cade=1; en
reprenant un argument de la démonstration de la Propo&tinous avons

[xX,z]=Az, [7,z]=nz, A, necC.
L'identité de AcoBl

[X7[9/7ZH+ [9/7[Z7X]] —i—[Z,[X,D/H =0

entrainen = 0, c’est-a-dire[y, z] = 0.
Si toutes les singularités de sont sur la droite a I'infini> le lemme est démontré.

Supposons gu'il existe un point singuligra distance finie pour le feuilletage; évidemment ce point est
singulier pourx ety . Nous pouvons nous rameneng= (0,0) et

x——(1+0()x3—0( 9 _y2
N ox yay’ 7 =Vax

Quant az nous I'écrivons sous la forme; + z, + @R ou z; (resp.z;) désigne un champ linéaire (resp.
quadratique) ek le champ radial. L'égalit¢y, z] = 0 conduit & {7, z1] = [, 22] = 0 et est du typey?.
A partir de[7, z1] = 0 et[, z,] = 0 nous obtenons

0 0 0 0
21 = (BX+W)0_)( +Bya/a Zp = (6y2+KXy)a_X+ Kyzala Ba Y; K, o eC.

Nous constatons que Biest nul,z est divisible par, donc n’est pas associé a un feuilletage de degré deux.

Il s’en suit quef est non nul ce qui implique gue= 0. En écrivant explicitemeritx , z] = 0 nous avons
y=0ae=0k=90(a—1)=0.

Sid est nul,z est colinéaire au champ radial ce qui ne peut arriver. Ainsil ete =k = 0; d’ou

0
z=PBR +6y26—x.

Nous pouvons évidemment normaliser les coeffici@netd a 1 Le feuilletage# est défini par la 1-forme
ydx — xdy — y2dy qui posséde l'intégrale premiéé& y; ses points singuliers sof@:0:1) et(1:0:0) etla
droitey = O satisfait I'énoncé. O

Les feuilletages de degré deux dont I'orbite est de dimensiaximale 6 sont classifiés par la :
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Proposition 2.7 — Soit ¥ un élément de7 (2;2). Supposons que l'algébre deE iso(¥ ) soit de dimen-
sion2; alors ¥ est, a action d’un automorphisme ]H%(C) prés, défini par 'une dek-formes suivantes
1.y = X2dx+ y?(xdy — ydx);
2. Wy = x2dy+ y?(xdy — ydx).
Dit autrement les orbites associées sont les seules odgtdsnensior®. Elles sont fermées dang(2;2).
De plus nous avons

X Yy
1+ Bx’ 1+ Bx

Iso(75) = {(azx,ay), <1jBy’TyBy> ‘ aeC* Be C};

Iso(71) = {(a®x,0%y), ( ) ‘ aeC* BeC},

ces deux groupes ne sont pas conjugués.
Remarque 2.8 — Le feuilletage¥s décrit parws intervient déja dans la démonstration du Lemme 2.6.

Démonstration— D’aprés la Proposition 2.5 et le Lemme 2.6 il existe deuxélyiesx ety de ¥ telles

que [x,9 ] = 9. Ces deux symétries préservent une draitgue nous supposerons égre= 0. De plus
Sing(# ) est contenu dan®. Si # a un unique point singulier nous savons d’aprés le Théoremield
Proposition 2.1 quer est conjugué & ;. Nous nous ramenons donc au cas ou Simgcontient(0: O :

1) et (1:0:0. Notons quex ety sont singuliers en ces deux points; nous en déduisons ésantil
l'identité [x,9] =9 que

0x

avecA, €, n, a, B ety dansC. Considérons un champ de vecteurs polynordiatiéfinissanty dans la
carteZ = 1; écrivons-le sous la forme

0 0 0
x:(AX+8y)—+ny@+ayﬂi, 7=Wa—x+[3yﬂ{ avec (N—-Ay=y et nB=p

Z=Z1+Z2+ QR
ou z; est un champ de vecteurs homogéne de degtr@ une forme quadratique. Nous pouvons supposer que
la droite a I'infini n’est pas invariante par ce qui s'interpréte comme suitp:n’est pas identiquement nulle.
PuisqueF est singulier erf1 : 0 : 0), la forme quadratique est du type suivant

@= QLiXy+ P2y
En reprenant un argument évoqué précédemment le fait gtey soient des symétries de se traduit par
[x,z] = (g +bix+C1y)z (2.1)
[, 2] = (a2 + X+ C2y) 2 (2.2)

lesa;, b et désignant des complexes.
De nouveau on utilise l'identité deados!i [x, [, z]]+ [, [z, x]]|+ [z,[x .9 ]] = 0 qui implique ici

X (a2 4+ box+ coy) — o (a1 + bix+ c1y) = ap + bpx+coy.
Les champst ety s’annulant en Onous obtenons en particulier qagest nul puis que
a(box+ cpy) = B(bix+ cay).

L'étude des termes de plus haut degré dans (2.1) condayg®, @x ] = (bi1x+ C1y)@R ; puisque est non
nulle nous en déduisons que

ay = biX+cyy.
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De méme en considérant les termes de plus haut degré daped@<2obtenons
By = bpx+ Cay.
Autrement dit
by =by,=0, a=0C et B=co.

La preuve se sépare en deux suivant la nullité ou non de
Dans un premier temps supposons qusit nul; nous pouvons alors nous ramengs & 1 et, quitte a
soustraireny” ax, aa = 0. En réécrivant la relatiofx,9 | = 9 nous constatons qug= 1, i.e.

o 0
X :(}‘X“y)a_x”@’ Y =YyR.

Les égalités (2.1) et (2.2) sont désormais du type
(X,z]=a1z et [r,z]=Yyz.
Cette derniére entraine que
—21(Y)R +YZ2 — Z2(Y)R +YQR =Y(Z1+ Z2+ @R )
d’ou —z1(y)R =yz1 etz,(y) = 0. Il s’en suit que

0
z = Qa_x + @R avec Q = G.0X° + Gu1Xy+ Go2Y?,

les formes quadratiqué3 et @ étant non nulles et sans facteur commun ; ce qui implique eicpiéer la non
nullité degyo.
L'identité [x, z] = ayz conduit au systeme

0] O+ ey) % +Y% = (2 +2)Q
(x+ey) S +y5e =aig

Montrons que nous pouvons supposer gue0. Remarquons que 3ivaut 1 la décomposition deGRDAN
de 'opérateur de dérivatiom (pour lequelQ et sont vecteurs propres) implique que
Q ¢
ey— =0 et EY— =
y ox yax
PuisqueQ et @ sont non nulles et sans facteur commaiast nécessairement nul. Enfir\sést différent de 1
nous invogquons la diagonalisation pour nous ramemget &; notons que cette diagonalisation n’altére pas la

forme deg, i.e. @ est toujours du typey 1Xy-+ @ 2y>.
Le systéme) se réécrit alors

A+l-a)pr1=2—a)2=A—a)0o=(1—a1)g1 = (2—A—ag)go2 =0.

Comme le coefficienti, o est non nul on & = a; et@; 1 = 0. La forme quadratique étant non trivialep »
est non nul et on obtiek=a; =2 etqy; = g0 = 0.
Par conséquent

0.

0
_ 2
Z = (20X ax + @2y R

et nous pouvons évidemment normaliser les coefficigingt ¢o > @ 1 Nous obtenons alors le feuilletagg
défini parws.
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Maintenant nous étudions la deuxieme éventualité/ gti0; on peut supposer que= 1. Dans ce cas on
an =A+1. Quitte a remplacer parx —&y> on se raméne a

0 0 0
X =M—+A+1)y—+a et =y— .
6X+( + )yay+ YR 7 =Yy, HBYR
Les égalitéd.x, z] = (ay +ay)z et[y, z] = Byz ajoutées a l'identité deadoBI nous conduisent &3 = 0.
Si B = 0 nous remarguons que le champ= ya% est conjugué via un automorphisme B&C) ayx . En
permutant le r6le des points singuliers nous nous ramenopsemier cas déja traité.

LorsqueA = 0 on peut supposer par conjugaison §ueaut 1 ce qui nous conduit a

x=—ayd 1y2 et —y2

quitte a soustrairey ax.
Via une transformation linéaire d&? qui n’affecte ni le champ’ ni le fait queq soit non nul, nous pouvons
diagonaliserx

X = 9.
= yay’
on veérifie alors quéx, z] = a; z. Avec les notations habituelles nous avaas(l—a;) = @2(2—a1) =0
de sorte quey vaut 1 ou 2
Sia; = 1 le coefficientp » est nul et on constate queest divisible pay et ne définit donc pas un feuilletage
de degré deux.

Sia; =2, alors@;1 = 0 et, toujours en invoquant le fait que, z] = a1z, on vérifie encore que est
divisible pary. L'éventualitéy = 0 n'arrive pas et la proposition est démontrée. O

2.4. Adhérences d'orbites. —

Nous commengcons I'étude des adhérences d’orbites pas e () dans.#(2;2) pouri =1, 2, 3 et 5;
celle deo (#4) résultera d’un principe plus général.

La définition suivante nous sera utile.

Définition. — Soient ¥ et #’ deux feuilletages. On dit qug dégénéresur 7' si I'adhérenceo (¥ )
(dans#(2;2)) deo(# ) contiento(F') eto(F) # o(F').

Remarque 2.9 — Si ¥ dégénére sur’ nous avons l'inégalité dim(7’) < dimo (¥ ).

Remarque 2.10— Si ¥ dégéneére su¥ ' le nombre de points singuliers de’ (comptés sans multiplicité)
est plus petit ou égal a celui de. En particulier sif n’a qu’un point singulier et dégénére sar alors
#Singy')=1

Proposition 2.11 — 1. Les orbiteso (¥1) eto(¥s) sont fermées.
2. Pouri =2 et3 nous avons o (i) = 0(Fi)U O (¥1).

Démonstration— Le point 1. résulte comme nous l'avons dit du fait qué ;) et 0 (#s) réalisent la di-
mension minimale.

La Remarque 2.10 et des raisons de dimension font qug leseci = 2, 3, ne peuvent dégénérer que yr
Montrons qu'il en est ainsi. Considérons la famille d'autwphismesp = ¢, = (813, 812) . Nous avons

£%0" wp = XX+ (ex-+y?) (xdy — ydx)
qui tend vers, lorsquee tend vers OLe feuilletage7, dégénére donc sur.
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Pour montrer ques dégénere suf; hous procédons comme suit. Nous considérons la faeill¢ donnée
par

W = X(gy+ (1 — £)x)dx+ (ex? + y?)(xdy — ydx)
et définissant la famille de feuilletagés.). Nous constatons que
Par suite pour chague & conjugaison prés;e est I'un des7;. Comme le 1-jet dey est nul,g¢ est conjugué
a F1, 2 ou F3. Pour des raisons de dimensiori71) (resp.o(#2)) ne peut adhérer a(#s). Il en résulte

que poure voisin de 1 le feuilletage, appartient & (#3). Ainsi g est dans (#3) pour presque tolg et 73
dégénére sur;. O

Rappelons une notion introduite pag®EIRA ([13)]).

Définition. — Soients un feuilletage suP?(C) etmun point régulier der . On dit quem estd’inflexion
ordinairepour 7 si la feuille L, de ¥ passant pam a un point d’inflexion ordinaire em; notons Flex¥ )
I'adhérence de I'ensemble de ces points.

Exemples — 1. Dans la carteX =1 le feuilletagef; a pour intégrale premiér§ —z En résulte que
Flex(#1) est la droitey = 0.
2. Le feuilletage¥s a pour intégrale premiéré— %,; de sorte que ses feuilles ont pour adhérence des

coniques, aussi Fl¢¥s) est vide.

Soit z = E% + F% +G% un champ de vecteurs homogeéne de degré 2Z0Sumon colinéaire au champ
radial, pgcdE,F,G) = 1; & un tel champ est associé un feuilletage de degré desur P?(C) défini par
la 1-formew =iy i;dX AdY A dZ. Introduisons le polynémes de degré 6

X E z(E)
H(X,Y,Z)=|Y F z(F) |;
Z G z(G)

notons quex ne dépend pas du choix du champ de vecteudans le noyau dey. D’aprés [L3] le lieu des
zéros dex est constitué de Fl¢x ) et de 'ensemble des droites invariantes par

L’énoncé qui suit montre qu’un feuilletage de degré deuxégdly dégénere sur;.

Théoréme 2.12— Il existe un ensemble algébriq@enon trivial, contenu dang? (2;2) ayant la propriété
Suivante : tout feuilletage d# (2;2) \ = dégénére sur;.
En particulier, pour tou¥ dans% (2;2)\ Z, l'orbite o (¥ ) deF n’est pas fermée.

Donnons une interprétation géométrique de I'énoncé quaipa en cours de démonstration. Un feuille-
tage ¥ appartient a7 (2;2) \ Z si et seulement si I'ensemble F(gx) est non vide. Cette propriété est
générique dans I'ensemble des feuilletages.

Démonstration— Considérons la famillgs = ¢ = (3%, gy). Notons que
1. ¢*(Xyldx) = g3+ 3yl dx est divisible pae® et E%q)*(x'yldx) tend vers 0 lorsque tend vers 0 sauf
pouri=j=0;
2. ¢*(Xyldy) = e3*ITIxyldy est divisible pae® sauf pouri = j =0 et(i, j) = (0,1). Si (i, j) n'appar-
tient pas &(0,0), (0,1), (0,2)}, la formee%ci)*(x'yJ dy) tend vers O lorsque tend vers 0
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Si ¥ est défini par une 1-forme du type
(0 4 X+ %y 4 X2 + Xy -+ *y?)dX + (54X + 3 4 xy+ By?)dy
+ (X2 4 xy+ #y?) (ydx — xdy), ol lesx € C, a, B C*,
nous dirons queo ou ¥ Vérifie la propriét§?). Si tel est le cas nous constatons que

1
lim —5¢"w=adx+ By2dy.

Visiblementadx -+ By?dy définit un feuilletage conjuguég; en particulier sir vérifie (2) alors¢ dégéneére
sur 7.

Notons que siF a la propriété() le point (0,0) est non singulier (cam # 0) et la feuille Lo de 7 en
(0,0) est tangente a I'axe= 0. Comme le coefficient de surydy est nul un calcul élémentaire montre que
L(0,0) @ un point d'inflexion er{0,0). Finalement le fait qu@ soit non nul implique que ce point d'inflexion
est d'ordre minimal 1

Soit 7 un feuilletage de degré deux sBt(C); supposons que FIéx ) soit non vide. Choisissons alors un
systeme de coordonnégsy) tel quem= (0,0) soit d’inflexion ordinaire ex = O soit la tangente a,, enm.

La 1-formew décrivantF satisfait la propriété») et ¥ dégénére sur;.

L'ensembleX est défini comme I'ensemble des feuilletagesel que Flexs ) = 0. O

Remarques 2.13— 1. Comme indiqué dans I'exemple 2.4 le feuilletage posséde une droite de
points d’inflexion qui sont d’ordre 1; ceci confirme ghiest propre.
2. L'ensembleX est invariant sous l'action de PG(C).
3. Delaméme fagon que pows, les feuilletages ayant une intégrale premiere du QpéQ., avecQs,
Q2 polynéme de degré inférieur ou égal an2 possédent pas de points d'inflexion car les feuilles sont
d’adhérence des coniques ; ils appartiennent a

On peut voir aisément que I'ensemble Klgx) est non vide comme le montrent d’ailleurs les figures du § 3.
Corollaire 2.14 — Le feuilletagefr, dégénere sury; en particuliero (74) n’est pas fermée.
Démonstration— Le feuilletager, est décrit par

Wy = (X+ Y —X°y)dy+ X(x+ y*)dx.

Soita dansC tel quea® = 4; posong = 0‘72 En faisant agir la translatiofx+ o,y 3) surws nous obtenons
une 1-forme du type

0= (0(a 4 B?) 4 X+ ¥y + 3 4 Xy + #y2)dX + (X4 53X + sxy+ y?)dy + (53 + #xy+ *y?) (ydx — xdy);
la propriété(#), introduite au Théoréme 2.12, est donc satisfaite. D’apré&femonstration du Théoréme
2.12 nous avons
H 1 3 * 2
Wy = |In’g)§(8 X,£y)*w = a(a + B2)dx+ y>dy.
E—

On vérifie quen(a + 2) est non nul ce qui implique que le feuilletage induit pgrest conjugué &;. O

Exemple(de JoUANOLOU). — Introduisons le feuilletager; de degré 2 suP?(C) défini, dans la carte
affineZ =1, par

wy = (xy— L)dx+ (y* —x°)dy.
Cet exemple, di aQUANOLOU, est trés populaire. C'est historiquement le premier exeragplicite de
feuilletage sans courbe algébrique invariantel]j[; c’est aussi un feuilletage qui n'admet pas d’ensemble
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minimal non trivial ([L]). La procédure appliquée dans la démonstration du Thé®&a®? s’applique direc-
tement, autrement dit la propriété ) est vérifiée, ains§; dégénere suf;.

Pour# générique dans” (2;2) on peut se demander $i dégénére uniquement s@§. Les considérations
suivantes vont nous montrer que non.

Soit # un élément de7 (2;2) décrit par une 1-formex. Supposons quéd,0) soit un point singulier de ;
nous pouvons trouver des coordonnéesoast du type

(@Y + X+ 5 + #y? + xXy) X + (BX+ Yy + X2 + #xy) dy
+ (102 4 5xy + xy?) (ydx — xdy), avecx, d, B, ye C.

Posonsp = (£2x,gy). Nous constatons que

1
Qo = lim gd)*w: aydx+ (Bx+ yy?)dy.

Lorsquedq, (3 ety sont tous les trois non nufy définit un feuilletage de degré deuk, sur lequel dégénére
évidemmentr . Alors que la non nullité des coefficientset B signifie que(0,0) est de multiplicité 1celle
dey s'interpréte comme suit : siest nul¥ posséde une droite invariante, ce qui génériguement vegpas
dans.7 (2;2).

Détaillons le casiBy # 0. On peut supposer & conjugaison pres guye- Fo(A) est défini par

Qo = Qo(A) = ydx+ (Ax+y2)dy, A =BJa.

Notons que l'invarianh est relié a la singularité0,0) du feuilletage initial# ; plus précisément l'invariant
de Baum-BOTT BB(#;(0,0)) de 7 au point(0,0) est égal a celui dgo(A)

(=B (1M
af A
Nous allons décrire les feuilletages(A) pourA dansC*. lIs préservent les droites= 0 etz= 0 et comptent
deux points singulierél :0:0) et(0:0: 1. Le point(0: 0 : 1) est de multiplicité 1 et par suitd : 0: 0) de

multiplicité 6. Nous constatons que podr= —1 la 1-forme
Qo(—1) ydx—xdy
Y
est fermée et a pour primitiv§+ y. Il s’en suit queFo(—1) est conjugué au feuilletages. Il y a encore
,2)

BB(7;(0,0)) = = BB(70());(0,0)).

+dy

une valeur spéciale de qui intervient :A = —2. Dans ce cas nous remarquons est fermée et
s’'integre enyi2 +Iny; ceci permet de constater que (ge(—2)) est le group€(2x,ey) | € € C*}. En parti-

culier o(Fo(—2)) est de dimension.7
Dans la suite nous supposons quappartient &C \ {0, —1, —2}. Un calcul élémentaire montre que la

conique(2+A)x+y? = 0 est invariante pafo()). Mieux la 1-forme rationnell@% est fermée. Un
calcul élémentaire en donne une primitive
IN((24+A)x+y?) +Alny,
ce qui permet de vérifier que le groupe d'isotropie est icbeac
Iso(Fo(A)) = {(e%x,gy) | £ € C*}.

Remarquons que deux feuilletagegA) et #o(A') sont conjugués si et seulemenisi \'.
Des considérations qui précédent nous tirons I'énoncéstiiv
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Théoréme 2.15— SoitF un élément de# (2;2) sans droite invariante.
1. Le feuilletageF dégénere sugs si et seulement s posséde un point singulien de multiplicité 1
vérifiantBB(7 ;m) = 4.
2. Si ¥ posséde un point singulien de multiplicité 1 tel queBB(¥ ;m) =2 —\ — %, alors ¥ dégénere
surfo(\) donné par

yox+ (Ax+ y?)dy.

En particulier siF est génériqueF dégénére au moins sur sept feuilletages (non conjuguédjitesode
dimensiont.

Démonstration— Concernant la premiére assertion, il nous reste seuketnprouver que sff dégéneére
sur 75, alors £ possede un point singulier de multiplicité 1 dont l'invaiale BAuM-BOTT est 4 Si tel
est le cas il y a une famille analytiquere) définie par la famille de 1-forme&) telle que poure non
nul #¢ soit danso (¥ ) et poure nul nous ayonsre_o = ¥s. Le point singulier de multiplicité 1noté my,
de 75 est « stable »; il existe une famille analytiqUee) de points singuliers dg, de multiplicité 1 telle
que me_g = mMy. Les #¢ étant conjugués pow non nul, BE 7¢;me) est localement constant; par sui-
te BB(7¢;me) = 4 poure petit. En particulierr posséde un point singulier comme dans I'énoncé.

Le point 2. est conséquence du fait suivant : génériquemerpossede sept points singuliers distincts a
invariants de Bum-BoTT distincts. O

Remarque 2.16— Les Théorémes 2.12 et 2.15 assurent en particulier geuitidtage générique dégénére
sur ¥, mais pas Surs.

Le Théoréme 2.15 semble occulter les élementde .#(2;2) avec droite invariante. En fait g posséde

un point singulier simple (conditionf3 # 0) par lequel ne passe pas de droite invariante la procéaure d
dégénérescence sur un(A) s'applique et autorise la présence de droites invariantepagsant pas par
(0,0). Une autre fagon de procéder est la suivanter $issey = 0 invariante la 1-forme qui le définit s'écrit

w = ya(x,y)dx+b(x,y)dy.
En faisant agir la transformation linéaire diagon@ley) surw puis en passant a la limite lorsqae- 0 on
obtient

wp = ya(x, 0)dx+ b(x, 0)dy
qui génériquement syr définit un feuilletage de degré 2 sur lequeldégénére.

Proposition 2.17 — L'ensemble¥ (2;2) contient des éléments qui dégénérent a la foisrsiet 7s.
Démonstration— Rappelons que la 1-forme

0y = X2dx + y?(xdy — ydx)
définit 71, feuilletage pour lequel 'ensemble Flgx ) est une droite. Un feuilletage: proche der; va donc
satisfaire Fleksg) # 0 et par suite dégénére sui (Théoréme 2.12). En particulier il en est ainsi pagr
défini par

we = g(xdy — ydx) + wy

tout du moins poue petit. Mais poure non nul le 1-jet dew en (0,0) estxdy — ydx et le coefficient dec®dx
est 1 ce qui nous permet de faire dégénérer (a conjugaisshpréur 5 pour€ # 0; ainsi poure petit non
nul 7. dégénére a la fois sur, et 7s. O

Soit ¥ dans.Z (2;2); nous avons l'alternative
1. siFlex ¥ ) estnonvideF dégéneére sur; (Théoréme 2.12);
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2. siFlex7)=0alors7 ne dégénere pas suji (stabilité des points d’inflexion).
Parmi les éléments d& (2; 2) sans point d’inflexion, il y a les feuilletages définis par imcpau de coniques.
Leur classification est connue depuis longtemps ; on peubganple la trouver dand ()], chapitre XIlII, 811.
Elle correspond a celle des feuilletages de degré infédeudgal a 2 ayant une intégrale premiere rationnelle
du typeQ1/Q2, les Q; désignant des formes quadratiques a 3 variables, le pirassmcié étanD; + AQ-.
Il y a cing modéles a conjugaison pres; deux conduisent aalelefages de degré 1 (ils sont décrits par
Xy = cte,y? — x = cte), les trois autres sont les suivants : le feuillet@geui représente le pinceau générique
et qui a pour intégrale premié@%, le feuilletage#s déja rencontré et enfin le feuilletage dont voici
une intégrale premiér%‘%x). L'ensemble des coniques daR$(C) est isomorphe &°(C) (voir [9]); il en
résulte qu’'un pinceau de coniques s'identifie & une droites B&(C), i.e. & un point dans la grassmanienne
G(1;5) des droites d&°(C), qui est de dimension.&insi PGLs(C) agit surG(1;5) et I'orbite du pinceau
générique est ouverte et dense. Par soitgs) adhére a toutes les autres orbites (associées a des pipceaux
en particulier a celle dgs et a celle def;. Une maniére, autre que la maniére classique, de distingser c
trois feuilletages est de considérer leur groupe d'isidropelui defs est, comme nous l'avons vu,

Iso( 75) = {(azx,ay), (F)(B)/’Fym) ‘ aecC* Be (C},
celui de g est fini et celui deF; est donné par
Iso(#7) = {(ax,ay) | a € C*}.
Tout ceci est résumé dans la :

Proposition 2.18 — Soit¥ un élément de7 (2,2) associé a un pinceau de coniques. Alprest conjugué
a s, ou s oU 7. De plus, les adhérences étant prises défi2;2), nous avons

1. (75) = 0(¥5) etdimo (¥s) = 6;
2. 0(¥7)=0(Fs)U0(¥7) etdimo(¥7) =17,
3. 0(F6)=0(Fs5)U0(F6)U0O(7F7) etdimo(Fe) =8.

Q

Démonstration— Une fois que I'on a constaté quessidégéneére suf alorsF a aussi une intégrale premiére
du typeQ1/Q2 il nous reste seulement a démontrer gquedégénere sugs. Introduisons le feuilletage’
donné par les niveaux de

1
y, X, L
Xy Yy

no_ X y *
Iso(7") = {<1+ay’1+ay> laeC }

En particulier dino (7 ') = 7 et# ' appartient & (7). Quitte a faire agih. = (2, gy) surg—(’ + §+ % nous
obtenons a multiplication par une constante prés

1
AN
y xy

nous retrouvons lorsquetend vers 0 l'intégrale premiéere de. O

son groupe d’isotropie est

Tout ceci laisse penser que les seules orbites fermées@EL) sous I'action de AufP?(C)) sont celles
de 7y et 7s.
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2.5. En dimension supérieure. —
L'étude de la nature des orbites sous I'action du groupeiieépour les feuilletages de dimension supérieure
a 2 se pose aussi naturellement, tout comme la classificddi®feuilletages ayant des « petites » singularités.
Soient 7o dans.#(2;N) et ¥ dans.Z(n;N) (ou .#(n;N) désigne I'ensemble des feuilletages de de-
gré N sur I'espace projectifP"(C)). On dit que ¥ est un déploiementde 7y S'il existe un plonge-
menti : P?(C) — P"(C) linéaire tel qua*s = 7o.
Rappelons\oir [4]) que si# est un feuilletage de degré deux 8U(C) alors

1. oubienF est défini par une 1-forme fermée;

2. oubieng =1t 7o oU 7o désigne un feuilletage de degré deuxPd¢C) et tla projection deP"(C)

surP?(C).

Nous en déduisons la :

Proposition 2.19 — Soit 7o un feuilletage de deg@surP?(C). Si o n’est pas défini par une forme fermée
tout déploiemeng de 7 est trivial,i.e. il existett : P"(C) — P?(C) tel ques = Tt Fo.

Le feuilletage#, satisfait la Proposition 2.19; aingi; va jouer un role particulier dans I'étude des orbites
des feuilletages de degré deux®lEC) avecn > 3 sous I'action de AyiP"(C)).

3. Quelques portraits de phase en réel

Les feuilletagesr; et #; sont définis par des formes a coefficients réels (méme engieirsduisent donc des
feuilletages d&? dont nous proposons le portrait de phase ; ces portraitsaepnt été tracés a I'aide d’'un
logiciel disponible sur http ://www.math.psu.edu/melgimse/newphase.html.

F1 Fo
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F3 Fa

Soit 7 le feuilletage décrit dans la carte affide= 1 par la 1-formey’dx — xdy. Dans le contexte réel les
feuilletages# et 74 sont localement différentiablement conjugués en 'oggiAinsi le portrait de phase
de ¥ explique celui deF4 en 0; on observe un phénomeéne de type « fleuve » a l'origifie ([

Fa F

Le portrait de phase dg,4 ci-dessus suggere que le feuilletage réel induit pane posseéde pas de cycle
limite, plus précisément que toute trajectoire adhére &ut pmgulier.

Pour avoir une meilleure idée des trajectoires réelles dilidage 74 considérons le feuilletage,;- donné
dans la carte affing = 1 par la 1-forme

Wy = —(X+Y* —Xy)dx+X(X+Y?)dy.

C’est un feuilletage de degré 3 dont les trajectoires sam tacarteZ = 1 orthogonales a celles dg. Nous
proposons des représentationsfdest 7, dans des domaines de tailles différentes
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Fe F7

Index des notations

Sing¥) lieu singulier du feuilletagg 1
Z(m;N) ensemble des feuilletages de delyréur I'espace projectif"(C) 2
p(F ,m) nombre de MLNOR du feuilletageF au point singuliem 2
(P.Q) idéal engendré par les élémeRtet Q de C{x,y} 2
Wy x2dx + y?(xdy — ydx) 3
wy x2dx + (X + y?) (xdy — ydx) 3
w3 xydx + (X2 + y?) (xdy — ydXx) 3
g (x+y2 — x2y)dy + X(x+ y?)dx 3
ws x2dy + y?(xdy — ydx) 4
o(F) orbite d'un élémentr de.#(2;2) sous I'action de PG(C) 10
Iso(F) groupe d'isotropie du feuilletage défini surP?(C) 10
X(P2(C)) algébre de Le des champs de vecteurs holomorphes globau®%(() 10
g algebre de LE du groupe algébrique G 11
® champ radiakg; + Y3, 11
F3 feuilletage décrit par la 1-forme 18
w; (x%y — 1)dx + (y? — x3)dy 18
BB(#;m) invariantde BuM-BoTT du feuilletager au pointm 19
Fo feuilletage associé au pincealy + z) + Ay(x+2) 21
Fr feuilletage associé au pincearH Ay(y — X) 21
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