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Abstract. — The setF (2;2) of foliations of degree 2 on the complex projective plane canbe identified with a
ZARISKI ’s open set of a projective space of dimension 14 on which actsAut(P2(C)). We classify, up to automor-
phisms ofP2(C), quadratic foliations with only one singularity. There are only four such foliations up to conjugacy;
whereas three of them have a dynamic which can be easily described the dynamic of the fourth is still mysterious.
This classification also allows us to describe the action of Aut(P2(C)) on F (2;2). On the one hand we show that
the dimension of the orbits is more than 6 and that there are exactly two orbits of dimension 6; on the other hand we
obtain that the closure of the generic orbit inF (2;2) contains at least seven orbits of dimension 7 and exactly one
orbit of dimension 6.
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Résumé. — L’ensembleF (2;2) des feuilletages de degré deux du plan projectif complexe s’identifie à un ouvert
de ZARISKI dans un espace projectif de dimension 14 sur lequel agit le groupe Aut(P2(C)). Nous classifions, à
automorphisme deP2(C) près, les feuilletages de degré deux ayant une unique singularité. À automorphisme près
il y a 4 feuilletages ayant cette propriété ; alors que trois ont une dynamique que l’on peut décrire facilement, celle
du quatrième reste mystérieuse. Cette classification intervient dans la description de l’action de Aut(P2(C)) sur
F (2;2). Nous montrons d’une part que la dimension des orbites est supérieure ou égale à 6 et qu’il y a exactement
deux orbites de dimension 6 dont l’une correspond à un feuilletage ne présentant qu’un seul point singulier ; d’autre
part nous obtenons que l’adhérence de l’orbite d’un élémentgénérique deF (2;2) contient au moins sept orbites de
dimension 7 et une seule orbite de dimension 6. Classification mathématique par sujets (2000). — 37F75, 32S65,
32M25, 32M05, 14L35.

Introduction

SoitF un feuilletage holomorphe de codimension 1 et de degréN surP2(C). Si π : C
3\{0} → P

2(C) est la
projection canonique, le feuilletage homogèneπ−1F s’étend àC3 et est défini par une 1-forme

ω = a(X,Y,Z)dX +b(X,Y,Z)dY +c(X,Y,Z)dZ,

où a, b et c sont des polynômes homogènes de degréN + 1 sans composante commune vérifiant l’identité
d’EULER : aX+ bY+ cZ = 0; c’est le théorème de CHOW pour les feuilletages. Le lieu singulier Sing(F )
deF est donné par

π({a = b = c = 0}\{0}).
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L’identité d’EULER assure l’existence de polynômes homogènesp, q, r de degréN tels que

ω = p(X,Y,Z)(YdX−XdY)+q(X,Y,Z)(YdZ−ZdY)+ r(X,Y,Z)(XdZ−ZdX).

Dans la carte affineZ = 1 nous dirons abusivement que la 1-formeω s’écrit

p(x,y,1)(ydx−xdy)−q(x,y,1)dy− r(x,y,1)dx.

Rappelons la notion de nombre de MILNOR µ(F ,m) d’un feuilletageF en un point singulierm. Fixons une
carte locale(u,v) telle quem= (0,0); le germe deF enmest défini, à multiplication par une unité en 0 près,
par une 1-formeEdu+Fdv. Désignons par〈E,F〉 l’idéal engendré parE etF, alors

µ(F ,m) = dim
C{u,v}
〈E,F〉

;

c’est aussi la multiplicité d’intersection(C .C ′)0 des germes de courbesC = (E = 0) etC ′ = (F = 0).
SurP2(C) on dispose d’un théorème de type BEZOUT (voir [11]) ; si F est un feuilletage de degréN on a

∑
m∈Sing(F )

µ(F ,m) = N2+N+1. (0.1)

Cette formule implique, en particulier, qu’il n’y a pas de feuilletage régulier (i.e.sans singularité) surP2(C).
Nous noteronsF (2;N) l’ensemble des feuilletages de degréN surP2(C).
La classification des feuilletages de degré 0 ou 1 sur le plan projectif complexe est connue depuis le XIXème

siècle ([11]) : un feuilletage de degré 0 surP
2(C) est un pinceau de droites et possède une seule singularité ;

tout feuilletage de degré 1 sur le plan projectif complexe possède trois singularités comptées avec multipli-
cité, a, au moins, une droite invariante et est donné par une forme fermée rationnelle. PourN ≥ 2 peu de
propriétés ont été établies, hormis la non existence générique de courbe invariante ([11, 3]). En particulier
le problème du « minimal exceptionnel » n’est pas résolu, même en degré 2 (voir [2]). Ce problème, qui va
dans le sens d’un énoncé de type Poincaré-Bendixon, consiste à décrire les différentes possibilités pour les
adhérences (ordinaires) des feuilles. En particulier on ignore actuellement si une telle adhérence doit contenir
nécessairement un point singulier. Une feuille dont l’adhérence ne contiendrait pas de singularité produirait
alors un « minimal exceptionel ». Il y a a priori plusieurs façons de l’aborder ; soit on cherche à dégager des
propriétés des feuilletages génériques, soit au contraireon étudie les dégénérescences les plus compliquées
que l’on essaie ensuite de déformer. C’est dans cette dernière optique que nous nous proposons de classifier,
à isomorphisme près, les feuilletages de degré deux deP

2(C) ayant une unique singularité que l’on suppose
être le point 0 de coordonnées(0,0) dans la carte affineZ = 1. On peut a priori penser que ces feuilletages,
du fait de la confluence de leurs singularités en une seule, sont très compliqués. Comme nous le verrons cette
philosophie est dans certains cas mise en défaut. La formule(0.1) implique queµ(F ,0) = 7. En particulier
les germes deP et Q en 0 ne forment pas un système de coordonnées local en 0; en effet si c’était le cas
µ(F ,0) vaudrait 1. Par suite, à isomorphisme linéaire près, nous avons les trois possibilités suivantes

1. ω = ydy+ termes de plus haut degré, la singularité est dite de typenilpotent, éventualité étudiée au §
1.1 ;

2. ω = xdy+ termes de plus haut degré, la singularité 0 est dite de typeselle-noeud, ce cas sera l’objet
du § 1.2 ;

3. le 1-jet deω est nul en 0 (voir § 1.3).

En analysant le point singulier 0, plus précisément en traduisant dans chacune des éventualités qui précèdent,
l’égalité µ(F ,0) = 7 nous obtenons la description des feuilletages de degré deux deP

2(C) ayant une unique
singularité.
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Théorème 1. — À automorphisme deP2(C) près, il y a quatre feuilletages de degré deuxF1, . . . , F4 sur
le plan projectif complexe ayant une seule singularité. Ilssont décrits respectivement en carte affine par les
1-formes suivantes

1. ω1 = x2dx+y2(xdy−ydx);
2. ω2 = x2dx+(x+y2)(xdy−ydx);
3. ω3 = xydx+(x2 +y2)(xdy−ydx);
4. ω4 = (x+y2−x2y)dy+x(x+y2)dx.

On observe qu’aucun de ces feuilletages présente de singularité nilpotente. Notons que le feuilletage défini

par les niveaux dex+y2

x2 est de degré 1 et présente une unique singularité qui de plus est nilpotente.
Les feuilletagesF1, F2 etF3 admettent respectivement pour intégrale première
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Notons que l’adhérence d’une feuille générique deF1 est une cubique cuspidale ; remarquons aussi queF1,
F2 et F3 peuvent être définis par une 1-forme fermée rationnelle. Chacun de ces trois modèles compte au
moins une courbe algébrique invariante ; il n’en est pas de même pourF4. En particulierF4 ne peut posséder
de structure transversalement projective ([5]) ; ceci implique d’ailleurs queF4 n’a pas d’intégrale première
de type LIOUVILLE . Les intégrales premières deF1, F2, F3 nous permettent de décrire leurs feuilles de façon
immédiate.

Proposition 2. — Les feuilletagesF1, F2 etF3 possèdent la propriété suivante : pour tout pointm régulier la
feuille deF i passant parmest une courbe entière,i.e.une courbe paramétrée par une application holomorphe
deC dansC2.
En faitF1, F2 etF3 sont définis, dans la carteX = 1, par des champs de vecteurs polynomiaux complets.

Nous n’avons aucune idée de la nature des feuilles deF4; par exemple on peut se demander siF4 a un minimal
exceptionnel ([2]), i.e.s’il existe une feuille deF4 n’adhérant pas à la singularité. L’étude de ce problème sur
cet exemple nous semble pertinent. Dans [1] CAMACHO et DE FIGUEIREDO montrent par des techniques
numériques que le feuilletage de JOUANOLOU de degré 2 (nous en reparlerons plus loin) ne possède pas de
minimal exceptionnel. Il serait intéressant d’adapter leurs méthodes pour l’étude du feuilletageF4.

Un théorème de LUNA et VUST affirme que si M est une variété algébrique affine, G un groupe réductif agis-
sant algébriquement sur M avec isotropie générique réductive, l’orbite générique de G est fermée dans M (voir
[12]). Dans cet esprit nous nous demandons si l’orbiteO (F ) sous l’action du groupe Aut(P2(C)) = PGL3(C)
d’un élément génériqueF deF (2;2) est fermée dansF (2;2). La réponse est non et la classification précé-
dente entre ici en jeu.

Théorème 3. — Il existe un ensemble algébriqueΣ non trivial, contenu dansF (2;2) ayant la propriété
suivante : pour tout feuilletageF deF (2;2)\Σ l’adhérence de l’orbiteO (F ) deF contientF1.
En particulier, pour toutF dansF (2;2)\Σ, l’orbite O (F ) deF n’est pas fermée.

Donnons une interprétation géométrique de cet ensembleΣ. Un point régulierm du feuilletageF est dit
d’inflexion ordinaire si la feuille passant parm a un point d’inflexion ordinaire enm; désignons par Flex(F )
l’adhérence de ces points. Un feuilletageF appartient àF (2;2)\Σ si et seulement si Flex(F ) est non vide.

Le Théorème 3 n’est pas en contradiction avec l’énoncé de LUNA et VUST puisqueF (2;2) n’est pas une
variété affine.
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La dimension de l’orbite deF1 est 6 qui est la dimension minimale possible, et ce en tout degré supérieur ou
égal à 2 (Proposition 2.3). Nous montrons qu’il y a exactement deux orbites de dimension 6 (Proposition 2.7) ;
la seconde est associée au feuilletageF5 donné en carte affine par

ω5 = x2dy+y2(xdy−ydx).

Ce feuilletage possède deux points singuliers et l’intégrale premièrey
x −

1
y ; autrement dit il s’agit du pinceau

de coniques(y2−xz)+ λxy. Pour des raisons de dimension les orbitesO (F1) etO (F5) sont fermées.
De nombreux problèmes, en particulier la partie b) du 16ème problème de HILBERT, sont abordés par des
techniques de perturbation en général à partir de feuilletages « hamiltoniens ». Ce qui précède montre en
un certain sens que presque tout feuilletage de degré deux est une « petite perturbation » du feuilletage
« hamiltonien »F1. Nous préciserons le Théorème 3, en particulier dans l’énoncé qui suit.

Théorème 4. — Si F désigne un élément générique deF (2;2) l’adhérence de l’orbiteO (F ) deF contient
au moins sept orbites de dimension7 et une seule orbite de dimension6, celle deF1.

D’autres considérations sur les adhérences d’orbites seront abordées dans le texte.

Remerciements.Merci à L. PIRIO pour sa disponibilité et à J. PEREIRA pour ses remarques.
Les deux premiers auteurs remercient l’IUF et l’ANR Symplexe (ANR BLAN06-3_137237) qui ont contribué
au bon déroulement de cette collaboration ainsi que le CIRM pour les excellentes conditions de travail dont
ils ont bénéficié.
Les troisième et quatrième auteurs remercient l’IRMAR pourleurs séjours à Rennes.

1. Feuilletages de degré deux deP2(C) ayant une seule singularité

Considérons un feuilletage de degré deuxF surP2(C) ayant une unique singularité ; la classification menant
au Théorème 1 est établie au cas par cas suivant la nature du 1-jet deω définissantF au point singulier que
nous supposons être l’origine 0 de la carte affineZ = 1. On écriraω sous la formeAdx+Bdy+ φ(xdy−ydx)
et on adoptera les notations suivantes

A = a1,0x+a0,1y+a2,0x2 +a1,1xy+a0,2y2, B = b1,0x+b0,1y+b2,0x2 +b1,1xy+b0,2y2,

φ = φ2,0x2 + φ1,1xy+ φ0,2y2.

On désignera parP (resp.Q) la composante en dx (resp. dy) ; autrement dit on poseP= A−yφ etQ= B+xφ.

1.1. Étude du cas nilpotent. —

Proposition 1.1. — SoientF un feuilletage de degré deux surP
2(C) dont le lieu singulier est réduit à un

point etω une1-forme décrivantF ; la partie linéaire deω ne peut être conjuguée àydy.

Démonstration. — Raisonnons par l’absurde : supposons queF possède une unique singularité et que celle-
ci soit nilpotente. À isomorphisme linéaire prèsF est défini par la 1-formeω = Pdx+Qdy où

P(x,y) = a2,0x2 +a0,2y2 +a1,1xy−y(φ2,0x2 + φ0,2y2 + φ1,1xy),

Q(x,y) = y+b2,0x2 +b0,2y2 +b1,1xy+x(φ2,0x2 + φ0,2y2 + φ1,1xy).

Remarquons que la conditionµ(F ,0) = 7 implique la nullité dea2,0. Dans le cas contraire〈P,Q〉,0 = 〈y,x2〉,0
dans l’anneau localC{x,y} qui impliqueµ(F ,0) = 2.
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Ainsi le polynômeP est divisible pary

P = yP1 avec P1 = a0,2y+a1,1x− (φ2,0x2 + φ0,2y2 + φ1,1xy).

Commeω est à singularité isolée en 0, le polynômeQ est non divisible pary et |b2,0|+ |φ2,0| est non nul.
PosonsC = (Q = 0) etC ′ = (P = 0); nous avons

µ(F ,0) = (C ·C ′)0 = (C · (y = 0))0 +(C · (P1 = 0))0.

Notons que la multiplicité d’intersection(C · (y = 0))0 vaut 2 ou 3.
Si a1,1 est non nul(P1 = 0) est transverse àC et (C · (P1 = 0))0 = 1; d’où l’inégalitéµ(F ,0) ≤ 4 : contradic-
tion. D’où l’égalitéa1,1 = 0.

Sur la droitey= 0 la 1-formeω s’écritx2(b2,0 +φ2,0x)dy; si φ2,0b2,0 6= 0 le point(− b2,0
φ2,0

,0) est une singularité

deω, distincte de(0,0), ce qui est, par hypothèse, impossible. Il en résulte que le produit φ2,0b2,0 est nul.

Montrons, par l’absurde, queφ2,0 6= 0. Si φ2,0 = 0, alors d’après ce qui précèdeb2,0 6= 0 et

ω =
(
y+b2,0x2 +b0,2y2 +b1,1xy+x(φ0,2y2 + φ1,1xy)

)
dy+y2(a0,2−φ0,2y−φ1,1x)dx.

Si a0,2 est différent de 0, alorsa0,2−φ0,2y−φ1,1x est une unité en(0,0); de sorte que

µ(F ,0) = 2(C · (y = 0))0 = 4,

ce qui est absurde. Donca0,2 = 0 etω est du type
(
y+b2,0x2 +b0,2y2 +b1,1xy+x(φ0,2y2 + φ1,1xy)

)
dy−y2 (φ0,2y+ φ1,1x)dx.

Si φ1,1 6= 0 nous constatons queµ(F ,0) = 5; enfin siφ1,1 = 0 le coefficientφ0,2 est non nul etµ(F ,0) = 6,
ces deux cas sont exclus. Doncφ2,0 6= 0.

Finalementω s’écrit
(
y+b0,2y

2 +b1,1xy+x(φ2,0x2 + φ0,2y2 + φ1,1xy)
)

dy+y
(
a0,2y− (φ2,0x

2 + φ0,2y2 + φ1,1xy)
)

dx, φ2,0 6= 0.

La multiplicité d’intersection en 0 entre(Q = 0) et (y = 0) est 3. En outre nous avons au niveau des idéaux
dans l’anneau des germes de fonctions holomorphes en 0

〈Q,a0,2y− (φ2,0x2 + φ0,2y2 + φ1,1xy)〉,0

= 〈y(1+b0,2y+(b1,1 +a0,2)x),a0,2y− (φ2,0x2 + φ0,2y2 + φ1,1xy)〉,0

= 〈y,x2〉,0.

Nous en déduisons queµ(F ,0) = 3+2 = 5. Il n’existe donc pas de feuilletage de degré deux deP
2(C) ayant

une seule singularité qui soit de type nilpotent.

1.2. Singularités de type selle-noeud. —

Proposition 1.2. — Soit F un feuilletage de degré deux ayant une seule singularité. Sicette singularité est
de type selle-nœud,F est conjugué au feuilletageF4 décrit par la1-forme

ω4 = (x+y2−x2y)dy+x(x+y2)dx.

Démonstration. — Supposons comme précédemment que 0 soit l’unique singularité deF . Une fois encore
nous allons traduire l’égalitéµ(F ,0) = 7. À isomorphisme prèsω s’écrit Pdx+Qdy dans la carteZ = 1 avec

P(x,y) = a2,0x2 +a0,2y2 +a1,1xy−y(φ2,0x2 + φ0,2y2 + φ1,1xy),

Q(x,y) = x+b2,0x2 +b0,2y2 +b1,1xy+x(φ2,0x2 + φ0,2y2 + φ1,1xy).
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Montrons par l’absurde que la droite(x = 0) n’est pas invariante parF . Si (x = 0) est invariante parF , le
coefficientb0,2 est nul. Commeω est à singularité isolée|a0,2|+ |φ0,2| est non nulle ; on en déduit l’égalité
d’idéaux

〈P,Q〉,0 = 〈a0,2y2 + φ0,2y3,x〉,0
qui conduit àµ(F ,0) ≤ 3 : contradiction.
Considérons un point génériquem0 = (0,y0) de l’axe(x= 0) etD la tangente à la feuille deF passant parm0 ;
cette tangente est donc distincte de l’axe(x = 0). Quitte à faire agir un automorphisme deP

2(C) préservant
les axes(x = 0) et (y = 0), envoyantm0 sur le point à l’infini(0 : 1 : 0) etD sur la droite à l’infiniZ = 0,
nous pouvons nous ramener àφ0,2 = 0. Maintenant, quitte à faire agir la transformation linéairediagonale
(b0,2x,y), on peut effectuer la normalisationb0,2 = 1.
Le théorème des fonctions implicites assure que la courbeQ = 0 est en 0 un graphe local (calcul réalisé avec
Maple)

x = x(y) = −y2 +b1,1y3− (b2
1,1 +b2,0)y

4 +(3b2,0b1,1−φ1,1 +b3
1,1)y

5

+(φ2,0−b4
1,1 +3φ1,1b1,1−2b2

2,0−6b2,0b2
1,1)y

6

+(10b2
2,0b1,1−4b2,0φ1,1 +10b2,0b3

1,1−4φ2,0b1,1−6φ1,1b2
1,1 +b5

1,1)y
7 mody8.

La conditionµ(F ,0) = 7 se traduit par le fait queP(x(y),y) est d’ordre précisément 7. En écrivant explicite-
ment cette condition on obtient les égalités suivantes

a0,2 = a1,1 = 0, φ1,1 = −a2,0, φ2,0 = −a2,0b1,1, a2,0b2,0 = 0 a2,0(3b1,1b2,0 +a2,0) 6= 0,

ces deux dernières égalités impliquantb2,0 = 0 eta2,0 6= 0.
Ainsi

ω =
(
x+y2 +b1,1xy−x2(b1,1x+y)

)
dy+x(x+y(b1,1x+y))dx.

Quitte à remplacerω parϕ∗ω, oùϕ(x,y) =
(

x
1−b1,1y,

y
1−b1,1y

)
, le feuilletageF est défini, dans les coordonnées

affines(x,y), par la 1-forme
ω4 = (x+y2−x2y)dy+x(x+y2)dx.

Les feuilletages deP2(C) les plus « simples » sont ceux qui possèdent une structure transversalement projec-
tive ([5]). La proposition qui suit dit en particulier queF4 ne possède pas de telle structure ; il devient alors
naturel d’aborder pour ce feuilletage le problème du minimal exceptionnel. Le portrait de phase « réel » de
la restriction deF4 àP

2(R) présenté au § 3 fait penser que toutes les feuilles adhèrent àla singularité.

Proposition 1.3. — Le feuilletageF4 n’admet pas de courbe invariante algébrique. En particulier F4 n’est
pas transversalement projectif.

Démonstration. — Rappelons que siC est une courbe algébrique invariante parF4, elle contient au moins
une singularité deF4, i.e.C passe nécessairement par l’unique point singulier(0 : 0 : 1) deF4 (voir [3, 11]).
Comme ce dernier est de type selle-noeud, toute courbe invariante locale est soit lisse, soit à croisement
ordinaire, c’est-à-dire du typexy+ termes de degré supérieur= 0 (voir [6]).
D’après [3] le degré deC est inférieur ou égal à 4. Si degC = 4 alorsC est réductible etF4 est décrit par une
forme logarithmique∑λi

df i
f i

(voir [3], théorème 1) ; en particulier le germe deF4 en 0 est donné par une forme
logarithmique. Or ce n’est pas le cas pour une singularité detype selle-noeud ([6]) ; donc degC ≤ 3. Si C est
irréductible lisse de degré 3, alors ([3], proposition 3) assure queF4 a une intégrale première rationnelle ; il
s’en suit que le germe deF4 en 0 a une intégrale première méromorphe ce qui est encore impossible pour une
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singularité selle-noeud. SiC est irréductible mais non lisse, il s’agit d’une cubique à point double donnée par
une équation de la formexy+ ψ = 0, où ψ est un polynôme homogène de degré 3. Si C est réductible elle
possède une branche de degré plus petit que 2, admettant une équation de l’un des deux types qui suivent

x+ax2 +bxy+cy2 = 0 ou y+ax2 +bxy+cy2 = 0;

de même si le degré deC est inférieur ou égal à 2. Dans toutes ces situations on montre par un calcul Maple
queω4 ne possède pas de telles courbes invariantes.
D’après ([5], corollaire 2.16) le feuilletageF4 n’est pas transversalement projectif, la présence d’une telle
structure nécessitant la présence d’une courbe algébriqueinvariante.

Remarque 1.4. — Il résulte des travaux de SINGER ([15]) queF4 n’est pas intégrable au sens de LIOUVILLE .
De mêmeF4 ne peut être défini par une forme fermée rationnelle.

1.3. Cas 1-jet nul. —
Dans les trois lemmes qui suiventF désigne un feuilletage de degré deux surP

2(C) défini par une 1-forme
ω et tel que

1. l’unique singularité deF soit (0 : 0 : 1);
2. le 1-jet en 0 deω soit nul.

Dans ce cas
ω = A(x,y)dx+B(x,y)dy+ φ(x,y)(xdy−ydx),

où A, B et φ sont des polynômes homogènes de degré 2. Le feuilletageF étant de degré deux, le cône tan-
gentxA+yB deω en 0 ne peut être identiquement nul. Le polynômeφ n’est pas non plus identiquement nul
sinon la droite à l’infini serait invariante parF qui possèderait donc une singularité sur cette droite, ce qui
est exclu. Nous allons raisonner suivant la nature du cône tangent qui, a priori, peut être trois droites, deux
droites ou une droite.

Lemme 1.5. — Le cône tangent deω ne peut être l’union de3 droites distinctes.

Démonstration. — Raisonnons par l’absurde ; nous pouvons supposer que le cône tangent est formé des
droitesx = 0, y = 0 ety−x = 0; il s’en suit queω s’écrit ([6])

xy(y−x)

(
λ1

dx
x

+ λ2
dy
y

+ λ3
d(y−x)

y−x

)
+

(
φ2,0x2 + φ1,1xy+ φ0,2y

2)(xdy−ydx), λi , φi, j ∈ C.

Sur la droitex= 0 nous avonsω = y2(λ1−φ0,2y)dx. Comme 0 est l’unique singularité deF , le produitλ1φ0,2

est nul. De la même façon, en restreignantω aux droitesy = 0 ety−x = 0 nous obtenons

λ2φ2,0 = λ3(φ2,0 + φ1,1 + φ0,2) = 0.

Le point(1 : 0 : 0) étant non singulier nous avonsφ2,0 6= 0 et par suiteλ2 = 0. Un argument analogue montre
queλ1 et λ3 sont nuls, mais ceci contredit l’égalité degF = 2.

Lemme 1.6. — Si le cône tangent deω en0 est composé de deux droites distinctes, alors, à isomorphisme
près,F est défini par

ω3 = xydx+(x2 +y2)(xdy−ydx).

Démonstration. — À conjugaison prèsF est donné par la 1-forme ([6])

ω = x2y

(
λ

dx
x

+ δ
dy
y

+ εd
(y

x

))
+

(
φ2,0x2 + φ1,1xy+ φ0,2y2)(xdy−ydx), λ, δ, ε, φi, j ∈ C.
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Comme au Lemme 1.5, en considérant les restrictions deω aux droitesx = 0 ety = 0, nous établissons que

εφ0,2 = δφ2,0 = 0.

Le point (1 : 0 : 0) n’est pas singulier doncφ2,0 6= 0 etδ = 0. De même en écrivant que(0 : 1 : 0) n’est pas
singulier nous remarquons queφ0,2 6= 0 et par suite queε = 0. Le feuilletageF étant de degré deuxλ est non
nul ; nous pouvons donc supposer queλ = 1, d’où

ω
x3y

=
dx
x2 +

(φ2,0x2 + φ1,1xy+ φ0,2y2)

x2

d
( y

x

)
y
x

.

La transformation linéaire diagonale
(

φ−1
2,0x,(φ2,0φ0,2)

−1/2y
)

nous permet de supposer queφ2,0 = φ0,2 = 1;

par conséquent

ω = xydx+(x2 + φ1,1xy+y2)(xdy−ydx).

Quitte à conjuguerω par le difféomorphisme
(

x
1+φ1,1y,

y
1+φ1,1y

)
le coefficientφ1,1 vaut 0, d’où l’énoncé.

Remarquons queω3
x3y est fermée ; nous en déduisons queω3 admet pour intégrale première

y
x

exp

(
y2

2x2 −
1
x

)
.

Lemme 1.7. — Si le cône tangent deω en 0 est réduit à une seule droite, alors à conjugaison prèsF est
défini par l’une des deux1-formes suivantes

1. ω1 = x2dx+y2(xdy−ydx);
2. ω2 = x2dx+(x+y2)(xdy−ydx).

Démonstration. — À conjugaison près,F est donné par

ω = x3
(

λ
dx
x

+d

(
αxy+ βy2

x2

))
+(φ2,0x2 + φ1,1xy+ φ0,2y2)(xdy−ydx), α, β, λ, φi, j ∈ C.

Le feuilletageF étant de degré deux le coefficientλ est non nul et nous pouvons le supposer égal à 1. En
outre, vu que 0 est l’unique singularité, nous obtenons, en restreignantω à la droitex = 0, queφ0,2β = 0.
Puisque(0 : 1 : 0) n’est pas singulierφ0,2 6= 0 et β = 0. Quitte à conjuguerω par la transformation linéaire

diagonale(φ1/2
0,2 x,y), nous nous ramenons àφ0,2 = 1. Ainsi F est décrit par

ω = x2dx+(αx+ φ2,0x2 + φ1,1xy+y2)(xdy−ydx).

La conjugaison par le difféomorphisme
(

x,y− φ1,1
2 x

)
permet d’annulerφ1,1. Puis en faisant agir

(
x

1+ φ2,0y
,

y
1+ φ2,0y

)
si α = 0, et


 x

1−
(

φ2,0
α

)
x
,

y

1−
(

φ2,0
α

)
x


 si α 6= 0,

nous pouvons supposer queφ2,0 = 0. Si α = 0 nous obtenons le premier modèleω1. Si α est non nul, alors,
en conjugant par la transformation linéaire diagonale(α3x,α2y), on se ramène àα = 1, c’est-à-dire au mo-
dèleω2.
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Remarquons queω1
x4 est fermée et a pour intégrale première1

3

(y
x

)3
− 1

x ; quant àω2 elle admet pour intégrale
première

(
2+

1
x

+2
(y

x

)
+

(y
x

)2
)

exp
(
−

y
x

)
.

Les Lemmes 1.5, 1.6 et 1.7 impliquent l’énoncé qui suit.

Proposition 1.8. — Soit F un feuilletage de degré deux surP
2(C) dont l’unique singularité est(0 : 0 : 1).

Si le 1-jet de la formeω définissantF au point singulier est nul alors, à isomorphisme près,F est donné par
l’une des trois1-formes suivantes

1. ω1 = x2dx+y2(xdy−ydx);
2. ω2 = x2dx+(x+y2)(xdy−ydx);
3. ω3 = xydx+(x2 +y2)(xdy−ydx).

Remarque 1.9. — Les quatre feuilletagesF i ne sont pas linéairement conjugués. En effetF4 est le seul à
posséder une singularité de type selle-noeud, il n’est doncpas conjugué aux autresF i. La 1-formeω3 n’est
pas linéairement conjuguée àω1 et ω2 car le cône tangent en 0 deω3 est formé de deux droites distinctes,
alors que le cône tangent en 0 deω1 (resp.ω2) est constitué d’une seule droite. EnfinF1 et F2 ne sont pas
linéairement conjugués : le premier possède une intégrale première rationnelle mais pas le second.

Le Théorème 1 résulte des Propositions 1.1, 1.2, 1.8 et de la Remarque 1.9.

Par contre les feuilletagesF2 et F3 sont birationnellement conjugués car ils le sont au feuilletage linéaire
d’intégrale premièrexey; leurs feuilles génériques sont transcendantes. Dans la carte X = 1 les feuilletages
F1, F2 etF3 possèdent respectivement les intégrales premières suivantes

z−
y3

3
, (2+z+2y+y2)e−y, yexp

(
y2

2
−z

)
.

Quitte à faire agir les automorphismes polynomiaux deC
2

(
y,z−

y3

3

)
, resp.(y,2+z+2y+y2), resp.

(
y,z−

y2

2

)

surF1, resp.F2, resp.F3 nous constatons que

1. F1 est polynomialement conjugué au feuilletage décrit parz= cte ;
2. F2 etF3 sont polynomialement conjugués au feuilletage donné par les niveaux deye−z = cte.

Nous en déduisons la :

Proposition 1.10. — Les feuilletagesF1, F2 et F3 possèdent la propriété suivante : pour tout pointm ré-
gulier la feuille deF i passant parm est une courbe entière,i.e. une courbe paramétrée par une application
holomorphe deC dansC2.
En faitF1, F2 etF3 sont définis, dans la carteX = 1, par des champs de vecteurs polynomiaux complets.
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2. Orbites sous l’action dePGL3(C)

L’ensembleF (2;N) est un ouvert de ZARISKI dans le projectivisé des 1-formes en les variablesX, Y etZ de
degréN + 1 satisfaisant l’identité d’EULER (il faut en effet que la condition « sans composante commune »
évoquée dans l’introduction soit satisfaite). En particulier F (2;2) est un ouvert de ZARISKI dansP

14(C).
Le groupe des automorphismes deP

2(C) agit surF (2;2); l’orbite d’un élémentF deF (2;2) sous l’action
de Aut(P2(C)) = PGL3(C) est notéeO (F ). Comme cette action est algébrique les orbites sont d’adhérence
(ordinaire) algébrique dansP14(C). Nous nous intéressons dans ce qui suit aux adhérencesO (F ) des or-
bitesO (F ) dansF (2;2) sous l’action du groupe Aut(P2(C)).

2.1. Isotropies et dimensions desO (F i). —

Définition. — SoitF un feuilletage surP2(C). Le sous-groupe de Aut(P2(C)) qui préserveF s’appelle le
groupe d’isotropiedeF et est noté Iso(F ) ; c’est un groupe algébrique.

La Proposition suivante est de nature élémentaire, sa démonstration est laissée au lecteur.

Proposition 2.1. — Les dimensions desO (F i) sont les suivantes

dimO (F1) = 6, dimO (F2) = 7, dimO (F3) = 7 et dimO (F4) = 8.

Plus précisément les groupesIso(F i) sont donnés par

1. Iso(F1) = {(β3x : β2y : z+ αx) | α ∈ C, β ∈ C
∗} qui est isomorphe au groupe des transformations

affines de la droite ;

2. Iso(F2) = {(x : αx+y : −α(α+2)x−2αy+z) |α ∈ C};

3. Iso(F3) =
{
(x : ±y : z+ αx)

∣∣∣ α ∈ C

}
;

4. Iso(F4) = {id, (jx : j2y : z), (j2x : jy : z)} où j = e2iπ/3.

2.2. Minoration de la dimension de l’orbite d’un feuilletage de degré deux. —
Nous avons vu que la dimension deO (F1) est 6; nous montrons dans cette section que c’est la dimension
minimale possible.
Notonsχ(P2(C)) l’algèbre de LIE des champs de vecteurs holomorphes globaux :χ(P2(C)) est bien sûr
l’algèbre de LIE du groupe d’automorphismes deP

2(C). SoientF un feuilletage surP2(C) etX un élément
deχ(P2(C)); nous dirons queX est une symétrie du feuilletageF si le flot exp(tX ) est, pour chaquet, dans le
groupe d’isotropie Iso(F ) deF . Si ω définitF dans une carte affine,X est une symétrie deF si et seulement
si LX ω∧ω = 0 oùLX désigne la dérivée de LIE deω suivantX . Remarquons que siF est de degré supérieur
à 2 etX une symétrie non triviale deF alorsX n’est pas tangent au feuilletageF : si c’était le casF serait
en effet de degré 0 ou 1.

Lemme 2.2. — Soit F un élément deF (2;N) défini par une1-forme ω. Si X et Y sont deux symétries
deF indépendantes surC alors ω(X )

ω(Y ) est une intégrale première rationnelle non constante deF .

Démonstration. — D’après ce qui précède les polynômesω(X ) et ω(Y ) sont non identiquement nuls. Les
champsX etY étant indépendants surC, la fonction rationnelleω(X )

ω(Y ) est non constante. Rappelons que siX
est une symétrie deF et siω(X ) 6≡ 0, alorsω(X ) est un facteur intégrant deω, autrement dit ω

ω(X ) est fermée.
Puisque le quotient de deux facteurs intégrants deω est une intégrale première rationnelle deF , la fonction
ω(X )
ω(Y ) est une intégrale première rationnelle non constante deF .
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Si G désigne un groupe algébrique, nous notonsg son algèbre de LIE.

Proposition 2.3. — SoientN un entier supérieur ou égal à2 et F un élément deF (2;N). La dimension
deO (F ) est minorée par6.

Démonstration. — Comme dimχ(P2(C)) = 8 le Lemme 2.2 assure que si dimO (F ) ≤ 6, le feuilletageF
admet une intégrale première rationnelle. Dans [6] CERVEAU et MATTEI montrent, en utilisant le théorème de
LÜROTH, qu’il existe une fonction rationnelle non constante f, définie à PGL2(C) près, telle que l’ensemble
des intégrales premières rationnelles deF soit isomorphe àC(f); on dit alors que f est minimale. Choisissons f
minimale pourF . Remarquons que siϕ appartient à Iso(F ) alors f◦ϕ est encore une intégrale première
deF et que, de plus, elle est minimale ; f◦ϕ s’écrit doncτϕ(f) avecτϕ dans PGL2(C). Désignons parτ le
morphisme défini par

τ : Iso(F ) → PGL2(C), ϕ 7→ τϕ.

Le noyau deτ est un sous-groupe de Iso(F ) nécessairement discret. En effet si dimkerτ ≥ 1, alors kerτ
contient un flot dont le générateur infinitésimal est tangentàF ce qui est impossible. Par suite

Didτ : iso(F ) → sl2(C)

est injective ; ceci implique l’inégalité

dimIso(F ) = dimiso(F ) ≤ dimsl2(C) = 3.

Supposons que dimIso(F ) = 3 alors iso(F ) ≃ sl2(C). Soit G la composante neutre de Iso(F ). À partir
deiso(F ) = sl2(C) nous obtenons à isomorphisme près

G = SL2(C) ou G= PGL2(C).

Dans chacune de ces éventualités nous héritons d’une actionρ de SL2(C) surP2(C).
Si ρ est irréductibleρ s’identifie au projectivisé de l’action naturellẽρ de SL2(C) sur l’espace des formes
quadratiques en deux variables. Cette action n’a pas de feuilletage invariant de degré supérieur ou égal à 2; en
effet siF était invariant, son lieu singulier, qui n’est pas vide, le serait aussi : contradiction avec le fait queρ̃
ne laisse invariant aucun ensemble fini.
Si ρ est réductible, elle se décompose, au niveau deC

3, en une action surC2 et une surC qui est nécesserai-
ment triviale. Par suite dans une carte affine ad-hocρ coïncide avec l’action linéaire standard

((
α β
γ δ

)
,(x,y)

)
7→ (αx+ βy,γx+ δy).

Cette dernière action préserve un feuilletage : celui induit par le champ radialR = x ∂
∂x + y ∂

∂y, qui est de

degré 0, et c’est le seul. En effet soit̃F un feuilletage non radial invariant par

(x,y) 7→ (αx+ βy,γx+ δy);

il existe alors un point génériquem tel que la tangente à la feuillẽLm passant parm ne soit pas la droite
passant par l’origine etm. Nous pouvons supposer quem= (1,0); le groupe

{(x+ βy,δy) | β ∈ C, δ ∈ C
∗}

fixe m, doit fixer F̃ donc doit fixer la tangente à̃Lm en m ce qui est impossible. Nous en déduisons
que dimIso(F ) 6= 3. Il s’en suit que dimIso(F ) ≤ 2 et dimO (F ) ≥ 6.

Corollaire 2.4. — Le feuilletageF1 réalise la dimension minimale des orbites en degré2.
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Nous pouvons nous demander siF1 est l’unique élément deF (2;2) à satisfaire cette propriété ; nous allons
voir dans le paragraphe suivant que ce n’est pas le cas.

2.3. Description des feuilletages de degré deux tels quedimO (F ) = 6. —

Proposition 2.5. — Soit F un feuilletage de degréN sur P
2(C). Si dimiso(F ) = 2, alors iso(F ) est iso-

morphe à l’algèbre du groupe des transformations affines de la droite.

Démonstration. — D’après la classification des algèbres de LIE de dimension 2 (voir [8]) il suffit de montrer
queiso(F ) n’est pas abélienne. Pour ce faire raisonnons par l’absurde, i.e. supposons queiso(F ) soit abé-
lienne. SoientX etY deux générateurs deiso(F ). La triangulation des algèbres résolubles de matrices assure
l’existence d’une droiteD invariante parX etY . Nous pouvons alors nous ramener à la situation suivante :D
est la droite à l’infini et dans la carteC2 les champsX etY sont affines. Dans cette même carteF est défini
par un champ polynomial à singularité isolée que nous noteronsZ . Soit V un élément deiso(F ). Puisque
le flot de V laisseF invariant, en tout point non singulier[V,Z ] est un multiple deZ ; d’après [14] il existe
une fonction holomorpheg surC2 telle que[V,Z ] = gZ . Les champs V etZ étant polynomiaux,[V,Z ] l’est
aussi ; par suiteg est rationnelle et holomorphe surC

2 donc polynomiale. Le champ V étant affine nous avons
deg[V,Z ] ≤ degZ ; la relation[V,Z ] = gZ entraîne queg est constante. Finalement nous obtenons

[X ,Z ] = λZ , [Y ,Z ] = ηZ , λ, η ∈ C.

À combinaison linéaire et permutation près deX etY nous pouvons nous ramener à

[X ,Z ] = 0, [Y ,Z ] = ηZ , η ∈ C.

Commençons par supposer queX et Y sont génériquement transverses. En un point générique il existe des
coordonnées locales telles que

X =
∂
∂x

, Y =
∂
∂y

.

Dans ce système de coordonnéesZ est de la forme

α(x,y)
∂

∂x
+ β(x,y)

∂
∂y

, α, β ∈ C{x,y}.

L’égalité [X ,Z ] = 0 implique queα etβ ne dépendent pas dex. Alors [Y ,Z ] = ηY entraîne queα′(y) = ηα(y)
et β′(y) = ηβ(y). On obtient ainsi

Z = eηy
(

γ
∂
∂x

+ δ
∂
∂y

)
, γ, δ ∈ C,

qui se réécritZ = eηy(γX + δY ). Sur un ouvertZ et γX + δY sont donc parallèles ; nous en déduisons que
c’est le cas partout. Ainsi le feuilletage défini parZ est linéaire : contradiction.
Supposons queX etY soient partout colinéaires ; par conséquent en un point générique nous pouvons écrire

X =
∂
∂x

, Y = δ(y)
∂
∂x

, δ ∈ C{y}.

Notons queX etY n’étant pasC-colinéaires,δ est non constante. À partir de[X ,Z ] = 0, nous obtenons

Z = α(y)
∂
∂x

+ β(y)
∂
∂y

, α, β ∈ C{y};
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remarquons queβ 6≡ 0 sinonZ serait colinéaire àX et définirait un feuilletage linéaire. Par ailleurs[Y ,Z ] = ηZ
conduit àηα(y) = 0 etβ(y)(η+ δ′(y)) = 0, soit àα ≡ 0 etδ′(y) = −η 6= 0. Autrement dit

X =
∂
∂x

, Y = (−ηy+ ε)
∂
∂x

, Z = β(y)
∂
∂y

, η ∈ C
∗, ε ∈ C, β ∈ C{y}.

Par suiteF a une intégrale première rationnelle f (Lemme 2.2) qui, dansles coordonnées locales(x,y) ne
dépend pas dey et s’écrit donc f(x). Le flot deY est donné par(x+ tδ(y),y); puisqueY est une symétrie
deF , la composée f(x+ tδ(y)) ne dépend pas dey, i.e. δ est une constante ce qui, comme nous l’avons déjà
vu, est impossible.

Lemme 2.6. — SoitF un feuilletage de degré deux sur le plan projectif complexe.Supposons que l’algèbre
de L IE iso(F ) soit de type affine,i.e. engendrée par deux champs de vecteursX et Y tels que[X ,Y ] = Y .
Il existe une droite dansP2(C) invariante par les champsX et Y et telle que tout point singulier deF
appartienne à cette droite.

Démonstration. — Puisque[X ,Y ] = Y , le théorème d’ENGEL assure l’existence d’une droiteD deP
2(C),

que nous pouvons supposer être la droiteZ = 0, invariante parX etY . Plaçons-nous dans la carteZ = 1; en
reprenant un argument de la démonstration de la Proposition2.5 nous avons

[X ,Z ] = λZ , [Y ,Z ] = ηZ , λ, η ∈ C.

L’identité de JACOBI

[X , [Y ,Z ]]+ [Y , [Z ,X ]]+ [Z , [X ,Y ]] = 0

entraîneη = 0, c’est-à-dire[Y ,Z ] = 0.
Si toutes les singularités deF sont sur la droite à l’infiniD le lemme est démontré.
Supposons qu’il existe un point singulierm à distance finie pour le feuilletageF ; évidemment ce point est
singulier pourX etY . Nous pouvons nous ramener àm= (0,0) et

X = −(1+ α)x
∂
∂x

−αy
∂
∂y

, Y = y
∂
∂x

.

Quant àZ nous l’écrivons sous la formeZ1 +Z2 + φR où Z1 (resp.Z2) désigne un champ linéaire (resp.
quadratique) etR le champ radial. L’égalité[Y ,Z ] = 0 conduit à :[Y ,Z1] = [Y ,Z2] = 0 etφ est du typeεy2.
À partir de[Y ,Z1] = 0 et[Y ,Z2] = 0 nous obtenons

Z1 = (βx+ γy)
∂
∂x

+ βy
∂
∂y

, Z2 = (δy2 + κxy)
∂
∂x

+ κy2 ∂
∂y

, β, γ, κ, δ ∈ C.

Nous constatons que siβ est nul,Z est divisible pary, donc n’est pas associé à un feuilletage de degré deux.
Il s’en suit queβ est non nul ce qui implique queλ = 0. En écrivant explicitement[X ,Z ] = 0 nous avons

γ = αε = ακ = δ(α−1) = 0.

Si δ est nul,Z est colinéaire au champ radial ce qui ne peut arriver. Ainsiα = 1 etε = κ = 0; d’où

Z = βR + δy2 ∂
∂x

.

Nous pouvons évidemment normaliser les coefficientsβ et δ à 1. Le feuilletageF est défini par la 1-forme
ydx−xdy−y2dy qui possède l’intégrale premièrexy −y; ses points singuliers sont(0 : 0 : 1) et (1 : 0 : 0) et la
droitey = 0 satisfait l’énoncé.

Les feuilletages de degré deux dont l’orbite est de dimension maximale 6 sont classifiés par la :
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Proposition 2.7. — Soit F un élément deF (2;2). Supposons que l’algèbre deL IE iso(F ) soit de dimen-
sion2; alorsF est, à action d’un automorphisme deP

2(C) près, défini par l’une des1-formes suivantes
1. ω1 = x2dx+y2(xdy−ydx);
2. ω5 = x2dy+y2(xdy−ydx).

Dit autrement les orbites associées sont les seules orbitesde dimension6. Elles sont fermées dansF (2;2).
De plus nous avons

Iso(F1) = {(α3x,α2y),

(
x

1+ βx
,

y
1+ βx

) ∣∣∣ α ∈ C
∗, β ∈ C},

Iso(F5) =

{
(α2x,αy),

(
x

1+ βy
,

y
1+ βy

) ∣∣∣ α ∈ C
∗, β ∈ C

}
;

ces deux groupes ne sont pas conjugués.

Remarque 2.8. — Le feuilletageF5 décrit parω5 intervient déjà dans la démonstration du Lemme 2.6.

Démonstration. — D’après la Proposition 2.5 et le Lemme 2.6 il existe deux symétriesX et Y deF telles
que [X ,Y ] = Y . Ces deux symétries préservent une droiteD que nous supposerons êtrey = 0. De plus
Sing(F ) est contenu dansD . Si F a un unique point singulier nous savons d’après le Théorème 1et la
Proposition 2.1 queF est conjugué àF1. Nous nous ramenons donc au cas où Sing(F ) contient(0 : 0 :
1) et (1 : 0 : 0). Notons queX et Y sont singuliers en ces deux points ; nous en déduisons en utilisant
l’identité [X ,Y ] = Y que

X = (λx+ εy)
∂
∂x

+ ηy
∂
∂y

+ αyR , Y = γy
∂
∂x

+ βyR avec (η−λ)γ = γ et ηβ = β

avecλ, ε, η, α, β et γ dansC. Considérons un champ de vecteurs polynomialZ définissantF dans la
carteZ = 1; écrivons-le sous la forme

Z = Z1 +Z2+ φR
oùZ i est un champ de vecteurs homogène de degréi etφ une forme quadratique. Nous pouvons supposer que
la droite à l’infini n’est pas invariante parF ce qui s’interprète comme suit :φ n’est pas identiquement nulle.
PuisqueF est singulier en(1 : 0 : 0), la forme quadratiqueφ est du type suivant

φ = φ1,1xy+ φ0,2y2.

En reprenant un argument évoqué précédemment le fait queX etY soient des symétries deF se traduit par

[X ,Z ] = (a1 +b1x+c1y)Z (2.1)

[Y ,Z ] = (a2 +b2x+c2y)Z (2.2)

lesai , bi etci désignant des complexes.
De nouveau on utilise l’identité de JACOBI [X , [Y ,Z ]]+ [Y , [Z ,X ]]+ [Z , [X ,Y ]] = 0 qui implique ici

X (a2 +b2x+c2y)−Y (a1 +b1x+c1y) = a2 +b2x+c2y.

Les champsX etY s’annulant en 0, nous obtenons en particulier quea2 est nul puis que

α(b2x+c2y) = β(b1x+c1y).

L’étude des termes de plus haut degré dans (2.1) conduit à[αyR ,φR ] = (b1x+ c1y)φR ; puisqueφ est non
nulle nous en déduisons que

αy = b1x+c1y.
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De même en considérant les termes de plus haut degré dans (2.2) nous obtenons

βy = b2x+c2y.

Autrement dit

b1 = b2 = 0, α = c1 et β = c2.

La preuve se sépare en deux suivant la nullité ou non deγ.
Dans un premier temps supposons queγ soit nul ; nous pouvons alors nous ramener àβ = 1 et, quitte à
soustraireαY àX , à α = 0. En réécrivant la relation[X ,Y ] = Y nous constatons queη = 1, i.e.

X = (λx+ εy)
∂
∂x

+y
∂
∂y

, Y = yR .

Les égalités (2.1) et (2.2) sont désormais du type

[X ,Z ] = a1Z et [Y ,Z ] = yZ .

Cette dernière entraîne que

−Z1(y)R +yZ2−Z2(y)R +yφR = y(Z1 +Z2+ φR )

d’où −Z1(y)R = yZ1 etZ2(y) = 0. Il s’en suit que

Z = Q
∂
∂x

+ φR avec Q = q2,0x2 +q1,1xy+q0,2y2,

les formes quadratiquesQ etφ étant non nulles et sans facteur commun ; ce qui implique en particulier la non
nullité deq2,0.
L’identité [X ,Z ] = a1Z conduit au système

(⋄)

{
(λx+ εy)∂Q

∂x +y∂Q
∂y = (a1 + λ)Q

(λx+ εy)∂φ
∂x +y∂φ

∂y = a1φ

Montrons que nous pouvons supposer queε = 0. Remarquons que siλ vaut 1, la décomposition de JORDAN

de l’opérateur de dérivationX (pour lequelQ etq sont vecteurs propres) implique que

εy
∂Q
∂x

= 0 et εy
∂φ
∂x

= 0.

PuisqueQ etφ sont non nulles et sans facteur commun,ε est nécessairement nul. Enfin siλ est différent de 1,
nous invoquons la diagonalisation pour nous ramener àε = 0; notons que cette diagonalisation n’altère pas la
forme deφ, i.e. φ est toujours du typeφ1,1xy+ φ0,2y2.
Le système(⋄) se réécrit alors

(λ+1−a1)φ1,1 = (2−a1)φ0,2 = (λ−a1)q2,0 = (1−a1)q1,1 = (2−λ−a1)q0,2 = 0.

Comme le coefficientq2,0 est non nul on aλ = a1 et φ1,1 = 0. La forme quadratiqueφ étant non trivialeφ0,2

est non nul et on obtientλ = a1 = 2 etq1,1 = q2,0 = 0.
Par conséquent

Z = q2,0x2 ∂
∂x

+ φ0,2y2R

et nous pouvons évidemment normaliser les coefficientsq2,0 etφ0,2 à 1. Nous obtenons alors le feuilletageF5

défini parω5.
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Maintenant nous étudions la deuxième éventualité oùγ 6= 0; on peut supposer queγ = 1. Dans ce cas on
a η = λ+1. Quitte à remplacerX parX − εY on se ramène à

X = λx
∂
∂x

+(λ+1)y
∂
∂y

+ αyR et Y = y
∂
∂x

+ βyR .

Les égalités[X ,Z ] = (a1 + αy)Z et [Y ,Z ] = βyZ ajoutées à l’identité de JACOBI nous conduisent àλβ = 0.

Si β = 0 nous remarquons que le champY = y ∂
∂x est conjugué via un automorphisme deP

2(C) à yR . En
permutant le rôle des points singuliers nous nous ramenons au premier cas déjà traité.
Lorsqueλ = 0 on peut supposer par conjugaison queβ vaut 1 ce qui nous conduit à

X = −αy
∂
∂x

+y
∂
∂y

et Y = y
∂
∂x

+yR ,

quitte à soustraireαY àX .
Via une transformation linéaire deC2 qui n’affecte ni le champY ni le fait queφ soit non nul, nous pouvons
diagonaliserX

X = y
∂
∂y

;

on vérifie alors que[X ,Z ] = a1Z . Avec les notations habituelles nous avonsφ1,1(1−a1) = φ0,2(2−a1) = 0
de sorte quea1 vaut 1 ou 2.
Si a1 = 1 le coefficientφ0,2 est nul et on constate queZ est divisible pary et ne définit donc pas un feuilletage
de degré deux.
Si a1 = 2, alors φ1,1 = 0 et, toujours en invoquant le fait que[X ,Z ] = a1Z , on vérifie encore queZ est
divisible pary. L’éventualitéγ 6= 0 n’arrive pas et la proposition est démontrée.

2.4. Adhérences d’orbites. —
Nous commençons l’étude des adhérences d’orbites par celles desO (F i) dansF (2;2) pour i = 1, 2, 3 et 5;
celle deO (F4) résultera d’un principe plus général.
La définition suivante nous sera utile.

Définition. — SoientF et F ′ deux feuilletages. On dit queF dégénèresur F ′ si l’adhérenceO (F )
(dansF (2;2)) deO (F ) contientO (F ′) etO (F ) 6= O (F ′).

Remarque 2.9. — SiF dégénère surF ′ nous avons l’inégalité dimO (F ′) < dimO (F ).

Remarque 2.10. — Si F dégénère surF ′ le nombre de points singuliers deF ′ (comptés sans multiplicité)
est plus petit ou égal à celui deF . En particulier siF n’a qu’un point singulier et dégénère surF ′ alors
# Sing(F ′) = 1.

Proposition 2.11. — 1. Les orbitesO (F1) etO (F5) sont fermées.
2. Pouri = 2 et 3 nous avons :O (F i) = O (F i)∪O (F1).

Démonstration. — Le point 1. résulte comme nous l’avons dit du fait queO (F1) et O (F5) réalisent la di-
mension minimale.
La Remarque 2.10 et des raisons de dimension font que lesF i , aveci = 2, 3, ne peuvent dégénérer que surF1.
Montrons qu’il en est ainsi. Considérons la famille d’automorphismesϕ = ϕε =

(
x
ε3 ,

y
ε2

)
. Nous avons

ε9ϕ∗ω2 = x2dx+(εx+y2)(xdy−ydx)

qui tend versω1 lorsqueε tend vers 0. Le feuilletageF2 dégénère donc surF1.
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Pour montrer queF3 dégénère surF1 nous procédons comme suit. Nous considérons la famille(ωε) donnée
par

ωε = x(εy+(1− ε)x)dx+(εx2 +y2)(xdy−ydx)

et définissant la famille de feuilletages(G ε). Nous constatons que

G0 = F1, G1 = F3 et µ(G ε,0) = 7.

Par suite pour chaqueε, à conjugaison près,G ε est l’un desF i . Comme le 1-jet deωε est nul,G ε est conjugué
à F1, F2 ou F3. Pour des raisons de dimensionO (F1) (resp.O (F2)) ne peut adhérer àO (F3). Il en résulte
que pourε voisin de 1 le feuilletageG ε appartient àO (F3). Ainsi G ε est dansO (F3) pour presque toutε etF3

dégénère surF1.

Rappelons une notion introduite par PEREIRA ([13]).

Définition. — SoientF un feuilletage surP2(C) et m un point régulier deF . On dit quem estd’inflexion
ordinairepourF si la feuilleLm deF passant parm a un point d’inflexion ordinaire enm; notons Flex(F )
l’adhérence de l’ensemble de ces points.

Exemples. — 1. Dans la carteX = 1 le feuilletageF1 a pour intégrale premièrey
3

3 −z. En résulte que
Flex(F1) est la droitey = 0.

2. Le feuilletageF5 a pour intégrale premièreyx −
1
y ; de sorte que ses feuilles ont pour adhérence des

coniques, aussi Flex(F5) est vide.

Soit Z = E ∂
∂X + F ∂

∂Y + G ∂
∂Z un champ de vecteurs homogène de degré 2 surC

3 non colinéaire au champ
radial, pgcd(E,F,G) = 1; à un tel champ est associé un feuilletage de degré deuxF sur P

2(C) défini par
la 1-formeω = iR iZ dX∧dY∧dZ. Introduisons le polynômeH de degré 6

H (X,Y,Z) =

∣∣∣∣∣∣

X E Z (E)
Y F Z (F)
Z G Z (G)

∣∣∣∣∣∣
;

notons queH ne dépend pas du choix du champ de vecteursZ dans le noyau deω. D’après [13] le lieu des
zéros deH est constitué de Flex(F ) et de l’ensemble des droites invariantes parF .

L’énoncé qui suit montre qu’un feuilletage de degré deux généralF dégénère surF1.

Théorème 2.12. — Il existe un ensemble algébriqueΣ non trivial, contenu dansF (2;2) ayant la propriété
suivante : tout feuilletage deF (2;2)\Σ dégénère surF1.
En particulier, pour toutF dansF (2;2)\Σ, l’orbite O (F ) deF n’est pas fermée.

Donnons une interprétation géométrique de l’énoncé qui apparaîtra en cours de démonstration. Un feuille-
tageF appartient àF (2;2) \ Σ si et seulement si l’ensemble Flex(F ) est non vide. Cette propriété est
générique dans l’ensemble des feuilletages.

Démonstration. — Considérons la familleϕε = ϕ = (ε3x,εy). Notons que
1. ϕ∗(xiy jdx) = ε3i+ j+3xiy jdx est divisible parε3 et 1

ε3 ϕ∗(xiy jdx) tend vers 0 lorsqueε tend vers 0 sauf
pour i = j = 0;

2. ϕ∗(xiy jdy) = ε3i+ j+1xiy jdy est divisible parε3 sauf pouri = j = 0 et(i, j) = (0,1). Si (i, j) n’appar-
tient pas à{(0,0), (0,1), (0,2)}, la forme 1

ε3 ϕ∗(xiy jdy) tend vers 0 lorsqueε tend vers 0.
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Si F est défini par une 1-formeω du type

(α+∗x+∗y+∗x2 +∗xy+∗y2)dx+(∗x+∗x2 +∗xy+ βy2)dy

+(∗x2 +∗xy+∗y2)(ydx−xdy), où les∗ ∈ C, α, β ∈ C
∗,

nous dirons queω ouF vérifie la propriété(P ). Si tel est le cas nous constatons que

lim
ε→0

1
ε3 ϕ∗ω = αdx+ βy2dy.

Visiblementαdx+βy2dy définit un feuilletage conjugué àF1; en particulier siF vérifie(P ) alorsF dégénère
surF1.
Notons que siF a la propriété(P ) le point (0,0) est non singulier (carα 6= 0) et la feuilleL (0,0) deF en
(0,0) est tangente à l’axex = 0. Comme le coefficient deω surydy est nul un calcul élémentaire montre que
L (0,0) a un point d’inflexion en(0,0). Finalement le fait queβ soit non nul implique que ce point d’inflexion
est d’ordre minimal 1.
Soit F un feuilletage de degré deux surP

2(C); supposons que Flex(F ) soit non vide. Choisissons alors un
système de coordonnées(x,y) tel quem= (0,0) soit d’inflexion ordinaire etx = 0 soit la tangente àLm enm.
La 1-formeω décrivantF satisfait la propriété(P ) etF dégénère surF1.
L’ensembleΣ est défini comme l’ensemble des feuilletagesF tel que Flex(F ) = /0.

Remarques 2.13. — 1. Comme indiqué dans l’exemple 2.4 le feuilletageF1 possède une droite de
points d’inflexion qui sont d’ordre 1; ceci confirme queΣ est propre.

2. L’ensembleΣ est invariant sous l’action de PGL3(C).
3. De la même façon que pourF5, les feuilletages ayant une intégrale première du typeQ1/Q2, avecQ1,

Q2 polynôme de degré inférieur ou égal à 2, ne possèdent pas de points d’inflexion car les feuilles sont
d’adhérence des coniques ; ils appartiennent àΣ.

On peut voir aisément que l’ensemble Flex(F4) est non vide comme le montrent d’ailleurs les figures du § 3.

Corollaire 2.14. — Le feuilletageF4 dégénère surF1; en particulierO (F4) n’est pas fermée.

Démonstration. — Le feuilletageF4 est décrit par

ω4 = (x+y2−x2y)dy+x(x+y2)dx.

Soitα dansC tel queα3 = 4; posonsβ = α2

2 . En faisant agir la translation(x+α,y+β) surω4 nous obtenons
une 1-forme du type

ω = (α(α+ β2)+∗x+∗y+∗x2+∗xy+∗y2)dx+(∗x+∗x2+∗xy+y2)dy+(∗x2+∗xy+∗y2)(ydx−xdy);

la propriété(P ), introduite au Théorème 2.12, est donc satisfaite. D’après la démonstration du Théorème
2.12 nous avons

ω0 = lim
ε→0

1
ε3(ε3x,εy)∗ω = α(α+ β2)dx+y2dy.

On vérifie queα(α+ β2) est non nul ce qui implique que le feuilletage induit parω0 est conjugué àF1.

Exemple(de JOUANOLOU ). — Introduisons le feuilletageFJ de degré 2 surP2(C) défini, dans la carte
affineZ = 1, par

ωJ = (x2y−1)dx+(y2−x3)dy.

Cet exemple, dû à JOUANOLOU, est très populaire. C’est historiquement le premier exemple explicite de
feuilletage sans courbe algébrique invariante ([11]) ; c’est aussi un feuilletage qui n’admet pas d’ensemble
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minimal non trivial ([1]). La procédure appliquée dans la démonstration du Théorème 2.12 s’applique direc-
tement, autrement dit la propriété(P ) est vérifiée, ainsiFJ dégénère surF1.

PourF générique dansF (2;2) on peut se demander siF dégénère uniquement surF1. Les considérations
suivantes vont nous montrer que non.
Soit F un élément deF (2;2) décrit par une 1-formeω. Supposons que(0,0) soit un point singulier deF ;
nous pouvons trouver des coordonnées oùω est du type

(αy+∗x+∗x2 +∗y2 +∗xy)dx+(βx+ γy2 +∗x2 +∗xy)dy

+(∗x2 +∗xy+∗y2)(ydx−xdy), avec∗, α, β, γ ∈ C.

Posonsϕ = (ε2x,εy). Nous constatons que

Ω0 = lim
ε→0

1
ε3ϕ∗ω = αydx+(βx+ γy2)dy.

Lorsqueα, β et γ sont tous les trois non nulsΩ0 définit un feuilletage de degré deuxF0 sur lequel dégénère
évidemmentF . Alors que la non nullité des coefficientsα et β signifie que(0,0) est de multiplicité 1, celle
deγ s’interprète comme suit : siγ est nulF possède une droite invariante, ce qui génériquement n’arrive pas
dansF (2;2).
Détaillons le casαβγ 6= 0. On peut supposer à conjugaison près queF0 = F0(λ) est défini par

Ω0 = Ω0(λ) = ydx+(λx+y2)dy, λ = β/α.

Notons que l’invariantλ est relié à la singularité(0,0) du feuilletage initialF ; plus précisément l’invariant
de BAUM -BOTT BB(F ;(0,0)) deF au point(0,0) est égal à celui deF0(λ)

BB(F ;(0,0)) = −
(α−β)2

αβ
= −

(1−λ)2

λ
= BB(F0(λ);(0,0)).

Nous allons décrire les feuilletagesF0(λ) pourλ dansC∗. Ils préservent les droitesy= 0 etz= 0 et comptent
deux points singuliers(1 : 0 : 0) et (0 : 0 : 1). Le point(0 : 0 : 1) est de multiplicité 1 et par suite(1 : 0 : 0) de
multiplicité 6. Nous constatons que pourλ = −1 la 1-forme

Ω0(−1)

y2 =
ydx−xdy

y2 +dy

est fermée et a pour primitivexy + y. Il s’en suit queF0(−1) est conjugué au feuilletageF5. Il y a encore

une valeur spéciale deλ qui intervient :λ = −2. Dans ce cas nous remarquons queΩ0(−2)
y3 est fermée et

s’intègre enx
y2 + lny; ceci permet de constater que Iso(F0(−2)) est le groupe{(ε2x,εy) | ε ∈ C

∗}. En parti-
culierO (F0(−2)) est de dimension 7.
Dans la suite nous supposons queλ appartient àC \ {0, −1, −2}. Un calcul élémentaire montre que la
conique(2+ λ)x+y2 = 0 est invariante parF0(λ). Mieux la 1-forme rationnelle Ω0(λ)

y((2+λ)x+y2)
est fermée. Un

calcul élémentaire en donne une primitive

ln((2+ λ)x+y2)+ λ lny,

ce qui permet de vérifier que le groupe d’isotropie est ici encore

Iso(F0(λ)) = {(ε2x,εy) | ε ∈ C
∗}.

Remarquons que deux feuilletagesF0(λ) etF0(λ′) sont conjugués si et seulement siλ = λ′.
Des considérations qui précèdent nous tirons l’énoncé suivant.
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Théorème 2.15. — SoitF un élément deF (2;2) sans droite invariante.
1. Le feuilletageF dégénère surF5 si et seulement siF possède un point singulierm de multiplicité 1
vérifiantBB(F ;m) = 4.
2. Si F possède un point singulierm de multiplicité 1 tel queBB(F ;m) = 2− λ− 1

λ , alorsF dégénère
surF0(λ) donné par

ydx+(λx+y2)dy.

En particulier siF est générique,F dégénère au moins sur sept feuilletages (non conjugués) à orbites de
dimension7.

Démonstration. — Concernant la première assertion, il nous reste seulement à prouver que siF dégénère
sur F5, alorsF possède un point singulier de multiplicité 1 dont l’invariant de BAUM -BOTT est 4. Si tel
est le cas il y a une famille analytique(F ε) définie par la famille de 1-formes(ωε) telle que pourε non
nul F ε soit dansO (F ) et pourε nul nous ayonsF ε=0 = F5. Le point singulier de multiplicité 1, notém0,
deF5 est « stable » ; il existe une famille analytique(mε) de points singuliers deF ε de multiplicité 1 telle
que mε=0 = m0. Les F ε étant conjugués pourε non nul, BB(F ε;mε) est localement constant ; par sui-
te BB(F ε;mε) = 4 pourε petit. En particulierF possède un point singulier comme dans l’énoncé.

Le point 2. est conséquence du fait suivant : génériquementF possède sept points singuliers distincts à
invariants de BAUM -BOTT distincts.

Remarque 2.16. — Les Théorèmes 2.12 et 2.15 assurent en particulier qu’un feuilletage générique dégénère
surF1 mais pas surF5.

Le Théorème 2.15 semble occulter les élementsF deF (2;2) avec droite invariante. En fait siF possède
un point singulier simple (conditionαβ 6= 0) par lequel ne passe pas de droite invariante la procédure de
dégénérescence sur unF0(λ) s’applique et autorise la présence de droites invariantes ne passant pas par
(0,0). Une autre façon de procéder est la suivante. SiF laissey= 0 invariante la 1-forme qui le définit s’écrit

ω = ya(x,y)dx+b(x,y)dy.

En faisant agir la transformation linéaire diagonale(x,εy) surω puis en passant à la limite lorsqueε → 0 on
obtient

ω0 = ya(x,0)dx+b(x,0)dy

qui génériquement surF définit un feuilletage de degré 2 sur lequelF dégénère.

Proposition 2.17. — L’ensembleF (2;2) contient des éléments qui dégénèrent à la fois surF1 etF5.

Démonstration. — Rappelons que la 1-forme

ω1 = x2dx+y2(xdy−ydx)

définitF1, feuilletage pour lequel l’ensemble Flex(F1) est une droite. Un feuilletageF ε proche deF1 va donc
satisfaire Flex(F ε) 6= /0 et par suite dégénère surF1 (Théorème 2.12). En particulier il en est ainsi pourF ε
défini par

ωε = ε(xdy−ydx)+ ω1

tout du moins pourε petit. Mais pourε non nul le 1-jet deωε en(0,0) estxdy−ydx et le coefficient dex2dx
est 1 ce qui nous permet de faire dégénérer (à conjugaison près) F ε surF5 pourε 6= 0; ainsi pourε petit non
nul F ε dégénère à la fois surF1 etF5.

SoitF dansF (2;2); nous avons l’alternative
1. si Flex(F ) est non vide,F dégénère surF1 (Théorème 2.12) ;
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2. si Flex(F ) = /0 alorsF ne dégénère pas surF1 (stabilité des points d’inflexion).

Parmi les éléments deF (2;2) sans point d’inflexion, il y a les feuilletages définis par un pinceau de coniques.
Leur classification est connue depuis longtemps ; on peut parexemple la trouver dans [10], chapitre XIII, §11.
Elle correspond à celle des feuilletages de degré inférieurou égal à 2 ayant une intégrale première rationnelle
du typeQ1/Q2, lesQi désignant des formes quadratiques à 3 variables, le pinceauassocié étantQ1 + λQ2.
Il y a cinq modèles à conjugaison près ; deux conduisent à des feuilletages de degré 1 (ils sont décrits par
xy= cte,y2−x= cte), les trois autres sont les suivants : le feuilletageF6 qui représente le pinceau générique
et qui a pour intégrale premièrex(y+z)

y(x+z) , le feuilletageF5 déjà rencontré et enfin le feuilletageF7 dont voici

une intégrale première xz
y(y−x) . L’ensemble des coniques dansP

2(C) est isomorphe àP5(C) (voir [9]) ; il en

résulte qu’un pinceau de coniques s’identifie à une droite dansP
5(C), i.e. à un point dans la grassmanienne

G(1;5) des droites deP5(C), qui est de dimension 8. Ainsi PGL3(C) agit surG(1;5) et l’orbite du pinceau
générique est ouverte et dense. Par suiteO (F6) adhère à toutes les autres orbites (associées à des pinceaux),
en particulier à celle deF5 et à celle deF7. Une manière, autre que la manière classique, de distinguer ces
trois feuilletages est de considérer leur groupe d’isotropie : celui deF5 est, comme nous l’avons vu,

Iso(F5) =

{
(α2x,αy),

(
x

1+ βy
,

y
1+ βy

) ∣∣∣ α ∈ C
∗, β ∈ C

}
,

celui deF6 est fini et celui deF7 est donné par

Iso(F7) = {(αx,αy) | α ∈ C
∗}.

Tout ceci est résumé dans la :

Proposition 2.18. — SoitF un élément deF (2,2) associé à un pinceau de coniques. AlorsF est conjugué
àF5, ouF6 ouF7. De plus, les adhérences étant prises dansF (2;2), nous avons

1. O (F5) = O (F5) et dimO (F5) = 6;
2. O (F7) = O (F5)∪O (F7) et dimO (F7) = 7;
3. O (F6) = O (F5)∪O (F6)∪O (F7) etdimO (F6) = 8.

Démonstration. — Une fois que l’on a constaté que siF dégénère surF alorsF a aussi une intégrale première
du typeQ1/Q2 il nous reste seulement à démontrer queF7 dégénère surF5. Introduisons le feuilletageF ′

donné par les niveaux de
y
x

+
x
y

+
1
y

;

son groupe d’isotropie est

Iso(F ′) =

{(
x

1+ αy
,

y
1+ αy

)∣∣α ∈ C
∗

}
.

En particulier dimO (F ′) = 7 etF ′ appartient àO (F7). Quitte à faire agirϕε = (ε2x,εy) sur y
x + x

y + 1
y nous

obtenons à multiplication par une constante près

ε2x
y

+
y
x

+
1
y

;

nous retrouvons lorsqueε tend vers 0 l’intégrale première deF5.

Tout ceci laisse penser que les seules orbites fermées dansF (2;2) sous l’action de Aut(P2(C)) sont celles
deF1 etF5.
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2.5. En dimension supérieure. —
L’étude de la nature des orbites sous l’action du groupe linéaire pour les feuilletages de dimension supérieure
à 2 se pose aussi naturellement, tout comme la classificationdes feuilletages ayant des « petites » singularités.
Soient F0 dans F (2;N) et F dans F (n;N) (où F (n;N) désigne l’ensemble des feuilletages de de-
gré N sur l’espace projectifPn(C)). On dit queF est un déploiementde F0 s’il existe un plonge-
menti : P

2(C) → P
n(C) linéaire tel quei∗F = F0.

Rappelons (voir [4]) que siF est un feuilletage de degré deux surP
n(C) alors

1. ou bienF est défini par une 1-forme fermée ;
2. ou bienF = π∗F0 où F0 désigne un feuilletage de degré deux deP

2(C) et π la projection dePn(C)
surP2(C).

Nous en déduisons la :

Proposition 2.19. — SoitF0 un feuilletage de degré2 surP2(C). SiF0 n’est pas défini par une forme fermée
tout déploiementF deF0 est trivial, i.e. il existeπ : P

n(C) → P
2(C) tel queF = π∗F0.

Le feuilletageF4 satisfait la Proposition 2.19 ; ainsiF4 va jouer un rôle particulier dans l’étude des orbites
des feuilletages de degré deux deP

n(C) avecn≥ 3 sous l’action de Aut(Pn(C)).

3. Quelques portraits de phase en réel

Les feuilletagesF i etFJ sont définis par des formes à coefficients réels (même entiers) et induisent donc des
feuilletages deR2 dont nous proposons le portrait de phase ; ces portraits de phase ont été tracés à l’aide d’un
logiciel disponible sur http ://www.math.psu.edu/melvin/phase/newphase.html.

F1 F2
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F3 FJ

Soit F̃ le feuilletage décrit dans la carte affineZ = 1 par la 1-formey7dx− xdy. Dans le contexte réel les
feuilletagesF̃ et F4 sont localement différentiablement conjugués en l’origine. Ainsi le portrait de phase
deF̃ explique celui deF4 en 0; on observe un phénomène de type « fleuve » à l’origine ([7]).

F4 F̃

Le portrait de phase deF4 ci-dessus suggère que le feuilletage réel induit parF4 ne possède pas de cycle
limite, plus précisément que toute trajectoire adhère au point singulier.

Pour avoir une meilleure idée des trajectoires réelles du feuilletageF4 considérons le feuilletageF ⊥
4 donné

dans la carte affineZ = 1 par la 1-forme

ω⊥
4 = −(x+y2−x2y)dx+x(x+y2)dy.

C’est un feuilletage de degré 3 dont les trajectoires sont dans la carteZ = 1 orthogonales à celles deF4. Nous
proposons des représentations deF4 etF ⊥

4 dans des domaines de tailles différentes
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F4 F ⊥
4

F4 F ⊥
4

F4 F ⊥
4
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F6 F7

Index des notations

Sing(F ) lieu singulier du feuilletageF 1
F (n;N) ensemble des feuilletages de degréN sur l’espace projectifPn(C) 2
µ(F ,m) nombre de MILNOR du feuilletageF au point singulierm 2
〈P,Q〉 idéal engendré par les élémentsP et Q deC{x,y} 2
ω1 x2dx+y2(xdy−ydx) 3
ω2 x2dx+(x+y2)(xdy−ydx) 3
ω3 xydx+(x2+y2)(xdy−ydx) 3
ω4 (x+y2−x2y)dy+x(x+y2)dx 3
ω5 x2dy+y2(xdy−ydx) 4
O (F ) orbite d’un élémentF deF (2;2) sous l’action de PGL3(C) 10
Iso(F ) groupe d’isotropie du feuilletageF défini surP2(C) 10
χ(P2(C)) algèbre de LIE des champs de vecteurs holomorphes globaux surP

2(C) 10
g algèbre de LIE du groupe algébrique G 11
R champ radialx ∂

∂x +y ∂
∂y 11

FJ feuilletage décrit par la 1-formeωJ 18
ωJ (x2y−1)dx+(y2−x3)dy 18
BB(F ;m) invariant de BAUM -BOTT du feuilletageF au pointm 19
F6 feuilletage associé au pinceaux(y+z)+ λy(x+z) 21
F7 feuilletage associé au pinceauxz+ λy(y−x) 21
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