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Introduction

Le groupe de CREMONA, noté Bir(Pn
C), se situe à la croisée de la géométrie algébrique, des

systèmes dynamiques et de la théorie des groupes. Il a été l’objet, ces dernières années, de nom-
breuses attentions dans ces différentes directions ; citons par exemple les travaux de DOLGACHEV et
ISKOVSKIKH ([DI09]), CANTAT ([Can11, Can14]), D ILLER et FAVRE ([DF01]), BLANC et CANTAT

([BC13b]), CANTAT et LAMY ([CL13]). Ce mémoire est consacré à différents travaux sur le groupe
Bir(Pn

C) des transformations birationnelles de l’espace projectifcomplexe, une bonne partie du texte
concernant le casn= 2.

Dans le premier chapitre on s’intéresse à la dynamique des transformations birationnelles deP2
C. On

affine un résultat de DILLER et FAVRE ([DF01]) sur la croissance des degrés des élémentsφ de Bir(P2
C),

i.e.sur le comportement de la suite(degφn)n∈N. Ensuite on s’intéresse à un problème important tant en
dynamique réelle que complexe : la description des centralisateurs des transformations de Bir(P2

C). On
finit ce premier chapitre avec l’étude d’une famille très spéciale de Bir(P2

C) qui se ramène à l’étude de
certains cocycles, domaine dans lequel il y a récemment eu des avancées notables ([Avi13a, Avi13b]).

Le second chapitre porte essentiellement sur les automorphismes d’entropie positive de surfaces
complexes, objets étroitement liés aux transformations deBir(P2

C). Dans la première section on fournit
des constructions explicites d’automorphismes d’entropie positive à partir d’éléments de Bir(P2

C) don-
nés. Dans la seconde section on construit, via l’étude de certains plongements de SL(2;Z) dans Bir(P2

C),
des groupes d’automorphismes de surfaces complexes isomorphes à SL(2;Z) dont tous les éléments
d’ordre infini sont d’entropie positive. La dernière section de ce chapitre porte sur la dynamique des
applications rationnelles dans les espaces de matrices ; onconsidère en particulier les transformations

M(2;C) 99K M(2;C), M 7→ AM2

où A désigne un élément fixé de M(2;C).

Le dernier chapitre commence avec la description des transformations de petit degré de Bir(P2
C)

et se poursuit avec celle des transformations birationnelles de petit bidegré de Bir(P3
C). On termine

par l’étude d’un groupe analogue à Bir(P2
C) en dimension supérieure,i.e. le sous-groupe de Bir(Pn

C)

engendré par PGL(n+1;C) et l’involution
(

1
z0

: 1
z1

: . . . : 1
zn

)
; on verra qu’il satisfait certaines propriétés

de groupe vérifiées par Bir(P2
C).
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Définitions et Notations

SoientX et Y deux variétés complexes projectives, lisses de dimensionn. Une transformation
rationnelle X 99K Y est un morphisme d’un ouvertU de X dansY qui ne peut pas être étendu à un
ouvert plus grand. Unetransformation birationnelleφ : X 99KY est une transformation rationnelle qui
admet un inverse lui-même rationnel ; elle induit un isomorphisme entre un ouvert deX et un ouvert
deY. Fixons un plongement projectif deY ; alors on peut associer àφ le système linéaireΛφ sur X
donné par les préimages parφ des sections hyperplanes surY. On appellelieu basedeφ le lieu base du
système linéaireΛφ ; c’est une sous-variété deX de codimension au moins 2 notéebaseφ. Une seconde
sous-variété deX associée àφ est l’ensemble exceptionnelde φ, c’est le complémentaire de l’ouvert
maximal sur lequelφ est un isomorphisme local.

On désigne parRatk(Pn
C) le projectivisé de l’espace des(n+1)-uplets de polynômes homogènes

de degrék en(n+1) variables :

Ratk(Pn
C) = P{(φ0,φ1, . . . ,φn) |φi ∈ C[z0,z1, . . . ,zn]k}.

Le degréd’un élémentφ = (φ0 : φ1 : . . . : φn) deRatk(Pn
C) est le degré desφi . À un élément

φ = (φ0 : φ1 : . . . : φn)

deRatk(Pn
C) on associe la transformation rationnelle

φ• = δ(φ0 : φ1 : . . . : φn), δ =
1

pgcd(φ0,φ1, . . . ,φn)
.

Soit φ un élément deRatk(Pn
C); on dit queφ = (φ0 : φ1 : . . . : φn) est purement de degrék si

lesφi n’ont pas de facteur commun. L’ensemble des éléments purement de degrék est notéR̊atk(Pn
C).

Alors queRatk(Pn
C) s’identifie à un espace projectif, l’espace̊Ratk(Pn

C) en est un ouvert de ZARISKI.
Un élément deRatk(Pn

C)r R̊atk(Pn
C) s’écrit Pψ = (Pψ0 : Pψ1 : Pψ2) où ψ appartient à un certain

Ratℓ(Pn
C), avecℓ < k, et P est un polynôme homogène de degrék− ℓ. On note Rat(Pn

C) l’ensemble
des transformations rationnelles dePn

C dans lui-même : c’est l’union
⋃
k≥1

R̊atk(Pn
C). C’est aussi la limite

injective desRat•k(P
n
C) avec

Rat•k(P
n
C) =

{
φ• |φ ∈Ratk(Pn

C)
}
.

Remarquons que si l’élémentφ de Ratk(Pn
C) est purement de degrék alors φ s’identifie àφ• ; ceci

signifie que l’application

R̊atk(P
n
C)→Rat•k(P

n
C)

xi



xii DÉFINITIONS ET NOTATIONS

est injective. Dans la suite on utilisera la notationφ aussi bien pour les éléments deRatk(Pn
C) que

pour ceux deRat•k(P
n
C). De même nous dirons abusivement qu’un élément deRatk(Pn

C) « est » une
transformation rationnelle.

L’espace Rat(Pn
C) contient le groupe des transformations birationnelles dePn

C, i.e. les transforma-
tions rationnelles qui admettent un inverse rationnel. Ce groupe est appelégroupe deCREMONA , ses
élémentstransformations deCREMONA ; on le note Bir(Pn

C). Il est parfois plus commode de travailler
dans les espacesRatk(Pn

C) que dans lesRat•k(P
n
C). Aussi nous désignons parBirk(Pn

C) ⊂ Ratk(Pn
C)

l’ensemble des transformationsφ deRatk(Pn
C) telles queφ• soit inversible et parB̊irk(Pn

C)⊂Birk(Pn
C)

l’ensemble des transformations birationnelles qui sont purement de degrék. On pose

Bir•k(P
n
C) =

{
φ• |φ ∈Birk(P

n
C)
}
.

Le groupe de CREMONA s’identifie alors à
⋃
k≥1

B̊irk(P
n
C). Si φ appartient à Bir(P2

C), alors degφ =

degφ−1 ; ce n’est plus le cas en dimension supérieure. On introduit donc la notion de bidegré. Siφ
appartient à Bir(Pn

C), n≥ 3, lebidegrédeφ est le couple(degφ,degφ−1). On pose pourn≥ 3

Bird,d′(Pn
C) =

{
φ ∈ Bir(Pn

C)
∣∣ (degφ,degφ−1) = (d,d′)

}

et on aBird(Pn
C) = ∪d′Bird,d′(Pn

C).

Le lieu d’indéterminationdeφ = (φ0 : φ1 : . . . : φn) ∈Bir(Pn
C) est le lieu des zéros communs desφi ,

on le note Indφ. Dans ce contexte l’ensemble exceptionnel deφ est le lieu des zéros de det jacφ. On
constate queB̊ir1(Pn

C) ≃ PGL((n+ 1);C) est le groupe des automorphismes dePn
C. Soit X le sous-

ensemble algébrique de
(
Ratk(Pn

C)
)2

défini par

X =
{
(φ,ψ) ∈

(
Ratk(P

n
C)
)2 |φ◦ψ soit proportionnel à id= (z0 : z1 : . . . : zn)

}

alors l’image de la première projection

pr1 : X →Ratk(P
n
C), (φ,ψ) 7→ φ

est algébrique et coïncide avec l’adhérence ordinaireBirk(Pn
C) de Birk(Pn

C). L’ensembleB̊irk(Pn
C)

est un ouvert de ZARISKI de Birk(Pn
C), pas nécessairement dense car, comme nous le verrons au

ChapitreIII pour (n,k) = (2,3), Birk(Pn
C) n’est pas en général irréductible (notons qu’il l’est pour

(n,k) = (2,2)). Un argument classique de projection montre queB̊irk(Pn
C) est lui aussi algébrique et

ceci pour toutk.

Sur l’espaceRatk(Pn
C) on va considérer l’action naturelle, appeléeconjugaison gauche-droite

(g.d.), de(PGL((n+1);C))2 donnée par :

PGL((n+1);C)×Ratk(P
n
C)×PGL((n+1);C) → Ratk(P

n
C),

(A,φ,B) 7→ AφB−1.

Notons que les ensembles̊Ratk(Pn
C), Birk(Pn

C) et B̊irk(Pn
C) sont invariants sous cette action. Nous

allons plus loin nous intéresser à quelques orbites de celle-ci. L’orbite d’un élémentφ deRatk(Pn
C)

sous l’action de PGL((n+1);C) sous l’action g.d. est notéeO(φ).



CHAPITRE I

Dynamique des transformations birationnelles du plan projectif
complexe

Le degré d’une transformation de CREMONA n’est pas un invariant de conjugaison : en général si
φ et ψ sont deux éléments de Bir(P2

C) alors degψφψ−1 6= degφ. Par contre la croissance des degrés est
un invariant de conjugaison : il existeα et β deux constantes strictement positives telles que

αdegφn ≤ deg(ψφnψ−1)≤ βdegφn;

d’où la notion suivante : lepremier degré dynamiquedeφ ∈ Bir(P2
C) est par définition ([Fri95, RS97])

λ(φ) = lim
n→+∞

(deg(φn))1/n.

Les inégalitésλ(φ)≥ 1 etλ(φ)n ≥ degφn sont satisfaites ; de plus, pour tousφ, ψ dans Bir(P2
C) on a

λ(φ) = λ(ψφψ−1).

DILLER et FAVRE ont étudié le comportement de la suite(degφn)n∈N :

Théorème I.A ([DF01]). Soit φ une transformation deCREMONA. Alors à conjugaison birationnelle
près nous sommes dans l’une des situations suivantes :

• (degφn)n∈N est bornée ;

• (degφn)n∈N croit linéairement etφ n’est pas un automorphisme ;
• (degφn)n∈N croit quadratiquement etφ est un automorphisme ;

• (degφn)n∈N croit exponentiellement.

Dans la première partie de ce chapitre on précise le ThéorèmeI.A et on introduit un nouvel in-
variant birationnel qui nous permet de caractériser les transformations birationnelles conjuguées à un
automorphisme d’une surface rationnelle projective lisse(ceci généralise [DF01, Theorem 0.4]). Une
question naturelle quand on s’intéresse à la dynamique est le calcul des centralisateurs des transforma-
tions considérées, ce sera l’objet du second paragraphe. Enfin dans une troisième partie on se consacre
à l’étude des élémentsφ de Bir(P2

C) à croissance linéaire.

1. Croissance des degrés des transformations birationnelles

Définition 1. Une transformation birationnelleφ : P2
C 99K P2

C est

• elliptique si (degφn)n∈N est bornée,

• un twist deJONQUIÈRES si (degφn)n∈N croit linéairement,

• un twist d’HALPHEN si (degφn)n∈N croit quadratiquement,

• hyperboliquesi (degφn)n∈N croit exponentiellement.

1



2 I. DYNAMIQUE DES TRANSFORMATIONS BIRATIONNELLES DEP2
C

Lorsqueφ est un twist de JONQUIÈRESou d’HALPHEN on dit aussi queφ estparabolique.

Exemples 1. • Une transformation d’ordre fini, un automorphisme deP2
C sont des transformations

elliptiques.

• L’élémentφ : (z0 : z1 : z2) 99K (z0z2 : z0z1 : z2
2) de Bir(P2

C) est un twist de JONQUIÈRES.

• Le prolongement d’un automorphisme de HÉNON au plan projectif complexe est une transfor-
mation hyperbolique ; c’est par exemple le cas de(z0 : z1 : z2) 99K (z1z2 : z2

1−z0z2 : z2
2).

• Considérons la transformation monomiale donnée dans la carte affinez2 = 1 par

φM : (z0,z1) 99K (z
a
0zb

1,z
c
0zd

1), M =

[
a b
c d

]
∈ SL(2;Z).

La transformationφM est elliptique (resp. parabolique, resp. hyperbolique) siet seulement si la
matriceM est elliptique (resp. parabolique, resp. hyperbolique).

Un petit mot sur la terminologie twist de JONQUIÈRES/HALPHEN : un twist de JONQUIÈRESpré-
serve un unique pinceau de courbes rationnelles ([DF01]) et ce pinceau est birationnellement conjugué
à un pinceau de droites ([God53]). Or une transformation de CREMONA qui préserve un pinceau de
courbes rationnelles est classiquement appeléetransformation deJONQUIÈRES. Un twist d’HALPHEN

préserve un unique pinceau de courbes elliptiques ([Giz80, DF01]) et ce pinceau est birationnellement
conjugué à un pinceau de courbes de degré 3n avec 9 points de multiplicitén (voir [God53]). Ces
pinceaux ont été étudiés par HALPHEN ([Hal82]) et sont appeléspinceaux deHALPHEN .

DILLER et FAVRE ont donné une autre caractérisation des transformations elliptiques ([DF01]) :
une transformationφ est elliptique si et seulement si elle est conjuguée à un automorphismeψ ∈Aut(S)
d’une surface projective rationnelle S tel queψn appartienne à la composante connexe Aut0(S) de
Aut(S) pour un certain entiern (voir [DF01]). Dans [2] nous précisons les résultats de DILLER et
FAVRE : dans le cas des transformations elliptiques nous montronsqueψ est d’ordre fini ou S= P2

C.
Dans le cas twist de JONQUIÈRES(resp. d’HALPHEN) nous spécifions ce que signifie « la suite(degφn)n∈N
croit linéairement (resp. quadratiquement) ».

Théorème I.1([2]). Si φ ∈ Bir(P2
C) est une transformation elliptique d’ordre infini, alorsφ est conju-

guée à un automorphisme deP2
C qui dans une carte affine bien choisie est de l’une des formes suivantes :

• (z0,z1) 7→ (αz0,βz1) avecα, β dansC∗ et dans ce cas le noyau du morphisme

Z2 → C∗, (i, j) 7→ αiβ j

est engendré par(k,0) pour un certaink dansZ ;

• (z0,z1) 7→ (αz0,z1+1) avecα dansC∗.

Théorème I.2([2]). Un twist deJONQUIÈRESφ ∈ Bir(P2
C) satisfait les propriétés suivantes :

• l’ensemble {
lim

n→+∞

deg(ψφnψ−1)

n

∣∣∣ψ ∈ Bir(P2
C)

}

admet un minimumµ(φ)
2 ∈ 1

2N ;



1. CROISSANCE DES DEGRÉS DES TRANSFORMATIONS BIRATIONNELLES 3

• il existe un entiera∈ N tel que

lim
n→+∞

degφn

n
= a2 µ(φ)

2
,

de plus,a= 1 si et seulement siφ préserve un pinceau de droites.

Théorème I.3([2]). Considérons un twist d’HALPHEN φ.
• L’ensemble {

lim
n→+∞

deg(ψφnψ−1)

n2

∣∣∣ψ ∈ Bir(P2
C)

}

admet un minimumκ(φ) ∈Q>0.
• Il existe un entiera≥ 3 tel que

lim
n→+∞

degφn

n2 =
a2

9
κ(φ).

De plus,a= 3 si et seulement siφ préserve un pinceau d’HALPHEN.

On donne une interprétation géométrique du nombreµ(φ) qui s’avère être un invariant de conju-
gaison birationnelle et permet de donner une caractérisation des éléments de Bir(P2

C) birationnellement
conjugués à un automorphisme d’une surface rationnelle projective lisse.

Considérons une surface projective lisse S ; tout élémentφ de Bir(S) admet une résolution

Z
π2

��
??

??
??

?
π1

����
��

��
�

S φ
//_______ S,

où π1, π2 désignent des suites d’éclatements. La résolution est diteminimale si et seulement si aucune
(−1) courbe de Z est contractée à la fois parπ1 et π2. Lespoints basedeφ sont les points apparaissant
dansπ1 ; ce sont des points de S ou infiniment proches. On rappelle quel’ensemble de ces points
forment le lieu basebase(φ) deφ ; on désigne parb(φ) le cardinal debase(φ). Remarquons que

b(φ) = rgPic(Z)− rgPic(S).

En particulier on a doncb(φ) = b(φ−1). On introduit la quantité

µ(φ) = lim
n→+∞

b(φn)

n
appelénombre dynamique de points basede φ. Puisque pour tousφ, ψ dans Bir(S) on a l’inégalité
b(φψ) ≤ b(φ)+ b(ψ), le nombreµ(φ) est un réel positif ou nul. De plus, à partir deb(φ) = b(φ−1)
on obtientµ(φn) = |nµ(φ)| pour toutn dansZ. Par ailleurs soientφ dans Bir(S) et ψ : S 99K Z une
transformation birationnelle entre surfaces projectiveslisses ; pour toutn dansZ, on a

−2b(ψ)+b(φn)≤ b(ψφnψ−1)≤ 2b(ψ)+b(φn).

Par conséquent on a l’énoncé qui suit.

Proposition I.4 ([2]). Le nombre dynamique de points base est un invariant de conjugaison.
De plus, siφ ∈ Bir(S) est conjugué à un automorphisme d’une surface projective lisse, alors

µ(φ) = 0.
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Soit φ une transformation birationnelle de S ; un pointp∈ base(φ) (infiniment proche ou non) est
persistants’il existe un entierN tel que

• p∈ base(φk) pour toutk≥ N,

• p 6∈ base(φ−k) pour toutk≥ N.

Soit p 6∈ base(φ) un point de S ou un point infiniment proche. Considérons une résolution minimale
deφ

Z
π2

��
>>

>>
>>

>
π1

����
��

��
�

S φ
//_______ S

où π1, π2 désignent des suites d’éclatements. Le pointp n’étant pas un point base deφ il correspond
via π1 à un point de Z ou un point infiniment proche. En appliquantπ2 on peut voir ce point comme un
point de S ou infiniment proche que l’on noteφ•(p). Remarquons que si, de plus,φ(p) n’est pas un point
base deψ, alors(ψφ)•(p) = ψ•(φ•(p)). Bien sûr, sip est un point général de S, alorsφ•(p) = φ(p) ∈S.
On peut donc définir une relation d’équivalence sur l’ensemble des points de S ou infiniment proches :p
est équivalent àq si et seulement s’il existe un entierk tel que(φk)•(p) = q ; ceci implique en particulier
que p n’est pas un point base deφk et q n’est pas un point base deφ−k. Donnons une interprétation
géométrique du nombreµ(φ) :

Proposition I.5 ([2]). Soitφ une transformation birationnelle d’une surface projective lisseS. Notonsν
le nombre de classes d’équivalence de points base persistants deφ. Alors l’ensemble

{
b(φn)−νn

∣∣n≥ 0
}
⊂ Z

est borné.
En particulier,µ(φ) est un entier, égal àν.

Par ailleurs la seconde assertion de la PropositionI.4 est une équivalence qui généralise [DF01,
Theorem 0.4] :

Proposition I.6 ([2]). Soitφ une transformation birationnelle d’une surface projective lisse. Les condi-
tions suivantes sont équivalentes :

• µ(φ) = 0,
• φ est conjugué à un automorphisme d’une surface projective lisse.

Donnons quelques applications :
• description des transformations birationnelles deP2

C dont deux itérés distincts sont conjugués :

Proposition I.7 ([2]). Soitφ ∈ Bir(P2
C) tel queφn et φm soient conjugués. Supposons|m| 6= |n| ;

alors φ est elliptique,λ(φ) = 1 et µ(φ) = 0.
Si, de plus,φ est d’ordre infini, alorsφ est conjugué à un automorphisme deP2

C qui est
dans une carte affine bien choisie de la forme(z0,z1) 7→ (αz0,z1+1) avecα ∈ C∗ et αm+n = 1
ou αm−n = 1.

• non-existence de plongements de certains groupes classiques dans le groupe de CREMONA :
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Théorème I.8([2]). Si |m| 6= 1 et |n| 6= 1 sont distincts, il n’y a pas de plongement du groupe de
BAUMSLAG-SOLITAR

BS(m,n) = 〈r, s| rsmr−1 = sn〉
dans le groupe deCREMONA.

IDÉE DE DÉMONSTRATION. Supposons qu’il existe un morphismeρ de BS(m,n) dans Bir(P2
C)

et queρ(sm) soit d’ordre infini. En utilisant l’énoncéI.7 on peut déterminerρ(sm) puisρ(r) ; on
en déduit que l’image du groupe engendré par ces deux transformations est résoluble. Mais un
sous-groupe d’indice fini de BS(m,n) est résoluble si et seulement si|m|= 1 ou |n|= 1.

�

• On peut caractériser à conjugaison birationnelle près les plongements de GL(2;Q) dans le groupe
de CREMONA :

Théorème I.9 ([2]). Soit ρ : GL(2;Q) → Bir(P2
C) un plongement. À conjugaison près par un

élément deBir(P2
C), il existe un entier impairk et un homomorphismeχ : Q∗ →C∗ tels que pour

tout
[

a b
c d

]
deGL(2;Q) on ait

ρ
([

a b
c d

])
=

(
χ(ad−bc)
(cz1+d)k z0,

az1+b
cz1+d

)
.

2. Centralisateurs dans le groupe de CREMONA

Un des problèmes majeurs en dynamiques réelle et complexe est la description des centralisateurs
des systèmes dynamiques discrets. Ainsi JULIA ([Jul68, Jul22]) puis RITT ([Rit23]) ont ouvert la voie
en montrant que l’ensemble

Cent
(
φ;Rat(P1

C)
)
=
{

ψ ∈ Rat(P1
C)

∣∣ψφ = φψ
}

des fonctions rationnelles commutant à une fonction rationnelle fixéeφ est en général réduit à

φN0 = {φn
0 |n∈ N},

où φ0 désigne un élément de Cent
(
φ;Rat(P1

C)
)
, sauf dans des cas très spéciaux. Dans les années 60

SMALE pose le problème suivant : un difféomorphisme génériqueφ : M → M d’une variété compacte
a-t-il un centralisateur trivial ? Autrement dit a-t-on

Cent
(
φ;Diff ∞(M)

)
=

{
φn

∣∣n∈ Z
}

?

De nombreux mathématiciens se sont penchés sur cette question dans différents contextes. Par exemple
PALIS et YOCCOZ ont démontré qu’il existe un ouvert denseΩ de l’ensemble des difféomorphismes
ANOSOV du tore ayant la propriété suivante : pour toutφ dansΩ, le centralisateur deφ est trivial
([PY89]). Nous allons ici nous restreindre au cas des transformations birationnelles du plan ; nous
verrons que les techniques et les résultats sont différentssuivant queφ est elliptique, un twist de JON-
QUIÈRES, un twist d’HALPHEN ou hyperbolique.
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2.1. Commençons par le cas des transformations birationnelles elliptiques. Soientp1, . . ., p7 sept
points deP2

C en position générale. Désignons parL le système linéaire de cubiques passant par lespi ; il
est de dimension 2. Soitp un point générique deP2

C ; considérons le pinceauLp constitué des éléments
de L passant parp. Un pinceau de cubiques génériques a neuf points base ; on définit par iG(p) le
neuvième point base deLp. L’involution iG qui à p associeiG(p) ainsi construite est appeléeinvolution
deGEISER. Elle est birationnelle et ses points fixes forment une courbe non hyperelliptique de genre 3.

Lorsque les éléments de Bir(P2
C) sont d’ordre fini, tous les cas de figure peuvent se produire : le

centralisateur de l’involution

σ : (z0 : z1 : z2) 99K (z1z2 : z0z2 : z0z1)

est clairement non dénombrable alors que le centralisateurd’une involution de GEISERest fini ([BPV09]).
Comme on l’a vu au ThéorèmeI.1 il existe des formes normales pour les transformations birationnel-

les elliptiques d’ordre infini ; ceci nous permet d’établir l’énoncé suivant :

Théorème I.10([2]). Le centralisateur d’une transformation birationnelle elliptique d’ordre infini est
non dénombrable.

Plus précisément le centralisateur de la première forme normale est
{
(η(z0),z1R(zk

0))
∣∣R∈C[z0], η ∈ PGL(2;C), η(αz0) = αη(z0)

}

et celui de la seconde
{
(η(z0),z1+R(z0))

∣∣η ∈ PGL(2;C), η(αz0) = αη(z0), R∈ C[z0], R(αz0) = αR(z0)
}
.

2.2. Concentrons-nous désormais sur les twist de JONQUIÈRES. Le groupe de JONQUIÈRESest
le groupe des transformations birationnelles deP2

C préservant un pinceau de courbes rationnelles ; on
le note J. Deux pinceaux de courbes rationnelles étant birationnellement conjugués, J ne dépend pas,
à conjugaison près, du pinceau choisi. On peut donc supposerà conjugaison birationnelle près que J
est, dans une carte affine(z0,z1) deP2

C, le groupe maximal des transformations birationnelles laissant
la fibrationz1 = cte invariante. Une transformationφ de J permute les fibres de la fibration donc induit
un automorphisme de la baseP1

C, i.e. un élément de PGL(2;C) ; lorsqueφ préserve les fibres,φ agit
comme une homographie dans les fibres génériques. Le groupe de JONQUIÈRES s’identifie donc au
produit semi-direct PGL(2;C(z1))⋊PGL(2;C) ; autrement dit tout élément de J est de la forme

φ =

(
A(z1)z0+B(z1)

C(z1)z0+D(z1)
,
αz1+β
γz1+δ

)

où [
A B
C D

]
∈ PGL(2;C(z1)),

[
α β
γ δ

]
∈ PGL(2;C).

On désigne par pr2 le morphisme de J dans PGL(2;C). Les transformations de J qui préservent la
fibration fibre à fibre forment un sous-groupe distingué (le noyau de pr2) noté J0 ≃ PGL(2;C(z1)).
À φ dans J0 on associe un élément de PGL(2;C(z1)) notéMφ. L’ indice deBAUM -BOTT (par analogie

avec l’indice de BAUM -BOTT d’un feuilletage [BB70, GML97 ]) de φ est par définition(trMφ)
2

detMφ
, on le

note BB(φ).
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Un élémentφ de J0 est, à conjugaison birationnelle près, de l’une des formes suivantes ([9])

(z0+a(z1),z1), (b(z1)z0,z1),

(
c(z1)z0+F(z1)

z0+c(z1)
,z1

)

aveca dansC(z1), b dansC(z1)
∗ et c, F dansC[z1], F n’étant pas un carré. Un sous-groupe abélien

maximal non fini de J0 est (à conjugaison près dans J0) de l’un des types suivants

Ja =
{
(z0+a(z1),z1)

∣∣a∈ C(z1)
}
, Jm =

{
(b(z1)z0,z1)

∣∣b∈C(z1)
∗},

JF =

{
id = (z0,z1),

(
c(z1)z0+F(z1)

z0+c(z1)
,z1

) ∣∣∣c∈C(z1)

}

où F désigne un élément deC[z1] qui n’est pas un carré ([9]) ; plus précisément à conjugaison près par
une transformation(a(z1)z0,z1) ad-hoc on peut supposer queF est un polynôme à racines simples, ce
que nous faisons dans la suite. Siφ est un élément de J0 et si Ab(φ) désigne le sous-groupe abélien
maximal non fini de J0 contenantφ alors, à conjugaison près, Ab(φ) est Ja, Jm ou JF . Plus exactement

si φ est de la forme(z0+a(z1),z1) (resp.(b(z1)z0,z1), resp.
(

c(z1)z0+F(z1)
z0+c(z1)

,z1

)
), alors Ab(φ) = Ja (resp.

Ab(φ) = Jm, resp. Ab(φ) = JF ).
Remarquons qu’un élément de J n’est pas nécessairement un twist de JONQUIÈRES; c’est par

exemple le cas des transformations du type(αz0,βz1) avecα, β dansC∗. On peut caractériser sim-
plement les transformations de CREMONA qui préservent une fibration rationnelle fibre à fibre et sont
des twist de JONQUIÈRES:

Théorème I.11([4]). Soit φ une transformation deCREMONA qui préserve une fibration rationnelle
fibre à fibre ;φ est un twist deJONQUIÈRESsi et seulement si l’indice deBAUM -BOTT deφ appartient
àC(z1)rC.

Considérons un élémentφ de J0 et une transformation rationnelleϕ = (ϕ0(z0,z1),ϕ1(z0,z1)) qui
commute àφ. Si ϕ n’appartient pas à J, alorsϕ1 = cte est une fibration invariante fibre à fibre parφ
différente dez1 = cte. Ainsi φ possède deux fibrations distinctes invariantes fibre à fibre et est donc
périodique. En effet les intersections des fibresz1 = cte etϕ1 = cte génériques sont de cardinal fini,
uniformément borné ; or ces intersections sont invariantesparφ. Autrement dit on a la

Proposition I.12 ([4]). Soit φ dansJ0 ; alors

• Cent
(
φ;Bir(P2

C)
)
⊂ J;

• ou φ est périodique.

À l’aide de cette propriété et des formes normales des éléments de J0 on établit le fait suivant :

Théorème I.13([4]). Soit φ une transformation birationnelle deP2
C qui préserve une fibration ration-

nelle fibre à fibre. Siφ est un twist deJONQUIÈRES, alorsCent
(
φ;Bir(P2

C)
)

est une extension finie
deAb(φ).

Remarque 1. Si φ appartient à Ja ou Jm on obtient le résultat par calcul « direct ». Lorsqueφ est un
élément de JF on distingue les cas degF ≥ 3 et degF < 3 ; ce qui géométriquement se traduit de la
façon suivante : on distingue le cas où la courbe de points fixes deφ est de genre> 0 du cas où elle est
de genre 0.
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Cet énoncé nous permet de décrire, à indice fini près, les centralisateurs des transformations de
CREMONA qui préservent (pas nécessairement fibre à fibre) une unique fibration rationnelle, question
étroitement liée à des problèmes classiques d’équations aux différences (voir l’idée de démonstration
de l’énoncé qui suit). Génériquement ces transformations ont un centralisateur trivial,i.e. réduit aux
itérés deφ (voir [4]). En particulier on a le résultat suivant :

Théorème I.14([4]). Soit φ une transformation birationnelle deP2
C qui préserve une unique fibration

rationnelle. Le centralisateur deφ est virtuellement résoluble.

IDÉE DE DÉMONSTRATION. Soit φ un élément de Jr J0 qui préserve une unique fibration ration-
nelle. Posons G= Cent

(
φ;Bir(P2

C)
)
. Considérons la restriction de pr2 à G qui à un élément du centra-

lisateur deφ associe son action sur la base de la fibration. Posons H= kerpr2|G. On raisonne suivant
la nature de H. Si H est trivial, alors G est isomorphe à pr2

(
G
)

qui coïncide avecC∗⋊Z/2Z ou est
abélien (isomorphe àC ouC∗).

• Supposons que H soit de torsion.
Alors H est fini et G est isomorphe à pr2

(
G
)

qui est un sous-groupe abélien de PGL(2;C). En
effet, raisonnons par l’absurde : si H est infini, alors H est àconjugaison près de la forme

Ka,Λ = 〈
(

a(z1)

z0
,z1

)
(ωz0,z1) |ω ∈ Λ〉

où a désigne un élément deC(z1) (éventuellement nul) etΛ un sous-groupe infini de racines de
l’unité avec la convention

K0,Λ = 〈(ωz0,z1) |ω ∈ Λ〉.
Par passage à l’adhérence de ZARISKI on constate queφ commute aussi aux éléments du type
(αz0,z1) avecα quelconque dansC∗ : contradiction avec l’hypothèse H est de torsion.

• Reste l’éventualité suivante : H n’est pas de torsion.
À conjugaison près on se ramène à pr2(φ) = z1+1 ou pr2(φ) = αz1. On va supposer que pr2(φ) =
z1+1. Considérons un élément d’ordre infiniψ de H ; puisque pr2(φ) est une translation, l’image
de pr2 est infinie etψ est à conjugaison près de la forme(z0+1,z1) ou (αz0,z1) où α désigne un
élément deC∗ qui n’est pas une racine de l’unité. Supposons par exemple queψ = (z0+1,z1). À
partir de la description de Cent

(
ψ;Bir(P2

C)
)
∋ φ, on obtient queφ s’écrit (z0+a(z1),z1+1) pour

un certaina dansC(z1). Rappelons que Cent(φ;Bir(P2
C)) est contenu dans J puisqueφ préserve

une seule fibration rationnelle. Remarquons que si l’équation aux différences

f (z1)− f (z1+1) = a(z1)

possède une solution rationnelle, alorsφ est conjuguée à(z0,z1 + 1) qui préserve plus d’une
fibration. Cette remarque permet d’établir l’égalité : ker pr2|G = {(z0 + β,z1) |β ∈ C}. La suite
exacte

0−→ ker pr2|G −→ G−→ impr2|G −→ 0

donne une description de G. L’image de pr2 étant contenue dansC, le premier groupe dérivé de G
est abélien et G est résoluble.

�
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2.3. Étudions maintenant le cas des twists d’HALPHEN.

Proposition I.B ([Giz80]). Soit φ un twist d’HALPHEN ; Cent
(
φ;Bir(P2

C)
)

contient un sous-groupe
d’indice fini qui est abélien, libre et de rang≤ 8.

DÉMONSTRATION ([Can11]). À conjugaison birationnelle près on peut supposer queφ est une
transformation d’une surface rationnelle S munie d’une fibration elliptique S→ P1

C et que cette fibration
estφ-invariante. On peut de plus se ramener au cas où la fibration est minimale (i.e. il n’y a pas de courbe
d’auto-intersection−1 dans les fibres) et donc au cas oùφ est un automorphisme. La fibration elliptique
est l’unique fibration invariante parφ (voir [DF01]). Il en résulte que cette fibration est invariante par le
centralisateur deφ et donc que Cent

(
φ;Bir(S)

)
⊂ Aut(S).

La fibration étant minimale, la surface S est obtenue en éclatantP2
C aux 9 points base d’un pinceau

de HALPHEN et son groupe de NÉRON-SEVERI est de rang 10. Le groupe Aut(S) peut être plongé dans
le semi-groupe des endomorphismes de H2(S,Z) pour la forme d’intersection et préserve la classe[KS]
du diviseur canonique qui n’est autre que la classe de la fibration elliptique. La dimension de l’hyperplan
orthogonal à[KS] est 9 et la restriction de la forme d’intersection à cet hyperplan est semi-négative :
son noyau coïncide avecZ[KS]. Il s’en suit que Aut(S) contient un groupe abélien d’indice fini de rang
≤ 8.

�

2.4. Dans [Can11] CANTAT démontre que siφ est un élément hyperbolique du groupe de CRE-
MONA et si ψ commute àφ, alors il existe deux entiersm dansN∗ et n dansZ tels queψm = φn. Il
donne deux démonstrations de cet énoncé, l’une d’entre elles est de nature dynamique et nous allons
en esquisser les grandes lignes. On dit queφ ∈ Bir(P2

C) estalgébriquement stablesi et seulement si
les orbites positives

{
φn(p) |n ≥ 0

}
des points d’indéterminationp de φ−1 n’intersectent pas le lieu

d’indétermination Indφ deφ. On dit queφ satisfait la condition deBEDFORD-DILLER si la somme

∑
n≥0

1
λ(φ)n log(dist(φn(p), Indφ))

converge pour toutp∈ Indφ−1 ; autrement ditφ vérifie la condition de BEDFORD-DILLER si les orbites
positives

{
φn(p) |n ≥ 0

}
des points d’indéterminationp de φ−1 approchent le lieu d’indétermination

de φ avec une vitesse « contrôlée ». Siφ est une transformation birationnelle qui satisfait la condition
de BEDFORD-DILLER, alorsφ possède une infinité de points périodiques hyperboliques pour lesquels
variétés stable et instable s’intersectent ([BD05, Duj06]). Un élémentψ de Cent

(
φ;Bir(P2

C)
)

permute
les variétés stable et instable des points périodiques hyperboliques deφ ; on conclut en utilisant le
fait que ces variétés sont ZARISKI denses. Dans l’éventualité oùφ ne satisfait pas la condition de
BEDFORD-DILLER d’autres arguments de nature dynamique entrent en jeu, nousn’en parlerons pas
ici. Plus récemment, avec BLANC, CANTAT précise son résultat comme suit :

Théorème I.C ([BC13b]). Soit φ une transformation hyperbolique deP2
C. Le groupe infini cyclique

engendré parφ est un sous-groupe d’indice fini deCent
(
φ;Bir(P2

C)
)
.
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3. Twists de JONQUIÈRES et SL(2;C)-cocycles

Dans [6] on poursuit l’étude de la famille de transformations birationnelles( fα,β)α,β deP2
C débutée

dans [12]. La famille ( fα,β)α,β est définie par

fα,β : P2
C 99K P2

C (z0 : z1 : z2) 99K
(
(αz0+z1)z2 : βz1(z0+z2) : z2(z0+z2)

)

où α, β désignent des nombres complexes de module 1. Les points basede fα,β sont

(1 : 0 : 0), (0 : 1 : 0), (−1 : α : 1).

Les propriétés suivantes sont satisfaites pourα, β génériques :

• Cent
(

fα,β;Bir(P2
C)
)

est isomorphe àZ (voir [12]). Donnons une idée de la démonstration :fα,β
a un seul point base persistant defα,β, le point p= (1 : α : 1). Ce point est éclaté sur une fibre
de la fibrationz1 = cte. Soitψ dans Cent

(
fα,β;Bir(P2

C)
)

; puisqueψ contracte un nombre fini de
courbes il existe un entierk (que l’on choisit minimal) pour lequelf k

α,β(p) n’est pas contracté

parψ. Quitte à remplacerψ parψ̃ = ψ f k−1
α,β le point p̃ appartient à Indfα,β ; en d’autres termes̃ψ

permute les points d’indétermination defα,β. Puisquep est l’unique point d’indétermination
persistant, il est fixé par̃ψ. Les paramètresα, β étant génériques l’orbite négative dep sous
l’action de fα,β est ZARISKI dense d’où l’égalité̃ψ = id.

• La transformationfα,β est un twist de JONQUIÈRESet ([6])

µ( fα,β) = 1/2.

• Des domaines de linéarisation de rang 1 et 2 coexistent : il existe un domaine de linéarisation où
l’orbite d’un point générique sous l’action defα,β est un tore, un autre domaine de linéarisation
où l’orbite d’un point générique sous l’action def 2

α,β est un cercle ([6]).

On peut aussi voir la famille( fα,β)α,β surP1
C×P1

C ; les ensemblesP1
C×S1

ρ, où

S1
ρ =

{
z1 ∈ P1

C

∣∣ |z1|< ρ
}

sont invariants. Les domaines de linéarisation évoqués précédemment peuvent être précisés comme
suit :

Théorème I.15([12, 6]). Supposons queα et β soient génériques.

(1) Il existe un réel strictement positifr tel que fα,β est conjugué à(αz0,βz1) surP1
C×D(0, r)

oùD(0, r) désigne le disque centré à l’origine de rayonr.

Un tel domaine existe aussi au voisinage du point(α−1,0).

(2) Il existe un réel strictement positifr ′ tel que
(

1
z0
, 1

z1

)
f 2
α,β

(
1
z0
, 1

z1

)
soit conjugué à

(
z0
β ,

z1
β2

)

surP1
C×D(0, r ′).

Dans la carte affinez2 = 1, on a

fα,β(z0,z1) =

(
αz0+z1

z0+1
,βz1

)
;
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on peut donc poursuivre l’étude de la transformationfα,β en la regardant comme un cocycle(Aα,ρ,β)
où

Aα,ρ(z1) =

[
α z1

1 1

]
.

Rappelons quelques définitions. Un SL(2;C)-cocycle quasipériodiqueest un couple(A,β) oùβ est
un nombre réel non nul et

A: S1
1 → SL(2;C)

une fonction analytique agissant surC2×S1
1 de la façon suivante

(z0,z1) 7→ (A(z1)z0,βz1).

L’itéré n-ième de(A,β) est noté(An,nβ) où A0(z1) = id et pourn≥ 1

An(z1) = A(βn−1z1) . . .A(z1) A−n(z1) = An(β−nz1)
−1.

L’ exposant deLYAPUNOV du SL(2;C)-cocycle quasipériodique(A,β) est donné par

L(A,β) = lim
n→+∞

∫
S1

1

ln ||An(z1)||dz1.

En utilisant les travaux d’AVILA on détermine l’exposant de LYAPUNOV du cocyle(Aα,ρ,β) :

Théorème I.16([6]). L’exposant deLYAPUNOV du cocycle associé àfα,β est
• positif dès queρ > 1 ;
• nul dès queρ ≤ 1.

Plus précisémentfα,β est semi-conjuguée à
(

αz0+z2
1

z0+1 ,β1/2z1

)
et l’exposant deLYAPUNOV du co-

cycle(Bα,ρ,β1/2) où

Bα,ρ(z1) =

[
α z2

1
1 1

]

vautmax(0, lnρ).

Avant de donner une idée de démonstration, voici quelques résultats sur les cocycles ([Avi13a,
Avi13b]). Si A∈Cω(S1

1,SL(2;C)
)

admet une extension holomorphe sur|Imz1|< δ, alors pour|ε|< δ
on peut définirAε ∈Cω(S1

1,SL(2;C)
)

par

Aε(z1) = A(z1+ iε).
La fonctionε 7→ L(Aε,β) est une fonction convexe. On peut donc introduire la notion d’accélération :

Définition 2. L’ accélérationd’un SL(2;C)-cocycle quasipériodique(A,β) est donnée par

ω(A,β) = lim
ε→0+

1
2πε

(
L(Aε,β)−L(A,β)

)
.

La fonction exposant de LYAPUNOV est convexe et continue ; l’accélération est donc une fonction
semi-continue supérieurement surCω(S1

1,SL(2;C)
)
×RrQ. De plus l’accélération est quantifiée :

Théorème I.D ([Avi13a]). Si (A,β) est unSL(2;C)-cocycle quasipériodique avecβ ∈ RrQ, alors
ω(A,β) est toujours un entier.

Une conséquence directe est la suivante : la fonctionε 7→ L(Aε,β) est affine par morceaux. AVILA

introduit alors la notion de régularité :
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Définition 3. Un cocycle(A,β) ∈Cω(S1
1,SL(2;C)

)
×RrQ estrégulier si ε 7→ L(Aε,β) est affine au

voisinage de 0.
En d’autres termes(A,β) est régulier si pour toutε petit on a

L(Aε,β)−L(A,β) = 2πεω(A,β).

IDÉE DE DÉMONSTRATION DUTHÉORÈME I.16. Les cocycles(Aα,ρ,β) et(Bα,ρ,β1/2) étant conju-
gués nous allons nous concentrer sur(Bα,ρ,β1/2). On lui associe le SL(2;C)-cocycle(B̃α,ρ,β1/2) où

B̃α,ρ(z1) =
1√

α−z2
1

Bα,ρ(z1).

Grâce à ([Avi13a, Avi13b]) on montre queL(B̃α,ρ,β1/2) = 0 lorsqueρ est proche de 0 (resp. lorsqueρ
est proche de+∞) ; on utilise en particulier que les cocycles presque constants sont réguliers, d’accé-
lération nulle. La quantification de l’accélération, les continuité et convexité deL permettent d’établir
queL(B̃α,ρ,β1/2) = 0 pour toutρ. On conclut à l’aide de l’égalité

L(Bα,ρ,β1/2) = L(B̃α,ρ,β1/2)+

∫
S1

ρ

ln
√

α−z2
1dz1

= 0+max(0, lnρ).
�



CHAPITRE II

Dynamique en dimension2 et plus

Si X est un espace topologique etf un homéomorphisme surX, l’entropie topologiquede f , no-
tée htop( f ), est un nombre positif ou nul qui mesure la complexité du système dynamique(X, f ). Si X
est une variété kählérienne compacte etf un biholomorphisme surX alors l’entropie est donnée par
([Gro03, Gro03, Yom87])

htop( f ) = sup
1≤k≤dimX

logδk( f )

où δk( f ) est le rayon spectral def ∗ : Hk,k(X)	. Remarquons que lorsqueX = P2
C on aδ1( f ) = λ( f ).

L’étude des automorphismes des surfaces complexes compactes d’entropie positive est étroitement
liée aux transformations birationnelles du plan projectifcomplexe. En effet considérons un automor-
phismeφ sur une surface complexe compacte S d’entropie positive (([Can99]))

• ou bienφ est birationnellement conjugué à un élément de Bir(P2
C) (et dans ce cas S est ration-

nelle),
• ou bien la dimension de KODAIRA de S est nulle etφ est conjugué à un automorphisme sur

l’unique modèle minimal de S qui est un tore ou une surface K3 ou une surface de ENRIQUES.
Le cas des surfaces K3 a été traité dans [Can01, McM02, Ogu10, Sil91, Wan95]. Un des premiers
exemples dans le contexte des surfaces rationnelles est dû àCOBLE : considérons une courbe sextique
générique avec dix points doubles dansP2

C et la surface S obtenue en éclatant ces dix points. La sur-
face S est le quotient d’une surface K3 par une involution et les automorphismes de S proviennent des
automorphismes de la surface K3 (voir [Cob61]).

Un autre exemple classique, dû à KUMMER, est le suivant : soientΛ = Z[i] etE =C/Λ. Le groupe
GL(2;Λ) agit linéairement surC2 et préserve le réseauΛ×Λ ; par suite tout élémentM de GL(2;Λ)
induit un automorphismefM sur E ×E qui commute à l’automorphismeι = (iz0, iz1). L’automor-

phisme fM se relève en un automorphismẽfM sur ˜E ×E/〈ι〉 qui est une surface de KUMMER après
désingularisation. De plus, l’entropie topologique dẽfM est égale à deux fois le logarithme du rayon
spectral deM. Une construction analogue est bien sûr possible avecΛ = Z[j].

Il y a des obstructions à l’existence d’automorphisme d’entropie positive sur les surfaces ration-
nelles. En effet si S est une surface rationnelle munie d’un automorphisme d’entropie positive, alors la
représentation

Aut(S)→ GL(Pic(S)) ψ 7→ ψ∗

est d’image infinie et d’après [Har87] de noyau fini ; en particulier il n’y a pas de champ de vecteurs
holomorphe non nul sur S. Une autre obstruction est dûe à NAGATA ([Nag60]) : S estbasique, i.e.
S est obtenue en éclatantP2

C en un nombre finiN de points etN ≥ 10. Expliquons brièvement pour-
quoi N ≥ 10. Raisonnons par l’absurde : considérons une surface rationnelle S obtenue en éclatant
N ≤ 9 points deP2

C et φ un automorphisme de S ; supposons que htop(φ) = logλ > 0. Il existe alors

13
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θ ∈ H2(S;R) tel queφ∗θ = λθ et θ2 = 0 (voir [Can99]). De plusφ∗KS= φ∗KS= KS où KS désigne la
classe du diviseur canonique sur S. À partir de

〈θ,KS〉= 〈φ∗θ,φ∗KS〉= 〈λθ,KS〉
on obtient〈θ,KS〉= 0. Puisque la signature de la forme d’intersection sur S est(1,N−1) et que K2

S≥ 0
pourN ≤ 9, on aθ = cKS pour un certainc< 0. Mais alorsφ∗θ = θ 6= λθ : contradiction.

Les premières familles d’exemples ont été construites indépendamment par MCMULLEN et BED-
FORD-K IM via des méthodes distinctes ([McM07, BK09]). Les surfaces rationnelles qu’ils considèrent
sont obtenues en éclatantP2

C en un nombre fini de points distincts et propres1 ; les automorphismes
proviennent de transformations birationnelles du typeAσ avecA dans PGL(3;C) et σ l’involution de
CREMONA.

Dans la première partie de ce chapitre on donne une méthode qui permet de construire des fa-
milles d’automorphismes d’entropie positive sur des surfaces rationnelles à partir de transformations
birationnelles deP2

C données ; on définit le nombre de paramètres d’une famille de surfaces rationnelles
et une approche pour déterminer ce nombre. Dans la seconde partie on construit des sous-groupesG
de Bir(P2

C) satisfaisant les propriétés suivantes :
• G est isomorphe à SL(2;Z) ;
• G préserve une courbe elliptique ;
• tous les éléments deG d’ordre infini sont hyperboliques ;
• à conjugaison birationnelle prèsG est un sous-groupe du groupe d’automorphismes d’une surface

rationnelle.
Enfin dans la dernière partie de ce chapitre on expose un travail sur la dynamique des applications
rationnelles dans les espaces de matrices.

1. Construction d’automorphismes d’entropie positive surles surfaces rationnelles

Dans [13] on construit de nouveaux exemples d’automorphismes de surfaces rationnelles d’entropie
positive. La stratégie est la suivante : on se donne une transformation birationnelleφ deP2

C. Le théorème

de factorisation assure l’existence de deux ensemblesξ̂1 et ξ̂2 de points deP2
C ou infiniment proches

tels queφ peut être relevé en un isomorphisme entreP2
C éclaté en̂ξ1 etP2

C éclaté en̂ξ2. La donnée dêξ1

et ξ̂2 permet d’obtenir des automorphismes de surfaces rationnelles dans l’orbite deφ sous l’action
de PGL(3;C) : soientk dansN et A un automorphisme deP2

C tels que

• ξ̂1, Aξ̂2, (Aφ)Aξ̂2, . . ., (Aφ)k−1Aξ̂2 aient des supports disjoints,

• (Aφ)kAξ̂2 = ξ̂1.

De plus si ces conditions sont satisfaites par une famille holomorphe de tels automorphismes on
obtient une famille holomorphe de surfaces rationnelles (de dimension au plus 8= dimPGL(3;C)).
Relever un élément de l’orbite deφ sous l’action de PGL(3;C) à un automorphisme est donc fortement

lié à la résolution de l’équationu(ξ̂2) = ξ̂1 oùu désigne un germe de biholomorphisme deP2
C envoyant

le support deξ̂2 sur celui deξ̂1. Plus précisément lorsquêξ1 et ξ̂2 sont connus cette équation peut
être résolue et fait intervenir des équations polynomialesdans le développement de TAYLOR deu aux
différents points dêξ2.

1. i.e.non infiniment proches
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Nous introduisons la notion de famille holomorphiquement triviale : soientU un ouvert deCn,
(Aα)α∈U une famille holomorphe d’éléments de PGL(3;C) paramétrée parU et φ une transformation
birationnelle deP2

C. On dit que la famille(Aαφ)α∈U est localement holomorphiquement trivialesi
pour tout paramètreα0 dansU il existe une famille de matricesMα ∈ PGL(3;C) paramétrée par un
voisinage deα0 telle queMα0 = id et Aαφ = M−1

α (Aα0φ)Mα pour toutα proche deα0. Les exemples
de BEDFORD et KIM fournissent des exemples de familles non holomorphiquement triviales. Nous
donnons des exemples de familles holomorphiquement triviales :

Théorème II.1 ([13]). Soit α un nombre complexe non nul et distinct de1. Soit Aα l’élément de
PGL(3;C) donné par 


α 2(1−α) 2+α−α2

−1 0 α+1
1 −2 1−α


 .

Considéronsφ=(xz+y3 : yz2 : z3)∈Bir(P2
C). La transformationAαφ est conjuguée à un automorphisme

deP2
C éclaté en15points. De plusλ(Aαφ) = 3+

√
5

2 et la famille(Aαφ)α est localement holomorphique-
ment triviale.

On a un énoncé analogue lorsqueα ∈ C∗, φ =
(
y2z : x(xz+y2) : y(xz+y2)

)
et

Aα =




2α3

343(37i
√

3+3) α −2α2

49 (5i
√

3+11)
α2

49(−15+11i
√

3) 1 − α
14(5i

√
3+11)

−α
7(2i

√
3+3) 0 0


 .

Enfin dans la dernière partie de [13] nous proposons une définition du nombre de paramètres d’une
famille de surfaces rationnelles et une approche pour déterminer ce nombre. Nous utilisons pour cela
la théorie des déformations des variétés complexes compactes de KODAIRA et SPENCER. Si X est une
variété complexe compacte, unedéformationde X est un triplet(X,π,B) où X et B sont des variétés
complexes,π : X→ B une submersion holomorphe propre telle que la fibreXb soit biholomorphe àX
pour un certainb dansB.

Si (X,π,B) est une déformation deX, le théorème de fibration d’EHRESMANN implique queX est
C∞-difféomorphe àX×B au dessus deB. Une déformation peut donc aussi être vue comme une famille
de structures complexes intégrables(Jb)b∈B sur une variété différentiable fixéeX variant holomorphi-
quement avecb. L’outil clé de la théorie est l’application de KODAIRA-SPENCER: si (X,π,B) est une
déformation etb0 un point deB, l’application de KODAIRA-SPENCERdeX enb0 est une application
linéaire

KSb0(X) : Tb0B→ H1(Xb0,TXb0)

qui est intuitivement la différentielle de l’applicationb 7→ Jb enb0. Si (X,π,B) est une déformation de
variétés projectives, on montre que les noyaux de KSb(X) ont génériquement la même dimension et
définissent un sous-fibré holomorpheEX de TB :

Proposition II.2. Soit (X,π,B) une déformation d’une variété projective. Il existe un sous-ensemble
analytique propreZ deB et un fibré holomorpheE surU = BrZ tels que

• E est un sous-fibré holomorphe deTU ;
• la fonctionb 7→ h1(Xb,TXb) est constante surU ;
• pour toutb dansB, E|b est le noyau deKSb(X).
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Ceci conduit naturellement à la définition dem(X), le nombre générique de paramètres d’une
déformationX :

m(X) = dimB− rgEX.

Lorsquem(X) = dimB on dit queX estgénériquement effective; autrement dit pourb∈ B générique
KSb(X) est injective. C’est un peu plus faible que d’exiger que les différentes fibres deX ne soient pas
biholomorphes ([BK10]) mais beaucoup plus facile à vérifier dans les exemples concrets.

Les déformations des surfaces rationnelles basiques sont faciles à comprendre d’un point de vue
théorique. Pour tout entierℓ définissons la suite de déformations(Xℓ,πℓ,Sℓ) suivante :

• S0 est un point etX0 = P2
C ;

• Sℓ+1 = Xℓ, Xℓ+1 = BlXℓ
(Xℓ×Sℓ Xℓ) oùXℓ est plongé diagonalement dansXℓ×Sℓ Xℓ et πℓ+1 est

obtenu en composant le morphisme d’éclatementXℓ+1 →Xℓ×Sℓ Xℓ avec la première projection.
Les variétésSℓ etXℓ sont lisses et projectives ; on peut en donner une interprétation géométrique :

• pour ℓ ≥ 1, Sℓ est l’ensemble des listes ordonnées de points (infiniment proches ou non) deP2
C

de longueurℓ

Sℓ =
{

p1, p2, . . . , pℓ
∣∣ p1 ∈ P2

C, pi ∈ Blpi−1,pi−2,...,p1P
2
C

}

• pour ℓ ≥ 1, Xℓ est la famille universelle de surfaces rationnelles au dessus deSℓ : pour toutξ̂
dansSℓ, la fibreπ−1

ℓ (ξ̂) de ξ̂ dansSℓ est la surface rationnelle Blξ̂P
2
C paramétrée par̂ξ.

Cette déformation estcomplèteen tout point deSℓ, i.e. toute petite déformation d’une fibre deXℓ

est localement induite parX via une application holomorphe. Ainsi si(X,π,B) est une déformation
d’une surface rationnelle basique, toutes les fibres dans unpetit voisinage de la fibre centrale restent
rationnelles et basiques.

Il y a une action naturelle de PGL(3;C) surSℓ qui peut être relevée surXℓ. Cette action peut être

utilisée pour décrire l’application de KODAIRA-SPENCERdeXℓ ; si ξ̂ appartient àSℓ, alors KŜξ(Xℓ) est
surjective et son noyau est décrit par l’énoncé suivant :

Théorème II.3 ([13]). Pour tout point̂ξ deSℓ le noyau deKSξ̂(Xℓ) coïncide avec l’espace tangent enξ̂

de l’orbite dêξ sous l’action dePGL(3;C).

Il en résulte que pourℓ≥ 4, on am(Xℓ) = 2ℓ−8.
Lorsqueℓ≥ 4, considérons l’ensembleS†

ℓ constitué des pointŝξ deSℓ tels qu’il n’y ait pas de champ
de vecteurs holomorphe non nul sur Blξ̂P

2
C. C’est un ouvert de ZARISKI qui est dense. PuisqueXℓ est

complet les familles de surfaces rationnelles sans champs de vecteurs holomorphes non nuls peuvent
être décrites localement comme le pull-back deXℓ par une application holomorphe de l’espace des
paramètres dansS†

ℓ . On établit un moyen pratique pour calculer le nombre générique de paramètres de
telles familles :

Théorème II.4 ([13]). SoientU un ouvert deCn, ℓ ≥ 4 un entier etψ : U → S†
ℓ une application

holomorphe. Alorsm(ψ∗Xℓ) est le plus petit entierd pour lequel pour toutα ∈U générique il existe un
voisinageΩ de0 dansCn−d et deux applications holomorphesγ : Ω →U etM : Ω → PGL(3;C) telles
que

• γ∗(0) est injective ;
• γ(0) = α etM(0) = id ;
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• et ψ(γ(t)) = M(t)ψ(α) pour toutt dansΩ.

2. Groupes d’automorphismes isomorphes àSL(2;Z)

Dans [Pan05] l’auteur montre que si une transformation de CREMONA hyperbolique préserve une
courbeC , alorsC est de genre 0 ou 1. Des exemples avecC de genre nul étaient connus mais l’existence
d’automorphismes d’entropie positive préservant une courbe elliptique est longtemps resté un problème
ouvert comme on peut le constater deux ans plus tard dans [DJS07]. Dans le travail de MCMULLEN

évoqué précédemment ([McM07]) l’auteur construit des automorphismes de surfaces rationnelles d’en-
tropie positive correspondant à des éléments de COXETER2 qui préservent une courbe cuspidale (resp.
nodale). Néanmoins un automorphisme général d’une surfacerationnelle correspondant à un élément
de COXETER est d’entropie positive mais ne préserve pas de courbe ([BK09]). Dans [1] on prouve
l’existence de groupes d’automorphismes préservant une courbe elliptique tels que tout élément non
périodique soit d’entropie positive. Avant d’énoncer le résultat rappelons quelques définitions.

Le groupe SL(2;Z) est engendré par

r=

[
1 1
0 1

]
& s=

[
0 1
−1 0

]

et une présentation de SL(2;Z) est la suivante

〈r, s |s4 = (rs)3 = 1, s2(rs) = (rs)s2〉.
Rappelons que SL(2;R) agit sur le demi-plan supérieur

H=
{

z0+ iz1 ∈ C
∣∣z0, z1 ∈ R, z1 > 0

}

par transformations de MÖBIUS

SL(2;R)×H→H,

([
a b
c d

]
,z0

)
7→ az0+b

cz0+d
.

La structure hyperbolique deH est préservée d’où une notion naturelle d’éléments de SL(2;R) ellip-
tiques, paraboliques, hyperboliques. SiM appartient à SL(2;R) on a

• M estelliptique si M est d’ordre fini ;
• M estparaboliquesi M est d’ordre infini et de trace±2 ;

• M esthyperboliquesi M est d’ordre infini et de trace6=±2.
Le groupe de CREMONA agit naturellement sur un espace hyperbolique de dimensioninfinie ([Man86,

Can11]). On dit qu’un élément de Bir(P2
C) est elliptique, resp. parabolique, resp. hyperbolique si l’iso-

métrie correspondante est elliptique, resp. parabolique,resp. hyperbolique ([GdlH90]). Cette définition
coïncide avec la Définition1 (voir [Can11]). Un plongementΘ de SL(2;Z) dans Bir(P2

C) est dithy-
perboliquesi tout élément d’ordre infini deΘ(SL(2;Z)) est hyperbolique.

Commençons par établir une propriété sur l’image des2 par tout plongement de SL(2;Z) dans
Bir(P2

C). Avant rappelons les définitions d’involutions de JONQUIÈRES, d’involutions de BERTINI (les
involutions de GEISER ont déjà été introduites au §2.1) et la classification des involutions de Bir(P2

C).
Soientp1, p2, . . ., p8 huit points deP2

C en position générale. Considérons le pinceau de cubiques passant
par ces 8 points ; il a un neuvième point base que l’on noterap9. Considérons un point génériquep

2. Tout automorphisme d’une surface rationnelle d’entropie positive correspond à un élément du groupe de WEYL associé
à la surface ([McM07]).
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deP2
C ; il y a une unique cubiqueC (p) qui passe par lespi et p. La courbeC (p) est munie d’une loi de

groupe ayantp9 comme élément neutre. NotonsiB l’involution qui à p associe−p ; la transformationiB
définit une involution birationnelle deP2

C de degré 17 appeléeinvolution deBERTINI . Les points fixes
deiB forment une courbe non hyperelliptique de genre 4, de degré 9avec des points triples enp1, . . ., p8.
Rappelons maintenant la définition d’involutions de JONQUIÈRES. SoientC une courbe de degréν ≥ 2
et p un point surC de multiplicitéν−2 (siν= 2, on choisit le point en dehors deC ). On suppose quep
est l’unique point singulier deC . Au couple(C , p) on va associer l’unique involution birationnelleidJ

qui fixe la courbeC et préserve les droites passant parp. Soitmun point générique deP2
C ; notonsqm, rm

les deux points d’intersection, distinct dep, de la droite(pm) avecC . La transformationidJ associe au
point m le point idJ(m) deP2

C satisfaisant la propriété suivante : le birapport dem, idJ(m), qm et rm vaut
−1. La transformationidJ est uneinvolution deJONQUIÈRES de degréν, centrée enp et préservantC .
La normalisée de la courbe de points fixes deidJ est une courbe hyperelliptique de genreν−2 dès que
ν ≥ 3 (par convention on dira qu’une courbe elliptique est hyperelliptique).

Théorème II.A ([Ber77, BB00]). Une involution deBir(P2
C) est à conjugaison birationnelle près de

l’un des types suivants :
• un automorphisme deP2

C ;
• une involution deJONQUIÈRES;
• une involution deBERTINI ;
• une involution deGEISER.
Plus précisément l’ensemble des classes de conjugaison desinvolutions birationnelles est paramétré

par une variété algébrique dont les composantes connexes sont respectivement :
• l’espace des modules des courbes hyperelliptiques de genreg (involutions deJONQUIÈRES) ;
• l’espace des modules des courbes canoniques de genre3 (involutions deGEISER) ;
• l’espace des modules des courbes canoniques de genre4 de theta caractéristique nulle, iso-

morphes à une intersection non singulière d’une surface cubique et d’un cône quadratique dansP3
C

(involutions deBERTINI).

Cette classification nous permet de caractériser l’image del’involution centrales2 :

Lemme II.5 ([1]). Soit Θ un plongement deSL(2;Z) dans le groupe deCREMONA. À conjugaison
birationnelle près

• l’involution Θ(s2) est un automorphisme deP2
C ;

• l’application Θ(s2) est une involution deJONQUIÈRES de degré3 fixant point par point une
courbe elliptique.

DÉMONSTRATION. Posons G= Θ(SL(2;Z)). Puisques2 commute à SL(2;Z), le groupe G est
contenu dans Cent(Θ(s2);Bir(P2

C)). L’involution Θ(s2) est une involution de JONQUIÈRES. Raisonnons
par l’absurde : supposons queΘ(s2) soit une involution de BERTINI ou une involution de GEISER, alors
Cent(Θ(s2);Bir(P2

C)) est fini ([BPV09, Corollaire 2.3.6]) : contradiction.
Supposons queΘ(s2) ne soit pas linéarisable. AlorsΘ(s2) fixe point par point une unique courbe

irréductibleΓ de genre≥ 1. Le groupe G préserve doncΓ et l’action de G surΓ induit la suite exacte

1−→ G′ −→ G−→ H −→ 1

où H désigne un sous-groupe de Aut(Γ), le groupe G′ contientΘ(s2) et fixe Γ. Le genre deΓ étant
positif, H ne peut coïncider avec G/〈Θ(s2)〉 ≃ Z/2Z ∗Z/3Z. Par conséquent G′ contient strictement
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〈Θ(s2)〉, et par suite est infini et non abélien. D’après [BPV08, Théorème 1.5], la courbeΓ est donc de
genre 1. �

Lorsqu’on précise que le plongement est hyperbolique on obtient l’énoncé suivant :

Théorème II.6 ([1]). Il existe des plongements hyperboliquesΘ1, Θ2 et Θ3 deSL(2;Z) dansBir(P2
C)

tels que
• pour touti le groupeΘi(SL(2;Z)) préserve une cubique lisseΓ ⊂ P2

C ;
• l’action deΘ1 surΓ est triviale, l’action deΘ2 surΓ est engendrée par une translation d’ordre3,

l’action deΘ3 surΓ est engendrée par un automorphisme d’ordre3 avec points fixes ;
• pouri = 1, 2, 3 l’éclatementSi →P2

C de respectivement12, 10, 10points deΓ conjugueΘi(SL(2;Z))
à un sous-groupe d’automorphismes deSi.

La transformée strictẽΓ deΓ surSi est la seule courbe invariante ; en particulier l’orbite d’un élément
deSi r Γ̃ est ou bien finie, ou bien dense(pour la topologie deZARISKI).

Dans les casi = 1, 2 on peut choisirΓ comme étant n’importe quelle cubique lisse, d’où l’exis-
tence d’une infinité de plongements hyperboliques deSL(2;Z) dansBir(P2

C) non birationnellement
conjugués.

Avant d’expliquer comment construire de tels plongements faisons quelques rappels. Unesurface
deDEL PEZZO est une surface projective lisse S telle que le diviseur anticanonique−KS soit ample. On
peut montrer qu’une telle surface estP1

C×P1
C, ouP2

C ouP2
C éclaté en 1≤ k≤ 8 points deP2

C en position
générale (c’est-à-dire qu’il n’y en a pas 3 colinéaires, pas6 sur une conique, pas 8 sur une cubique ayant
un point double en l’un de ses points). Ledegréd’une surface de DEL PEZZO S vaut(KS)

2, autrement
dit

• 8 lorsque S= P1
C×P1

C,

• 9 lorsque S= P2
C et

• 9−k lorsque S est l’éclaté deP2
C enk points en position générale.

Une surface de DEL PEZZO possède un nombre fini de(−1)-courbes,i.e. de courbes isomorphes àP1
C

et d’auto-intersection−1 ; chacune de ses(−1)-courbes peut être contractée et on obtient alors une
surface de DEL PEZZO de degré plus grand. Ces(−1)-courbes sont de plus les seules courbes d’auto-
intersection négative.

Donnons maintenant des exemples explicites de surfaces de DEL PEZZO munies d’automorphismes
d’ordre fini. Considérons la surface de DEL PEZZO S de degré 1 définie par

S=
{
(z0 : z1 : z2 : z3) ∈ P(3;1;1;2)

∣∣z2
0 = z3

3+µz1z4
3+z6

1+z6
2

}
;

on choisitµ∈ C suffisamment générique pour que S soit lisse. Soitφ l’automorphisme de S d’ordre 6
donné parφ(z0 : z1 : z2 : z3) = (z0 : z1 : −jz2 : z3), il fixe la courbe elliptique décrite parz2 = 0. Notons
que lorsqueµ varie, toutes les courbes elliptiques sont obtenues. On peut vérifier que rgPic(S)φ = 1
(voir [DI09]).

Soit S la surface de DEL PEZZO de degré 3 donnée par

S=
{
(z0 : z1 : z2 : z3) ∈ P3

C

∣∣z0z2
1+z3

0+z3
2+z3

3+µz0z2z3 = 0
}

oùµ désigne un complexe tel que S soit une surface cubique lisse.Sur S définissons l’automorphismeφ
d’ordre 3 suivant :φ(z0 : z1 : z2 : z3) = (z0 : −z1 : jz2 : j2z3) ; son itéré 3-ième fixe la courbe elliptique
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z1 = 0 etφ agit sur celle-ci par une translation d’ordre 3. Quandµ varie, toutes les courbes elliptiques
sont obtenues. Ici encore rgPic(S)φ = 1 (voir [DI09]).

Posons
S=

{
(z0 : z1 : z2 : z3) ∈ P3

C

∣∣z3
0+z3

1+z3
2+(z1+µz2)z

2
3 = 0

}

avecµ dansC tel que S soit lisse ; S est une surface de DEL PEZZO de degré 3. L’automorphismeφ
de S défini parφ(z0 : z1 : z2 : z3) = (jz0 : z1 : z2 : z3) satisfait les propriétés suivantes :φ3 fixe la courbe
elliptique z3 = 0 et φ agit sur celle-ci via un automorphisme d’ordre 3 avec 3 points fixes. Lorsqueµ
varie, la classe d’isomorphisme de la courbe fixée parφ2 change donc la classe birationnelle deφ aussi
(par contre la courbe elliptique fixée parφ3 ne change pas de classe d’isomorphisme). Cette fois aussi
rgPic(S)φ = 1 (voir [DI09]).

Enfin considérons la surface de DEL PEZZO de degré 2 donnée par

S=
{
(z0 : z1 : z2 : z3) ∈ P(2;1;1;1)

∣∣z2
0−z4

1 = z2z3(z2+z3)(z2+µz3)
}

où µ∈ Cr {0, 1} et l’automorphismeφ(z0 : z1 : z2 : z3) = (z0 : iz1 : z2 : z3) de S. L’automorphismeφ
préserve la courbe elliptiquez1 = 0, le rang de Pic(S)φ vaut 1 et lorsqueµ varie, on obtient toutes les
courbes elliptiques.

Dans [1] on définit des surfaces de DEL PEZZO X et Y de degré≤ 4, des automorphismesα ∈
Aut(X), β ∈ Aut(Y) d’ordre respectivement 6 et 4 tels queα3 et β2 fixent point par point une courbe
elliptiqueΓX, ΓY et

rgPic(X)α = rgPic(Y)β = 1.

Quitte à contracter les(−1)-courbes invariantes par les involutionsα3 etβ2 on obtient deux morphismes
birationnels

X → X4 Y →Y4

où X4 (resp.Y4) désigne une surface de DEL PEZZO de degré 4 sur laquelleα3 (resp.β2) agit de
manière minimale. On montre que Pic(X4)

α3
(resp. Pic(Y4)

β2
) est de rang 2 et engendré par les fibres

d’un fibré en coniques surX4 (resp.Y4). Si ΓX et ΓY sont isomorphes, il existe une transformation
birationnelleX4 99K Y4 conjuguantα3 à β2 et permettant d’obtenir un plongement de〈α, β〉 dans le
groupe de CREMONA. On montre qu’il n’y a pas d’autres relations que celles imposées par construction

1= α6 = β4 = α3β2,

autrement dit on montre que〈α, β〉 ≃ SL(2;Z). On calcule les actions deα, resp.β sur Pic(X), resp.
Pic(Y) et sur une surfaceZ qui domineX etY et sur laquelleα et β agissent. Une telle surface existe
si le groupe engendré par l’action des deux transformationssur la courbe elliptiqueΓ fixée parα3 et β2

est un sous-groupe fini de Aut(Γ) (sinon on travaille sur la limite des groupes de PICARD). On s’assure
aussi que les plongements obtenus sont hyperboliques ([1, Proposition 4.7]).

3. Applications rationnelles dans les espaces de matrices

L’itération des applications rationnelles est très bien comprise en dimension 1, un peu moins en
dimension 2 et encore moins en dimension plus grande. Dans [3] nous nous proposons d’étudier des
applications spéciales sur les espaces de matrices. Par souci de simplicité nous travaillons sur l’es-
pace M(2;C) des matrices 2× 2 à coefficients complexes mais la majorité des résultats se laissent
généraliser sans problème en dimension supérieure. Dans unpremier temps nous nous intéressons aux
transformations compatibles à la conjugaison,i.e.aux applications rationnellesϕ ∈ Rat(M(2;C)) telles
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queAϕ(M)A−1= ϕ(AMA−1) pour toutA dans GL(2;C) et pour toutM où cela a un sens. Puis on étudie
tout particulièrement l’exemple le plus typique

ΦId : M(2;C) 99K M(2;C), M 7→ M2.

Pour finir nous considérons des déformations spéciales deΦId, les applications

ΦA : M(2;C) 99K M(2;C), M 7→ AM2

avecA dans GL(2;C). Elles sont en général non compatibles à la conjugaison. Notons que si à une
variable les transformationsz 7→ z2 et z 7→ az2 sont linéairement conjuguées la situation est dans notre
contexte plus compliquée.

3.1. Applications compatibles à la conjugaison.On dit queϕ ∈ Rat(M(2;C)) estcompatible à
la conjugaisonsi pour tousA, M dans M(2;C) tels queM etAMA−1 sont dans M(2;C)r Indϕ on a

Aϕ(M)A−1 = ϕ(AMA−1).

Un exemple de ce type d’applications est donné par les polynômes de matrices. Une des propriétés
immédiates de ces applications est la suivante : soitϕ ∈ Rat(M(2;C)) une transformation compatible à
la conjugaison. Alors la sous-algèbre de M(2;C) des matrices diagonales

D =

{[
λ1 0
0 λ2

] ∣∣λi ∈ C
}

est invariante parϕ, i.e. ϕ(D r Indϕ) ⊂ D. Cette propriété permet entre autres d’établir un critère de
birationnalité pour les transformations rationnelles compatibles à la conjugaison :

Proposition II.7 ([3]). Soit ϕ ∈ Rat(M(2;C)) une application rationnelle compatible à la conjugai-
son ;ϕ est birationnelle si et seulement si sa restrictionϕ|D : D 99K D l’est.

SoientX une variété complexe compacte,ψ : X 99K X une application rationnelle dominante etF
un feuilletage surX. On dit queF estinvariant parψ si ψ∗F =F . Supposons queF soit défini par une
fibration, i.e. la feuille générique deF est la fibre générique d’une application rationnelleg: X 99KY ;
si ψ∗F = F , l’applicationψ préserve la fibrationF . Sig◦ψ = g, on dit queψ préserve la fibrationF
fibre à fibre.

Au centreC = {λ Id |λ ∈ C} on peut associer la fibrationP en 2-plans définie comme suit : siM
désigne un élément de M(2;C) \C on définitP (M) comme l’unique plan contenantM et C ; on peut
vérifier

• que le 2-planP (M) n’est autre que l’ensemble des matrices qui commutent àM ;

• et que le plan génériqueP (M) est conjugué àD.

On en déduit que toute application rationnelle compatible àla conjugaison préserve la fibration
en 2-plansP fibre à fibre ([3]). La fibrationP est donnée par les niveaux de l’application rationnelle(

z1
z2
, z0−z3

z1

)
. Considérons l’application Inv : M(2;C) → C2 qui à une matriceM associe ses invariants

de similitude(trM,detM). Toute applicationϕ ∈ Rat(M(2;C)) compatible à la conjugaison laisse in-
variant le feuilletage associé à la fibration Inv. Plus précisément il existe une application rationnelle
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Sqϕ : C2 99K C2 telle que l’on ait le diagramme commutatif suivant

M(2;C)

Inv
��

ϕ
//___ M(2;C)

Inv
��

C2
Sqϕ

//_____ C2

Réciproquement on peut se demander à quelle condition une application rationnelle deC2 se relève
à M(2;C) via Inv. Nous donnons la réponse ([3, Proposition 2.18]) : une application rationnelle

W : C2
99K C2, (u,v) 99K

(
S(u,v),T(u,v)

)

s’écrit Sqϕ pour une certaine application rationnelleϕ ∈ Rat(M(2;C)) compatible à la conjugaison si
et seulement si(S2−4T)◦ Inv est un carré dans le corps des fonctions rationnellesC(u,v). Évidemment
la transformation Sqϕ contient une grande partie de la dynamique de l’applicationinitiale ϕ. De plus,ϕ
est birationnelle si et seulement si Sqϕ l’est.

3.2. Dynamique deΦId.
3.2.1. Centralisateurs.Comme on l’a déjà vu une façon de mesurer la complexité d’une trans-

formation est d’examiner son centralisateur. La transformation χ2 : P1
C → P1

C, z 7→ z2 joue un rôle
spécial dans la dynamique à une variable : elle a son ensemblede JULIA lisse et son centralisateur
n’est pas réduit à ses propres itérés. Il est donc naturel de décrire les groupes Cent(ΦId;Aut(M(2;C)))
et Cent(ΦId;Bir(M(2;C))).

Théorème II.8 ([3]). Le groupeCent(ΦId;Aut(M(2;C))) est isomorphe àPGL(2;C)⋊Z/2Z. Le
groupeCent(ΦId;Bir(M(2;C))) est engendré par l’involutionM 7→ M−1 etCent(ΦId;Aut(M(2;C))).

3.2.2. Fonctions invariantes.On désigne par K(ϕ) le corps des fractions rationnelles invariantes
parϕ∈Rat(M(2;C)). Autrement dit un élément de K(ϕ) est une fonction rationnellef : M(2;C) 99K P1

C
telle que

f ◦ϕ = f .

CommeΦId laisse le feuilletage en 2-plansP invariant, chacune de ses orbites est contenue dans un
certain 2-plan deP ce qui, au niveau algébrique, se formalise de la façon suivante ([3, Théorème 3.1]) :

K(ΦId) = C
(

z1

z2
,
z0−z3

z2

)
.

3.2.3. Bassin d’attraction de la matrice nulle et points périodiques deΦId. Avant d’être plus précis,
rappelons qu’une sous-variété réelleV de codimension 1 dansCn ≃ R2n est diteL EVI -plate si son
champ d’hyperplans tangents complexes TC

mV = TmV ∩ iTmV est intégrable. Ce champ induit alors un
feuilletage deV en sous-variétés complexes de dimensionn−1.

Le bassin d’attraction WsId(0) de 0 est constitué des matrices ayant leurs deux valeurs propresde
module strictement plus petit que 1 ; son bord est l’ensembledes matricesM ayant une valeur propre
de module 1 et l’autre de module plus petit ou égal à 1 (voir [3, §3.1]). C’est une hypersurface LEVI-
plate décrite par l’ensemble semi-algébrique donné par lesinéquationsR-polynomiales sur M(2;C)
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suivantes :




(
|det|2− 1

2|tr2|+1
)2

− 1
4|tr2−4det|2 = 0

|det|2− 1
2|tr2|+1≥ 0

|det| ≤ 1

Ceci va à l’encontre du cas des applications homogènes génériques. Rappelons à cet effet que lorsque
f : Ck → Ck est une application polynomiale homogène, le bassin d’attraction de 0 est borné dès que
f−1(0) est réduit à 0 ce qui est le cas génériquement ([BL96]).

Les points périodiques deΦId, excepté0, sont contenus dans le bord∂Ws
Id(0) du bassin d’attraction

de0 (voir [3, Proposition 3.3]). Leur adhérence est ([3, Proposition 3.4])

0∪Λ0∪Λ1∪Λ2

où
• Λ0 =

{
M ∈ M(2;C) | detM = 0, |trM|= 1

}
;

• Λ1 =
{

M ∈ M(2;C) |(tr M)2−4detM = 0, |detM|= 1
}

;

• Λ2 =
{

M ∈ M(2;C) | (trM)2

detM ∈ [0,4[, |detM|= 1
}

.

Notons que cette adhérence est un semi-algébrique donné parl’union disjointe

{0}⊔
{
|trM|= 1, |detM|= 0

}
⊔
{(trM)2

detM
∈ [0,4], |detM|= 1

}
.

On remarque en particulier que la situation est bien différente de la dimension 1 : en effet l’adhérence
des points périodiques de l’applicationz 7→ z2 coïncide avec le bord du bassin d’attraction de l’origine
auquel on ajoute l’origine.

3.3. Perturbations des applications monomiales compatibles à la conjugaison.Nous considé-
rons des transformations spéciales qui possèdent à la fois un centralisateur suffisamment gros tout en
préservant une dynamique plus riche que celle deΦId. Les applications monomiales de degré 2

M 7→ A1MA2MA3, Ai ∈ GL(2;C),

sont conjuguées à celles du typeAM2B. Nous allons nous concentrer sur le cas spécialB= Id, i.e.

ΦA : M(2;C)→ M(2;C), M 7→ AM2.

Remarquons que(σ−1
P ΦAσP)(M) = (P−1AP)M2 ; on peut donc prendreA sous forme de JORDAN. Dans

un premier temps nous allons considérer le casA diagonalisable puis le casA non diagonalisable.
3.3.1. Cas diagonalisable.On désigne par diag(λ1,λ2) l’élément deD dont les valeurs propres

sontλ1 etλ2. On peut supposer queA= diag(λ1,λ2) ; remarquons que siλ1 = λ2, alorsΦA est conjuguée
à ΦId via une homothétie. Supposons donc queλ1 et λ2 soient distincts. À conjugaison près par une
homothétie on peut se ramener à detA = 1, i.e. λ1 = λ et λ2 = λ−1. Bien queΦA|D et ΦId|D soient
conjuguées, la nature des points fixes deΦA et ΦId assure queΦA et ΦId ne sont pas conjuguées.
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Comme précédemment on s’intéresse au corps des fonctions invariantesK(ΦA). Pour cela on étu-
die ΦA au voisinage du point fixe diag(λ−1,λ). La matrice jacobienne deΦA en ce point fixe est




2 0 0 0
0 λ(λ+λ−1) 0 0
0 0 λ−1(λ+λ−1) 0
0 0 0 2




Ainsi, pourλ non résonnant3, le germe deΦA en diag(λ−1,λ) est formellement linéarisable. Il s’en suit
qu’à conjugaison formelle près les fonctions méromorphes formelles invariantes par le germe deΦA en
diag(λ−1,λ) sont du typeh(z0/z3) avech rationnelle. Soitf dansK(ΦA) non constante ; on peut vérifier
que f est non constante sur le 2-planz1 = z2 = 0. Mais la restriction deΦA à ce 2-plan est conjuguée à
(z2

0,z
2
3) et les fonctions invariantes par(z2

0,z
2
3) sont constantes d’où :

Proposition II.9 ([3]). Pourλ non résonant,K(ΦA) = C.

On peut aussi déterminer la nature des points périodiques qui d’une part s’avère distincte de celle
deΦId et qui d’autre part varie suivant les valeurs deλ. On obtient l’énoncé suivant :

Proposition II.10 ([3]). Pourλ générique l’adhérence des points périodiques deΦA est constituée
• d’un toreS1×S1,
• de deuxS1×C,
• de0.

On vérifie en particulier que pourλ générique les points périodiques deΦA sont d’adhérence de
ZARISKI {

z1 = z2 = 0
}
∪
{

z2 = z3 = 0
}
∪
{

z0 = z1 = 0
}

alors que les points périodiques deΦId sont ZARISKI denses.
On peut aussi déterminer Cent

(
ΦA;Aut(M(2;C))

)
:

Proposition II.11 ([3]). SoitAune matrice de la formediag(λ,λ−1) avecλ2 6= 1. Le groupeCent
(
ΦA;Aut(M(2;C))

)

est engendré par lesσP avecP diagonale ; il s’identifie àC∗ agissant surM(2;C) de la façon suivante

(z0,z1,z2,z3,α) 7→
(

z0,αz1,
z2

α
,z3

)

Les orbites de cette action sont aussi celles du champ de vecteurs invariantz1
∂

∂z1
−z2

∂
∂z2

.

3.3.2. Cas non diagonalisable.On se ramène à conjugaison près àA=

[
1 1
0 1

]
. On peut décrire

les points fixes et périodiques deΦA (voir [3, §4.2.1]) et son centralisateur :

Proposition II.12 ([3]). Soit A la matrice
[

1 1
0 1

]
. Le groupeCent

(
ΦA;M(2;C)

)
est engendré par

lesσP tels queP∈ Cent
(
A;M(2;C)

)
.

3. i.e.pourλ tel que 2pλq(λ+λ−1)r = 1, (p,q, r) ∈ Z3, ait pour une unique solution(0,0,0).



CHAPITRE III

Quelques propriétés algébriques des transformations birationnelles en
dimensionn≥ 2

De nombreuses propriétés algébriques de Bir(P2
C) ont été établies : description d’un système de

générateurs et relations ([ŠAV+65, Isk83]), des sous-groupes finis ([DI09, Bla09]), des sous-groupes
nilpotents ([11]), des sous-groupes abéliens maximaux non dénombrables qui permet de caractériser
Aut(Bir(P2

C)) (voir [9]), des endomorphismes de Bir(P2
C) qui permet de montrer que le groupe de

CREMONA est hopfien ([10]), des sous-groupes de type fini qui permet d’établir que Bir(P2
C) satis-

fait l’alternative de TITS ([Can11]) ... Par contre la situation est très différente pourn ≥ 3 où il y a
peu de résultats mais néanmoins quelques-uns : étude des sous-groupes algébriques de rang maximum
([Dem70]), étude des sous-groupes finis ([Pro12, Pro13, Pro11]), classification des morphismes de
PGL(r +1;C) dans le groupe des transformations birationnelles d’une variété projective complexe, re-
marque sur les générateurs du groupe de CREMONA ([Pan05]), étude des transformations birationnelles
de petit bidegré ([PRV01, Pan97, Hud27], [14]).

Dans [5] nous avons étudiéBir2(P2
C) etBir3(P2

C) (nous en donnons un aperçu au §1) : Bir2(P2
C)

est lisse, irréductible dans l’ensemble Rat2(P2
C) etBir3(P2

C) est irréductible et rationnellement connexe.
Par contreBird(P2

C) est réductible dès qued ≥ 4 (voir [BCMar ]). Dans [Cre73] CREMONA étudie
trois types d’éléments deBir2(P3

C). Il y en a en fait beaucoup plus : PAN, RONGA et VUST donnent,
à conjugaison gauche-droite près, la liste des transformations birationnelles de bidegré(2,d) deP3

C, il
y en a 30 (voir [PRV01]). Ils montrent en particulier queBir2(P3

C) a trois composantes irréductibles
de dimension 11, resp. 13, resp. 14 ; la composante de dimension 11 (resp. 13, resp. 14) correspond
aux transformations birationnelles de bidegré(2,2) (resp.(2,3), resp.(2,4)). Il y a peu de travaux en
bidegrés supérieurs, on peut néanmoins trouver une jolie contribution en bidegrés(3,d) dûe à HUDSON

dans [Hud27] ; les invariants utilisés par cette dernière sont assez finset donnent donc lieu à une clas-
sification relativement longue. Nous avons suivi son cheminement pour 2≤ d ≤ 5 et mis en évidence
deux cas oubliés. Comment ces familles se regroupent-ellespour former des composantes irréductibles
de Bir3,d(P3

C)? Dans [14] nous nous intéressons à cette question naturelle, ce sera l’objet du §2. En
dimensionn≥ 3 le groupe de CREMONA n’est plus engendré par PGL(n+1;C) et l’involution de CRE-
MONA ([Hud27, Pan99]) ; de plus les outils utilisés en géométrie algébrique en dimension 2 s’avèrent
insuffisants en dimension plus grande. Par conséquent l’étude de Bir(Pn

C) est beaucoup plus ardue
qu’en dimension 2 et les résultats beaucoup moins nombreux.Dans la dernière partie de ce chapitre on
considère le sous-groupe de Bir(Pn

C) introduit par COBLE ([Cob61]) et engendré par PGL(n+1;C) et
l’involution de CREMONA en dimensionn.

25
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1. Transformations birationnelles de petit degré en dimension 2

Commençons par introduire trois exemples de transformations birationnelles deP2
C de degré 2 qui,

comme nous le verrons, jouent un rôle particulier, il s’agitdes trois involutions suivantes :

σ : P2
C 99K P2

C, (z0 : z1 : z2) 99K (z1z2 : z0z2 : z0z1),

ρ : P2
C 99K P2

C, (z0 : z1 : z2) 99K (z0z1 : z2
2 : z1z2),

et
τ : P2

C 99K P2
C, (z0 : z1 : z2) 99K (z

2
0 : z0z1 : z2

1−z0z2).

Considérons l’application rationnelle det jac définie par

det jac :C[z0,z1,z2]2 99K P(C[z0,z1,z2]3), φ 99K (det jacφ = 0).

Soit φ̃ : C3 → C3 une application polynomiale homogène de degréd ; on noteφ̃i les composantes
de φ̃ et on suppose que pgcd(φ̃0, φ̃1, φ̃2) = 1. Les points critiquesde φ̃ sont les zéros de det jacφ̃ ;
ils forment l’ensembleC (φ̃). Soit φ : P2

C 99K P2
C l’application rationnelle induite par̃φ ; l’hypothèse

pgcd(φ̃0, φ̃1, φ̃2)= 1 assure queφ est dominante. On désigne encore parC (φ) l’adhérence du lieu critique
de la restriction deφ àP2

Cr Indφ. Cet ensemble est une courbe algébrique propre sid ≥ 2. Un calcul
local élémentaire montre queC (φ) est exactement le projectivisé deC (φ̃).

Proposition III.1 ([5]). Soit φ un élément deBir(P2
C) ; det jacφ est contracté parφ.

SoientA, B deux éléments de PGL(3;C) ; si φ = AσB (resp.φ = AρB, resp.φ =AτB), alors det jacφ
est l’union de trois droites en position générale (resp. l’union d’une droite double et d’une droite simple,
resp. une droite triple). Nous donnons un critère qui permetde déterminer si une transformation qua-
dratique rationnelle est birationnelle :

Théorème III.2 ([5]). Soit φ ∈ R̊at2(P2
C) telle quedet jacφ 6≡ 0. Supposons queφ contractedet jacφ ;

alorsdet jacφ est l’union de trois droites(pas nécessairement distinctes et non concourantes lorsqu’elles
le sont) et φ est birationnelle.

De plus :
• si det jacφ est l’union de trois droites en position générale, alorsφ est, à équivalence g.d. près,

l’involution de CREMONA σ ;
• si det jacφ est l’union d’une droite double et d’une droite simple, alors φ coïncide, à conjugaison

g.d. près, avecρ ;
• enfin sidet jacφ est une droite triple, alorsφ appartient àO(τ).

Corollaire III.3 ([5]). Une transformationφ deRat(P2
C) appartient àO(σ) si et seulement si elle admet

trois points d’indétermination.

Remarques 2. • Une transformation birationnelleφ deP2
C dans lui-même contracte det jacφ et ne

contracte pas d’autre courbe. On peut se demander si le critère de birationnalité du ThéorèmeIII.2
est encore valable en degré strictement supérieur à 2; la réponse est non. On a dès le degré 3 des
exemples d’élémentsφ qui contractent det jacφ mais ne sont pas birationnels comme l’atteste la
transformation(z2

0z1 : z0z2
2 : z2

1z2).
• Nous ignorons si un critère analogue à celui donné dans le ThéorèmeIII.2 existe en dimension

quelconque ; [PRV01] devrait permettre de s’en assurer en dimension 3.
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Posons

Σ3 := O(σ), Σ2 := O(ρ), Σ1 := O(τ).

Considérons une transformation birationnelle représentée parφ = ℓ(ℓ0 : ℓ1 : ℓ2) où ℓ, ℓi désignent
des éléments deC[z0,z1,z2]1, les ℓi étant indépendantes. La droiteℓ = 0 est une « droite contractée
apparente » ; en effet l’action deφ surP2

C est évidemment celle de l’automorphisme(ℓ0 : ℓ1 : ℓ2) deP2
C.

On noteraΣ0 l’ensemble de ces transformations :

Σ0 = {ℓ(ℓ0 : ℓ1 : ℓ2) |ℓ, ℓi ∈ C[z0,z1,z2]1, (ℓ0 : ℓ1 : ℓ2) ∈ PGL(3;C)}.
Les éléments deΣ0 seront abusivement appelés linéaires ; en fait c’est l’ensemble

(Σ0)• = {φ• |φ ∈ Σ0}
qui s’identifie à PGL(3;C). On aΣ0 = O(z0(z0 : z1 : z2)) : à conjugaison g.d. près un élément de la
formeℓA s’écrit z0A′ puisz0id. Cette approche permet de voir les dégénérescences de transformations
quadratiques sur des applications linéaires.

Remarques 3. • Un élément deΣi comptei points d’indétermination eti courbes contractées.

• Un élément deΣi ne peut pas être linéairement conjugué à un élément deΣ j où j 6= i; par contre
ils peuvent l’être birationnellement. Par exemple les involutions σ, ρ et τ sont conjuguées à des
involutions de PGL(3;C).

On a les égalités suivantes ([5])

B̊ir2(P
2
C) = Σ1∪Σ2∪Σ3, Bir2(P

2
C) = Σ0∪Σ1∪Σ2∪Σ3;

on peut étudier les conditions d’incidence entre lesΣi . Récapitulons toutes ces propriétés dans l’énoncé
suivant :

Théorème III.4 ([5]). Les adhérences étant prises dansBir2(P2
C) on a :

Σ0 = Σ0, Σ1 = Σ0∪Σ1, Σ2 = Σ0∪Σ1∪Σ2,

B̊ir2(P
2
C) = Σ1∪Σ2∪Σ3, Bir2(P

2
C) = Σ3 = Σ0∪Σ1∪Σ2∪Σ3

avec

dimΣ0 = 10, dimΣ1 = 12, dimΣ2 = 13 et dimΣ3 = 14.

On regarde Bir(P2
C) comme sous-ensemble de Rat(P2

C) et on montre que :

Théorème III.5 ([5]). L’ensembleBir2(P2
C) est lisse dansRat2(P2

C).

Les conditions d’incidence et le fait que chaqueΣi soit une orbite impliquent qu’il suffit de montrer
que l’adhérence deΣ3 est lisse le long deΣ0.

Comme on l’a ditBir2(P2
C) est lisse et connexe. Qu’en est-il en degré quelconque ? Le premier

degré intéressant est le degré 3 pour la raison suivante. D’après le théorème de NŒTHER toute transfor-
mation birationnelle s’écrit comme un produit

A0σA1σ . . .σAn Ai ∈ Aut(P2
C);
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lorsque lesAi sont choisis génériquement le degré d’un tel élément est 2n. Pour obtenir des applications
birationnelles de degréd qui n’est pas une puissance de 2, il est donc nécessaire que les transfor-
mationsAi soient assujetties à des contraintes. Le premier degré pourlequel ce phénomène apparaît
est d = 3. Dans les traités anciens on trouve une « description » des transformations birationnelles
cubiques, description qui repose sur des considérations degéométrie énumérative (nombre de points
d’indétermination, configuration de courbes contractées). Nous proposons une liste de formes normales
à conjugaison g.d. près ([5, §6.2.3]), la connexité apparaissant en dernier lieu commesous-produit.
Les techniques utilisées sont pour la plupart classiques : topologie du complément de certaines courbes
planes, contraction des zéros du déterminant jacobien etc.Malheureusement dès le degré 3 on ne dis-
pose pas de critère de birationnalité analogue à celui utilisé en degré 2 comme l’atteste l’exemple
suivant : siφ est la transformation(z2

0z1 : z0z2
2 : z2

1z2), le lieu d’annulation de det jacφ est bien contracté
alors queφ n’est pas inversible. Toutefois siφ est birationnelle, la courbe det jacφ = 0 est contractée
parφ et ceci s’avère dans bon nombre de cas intéressant à exploiter. Nous montrons qu’en degré 3 les
configurations possibles de courbes contractées sont certaines unions de droites et coniques. La liste
des formes normales des éléments deBir3(P2

C) à conjugaison g.d. près nous permet
• d’affirmer que le lieu exceptionnel d’un élément « générique» est formé d’une conique et de

quatre droites qui s’intersectent sur un point de la conique
• et d’établir que dimB̊ir3(P2

C) = 18 (voir [5, Proposition 6.35]).
À conjugaison g.d. près les éléments qui présentent la configuration générique forment une famille à
deux paramètres : alors qu’en degré 2 il y a trois orbites g.d., ici il y en a une infinité. À l’aide des formes
normales on obtient que la décomposition de NŒTHER de tout élément deBir3(P2

C) fait intervenir au
plus huit fois l’involution de CREMONA ([5, Théorème 6.40]). On note que toutes les configurations de
dégénérescence de l’élément générique n’apparaissent pas. En degré 2 il y a déjà un phénomène ana-
logue : la configuration de trois droites concourantes n’estpas réalisée comme ensemble exceptionnel
d’une transformation birationnelle quadratique. L’adhérence ordinaire de l’ensemble des transforma-
tions birationnelles purement cubiques de configuration générique dansB̊ir3(P2

C) estB̊ir3(P2
C) (voir

[5, Théorème 6.38]). Nous montrons que̊Bir3(P2
C) est irréductible (en fait rationnellement connexe) ;

par contre alors queBir2(P2
C) est lisse et irréductible nous obtenons qu’il n’en est pas demême pour

Bir3(P2
C) vu dansP29

C ≃Rat3(P2
C) (voir [5, Théorème 6.39]).

2. Transformations birationnelles de petit bidegré en dimension 3

Si φ est une transformation birationnelle deP3
C on désigne parIφ l’idéal engendré par lesφi ,

par Λφ ⊂ H0(OP3
C

(d)) le sous-espace de dimension 4 engendré par lesφi et par degIφ le degré deIφ.
Parfois (par exemple dans [Hud27]) le lieu basebaseφ deΛφ est appeléF-lieu deφ ; ses points (resp.
courbes) sont appelées lespoints fondamentaux(resp. lescourbes fondamentales) ou lesF-points
(resp.F-courbes). Siℓ est une droite générique, la préimage deℓ parφ est une intersection complèteΓℓ ;
soitC2 l’union des composantes irréductibles deΓℓ supportées par leF-lieu deφ. On définitC1 par liai-
son à partir deC2 ⊂ Γℓ. Remarquons que siφ est birationnelle, alorsC1 = φ−1(ℓ).

On notepa(Ci) (resp.ωCi ) le genre arithmétique deCi (resp. le faisceau dualisant deCi).
Remarquons que l’inégalité degφ−1 ≤ (degφ)2 mentionnée au début du chapitre provient du théo-

rème de BEZOUT qui assure que

(degφ)2 = degC1+degC2 = degφ−1+degC2.
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Continuons avec la terminologie utilisée par HUDSONet nécessaire pour la suite de cette section. Soitφ
un élément de Bir3,d(P2

C). Pour tout sous-schémaX deP3
C on désigne parIX l’idéal deX dansP3

C. Un
point p est unpoint doublesi toutes les surfaces cubiques deΛφ sont singulières enp. Un point p est
un binodes’il existeh dansIp de degré 1 tel que tous les éléments deΛφ appartiennent àh ·Ip. Un
point p est undouble point de contactsi tous les éléments deΛφ appartiennent àI 3

p +(Q), avecQ de
degré 2 singulier enp. Un point p est unpoint de contactsi tous les éléments deΛφ appartiennent à
I 2

p +IS oùS désigne une cubique lisse enp. Un pointp est unpoint d’osculationsi tous les éléments
de Λφ appartiennent àI 3

p +IS où S désigne une cubique lisse enp. En appendice on reproduit en
partie une table qu’HUDSON appelle “Cubic Space Transformations”, on la noteratable hudson et on
désigne parEi la i-ème famille detable hudson. Dans un second appendice on donne des constructions
de transformations birationnelles cubiques deP3

C à l’aide de Macaulay2.

2.1. Les transformations birationnelles réglées.

Définition 4. Une transformation birationnelleφ de bidegré(3,d) est régléesi la transformée stricte
d’un plan générique parφ−1 est une surface cubique réglée.

Désignons parregle3,d l’ensemble des éléments réglés de Bir3,d(P3
C). Remarquons qu’il n’y a pas

de transformations birationnelles réglées de bidegré(3,d) dès qued≥ 6. Détaillons un peu ces éléments
de Bir(P3

C) qui jouent un rôle crucial par la suite :

Lemme III.A ([14]). Soit φ un élément deBir3,d(P3
C). Désignons parF1 le sous-schéma maximal

de dimension1 localementCOHEN-MACAULAY debaseφ. Alors F1 est l’union d’une droiteδ doublée
dansP3

C et de5−d autres droites qui intersectentδ. Son résiduel dansbaseφ est un schéma de longueur
2d−4.

Considérons par exemple un élémentφ deregle3,5 dont le lieu base est constitué d’une droite double
δ2 et de 6 points basepi en position générale. On bouge deux despi , par exemplep1, p2, jusqu’à ce
que la droite(p1p2) intersecteδ ; la droite(p1p2) est désormais dansbaseΛφ, et l’élément obtenu est
un élément générique deregle3.4. De manière générale on peut montrer qu’on a les inclusions suivantes
([14]) :

regle3,2 ⊂ regle3,3, regle3,3 ⊂ regle3,4, regle3,4 ⊂ regle3,5 (2.1)

Soientφ un élément de Bir3,d(P3
C)r regle3,d et ψ une transformation birationnelle réglée. Remar-

quons que les éléments deΛψ n’ont pas de singularités isolées alors que ceux deΛφ en ont. Il en résulte
qu’on ne peut pas spécialiser une transformation birationnelle réglée en une non reglée ; on peut aussi
montrer que la réciproque est impossible. Autrement dit on al’énoncé suivant :

Proposition III.B ([14]). L’ensembleregle3,d est une composante irréductible deBir3,d(P3
C) pour tout

2≤ d ≤ 5.

Il y a d’autres composantes irréductibles de Bir3,d(P3
C) pour 3≤ d ≤ 5. Pour les déterminer on

décrit les transformations birationnelles de bidegré(3,d) en utilisant un outil « standard », la suite de
liaison, et des propriétés qui en découlent.

2.2. Suite de liaison.Rappelons le résultat fondamental suivant :

Lemme III.C ([PS74]). Si Γ1∪Γ2 est une intersection complète, alors on a

0−→ ωΓ1 −→ ωΓ1∪Γ2 −→ OΓ2 ⊗ωΓ1∪Γ2 −→ 0 (2.2)



30 III. QUELQUES PROPRIÉTÉS ALGÉBRIQUES DES TRANSFORMATIONS BIRATIONNELLES EN DIMENSIONn≥ 2

Remarquons que siφ est une transformation rationnelle deP3
C de degré 3 et sih est un hyperplan

deP3
C, alorsωC1∪C2 = OC1∪C2(2h) et (2.2) se réécrit comme suit (pouri ∈ {2, 3})

0−→ ωCi −→ OC1∪C2(2h) −→ OC3−i (2h) −→ 0 (2.3)

On en déduit un critère de birationnalité ([14]) : la transformationφ ∈Rat3(P3
C) est birationnelle

si et seulement si

1= 3degC1− ∑
p∈C1∩C2

long(S ∩C1){p}− ∑
p∈F-points

isolés

long(S ∩C1){p}

où lesF-points isolés désignent les composantes irréductibles dedimension 0 debaseφ. Lorsque le
genre arithmétique deC1 est petit, on peut décrireIC2 :

Proposition III.6 ([14]). Soit φ une application birationnelle de bidegré(3,d).
Supposons queφ ne soit pas réglée et quepa(C1) = 0, i.e.C1 est lisse. Alors
• d ≤ 6 ;
• degC2 = 9−d etpa(C2) = 9−2d.
Supposons quepa(C1) = 1 et que2≤ d ≤ 6. Alors
• il existe un point singulierp deC1 qui est indépendant du choix deC1 ;
• si d ≤ 4, toutes les surfaces cubiques deΛφ sont singulières enp ;
• degC2 = 9−d, pa(C2) = 10−2d etC2 est sur une unique quadrique ; plus précisément

IC2 = (Q ,S1, . . . ,Sd−2)

où degQ = 2 et où lesSi sont des cubiques indépendantes moduloQ .

Remarque 4. L’avant dernière assertion est fausse lorsqued = 5.

2.3. Description des composantes irréductibles.

Théorème III.7 ([14]). L’ensembleregle3,d est une composante irréductible deBir3,d(P3
C) pour tout

2≤ d ≤ 5.
En bidegré(3,3) (resp.(3,4)) il y a une seule autre composante irréductible ; en bidegré(3,5) il y

en a trois autres.

Avant de donner la démonstration de cet énoncé pour les transformations birationnelles de bidegré
(3,3), donnons une description de Bir3,3(P3

C). On a déjà étudié les éléments deregle3,3 (LemmeIII.A ) ;
supposons donc que le système linéaireΛφ associé àφ ∈ Bir3,3(P3

C) contienne une surface cubique sans
droite double.

• Si C1 est lisse, alors c’est une cubique gauche ; il s’agit de la seconde famille detable hudson.
Dans ce casφ est dite déterminantielle,i.e. il existe une matriceM de taille(4,3) dont les coef-
ficients sont des formes linéaires et telle queφ soit donnée par les mineurs 3×3 deM. Son lieu
base est une courbe de degré 6 et de genre arithmétique 3.

• SinonωC1 = OC1 et C2 est sur une quadrique décrite par la forme quadratiqueQ. Étant donné
que h0ωC2(h) = 5 la courbeC2 est une intersection complète(2,3), l’idéal deC2 est(Q,S) et
il existe un pointp appartenant àQ, singulier pourS tel queIφ = pQ+(S) (PropositionIII.6).
En termes d’invariants d’HUDSON cette famille est stratifiée comme suit (convention :L1, L′

1 ∈
C[z0,z1,z2,z3]1, Pi ∈ C[z0,z1,z2]i) :
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(1) Description deE3. Le point p appartient àQ et l’élément général deΛφ a une singularité
quadratique ordinaire enp ; on peut choisirp = (z0,z1,z2), Q = z0L1+P2 et S singulière
en p.

(2) Description deE3.5 (cas qui n’apparaît pas danstable hudson mais qui devrait). Le pointp
appartient àQ (il est singulier ou non) et la cubique générique est singulière enp avec une
forme quadratique de rang 2. En d’autres termesp est un binode et l’un des deux biplans
est contenu dansTpQ. La cubique générique est singulière enp avec une forme quadratique
de rang 2. La courbeC2 est de degré 6 et a un point triple qui est surQ. On peut choisir
p= (z0,z1,z2), Q= z0L1+P2 etS = z0z1L′

1+P3 singulière enp.

(3) Description deE4. Le pointp est un double point de contact. On peut choisirp= (z0,z1,z2),
Q singulière etS = (z0z1−z2

2)L1+P3 singulière enp.

DÉMONSTRATION. Convention : siM est une matrice 3×4, on noteMi la matrice obtenue à partir
deM en rayant la(i +1)-ième ligne.

Montrons queE3 ⊂ E2 alors queregle3,3 ( E2.
Considérons la matriceA donnée par




0 0 0
−z1 −z2 0
z0 0 −z2

0 z0 z1




et B la matrice 3×4 à coefficientsbi j ∈ H0OP3
C

(1). Désignons par∆ j,k le déterminant deA0 privée de

la j-ième ligne et lak-ième colonne ; les∆ j,k engendrentC[z0,z1,z2]2. Par ailleurs

det(A0+ tB0) = t ·S (t2)

où
S=

(
b21+b43

)
∆1,1−

(
b31−b42

)
∆2,1+

(
b33−b22

)
∆1,2+b23∆1,3+b32∆2,2+b41∆3,1

est une cubique générique de(z0,z1,z2)
2. Pouri > 0

det(Ai + tBi) = t(zi+1Q)(−1)i+1 (t2)

est l’équation d’une quadrique générique contenant(0,0,0,1). Ainsi la transformation

t 7→
(

det(A0+ tB0)

t
:

det(A1+ tB1)

t
:

det(A2+ tB2)

t
:

det(A3+ tB3)

t

)

permet de passer deE2 à un élément général deE3.
La PropositionIII.B permet de conclure. �

On peut aussi se demander si les adhérences de ces différentes composantes irréductibles se coupent ;
on a l’énoncé suivant :

Proposition III.8 ([14]). L’adhérence deregle3,3 intersecte l’adhérence de chaque composante irréduc-

tible deBir3,4(P3
C).
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DÉMONSTRATION. D’après (2.1) il suffit de montrer queregle3,3 intersecte l’adhérence des trans-
formations birationnelles de bidegré(3,4) qui ne sont pas réglées.

Considérons un élémentφ ∈ Bir3,4(P3
C) tel queC2 soit l’union des quatre droites suivantes

δ = (z0,z
2
1), (z0− εz2,z1), ℓ1 = (z0,z3), ℓ2 = (z1,z2).

PosonsJε = (z0,z2
1)∩(z0−εz2,z1)∩(z0,z3)∩(z1,z2). On peut vérifier queJε = (z0z1,z2

0z2+εz0z2
2,z

2
1z3).

Soit Iε = z0z1(z0,z1,z2)+ (z2
0z2+ εz0z2

2,z
2
1z3). Pourp2 général la transformationφε donnée parIε ∩ p2

est birationnelle. Orφ0 appartient àregle3,3 et pourε 6= 0 on aφε ∈ Bir3,4r regle3,4 d’où le résultat. �

Notons Bir3,d,p2(P
3
C) l’ensemble des éléments de Bir3,d(P3

C)r regle3,d tels quepa(C2) = p2. On a
l’énoncé suivant :

Théorème III.9 ([14]). Lorsquep2 ∈ {3, 4}, alors Bir3,3,p2(P
3
C) est non vide et irréductible ; sinon

Bir3,3,p2(P
3
C) = /0.

Si p2 ∈ {1, 2}, alorsBir3,4,p2(P
3
C) est non vide et irréductible ; sinonBir3,4,p2(P

3
C) = /0.

Si p2 ∈ {−1, 1}, alorsBir3,5,p2(P
3
C) est non vide et irréductible. Par contreBir3,5,0(P3

C) est non vide

et a deux composantes irréductibles ; une de ses deux composantes est contenue dansBir3,5,−1(P3
C).

Pour les autres valeurs dep2 on aBir3,5,p2(P
3
C) = /0.

3. Le groupe des transformations birationnelles engendré par le groupe linéaire et l’involution
standard

Considérons le sous-groupe de Bir(Pn
C) introduit par COBLE dans [Cob16]

Gn(C) = 〈σn, Aut(Pn
C)〉

où σn désigne l’involution
(

1
z0

: 1
z1

: . . . : 1
zn

)
. Ce groupe est aussi évoqué dans [Hud27] :

"For a general space transformation, there is nothing to answer either to a plane cha-
racteristic or NŒTHER’s theorem. There is however a group of transformations, called
punctual because each is determined by a set of points, whichare defined to satisfy an
analogue of NŒTHER’s theorem, and possess characteristics, and for which we can set
up parallels to a good deal of the plane theory."

Remarquons qu’en fait les éléments deG3(C) ne sont pas « ponctuels » ([BH14]). Le théorème de
NOETHER ([AC02, ŠAV+65]) assure queG2(C) coïncide avec Bir(P2

C) ; ce n’est pas le cas en dimen-
sion supérieure :Gn(C) est alors un sous-groupe strict de Bir(Pn

C) (voir [Hud27, Pan99]). Néanmoins
comme nous allons le voir par la suiteGn(C) partage de nombreuses propriétés avecG2(C) = Bir(P2

C).

3.1. Le groupeGn(C) n’est pas linéaire.

Proposition III.10 ([7]). Le groupeGn(C) n’est pas linéaire : siV est unC-espace vectoriel de dimen-
sion finie, il n’y a pas de représentation linéaire fidèle deGn(C) dansGL(V).

Plus précisément on a l’énoncé suivant dû à CORNULIER en dimension 2 (voir [Cor]) et dont la
démonstration s’adapte en dimension supérieure :

Proposition III.11 ([7]). Le groupeGn(C) n’a pas de représentation non triviale de dimension finie.

Remarque 5. Ces résultats sont aussi valables pourGn(k) oùk désigne un corps algébriquement clos.
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Lemme III.D. La transformation
(
z0zn−1 : z1zn−1 : . . . : zn−2zn−1 : zn−1zn : z2

n

)
appartient àGn(C).

DÉMONSTRATION. Désignons parφ la transformation
(
z0zn−1 : z1zn−1 : . . . : zn−2zn−1 : zn−1zn : z2

n

)
;

elle s’écrit aussia1σna2σna3 où

a1 =
(
z2−z1 : z3−z1 : . . . : zn−z1 : z1 : z1−z0

)
,

a2 =
(
zn−1+zn : zn : z0 : z1 : . . . : zn−2

)
,

a3 =
(
z0+zn : z1+zn : . . . : zn−2+zn : zn−1−zn : zn

)
.

�

DÉMONSTRATION DE LA PROPOSITIONIII.11 . On adapte la démonstration de CORNULIER ([Cor]).
Il y a une copie naturelle deH = (C∗)n⋊Z dansGn(C), oùZ agit par

φ =
(
z0zn−1 : z1zn−1 : . . . : zn−2zn−1 : zn−1zn : z2

n

)
;

ceci correspond en coordonnées affines au groupe des transformations du type

(α0z0zk
n−1,α1z1zk

n−1, . . . ,αn−2zn−2zk
n−1,αn−1zn−1)

avec(α0,α1, . . . ,αn−1,k) ∈ (C∗)n×Z.
Considérons une représentation linéaireρ : H → GL(k;C). Si p est premier et siξp est une racine

primitive p-ième de l’unité, alors on pose

gp = (z0 : z1 : . . . : zn−1 : ξ−1
p zn), hp = (ξpz0 : ξpz1 : . . . : ξpzn−1 : zn)

On remarque quehp = [φ,gp] commute avecφ etgp. Siρ(gp) 6= 1, alorsk> p (voir [Bir36, Lemme 1]).
Soit p un entier supérieur àk ; si on a une représentation arbitraireς : Gn(C)→ GL(k;C), la restric-

tion ς|PGL(n+1;C) deς à PGL(n+1;C) n’est pas fidèle. Comme PGL(n+1;C) est simple,ς est trivial sur
PGL(n+1;C). On conclut grâce au fait que les involutions−id et σn sont conjuguées via l’application
birationnelleψ définie par

(
(z0+ zn)

n

∏
i=0
i 6=0

(zi − zn) : (z1+ zn)
n

∏
i=0
i 6=1

(zi − zn) : . . . : (zn−1+ zn)
n

∏
i=0

i 6=n−1

(zi − zn) :
n

∏
i=0

(zi − zn)
)

qui appartient àGn(C) ; en effetψ s’écrit aussia1σna2 oùa1 eta2 désignent les automorphismes dePn
C

suivants :
a1 =

(
z0+zn : z1+zn : . . . : zn−1+zn : zn

)
,

a2 =
(
z0−zn : z1−zn : . . . : zn−1−zn : 2zn

)
.

�

3.2. Quelques sous-groupes deGn(C). Un automorphisme polynomialφ deCn est une transfor-
mation du type

(z0,z1, . . . ,zn−1) 7→
(
φ0(z0,z1, . . . ,zn−1),φ1(z0,z1, . . . ,zn−1), . . . ,φn−1(z0,z1, . . . ,zn−1)

)
,

avecφi ∈ C[z0,z1, . . . ,zn−1], qui est bijective ; on désigneφ parφ = (φ0,φ1, . . . ,φn−1). L’ensemble des
automorphismes polynomiaux deCn forment un groupe noté Aut(Cn).

Les automorphismes polynomiaux deCn de la forme(φ0,φ1, . . . ,φn−1), oùφi = φi(zi ,zi+1, . . . ,zn−1)
dépend uniquement dezi , zi+1, . . ., zn−1, forment le sous-groupe de JONQUIÈRES Jn ⊂ Aut(Cn). Un
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automorphisme polynomial(φ0,φ1, . . . ,φn−1) avec tous lesφi linéaires est unetransformation affine.
Désignons par Affn le groupe des transformations affines. On a les inclusions suivantes

GL(n;C)⊂ Aff n ⊂ Aut(Cn).

Le sous-groupe Tamen ⊂ Aut(Cn) engendré par Jn et Affn est appelégroupe des automorphismes
modérés. Pourn= 2 on a Tame2 = Aut(C2) (voir [Jun42]). On a Tame3 ( Aut(C3) ; en effet l’auto-
morphisme de NAGATA n’est pas modéré ([SU04]).

DERKSEN a donné un système de générateurs de Tamen (voir par exemple[vdE00]) : soit n≥ 3
un entier. Le groupe Tamen est engendré par Affn et par la transformation de JONQUIÈRES

(
z0+z2

1,z1,z2, . . . ,zn−1
)
.

Proposition III.12 ([7]). Le groupeGn(C) contientTamen.

En suivant la démonstration de [5, Proposition 5.7] on montre que :

Proposition III.13 ([7]). Soientg0, g1, . . ., gk des éléments génériques deAut(Pn
C). Le sous-groupe

deGn(C) engendré parg0, g1, . . ., gk et σn est un produit libre
k+1︷ ︸︸ ︷

Z∗ . . .∗Z ∗(Z/2Z).

En particulier〈g0σn, g1σn, . . . , gkσn〉 est un sous-groupe libre deGn(C).

3.3. Le groupeGn(C) est parfait. Si G est un groupe etg un élément de G, on désigne par

N(g;G) = 〈 f g f−1 | f ∈ G〉
le sous-groupe normal engendré parg dans G. On peut établir les propriétés suivantes ([7]) :

(1) N(g;PGL(n+1;C)) = PGL(n+1;C) pour toutg ∈ PGL(n+1;C)r{Id} ;

(2) N(σn;Gn(C)) = Gn(C) ;

(3) N(g;Gn(C)) = Gn(C) pour toutg ∈ PGL(n+1;C)r{Id} ;

qui nous permettent d’établir que :

Corollaire III.14 ([7]). (1) Le groupeGn(C) est parfait,i.e. [Gn(C),Gn(C)] = Gn(C) ;

(2) pour toutφ dansGn(C) il existe des automorphismesg0, g1, . . ., gk dePn
C tels que

φ = (g0σng
−1
0 )(g1σng

−1
1 ) . . . (gkσng

−1
k ).

3.4. À propos des automorphismes deBir(Pn
C). Considérons une variété complexe projectiveM

et son groupe de transformations birationnelles Bir(M). Le groupe des automorphismes du corpsC agit
sur Aut(Cn) (resp. Bir(M)) : si g est dans Aut(Cn) (resp. Bir(M)) et siκ est un automorphisme du corps
C on désigne parκg l’élément obtenu en faisant agirκ sur les coefficients deg.

En 2006, on a décrit le groupe d’automorphismes de Aut(C2) :

Théorème III.E ([8]). Soit ϕ un automorphisme deAut(C2). Il existe un automorphisme polynomial
ψ deC2 et un automorphisme de corpsκ tels que

ϕ( f ) = κ(ψ f ψ−1) ∀ f ∈ Aut(C2).
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Puis, en 2011, KRAFT et STAMPFLI ont montré que la restriction à Tamen de tout automorphisme
de Aut(Cn) s’écrit de même à l’aide de conjugaisons intérieures et d’automorphismes du corpsC (voir
[KS13]).

Même si Bir(P2
C) ne possède pas de structure de produit amalgamé comme Aut(C2) (voir Ap-

pendice de [CL13]) le groupe Aut(Bir(P2
C)) peut être décrit et un énoncé similaire à celui du Théo-

rèmeIII.E est obtenu dans [9]. Il n’y a pas de résultats analogues en dimension supérieure ; néan-
moins dans [Can14] CANTAT classifie tous les morphismes (abstraits) de PGL(k+1;C) dans Bir(M)
dès quek ≥ dimCM. Avant de rappeler l’énoncé introduisons quelques notations. Sig appartient à
Aut(Pn

C) = PGL(n+ 1;C) on désigne partg la transposée deg. L’involution g 7→ g∨ = (tg)−1 est
l’unique automorphisme algébrique extérieur de Aut(Pn

C) (voir [Die63]).

Théorème III.F ([Can14]). SoitM une variété projective, complexe, connexe et lisse de dimensionn.
Soientk un entier positif etρ : Aut(Pk

C)→ Bir(M) un morphisme de groupes injectif. Alorsn≥ k ; si
n= k il existe un morphisme de corpsκ : C→C et une application birationnelleψ : M 99K Pn

C tels que

ψρ(g)ψ−1 = κg ∀g ∈ Aut(Pn
C) ou ψρ(g)ψ−1 = (κg)∨ ∀g ∈ Aut(Pn

C);

en particulierM est rationnelle. De plus siρ est un isomorphisme,κ est un automorphisme de corps.

On en déduit l’énoncé suivant :

Théorème III.15 ([7]). Soit ϕ un automorphisme deBir(Pn
C). Il existe une transformation biration-

nelleψ dePn
C et un automorphismeκ : C→ C tels que

ϕ(g) = κ(ψgψ−1) ∀g∈ Gn(C).

DÉMONSTRATION. Le ThéorèmeIII.F implique que modulo l’action d’un automorphisme du corpsC
et conjugaison birationnelle

ϕ(g) = g ∀g ∈ Aut(Pn
C) ou ϕ(g) = g∨ ∀g ∈ Aut(Pn

C).

Déterminonsϕ(σn). Pour 0≤ i ≤ n−2 désignons parτi l’automorphisme dePn
C qui permutezi etzn−1

τi =
(
z0 : z1 : . . . : zi−1 : zn−1 : zi+1 : zi+2 : . . . : zn−2 : zi : zn

)
.

Soit η la transformation birationnelle donnée en coordonnées homogènes par
(
z0zn−1 : z1zn−1 : . . . : zn−2zn−1 : z2

n : znzn−1
)
.

On a
σn =

(
τ0ητ0

)(
τ1ητ1

)
. . .

(
τn−2ητn−2

)
η

d’où
ϕ(σn) =

(
ϕ(τ0)ϕ(η)ϕ(τ0)

)(
ϕ(τ1)ϕ(η)ϕ(τ1)

)
. . .

(
ϕ(τn−2)ϕ(η)ϕ(τn−2)

)
ϕ(η)

On peut vérifier queϕ(τi) = τi .
Déterminons maintenantϕ(η). Supposons queϕ|PGL(n+1;C) = id. Soit α = (α0,α1, . . . ,αn−1) dans

(C∗)n ; posonsdα =(α0z0,α1z1, . . . ,αn−1zn−1). L’involution η satisfait la relation suivantedβξ= ξdα où

β = (α0,α1, . . . ,α−1
n−1). Il en résulte queϕ(η) =

(
±z0,±z1, . . . ,±zn−2,

α
zn−1

)
pour un certainα dansC∗.

Commeξ commute à
t= (z0+1,z1+1, . . . ,zn−2+1,zn−1),
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l’image deη parϕ commute àϕ(t) = t. Par suiteϕ(η) =
(

z0,z1, . . . ,zn−2,
α

zn−1

)
. Si hn désigne l’auto-

morphisme (
z0 : z0−z1 : z0−z2 : . . . : z0−zn

)

alors ϕ(hn) = hn et la relation
(
hnσn

)3
= id entraîne queϕ(σn) = σn. Si ϕ|PGL(n+1;C) coïncide avec

g 7→ g∨, un argument similaire montre que la relation
(
ϕ(hn)ϕ(σn)

)3
= id ne peut pas être satisfaite.�

3.5. Simplicité deGn(C). Une famille algébriquede Bir(Pn
C) est la donnée d’une application

rationnelleφ : M×Pn
C 99K Pn

C, où M est uneC-variété, définie sur un ouvert denseU deM×Pn
C telle

que
• pour toutm∈ M l’intersectionUm =U∩ ({m}×Pn

C) est un ouvert dense de{m}×Pn
C,

• la restriction de id×φ àU est un isomorphisme deU sur un ouvert dense deM×Pn
C.

Pour toutm ∈ M la transformation birationnellez 99K φ(m,z) représente un élémentφm(z) de
Bir(Pn

C) appelémorphismedeM dans Bir(Pn
C). La topologie de ZARISKI sur Bir(Pn

C), introduite par
DEMAZURE ([Dem70]) et SERRE ([Ser10]), est définie de la façon suivante : le sous-ensembleΩ de
Bir(Pn

C) estfermési pour touteC-variétéM, et tout morphismeM → Bir(Pn
C) la préimage deΩ dans

M est fermée. Notons qu’en restriction à Aut(Pn
C) on retrouve la topologie de ZARISKI usuelle sur le

groupe algébrique Aut(Pn
C). Rappelons que sin≥ 2 et si G un sous-groupe non-trivial, normal, et fermé

de Bir(Pn
C), alors G contient Aut(Pn

C) et PGL
(
2;C(z0,z1, . . . ,zn−2)

)
(voir [Bla10]). En combinant le fait

que−id et σn sont conjuguées via un élément deGn(C) (voir Démonstration de la PropositionIII.11)
et la démonstration de [Pan99, Théorème 1] on obtient que

Gn(C)⊂ 〈Aut(Pn
C), PGL

(
2;C(z0,z1, . . . ,zn−2)

)
〉.

On en déduit l’énoncé suivant.

Proposition III.16 ([7]). Le groupeGn(C), muni de la topologie deZARISKI, est simple.

3.6. Dynamique des éléments deGn(C). Comme on l’a vu il y a un lien très fort entre les au-
tomorphismes des surfaces rationnelles d’entropie positive et les transformations birationnelles deP2

C ;
on a désormais de nombreux exemples de tels automorphismes (ChapitreII ). Construire des automor-
phismes sur des variétés rationnellesM de dimensionn semble bien plus compliqué dès quen ≥ 3.
Les seuls exemples connus qui sont de plus d’entropie positive apparaissent dans [OT13]. Tout au-
tomorphisme d’une variété rationnelle de dimensionn obtenue en éclatantPn

C en un nombre fini de
points est d’entropie nulle ([Tru12, BC13a]), on introduit donc la notion un peu plus souple de pseudo-
automorphisme. Une transformation birationnelleΦM : M 99K M est unpseudo-automorphismes’il
existe deux sous-ensemblesS1, S2 deM de codimension≥ 2 tels queΦM : MrS1 → MrS2 soit biré-
gulière ([DO88]). De manière équivalente,ΦM est un pseudo-automorphisme si et seulement siΦM et
Φ−1

M ne contractent pas d’hypersurface. L’existence de pseudo-automorphismes provenant de transfor-
mations deGn(C) a été prouvée dans [PZ14, BDK14].

SoientM une variété kählerienne de dimensionn et φ : M 99K M une application rationnelle. Pour
tout 0≤ p≤ n on considère l’application induiteφ∗ : Hp,p(M)→Hp,p(M). En général(φ∗)k 6=(φk)∗. On
dit queφ est p-stablesi l’applicationφ∗ : Hp,p(M)→ Hp,p(M) satisfait(φ∗)k = (φk)∗ pour tout entier
k. Toute transformation birationnelle deP2

C est 1-stable après modification ; ce n’est plus le cas en
dimension supérieure ([Lin12, Thm 4.7]). Rappelons aussi queφ ∈ Bir(P2

C) est 1-stable si et seulement
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si φ−1 est 1-stable. Cette propriété n’est plus valable en dimension supérieure comme l’atteste l’exemple
suivant (non publié) dû à GUEDJ : l’automorphisme polynomialφ deC3 défini par

φ =
(
z2
0+λz1+az2,λ−1z2

0+z1,z0
)

a, λ ∈ C∗

est 1-stable, maisφ−1 ne l’est pas.

En s’inspirant de [5, Proposition 4.2] on obtient l’énoncé suivant.

Proposition III.17 ([7]). Soit g un automorphisme dePn
C dont les coefficients sont algébriquement

indépendants surQ. Alors gσn (resp.(gσn)
−1) est1-stable.

DÉMONSTRATION. On désigne parei le point dePn
C dont toutes les coordonnées sont nulles sauf

la i-ème et parEi l’hypersurface{zi = 0}. ChaqueEi est contracté parσn surei ; pour tout j > 0 le sous-
espace linéaireEi0 ∩Ei1 ∩ . . .∩Ei j de codimensioni j +1 est "flopped" viaσn sur un espace linéaire de
dimensioni j +1 passant parei0, ei1, . . ., ei j .

Soitg= (g00z0+g01z1+ . . .+g0nzn : g10z0+g11z1+ . . .+g1nzn : . . . : gn0z0+gn1z1+ . . .+gnnzn) un
automorphisme dePn

C tels que lesgi j soient algébriquement indépendants surQ. Supposons queH soit

un hyperplan contracté par(gσn)
ℓ+1 sur un pointp, l’entier ℓ étant minimal. Par suitẽH = (gσn)

ℓH est

contracté surgσn, etH ⊂ {z0 = 0}∪{z1 = 0}∪ . . .∪{zn = 0}. Supposons par exemple quẽH = {zn =
0} ; alorsp= (g0n : g1n : . . . : gnn). Pour toutk≥ 0, on peut écrire(gσn)

k sous la forme(φ0 : φ1 : . . . : φn),
lesφi désignant des polynômes en leszi ; les coefficients desφi sont des polynômes universels dont les
coefficients dépendent des variablesg00, g01, . . ., gnn. Puisque lesgi j sont algébriquement indépendants
surQ, (gσn)

k(p) n’est contenu dans aucunEi0 ∩Ei1 ∩ . . .∩Ei j , k≥ 0, etgσn est 1-stable.

Un argument similaire permet d’obtenir l’énoncé pour(gσn)
−1. �
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Classification des transformations birationnelles cubiques d’après
HUDSON
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A

.C
L

A
S

S
IF

IC
A

T
IO

N
D

E
S

T
R

A
N

S
F

O
R

M
A

T
IO

N
S

B
IR

A
T

IO
N

N
E

L
L

E
S

CU
B

IQ
U

E
S

D
’A

P
R

È
S

H
U

D
S

O
N

nombre bidegré D.p. de binode D. p. point point de pts F-courbes
contact d’osculation contact ordinaires

1 3–2 · · · · · · l2, l1, l2, l3

2 3–3 · · · · · · ω6 (genre 3)
3 · · 1 · · · ω6 ≡ O2 (genre 3)
4 1 · · · · · ω6 ≡ O4 (rationnelle)
5 · · · · · 2 l2, l1, l2

6 3–4 · · · · · 1 ω5 (genre 1)
7 · · 1 · · 1 ω5 ≡ O2

1 (genre 1)
8 · 1 · · · 1 ω5 ≡ O3

1(2) (rationnelle)
9 1 · · · · 1 ω3 ≡ O2

1, l1 ≡ O1, l2 ≡ O1

10 1 1 · · · 1 ω2 ≡ O1O2, l ≡ O1O2 (osculation)

11 · · · · · 4 l2, l1

Transformations birationnelles de bidegrés(3,2), (3,3) et (3,4)
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E
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C
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U
E

S
D
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R
È

S
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D

S
O

N
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nombre D.p. de binode D. p. point point de pts F-courbes
contact d’osculation contact ordinaires

12 · · · · · 2 ω3 (rationnelle),l
13 · · 1 · · 2 ω4 ≡ O1 (genre 1)
14 · · 1 · · 2 ω3 ≡ O1 (rationnelle),l ≡ O1

15 · 1 · · · 2 ω4 ≡ O2
1(2)

16 · 1 · · · 2 ω2 ≡ O1(1), l1 ≡ O1(1), l2 ≡ O1

17 1 · · · · 2 ω3 ≡ O1(2), l1 ≡ O1

18 1 · · · · 2 l ≡ O1 (contact),l1 ≡ O1, l2 ≡ O1

19 · · 2 · · 2 ω3 ≡ O1O2 (rationnelle),l ≡ O1O2

20 · 1 1 · · 2 ω3 ≡ O2
1, l1 ≡ O1

21 1 · 1 · · 2 l ≡ O1O2 (contact),l1 ≡ O1, l2 ≡ O1

22 1 1 · · · 2 l ≡ O1O2(1) (osculation),l1 ≡ O1

23 · · · · 1 · ω4 (rationnelle)
24 · · 1 · 1 · ω4 ≡ O2

1
25 · 1 · · 1 · ω3 ≡ O2

1(1), l ≡ O1(1)
26 1 · · · 1 · l1 ≡ O1, l2 ≡ O1, l3 ≡ O1, l4 ≡ O1

27 · · · · · 6 l2

Transformations birationnelles de bidegré(3,5)



42
A

.C
L

A
S

S
IF

IC
A

T
IO

N
D

E
S

T
R

A
N

S
F

O
R

M
A

T
IO

N
S

B
IR

A
T

IO
N

N
E

L
L

E
S

CU
B

IQ
U

E
S

D
’A

P
R

È
S

H
U

D
S

O
N

nombre D.p. de binode D. p. point point de pts F-courbes
contact d’osculation contact ordinaires

28 · · · · · 3 l (contact),l1
29 · · 1 · · 3 ω3 (plane, genre 1)
30 · · 1 · · 3 ω2, l ≡ O1

31 · · 1 · · 3 l ≡ O1 (contact),l1
32 · · 1 · · 3 l ≡ O1 (osculation)
33 · 1 · · · 3 ω2 ≡ O1(1), l ≡ O1

34 1 · · · · 3 ω3 ≡ O2
1

35 1 · · · · 3 l ≡ O1 (contact),l1 ≡ O1

36 · · 2 · · 3 ω2 ≡ O1, l ≡ O1O2

37 · 1 1 · · 3 ω2 ≡ O1(1)O2, l ≡ O1O2

38 · 1 1 · · 3 l ≡ O1O2, l1 ≡ O1(1), l2 ≡ O1(1)
39 1 · 1 · · 3 l ≡ O1O2 (contact),l1 ≡ O1

40 1 1 · · · 3 l ≡ O1O2(1) osculation
41 · · · · 1 1 l1, l2, l3
42 · · 1 · 1 1 ω3 ≡ O1 (rationnelle)
43 · · 1 · 1 1 l1 ≡ O1, l2 ≡ O1, l3
44 · 1 · · 1 1 ω3 ≡ O2

1(1)
45 · 1 · · 1 1 ω2 ≡ O1(1), l ≡ O1(1)
46 · 1 · · 1 1 l ≡ O1(1) (contact),l1 ≡ O1

47 1 · · · 1 1 l1 ≡ O1, l2 ≡ O1, l3 ≡ O1

48 · · 2 · 1 1 l ≡ O1O2, l1 ≡ O1, l2 ≡ O2

49 · 1 1 · 1 1 l ≡ O1(1)O2 (contact),l2 ≡ O1

50 · · 3 · 1 1 l1 ≡ O2O3, l2 ≡ O3O1, l3 ≡ O1O2

51 · · · 1 · · ω3 (rationnelle)
52 · · 1 1 · · ω3 ≡ O2

1

Transformations birationnelles de bidegré(3,6)
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nombre bidegrés D.p. de binode D. p. point point de pts F-courbes
contact d’osculation contact ordinaires

53 3–7 1 · · · · 4 l ≡ O1 (contact)
54 · · 2 · · 4 l ≡ O1O2, l1
55 · 1 1 · · 4 l ≡ O1O2, l1 ≡ O1(1)
56 1 · 1 · · 4 l ≡ O1O2 (contact)
57 · · 1 · 1 2 ω2

58 · 1 · · 1 2 ω2 ≡ O1(1)
59 1 · · · 1 2 l1 ≡ O1, l2 ≡ O1

60 · · 1 · 2 · l ≡ O1, l1
61 · 1 · · 2 · l1 ≡ O1(1), l2 ≡ O1

62 · 1 · · 2 · l ≡ O1(1) (contact)
63 · · 2 · 2 · l ≡ O1O2, l1 ≡ O1

64 · 1 1 · 2 · l1 ≡ O1(1)O2 (contact)
65 · · 1 1 · 1 ω2 ≡ O1

66 · 1 · 1 · 1 l1 ≡ O1(1), l2 ≡ O1(1)
67 3–8 · 1 1 · · 5 l ≡ O1O2

68 1 · · · 1 3 l ≡ O1

69 · 1 · · 2 1 l ≡ O1

70 · · 1 1 · 2 l
71 · 1 · 1 · 2 l ≡ O1(1)
72 3–9 1 · · · 1 4
73 · 1 · · 3 ·
74 · 1 · 1 · 3
75 · · 1 1 · 2

Transformations birationnelles de bidegrés(3,7), (3,8) et (3,9)





ANNEXE B

Construction explicite de familles de transformations birationnelles
cubiques deP3

C

Encore merci, merci, merci Fred ! ! !

restart

k=ZZ/101

R=k[z_0..z_3]

ordipt=()->minors(1,random(R^1,R^{3:-1}))

ordipt()

Famille E3

p=ideal(z_0,z_1,z_2)

Q2=minors(1,(gens p)*random(R^3,R^{1:-1}))

Q3=minors(1,(gens p^2)*random(R^6,R^{1:-1}))

I=ideal(z_0*Q2,z_1*Q2,z_2*Q2,Q3)

Famille E3.5

p=ideal(z_0,z_1,z_2)

Q2=z_0*z_3-z_1*z_2

l2=(random(R^1,R^{1:-1}))_{(0,0)}

l1=((gens p)*random(k^3,k^1))_{(0,0)}

P3=((gens p^3)*random(k^{10},k^1))_{(0,0)}

Q3=z_0*l1*l2+P3

C2=ideal(Q2,Q3)

decompose C2

I=Q2*p+ideal(Q3)

Famille E4

p=ideal(z_0,z_1,z_2)

Q2=((gens p^2)*random(k^6,k^1))_{(0,0)}

l2=(random(R^1,R^{1:-1}))_{(0,0)}

P3=((gens p^3)*random(k^{10},k^1))_{(0,0)}

Q3=(z_0*z_1-z_2^2)*l2+P3

C2=ideal(Q2,Q3)

I=Q2*p+ideal(Q3)

Famille E5
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l=ideal(z_0,z_1)

l1=ideal(z_0,z_2)

l2=ideal(z_1,z_3)

p1=ordipt()

p2=ordipt()

I=intersect(l^2,l1,l2,p1,p2)

Famille E7

p=ideal(z_0,z_1,z_2)

Q2=ideal(z_0*z_3-z_1*z_2)

Q3=((gens p^2)*random(k^6,k^1))_{(0,0)}

Q4=((gens p^2)*random(k^6,k^1))_{(0,0)}

S1=ideal(z_3*Q3+z_2*Q4)

S2=ideal(z_1*Q3+z_0*Q4)

p1=ordipt()

I=intersect(Q2*p+S1+S2,p1)

Famille E8

p=ideal(z_0,z_1,z_2)

Q2=z_0^2-z_1*z_2

Q3=z_2*z_3

Q4=((gens p^2)*random(k^6,k^1))_{(0,0)}

S1=z_0*Q3+z_1*Q4

S2=z_2*Q3+z_0*Q4

C2=ideal(Q2,S1,S2)

p1=ordipt()

I=intersect(ideal(Q2*p,C2_1,C2_2),p1)

Famille E9

p=ideal(z_0,z_1,z_2)

l=ideal(z_3,z_1)

Q2=z_1*z_0

Q3=((gens p^2)*random(k^6,k^1))_(0,0)

Q4=((gens p^2)*random(k^6,k^1))_(0,0)

S1=z_3*Q3+z_1*Q4

S2=z_0*Q3

C2=ideal(Q2,S1,S2)

p1=ordipt()

I=intersect(ideal(Q2*p,C2_1,C2_2),p1)

Famille E10

p1=ideal(z_0,z_1,z_2)

l=ideal(z_0,z_1)

I1=l^3+ideal(z_1)

C=ideal(z_0,z_1*z_3-(z_0+random(k)*z_1)*z_2+z_2^2)
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C2=intersect(C,I1)

I0=C2_0*p1+ideal(C2_1,C2_2)

p2=ordipt()

I=intersect(I0,p2)
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