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Introduction

Le groupe de ®EMONA, noté Bi(Pf), se situe a la croisée de la géométrie algébrique, des
systemes dynamiques et de la théorie des groupes. Il a &jét]'aes derniéres années, de nom-
breuses attentions dans ces différentes directions ;sciian exemple les travaux deoDGACHEV et
IskovskIkH ([DI09]), CANTAT ([Canll, Canld]), DILLER et FAVRE ([DFO01]), BLANC et CANTAT
([BC13h]), CANTAT et LAMY ([CL13]). Ce mémaoire est consacré a différents travaux sur le group
Bir(P¢.) des transformations birationnelles de I'espace projectihplexe, une bonne partie du texte
concernant le cas= 2.

Dans le premier chapitre on s'intéresse a la dynamique aesformations birationnelles @2.. On
affine un résultat de DLER et FAVRE ([DFO01]) sur la croissance des degrés des éIérrradEsBir(IP’?c),
i.e.sur le comportement de la suitéeg@’)ncn. Ensuite on s’intéresse a un probleme important tant en
dynamique réelle que complexe : la description des cesdtalirs des transformations de(Bf). On
finit ce premier chapitre avec I'étude d’'une famille tréscigle de Bi(IP%) gui se raméne a I'étude de
certains cocycles, domaine dans lequel il y a récemmentawdacées notables\(fi13a, Avil3b]).

Le second chapitre porte essentiellement sur les autorisanph d’entropie positive de surfaces
complexes, objets étroitement liés aux transformationBid@2 ). Dans la premiére section on fournit
des constructions explicites d’automorphismes d’engrgaisitive a partir d’éléments de BH%) don-
nés. Dans la seconde section on construit, via I'étude daissplongements de $2;Z) dans Bi(P2),
des groupes d’automorphismes de surfaces complexes igsbe®a SI2;7) dont tous les éléments
d’ordre infini sont d’entropie positive. La derniére sentide ce chapitre porte sur la dynamique des
applications rationnelles dans les espaces de matricesarmidére en particulier les transformations

M(2;C) --» M(2;C), M — AM?
ou A désigne un élément fixe de(@C).

Le dernier chapitre commence avec la description des tamations de petit degré de BP?%)
et se poursuit avec celle des transformations biratioesealke petit bidegré de SW%). On termine
par I'étude d’'un groupe analogue a &?%) en dimension supérieurég. le sous-groupe de BiPY.)

engendré par PGb+1;C) et I'involution (% L %) : on verra qu'il satisfait certaines propriétés

de groupe vérifiées par BIF2).






Définitions et Notations

SoientX etY deux variétés complexes projectives, lisses de dimensidsne transformation
rationnelle X --» Y est un morphisme d’'un ouveftl de X dansY qui ne peut pas étre étendu a un
ouvert plus grand. Ungansformation birationnelleg: X --+Y est une transformation rationnelle qui
admet un inverse lui-méme rationnel ; elle induit un isorhisme entre un ouvert d¢ et un ouvert
deY. Fixons un plongement projectif dé; alors on peut associer @le systeme linéairé\, sur X
donné par les préimages ppdes sections hyperplanes urOn appelldieu basede @le lieu base du
systeme linéairé\y; c’est une sous-variété dede codimension au moins 2 notése . Une seconde
sous-variété dX associée & est 'ensemble exceptionnale @, c'est le complémentaire de I'ouvert
maximal sur lequed est un isomorphisme local.

On désigne pafiaty(Pf) le projectivisé de I'espace d¢s+ 1)-uplets de polyndbmes homogeénes
de degré& en(n+1) variables :

Ratx(PE) = P{(, 1, ..., |@ € Clzo, 1, ..., Zn]k}-
Le degréd’un élémentp= (@ : @1 : ... : @) dePRaty(PL) est le degré deg. A un élément
0= (P Pi... ()
deRaty(P) on associe la transformation rationnelle

1
* =0(@: ... (), 0= .
v =dw:m ®) pgcd @o, @1, ..., n)
Soit @ un élément deRatc(P¢); on dit que@ = (@ : @ : ... : @) estpurement de degré si

les@ n'ont pas de facteur commun. L'ensemble des éléments putaesheadegrék est noté)%oatk(IP’g).
Alors queiaty(Pf) s'identifie a un espace projectif, I’espa&%ltk(IP’{&) en est un ouvert de ARISKI.
Un élément deRatk(Pg) ﬁatk(P{(‘:) s’écrit PY = (PWo : Py : PYs) ou W appartient & un certain
Rat,(PE), avecl < k, et P est un polynéme homogéne de degré . On note R&tPR) I'ensemble

des transformations rationnellesEf¢ dans lui-méme : c’est I’unionU %Oatk(IP’{é). C’est aussi la limite
k>1
injective desRaty (Pf.) avec

Raty(PL) = {¢" | @€ Raty(PL) }.

Remarquons que si I'élémegtde Raty(PR) est purement de degkealors @ s'identifie ag®; ceci
signifie que I'application

Rat(PL) — Ratg (PL)

Xi



Xii DEFINITIONS ET NOTATIONS

est injective. Dans la suite on utilisera la notatipraussi bien pour les éléments thaty (P{.) que
pour ceux deRaty(IP¢). De méme nous dirons abusivement qu’un élémertRde(Pf.) « est» une
transformation rationnelle.

L'espace R4P{) contient le groupe des transformations birationnelle®e.e. les transforma-
tions rationnelles qui admettent un inverse rationnel. @eEe est appelgroupe deCREMONA, ses
élémentgransformations deECREMONA ; on le note BifPg ). Il est parfois plus commode de travailler
dans les espacé8aty(Pf) que dans leSiatg(PZ). Aussi nous désignons p&ick(IP¢) C Raty(PR)
I'ensemble des transformatiopsieRaty (P ) telles quep® soit inversible et pa%oitk(IP’{g) C Biek(PR)
I'ensemble des transformations birationnelles qui sonéiment de degrk. On pose

Big(PL) = {¢" |9 € Bir(PP) }-
Le groupe de EEMONA s’identifie alors aU %oitk(P(?:). Si @ appartient a Bi(rIP%), alors deg =
k>1
degp!; ce n'est plus le cas en dimension supérieure. On introduit da notion de bidegré. $p
appartient a BifP¢.), n > 3, lebidegréde @ est le couplegdege, degyp1). On pose poun > 3
Birg.a (PL) = {@€ Bir(PR) | (degp.degp ) = (d,d') }

et on aBiry (]P’(?:) = Ud’Bird,d’ (]P’(?:)

Le lieu d'indéterminationde@= (@ : @1 :...: @) € Bir(P{) est le lieu des zéros communs dgs
on le note IndP. Dans ce contexte I'ensemble exceptionnelkpdest le lieu des zéros de detjacOn
constate quésiry(Pf) ~ PGL((n+ 1);C) est le groupe des automorphismesife Soit X le sous-

ensemble algébrique d&at(P))? défini par

X={(py) e (%atk(IP’(?:))z | o Y soit proportionnel aid= (zp:z1:...:2y)}
alors I'image de la premiére projection
pri: X = Rat(Pg), (@) — @

est algébrique et coincide avec I'adhérence ordinirg(PT) de Bivk(PR). L'ensembleRBicy (P1)
est un ouvert de ZRiskI de Birk(P{), pas nécessairement dense car, comme nous le verrons au
Chapitrelll pour (n,k) = (2,3), Birk(P{) n'est pas en genéral irréductible (notons qu'il I'est pour
(n,k) = (2,2)). Un argument classique de projection montre qfi@(IP’{g) est lui aussi algébrique et
ceci pour touk.

Sur I'espaceRiaty(IP{) on va considérer I'action naturelle, appeléenjugaison gauche-droite
(9.d.), de(PGL((n+1);C))? donnée par :

PGL((n+1);C) x Ratx(PR) x PGL((n+1);C) — Ratc(PL),
(A,,B) — AgB L

Notons que les ensemblégatk(IP’(%), Bivk(Pg) et %oitk(]P’(?:) sont invariants sous cette action. Nous
allons plus loin nous intéresser a quelques orbites de-celléorbite d’'un élémentp de Raty(PF)
sous l'action de PG((n+ 1);C) sous I'action g.d. est not&&().



CHAPITRE |

Dynamique des transformations birationnelles du plan progctif
complexe

Le degré d’'une transformation deREMONA n’est pas un invariant de conjugaison : en général si
@ et sont deux éléments de B]R(ZC) alors degp@—! # degy. Par contre la croissance des degrés est
un invariant de conjugaison : il existeet 3 deux constantes strictement positives telles que

adegy” < degyg'y ) < Bdegy’;

d’ou la notion suivante : lpremier degré dynamiqude@ e Bir(]P’%) est par définition ri95, RS97)
i 1/n
A@ = fim (degd)"".
Les inégalités\(¢) > 1 etA(p)" > degy” sont satisfaites ; de plus, pour tapsp dans BifP%) on a

M) = Aoy t).

DILLER et FAVRE ont étudié le comportement de la sujtegy”)nen :
Théoreme |.A ([DFO01]). Soitg une transformation d€EREMONA. Alors a conjugaison birationnelle
prés nous sommes dans I'une des situations suivantes :

e (deg@)nen est bornée;

o (degy")nen croit linéairement ep n’est pas un automorphisme ;

e (degy")nen croit quadratiquement @test un automorphisme ;

e (deg@)nen croit exponentiellement.

Dans la premiére partie de ce chapitre on précise le Théokémet on introduit un nouvel in-
variant birationnel qui nous permet de caractériser lesfoaimations birationnelles conjuguées a un
automorphisme d’une surface rationnelle projective l{gsei généraliseJF01, Theorem 0.4]). Une
guestion naturelle quand on s'intéresse a la dynamique esidul des centralisateurs des transforma-
tions considérées, ce sera |'objet du second paragrapffie.dams une troisi€me partie on se consacre
a I'étude des élémentgde Bir(P2) a croissance linéaire.

1. Croissance des degrés des transformations birationnel

Définition 1. Une transformation birationnellg: P2 --» PZ est
elliptique si (degq)nen €st bornée,

un twist deJONQUIERES si (deg’)nen croit linéairement,
untwist dHALPHEN si (degq’)nen Croit quadratiquement,
hyperboliquesi (deg@")nen croit exponentiellement.
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Lorsque@ est un twist de GNQUIERESOU d’'HALPHEN on dit aussi qué estparabolique

Exemples 1. e Une transformation d’ordre fini, un automorphismdPtéesont des transformations
elliptiques.

o Lélément: (20:21:2) --» (2022 2071 : z%) de Bir(IP’(ZC) est un twist de GNQUIERES

e Le prolongement d’'un automorphisme d€&XbN au plan projectif complexe est une transfor-
mation hyperbolique ; c’est par exemple le caszie z, : ) --» (2121 22 — 202 : 23).

e Considérons la transformation monomiale donnée danste afiinez, = 1 par

i @) - BhAD, m=| 2 3] esie)

La transformationpy est elliptique (resp. parabolique, resp. hyperboliquelt seulement si la
matriceM est elliptique (resp. parabolique, resp. hyperbolique).

Un petit mot sur la terminologie twist de3IQUIEREFHALPHEN : un twist de HNQUIERESpré-
serve un unique pinceau de courbes rationnelle5@[l]) et ce pinceau est birationnellement conjugué
a un pinceau de droitesGpd53). Or une transformation de KEMONA qui préserve un pinceau de
courbes rationnelles est classiguement apgeddsformation deJONQUIERES. Un twist d’'HALPHEN
préserve un unique pinceau de courbes elliptiques g0, DF01]) et ce pinceau est birationnellement
conjugué a un pinceau de courbes de degrég&c 9 points de multiplicité (voir [God53]). Ces
pinceaux ont été étudiés panHPHEN ([Hal82]) et sont appelépinceaux deHALPHEN .

DILLER et FAVRE ont donné une autre caractérisation des transformatidipticeles (DF01]) :
une transformatiopest elliptique si et seulement si elle est conjuguée a umaargghismap € Aut(S)
d’'une surface projective rationnelle S tel qu& appartienne a la composante connexe®fgit de
Aut(S) pour un certain entien (voir [DFO01]). Dans P] nous précisons les résultats deLDER et
FAVRE : dans le cas des transformations elliptiques nous montjoag est d’ordre fini ou S= IP(ZC.
Dans le cas twist dedNQUIERES(resp. d’HALPHEN) nous spécifions ce que signifie « la sydegq”)ncx
croit linéairement (resp. quadratiquement) ».

Théoreme 1.1([2]). Sipc Bir(IP’(ZC) est une transformation elliptique d’ordre infini, algrest conju-
guée aun automorphismeHé qui dans une carte affine bien choisie est de I'une des foruiesges :

o (20,21) — (020,Bz1) aveca, B dansC* et dans ce cas le noyau du morphisme
72 —cC*, (i)~ dpl
est engendré p4k,0) pour un certairk dansZ. ;
o (20,21) — (020,21 + 1) aveca dansC*.

Théoreme 1.2([2]). Un twist deJONQUIERES® € Bir(IP’(ZC) satisfait les propriétés suivantes :
e 'ensemble

{nmm degw:“w—l) ‘LIJ c Bir(]P’%)}

admet un minimun#@ €3IN;
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e il existe un entiea € N tel que
. de
iim 9897 _ 2 @)
n—+o N 2
de plusa =1 si et seulement  préserve un pinceau de droites.

Théoréme 1.3([2]). Considérons un twist HALPHEN @.

e L’'ensemble dequgy-)
. equg'y .o
{nL'TmT we B'“P@}
admet un minimunk (@) € Q.

e |l existe un entiea > 3 tel que

. degy® a?
nLIToo n2 _EK((p)'

De plus,a = 3 si et seulement $ préserve un pinceau HALPHEN.

On donne une interprétation géométrique du nonpjge qui s'avere étre un invariant de conju-
gaison birationnelle et permet de donner une caracténisdgs éléments de BF?2) birationnellement
conjugués a un automorphisme d’une surface rationneljegiiee lisse.

Considérons une surface projective lisse S; tout élémeetBir(S) admet une résolution

ol 1y, T désignent des suites d’'éclatements. La résolution esirditenale si et seulement si aucune
(—1) courbe de Z est contractée a la fois paet 1,. Lespoints basede @ sont les points apparaissant
dansTty ; ce sont des points de S ou infiniment proches. On rappelle’gasemble de ces points
forment le lieu baséase (@) de@; on désigne pali(¢) le cardinal debase(¢p). Remarquons que

b(@) =rgPidZ) — rgPiqS).
En particulier on a dong(g) = b(¢~1). On introduit la quantité
_ o (@)
u@) = fim ==
appelénombre dynamique de points baske ¢. Puisque pour toug, Y dans BifS) on a l'inégalité
b(@w) < b(@) +b(W), le nombrep(@) est un réel positif ou nul. De plus, a partir dép) = b(¢™?)
on obtientu(¢@") = |nu(@)| pour toutn dansZ. Par ailleurs soieng dans BifS) et @y: S--» Z une
transformation birationnelle entre surfaces projectlisses ; pour touh dansz, on a
—26(W) + b(¢") < b(WE'P ) < 26(W) + b(¢).
Par conséquent on a I'’énoncé qui suit.
Proposition 1.4 ([2]). Le nombre dynamique de points base est un invariant de caispiy
De plus, si@ € Bir(S) est conjugué a un automorphisme d’une surface projectsge,lialors
H(®) = 0.
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Soit @ une transformation birationnelle de S; un pgirt base(@) (infiniment proche ou non) est
persistants’il existe un entieN tel que

e p < base(q) pour toutk > N,
e p ¢ base(e¥) pour toutk > N.

Soit p ¢ base(@) un point de S ou un point infiniment proche. Considérons useluéon minimale
deo

z

ou 1, T désignent des suites d'éclatements. Le pgimntétant pas un point base del correspond
via Ty a un point de Z ou un point infiniment proche. En appliquanbn peut voir ce point comme un
point de S ou infiniment proche que I'on na® p). Remarquons que si, de plygp) n’est pas un point
base dey, alors(Wwe)*(p) = W*(¢°(p)). Bien sdr, sip est un point général de S, alagyp) = @(p) € S.
On peut donc définir une relation d’équivalence sur I'enderdbs points de S ou infiniment prochegs :
est équivalent § si et seulement s'il existe un entietel que(¢f)*(p) = q; ceci implique en particulier
que p n'est pas un point base d& et g n’est pas un point base @& *. Donnons une interprétation
géométrique du nombigy) :

Proposition 1.5 ([2]). Soitg une transformation birationnelle d’une surface projectigseS. Notonsv
le nombre de classes d’équivalence de points base petsistapm Alors 'ensemble

{6(¢")—vn|n>0} cZ

est borné.
En patrticulier,u(@) est un entier, égal\a

Par ailleurs la seconde assertion de la Propositibest une équivalence qui générali§s-p1,
Theorem 0.4] :

Proposition I.6 ([2]). Soitg une transformation birationnelle d’une surface projectisse. Les condi-
tions suivantes sont équivalentes :

* U@ =0,
e ( est conjugué a un automorphisme d'une surface projectsge.li

Donnons quelques applications :
e description des transformations birationnellesPdedont deux itérés distincts sont conjugués :

Proposition 1.7 ([2]). Soitgp e Bir(IP’(ZC) tel queq” et @" soient conjugués. Supposang # |n|;
alors @est elliptiqueA (@) = 1 et W) = O.

Si, de plus,@ est d’ordre infini, alorsg est conjugué a un automorphisme ]Hé qui est
dans une carte affine bien choisie de la forteg z) — (azy,z; + 1) aveca € C* eta™" =1
oua™N=1.

e non-existence de plongements de certains groupes clasgigins le groupe deREMONA :
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Théoréme 1.8([2]). Si|m| # 1 et|n| # 1 sont distincts, il n’y a pas de plongement du groupe de
BAUMSLAG-SOLITAR

BS(m,n) = (r, s[rs™r 1 =4&"
dans le groupe dEREMONA.

IDEE DE DEMONSTRATION Supposons qu'il existe un morphismppee BSm, n) dans Bil(IP’(%)
et quep(s™) soit d’ordre infini. En utilisant 'énoncé7 on peut détermingp(s™) puisp(r); on
en déduit que I'image du groupe engendré par ces deux tramsions est résoluble. Mais un
sous-groupe d’indice fini de B8, n) est résoluble si et seulementsi =1 ou|n| = 1.

U

e On peut caractériser a conjugaison birationnelle predéegpments de G(2;Q) dans le groupe
de OREMONA :

Théoréme 1.9([2]). Soitp: GL(2;Q) — Bir(IP’(ZC) un plongement. A conjugaison prés par un
élément d@ir(IP’%), il existe un entier impaik et un homomorphismge: Q* — C* tels que pour

tout{ i 3 ] deGL(2;Q) on ait
a b\ (x(ad—bc)_az+b
Pllcdal)™ (czy +d)k O ard)

2. Centralisateurs dans le groupe de EBEMONA

Un des probléemes majeurs en dynamiques réelle et compleleedescription des centralisateurs
des systémes dynamiques discrets. Aingild ([Jul68, Jul22]) puis RITT ([Rit23]) ont ouvert la voie
en montrant que I'ensemble

Cen{@gRatPt)) = {y € RatPf) | W= gy}

des fonctions rationnelles commutant a une fonction ratitla fixéeg est en général réduit a

@ = {@h|neN},

ol @y désigne un élément de Cé(pIRal(IP’}C)), sauf dans des cas trés spéciaux. Dans les années 60
SMALE pose le probléme suivant : un difféomorphisme générigusl — M d’une variété compacte
a-t-il un centralisateur trivial ? Autrement dit a-t-on

Cent(@; Diff*(M)) = {¢"|n€ Z}?

De nombreux mathématiciens se sont penchés sur cetteaquéatis différents contextes. Par exemple
PaLIs et Yoccozont démontré qu'il existe un ouvert den@ede I'ensemble des difffomorphismes
ANOsOV du tore ayant la propriété suivante : pour tqutlansQ, le centralisateur de est trivial
([PY89)). Nous allons ici nous restreindre au cas des transfoomsitbirationnelles du plan; nous
verrons que les techniques et les résultats sont diffésemiant quep est elliptique, un twist deaN-
QUIERES un twist d’HALPHEN ou hyperbolique.
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2.1. Commencgons par le cas des transformations birationndlipgqeies. Soientpy, ..., p7 sept
points ddP’% en position générale. Désignons gale systeme linéaire de cubigues passant pap;let
est de dimension 2. Sqitun point générique dé2 ; considérons le pincead, constitué des éléments
de L passant pap. Un pinceau de cubiques génériques a neuf points base ; antgefiic(p) le
neuviéme point base d&,. L'involution i qui & p associdg(p) ainsi construite est appelé@wolution
de GEISER. Elle est birationnelle et ses points fixes forment une euadn hyperelliptique de genre 3.
Lorsque les éléments de BP?%) sont d’ordre fini, tous les cas de figure peuvent se produie : |
centralisateur de I'involution

0: (z0:21:2) --+ (2122 202 : 2071)

est clairement non dénombrable alors que le centralisdtene involution de GISerest fini (BPV09)]).
Comme on I'avu au Théorentdl il existe des formes normales pour les transformationgibinael-
les elliptiques d’ordre infini ; ceci nous permet d’'établimoncé suivant :

Théoréme 1.10([2]). Le centralisateur d’une transformation birationnellépgtjue d’ordre infini est
non dénombrable.
Plus précisément le centralisateur de la premiére formaalerest

{(n(20),21R(z)) | R € C[zo], n € PGL(2;C), n(0z) = an(z) }
et celui de la seconde

{(n(20),21+R(20)) |n € PGL(2;C), n(az0) = an(z), R € C[zo], R(0z0) = aR(z)}.

2.2. Concentrons-nous désormais sur les twist dSQUIERES Le groupe de ONQUIERESest
le groupe des transformations birationnelleﬁP@epréservant un pinceau de courbes rationnelles ; on
le note J. Deux pinceaux de courbes rationnelles étanidrirallement conjugués, J ne dépend pas,
a conjugaison pres, du pinceau choisi. On peut donc supposenjugaison birationnelle prés que J
est, dans une carte affifie,z;) deIP%, le groupe maximal des transformations birationnellesskait
la fibrationz; = cte invariante. Une transformatiande J permute les fibres de la fibration donc induit
un automorphisme de la baBg, i.e. un élément de PG2;C) ; lorsque¢ préserve les fibresp agit
comme une homographie dans les fibres génériques. Le greugenduIERES s’identifie donc au
produit semi-direct PG(2;C(z)) x PGL(2;C) ; autrement dit tout élément de J est de la forme

_ (A(Zl)zo +B(z1) oz + B)
C(z1)20+D(z1)’ yz1+ 8

ou

A B a
[C D} € PGL(2;C(z)), { y g ] € PGL(2;C).
On désigne par prle morphisme de J dans P@;C). Les transformations de J qui préservent la
fibration fibre & fibre forment un sous-groupe distingué (lganode ps) noté ¢ ~ PGL(2;C(z)).

A @dans g on associe un élément de P@C(z)) notéMs. L' indice deBAUM-BOTT (par analogie

avec l'indice de Bum-BoTT d’un feuilletage BB70, GML97]) de ¢ est par définitionW onle

detM,
note BE).
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Un élémentpde $ est, a conjugaison birationnelle prés, de I'une des formieastes (P])

c(z1)20+F(z1)
o)

aveca dansC(z), b dansC(z)* etc, F dansC[z], F n’étant pas un carré. Un sous-groupe abélien
maximal non fini de gest (a conjugaison prés dang de I'un des types suivants

h={(n+az).n)|acC(@)}, In={(0b@z)n2z)|beC(z)},

¥ = {id — (2,21), (C(Zizi—i(;gzl),zl) ‘ce (C(Zl)}

ou F désigne un élément d&[z;] qui n'est pas un carréq]) ; plus précisément & conjugaison prés par
une transformatioria(z; )z, z1) ad-hoc on peut supposer gheest un polynéme a racines simples, ce
que nous faisons dans la suite.¢sést un élément dey et si Ab(@) désigne le sous-groupe abélien
maximal non fini de gcontenantp alors, & conjugaison pres, A est J, Jn ou F. Plus exactement

si@est de la formézy+a(z),z) (resp.(b(z)zy,21), resp. (C(Z;gi"i‘;;()zl),zl)), alors Ag) = J, (resp.

Ab(Q) = Jm, resp. Alig) = Jr).

Remarquons qu’un élément de J n'est pas nécessairementisindevdONQUIERES; c’est par
exemple le cas des transformations du type), 3z;) aveca, [3 dansC*. On peut caractériser sim-
plement les transformations deREMONA qui préservent une fibration rationnelle fibre a fibre et sont
des twist de ONQUIERES:

(z0+a(z1),27), (b(z1)20,21), <

Théoreme 1.11([4]). Soit@ une transformation d€EREMONA qui préserve une fibration rationnelle
fibre a fibre jp est un twist deJONQUIERESSI et seulement si I'indice dBAUM -BOTT de appartient
é(C(zl) ~C.

Considérons un élémentde } et une transformation rationnele= (¢o(2o,21),$1(20,21)) qui
commute ap. Si ¢ n'appartient pas a J, alogs = cte est une fibration invariante fibre a fibre gar
différente dez; = cte. Ainsi@ possede deux fibrations distinctes invariantes fibre a fibestedonc
périodique. En effet les intersections des fibres- cte etg, = cte génériques sont de cardinal fini,
uniformément borné ; or ces intersections sont invarigoae®. Autrement dit on a la

Proposition 1.12 ([4]). Soit dansl, ; alors
e Cent(@Bir(P2)) c J;
e OU @ est périodique.

A l'aide de cette propriété et des formes normales des élésnaeng on établit le fait suivant :

Théoreme 1.13([4]). Soit@ une transformation birationnelle ﬂ% qui préserve une fibration ration-
nelle fibre a fibre. Sip est un twist deJoONQUIERES alorsCent(@; Bir(PZ)) est une extension finie
deAb(q).

Remarque 1. Si @ appartient alou J, on obtient le résultat par calcul « direct ». Lorsgpest un
élément de @ on distingue les cas dég> 3 et ded~- < 3; ce qui géométriquement se traduit de la
facon suivante : on distingue le cas ou la courbe de points flge@ est de genre- 0 du cas ou elle est
de genre 0.
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Cet énoncé nous permet de décrire, a indice fini pres, lesatisateurs des transformations de
CREMONA qui préservent (pas nécessairement fibre a fibre) une unigpatidin rationnelle, question
étroitement liée a des problemes classiques d'équationsliiérences (voir I'idée de démonstration
de I'énoncé qui suit). Génériquement ces transformatiorisuo centralisateur trivial,e. réduit aux
itérés dep (voir [4]). En particulier on a le résultat suivant :

Théoreme 1.14([4]). Soitg une transformation birationnelle @% qui préserve une unique fibration
rationnelle. Le centralisateur deest virtuellement résoluble.

IDEE DE DEMONSTRATION Soit@ un élément de J Jy qui préserve une unique fibration ration-
nelle. Posons G= Cent(g; Bir(P2)). Considérons la restriction dejpi G qui & un élément du centra-
lisateur degp associe son action sur la base de la fibration. Posoaskerpr, .. On raisonne suivant
la nature de H. Si H est trivial, alors G est isomorphe zs((ay qui coincide ave®* x Z /27 ou est
abélien (isomorphe @ ou C*).

e Supposons que H soit de torsion.

Alors H est fini et G est isomorphe azpe) qui est un sous-groupe abélien de RGIC). En
effet, raisonnons par I'absurde : si H est infini, alors H esbgjugaison prés de la forme

Kan=(( %22 (o) [we )

ou a désigne un élément d&(z;) (éventuellement nul) €k un sous-groupe infini de racines de
I'unité avec la convention

Ko’/\ = <((.020,Zl) ‘ (VS /\>.

Par passage a I'adhérence derZskI on constate que commute aussi aux éléments du type
(0zp,21) aveca quelconque dang* : contradiction avec I'hypothése H est de torsion.

e Reste I'éventualité suivante : H n’est pas de torsion.
A conjugaison prés on se raméne ¥ =z + 1 ou p, (@) = az;. On va supposer queip) =
z;+ 1. Considérons un élément d’ordre infinde H ; puisque pi(@) est une translation, 'image
de py, est infinie et est a conjugaison preés de la forf+ 1,2 ) ou (0z,2;) ou a désigne un
élément deC* qui n’est pas une racine de I'unité. Supposons par exemgleigu (o +1,21). A
partir de la description de Ce(m; Bir(IP%)) > @, on obtient queps’'écrit (zo+a(z1),z1 + 1) pour
un certaina dansC(z;). Rappelons que Cefu; Bir(IP’(ZC)) est contenu dans J puisq@eréserve
une seule fibration rationnelle. Remarquons que si I'éqoaiux différences

f(Z]_) — f(Z]_ + l) = a.(Z]_)

possede une solution rationnelle, algrest conjuguée &zp,z + 1) qui préserve plus d'une
fibration. Cette remarque permet d'établir I'égalité : keyp= {(z0 + B,z1)|B € C}. La suite
exacte

0 — ker pp, — G —impry, — 0
donne une description de G. L'image dg gtant contenue dait le premier groupe dérivé de G
est abélien et G est résoluble.
O
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2.3. Etudions maintenant le cas des twists dll#HEN.

Proposition I.B ([Giz80Q]). Soit@ un twist dHALPHEN ; Cent((p;Bir(]P’%)) contient un sous-groupe
d’indice fini qui est abélien, libre et de rarg8.

DEMONSTRATION ([Can11]). A conjugaison birationnelle prés on peut supposer st une
transformation d’'une surface rationnelle S munie d’'unefibn elliptigue S— ]P’(lC et que cette fibration
est@-invariante. On peut de plus se ramener au cas ou la fibrattanieimale {.e.il n'y a pas de courbe
d’auto-intersection-1 dans les fibres) et donc au cas@est un automorphisme. La fibration elliptique
est I'unique fibration invariante par(voir [DFO1]). Il en résulte que cette fibration est invariante par le
centralisateur de et donc que Ceifip; Bir(S)) C Aut(S).

La fibration étant minimale, la surface S est obtenue enaérttlﬁg aux 9 points base d'un pinceau
de HALPHEN et son groupe de BRON-SEVERI est de rang 10. Le groupe AS®) peut étre plongé dans
le semi-groupe des endomorphismes dé3:Z) pour la forme d'intersection et préserve la clagég
du diviseur canonique qui n’est autre que la classe de ldifibralliptique. La dimension de I'hyperplan
orthogonal dKs| est 9 et la restriction de la forme d’intersection a cet hglagr est semi-négative :
son noyau coincide avefKg]. Il s’en suit que AutS) contient un groupe abélien d’'indice fini de rang
<8.

O

2.4. Dans [Canl]] CANTAT démontre que gp est un élément hyperbolique du groupe deeC
MONA et si y commute ap, alors il existe deux entiens) dansN* et n dansZ tels quey™ = ¢". Il
donne deux démonstrations de cet énoncé, I'une d’entre efiede nature dynamique et nous allons
en esquisser les grandes lignes. On dit (pL@Bir(IP’%) estalgébriquement stablei et seulement si
les orbites positived ¢'(p) |n > 0} des points d'indéterminatiop de ¢~ n'intersectent pas le lieu
d’'indétermination Ingp de@. On dit queg satisfait la condition deBEDFORD-DILLER sila somme

1

n; ANo® log(dist(¢(p),Ind))

converge pour toup € Indg~! ; autrement ditp vérifie la condition de BDFORD-DILLER Ssi les orbites
positives{@"(p) [n > 0} des points d’indéterminatiop de ¢~ approchent le lieu d'indétermination
de @ avec une vitesse « contrdlée ».¢sést une transformation birationnelle qui satisfait la dtbod
de BEDFORD-DILLER, alorsg posséde une infinité de points périodiques hyperboliquas Ipequels
variétés stable et instable s'intersecte®{P5, Duj06]). Un élément) de Cen(q); Bir(IP’(ZC)) permute
les variétés stable et instable des points périodiquesrbgligues deg; on conclut en utilisant le
fait que ces variétés sontaZIski denses. Dans I'éventualité agine satisfait pas la condition de
BEDFORD-DILLER d’autres arguments de nature dynamigue entrent en jeu, miengarlerons pas
ici. Plus récemment, avecLBNC, CANTAT précise son résultat comme suit :

Théoreme I.C ([BC13h]). Soit@ une transformation hyperbolique H’é Le groupe infini cyclique
engendré pap est un sous-groupe d'indice fini @ent(@; Bir (P%)).
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3. Twists de ONQUIERES et SL(2;C)-cocycles

Dans p] on poursuit I'etude de la famille de transformations baabelles(fy g)q g deIP’(ZC débutée
dans [12]. La famille (fy g)q p €St définie par

fap: PE --» P2 (20:21:2) - ((020+2)2: Bra(20+ 22) : 22(20+ 22))
oua, B désignent des nombres complexes de module 1. Les pointslédgg sont
(1:0:0), (0:1:0), (-1:a:1).
Les propriétés suivantes sont satisfaites oy génériques :

. Cenr( me;Bir(IP’(ZC)) est isomorphe & (voir [12]). Donnons une idée de la démonstratiofy 3
a un seul point base persistant fig;, le pointp= (1 :a: 1). Ce point est éclaté sur une fibre
de la fibrationz; = cte. Soity dans Cer(tfq,p,; Bir(]P’%)) ; puisquey contracte un nombre fini de
courbes il existe un entide (que I'on choisit minimal) pour quueI(';‘B(p) n'est pas contracté

pary. Quitte a remplacep par = quO'fI;l le point p appartient a Ind, g ; en d’autres terme$
permute les points d'indétermination dgg. Puisquep est I'unique point d'indétermination
persistant, il est fixé pap. Les parametres, B étant génériques I'orbite négative gesous
I'action de f, g est ZarIskI dense d’ou I'égalité) = id.

e Latransformationf, g est un twist de INQUIERESet ([6])

H(fap) = 1/2.

e Des domaines de linéarisation de rang 1 et 2 coexistent isleexn domaine de linéarisation ou
I'orbite d’'un point générique sous l'action dg g est un tore, un autre domaine de linéarisation
ou l'orbite d’un point générigue sous I'action cﬂ(%B est un cercle ).

On peut aussi voir la familléf g)q g SUrPE x PL ; les ensembleB x S3, ol

S% = {Z]_ S Pé‘: | |Zl| < p}
sont invariants. Les domaines de linéarisation évoquéségeinment peuvent étre précisés comme
suit :
Théoreme 1.15([12, 6]). Supposons que et[3 soient génériques.
(1) I existe un réel strictement positiftel que f, g est conjugué &azy,Bz) sur]P’(lC x D(O,r)
ouD(0,r) désigne le disque centré a Il'origine de rayon
Un tel domaine existe aussi au voisinage du p@int 1,0).
. , . . 1 1 2 1 1 . . s\
(2) Il existe un réel strictement positif tel que (5, Z_1> fu,B (5, Z_1> Soit conjugué %, %)
surP% x D(0,r').
Dans la carte affine = 1, on a

azp+271
tuplz) = ("2 P )
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on peut donc poursuivre I'étude de la transformatfgp en la regardant comme un cocy¢k®*, 3)
ou

a,p _ | a7
Rappelons quelques définitions. Un(@LC)-cocycle quasipériodiquest un coupléA, 3) ou 3 est

un nombre réel non nul et

A: ST — SL(2;C)
une fonction analytique agissant €iff x Si de la fagon suivante

(20,21) = (A(z1) 20,B22).
L'itéré n-iéme de(A, B) est not& Ay, nB) ou Ag(z1) = id et pourn > 1
An(Zl) = A(B”*lzl) .. .A(Zl) A,n(Zl) = An(BfnZl)il.

L’ exposant de.YAPUNOV du SL(2;C)-cocycle quasipériodiquéA, ) est donné par

L(A,B) = lim In||An(z1)||dzs.
N——-c0 gi

En utilisant les travaux d" LA on détermine I'exposant derhPUNOV du cocyle(A%P 3) :

Théoreme 1.16([6]). L'exposant deLYAPUNOV du cocycle associe & g est
e positif dés quep > 1;
e nuldes quep < 1.
Plus précisément, g est semi-conjuguée é“z.zf—ﬁ%,ﬁl/ 221) et I'exposant dd_yAPUNOV du co-
cycle(B%*,BY/2) ou
B = | § F ]
vautmax(0,Inp).

Avant de donner une idée de démonstration, voici quelquadtaés sur les cocyclesAfil3a,
Avi13b]). Si A€ C®(S71,SL(2;C)) admet une extension holomorphe #umz;| < &, alors poure| < &
on peut définiAs € C®(S1,SL(2;C)) par

Ag(Zl) = A(Zl + 18)
La fonctione — L(A¢,B) est une fonction convexe. On peut donc introduire la notianaglération :
Définition 2. L’ accélérationd’un SL(2;C)-cocycle quasipériodiquéA, ) est donnée par
1
w(AB) = lim —(L —L(A .
(A.B) = lim = (L(A.B)~L(AB))

La fonction exposant deMaAPUNOV est convexe et continue ; I'accélération est donc une foncti

semi-continue supérieurement €it(S1,SL(2;C)) x R\ Q. De plus 'accélération est quantifiée :

Théoréme I.D ([Avil3a]). Si(A,B) est unSL(2;C)-cocycle quasipériodique av€ce R\ Q, alors
w(A, B) est toujours un entier.

Une conséquence directe est la suivante : la fonatienL (Ag, 3) est affine par morceaux.VALA
introduit alors la notion de régularité :
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Définition 3. Un cocycle(A,B) € C®(S1,SL(2;C)) x R\ Q estrégulier si € — L(A¢,B) est affine au
voisinage de 0.
En d’autres termefA, 3) est régulier si pour towd petit on a

L(Ae,B) — L(AB) = 2rew(A, B).
IDEE DE DEMONSTRATION DUTHEOREMEI.16. Les cocyclegAP, B) et(B*P, B%/2) étant conju-
gués nous allons nous concentrer @ft°, 31/2). On lui associe le S2;C)-cocycle(B™P, B%/2) ou
~ 1
Ba’p(Zl) = —— Ba’p(Zl).

%

Grace a (fvil3a, Avil3b]) on montre queL(ENE"’p, BY/2) = 0 lorsquep est proche de 0 (resp. lorsgpe
est proche de-«) ; on utilise en particulier que les cocycles presque cotstsont réguliers, d’accé-
lération nulle. La quantification de I'accélération, lesitouité et convexité dé permettent d’établir
queL(B®P, B1/2) = 0 pour toutp. On conclut & I'aide de I'égalité

a,p pl/2y Ra.p nl/2 _
L(B™P,BY4%) = L(B*P,B )+/S%|m/a Zdzy

= 0+ max0,Inp).



CHAPITRE I

Dynamique en dimension2 et plus

Si X est un espace topologique £tin homéomorphisme s, I’ entropie topologiquede f, no-
tée Rop(f), est un nombre positif ou nul qui mesure la complexité duesgstdynamiquéX, f). Si X
est une variété kahlérienne compactef etn biholomorphisme suX alors I'entropie est donnée par
([Gro03, Gro03, Yom87])

hiop(f) = sup logd(f)
1<k<dimX

ol &(f) est le rayon spectral d& : H*(X) . Remarquons que lorsqie= P2 on ad;(f) = A(f).

L'étude des automorphismes des surfaces complexes cagspiientropie positive est étroitement
liée aux transformations birationnelles du plan projectimplexe. En effet considérons un automor-
phismeg sur une surface complexe compacte S d’entropie positiza((99))

e 0U bieng est birationnellement conjugué a un élément déﬁ%b (et dans ce cas S est ration-

nelle),
e 0U bien la dimension de BDAIRA de S est nulle e est conjugué a un automorphisme sur
'uniqgue modéle minimal de S qui est un tore ou une surface iK@ree surface de MRIQUES

Le cas des surfaces K3 a été traité danar[01, McM02, OgulQ, Sil91, Wan95]. Un des premiers
exemples dans le contexte des surfaces rationnelles esCdsiz : considérons une courbe sextique
générique avec dix points doubles da?@et la surface S obtenue en éclatant ces dix points. La sur-
face S est le quotient d’une surface K3 par une involutiom&tilutomorphismes de S proviennent des
automorphismes de la surface Kir [Cob61]).

Un autre exemple classique, d0 &MMER, est le suivant : soierft = Z[i| et £ = C/A. Le groupe
GL(2;/A) agit linéairement sut? et préserve le résealix A ; par suite tout élémerdl de GL(2;A\)
induit un automorphismdy sur £ x E qui commute a l'automorphisme= (izy,iz;). L'automor-

phisme fy se reléve en un automorphisnfig sur E x E/(1) qui est une surface deUMMER apres
désingularisation. De plus, I'entropie topologique’f@eest égale a deux fois le logarithme du rayon
spectral deM. Une construction analogue est bien sOr possible Avee ZJj.

Il y a des obstructions a I'existence d’automorphisme dtmie positive sur les surfaces ration-
nelles. En effet si S est une surface rationnelle munie ditoraorphisme d’entropie positive, alors la
représentation

Aut(S) = GL(PIC(S)) W

est d’image infinie et d’'aprédar87] de noyau fini; en particulier il n’y a pas de champ de vecteurs
holomorphe non nul sur S. Une autre obstruction est die@afa ([Nag6(q) : S estbasique i.e.

S est obtenue en éclataft en un nombre finN de points eN > 10. Expliquons briévement pour-
quoi N > 10. Raisonnons par I'absurde : considérons une surfaannatie S obtenue en éclatant
N < 9 points de]P’% et @ un automorphisme de S; supposons gug(fp) = logA > 0. Il existe alors

13
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8 € H2(S;R) tel que@'d = A8 etB? = 0 (voir [Can9d)). De plus@.Ks = ¢°Ks = Ks ol Ks désigne la
classe du diviseur canonique sur S. A partir de

(8,Ks) = (¢°6,¢"Ks) = (A6,Ks)

on obtient(8, Ks) = 0. Puisque la signature de la forme d'intersection sur $lgkt— 1) et que K >0
pourN <9, on ab = cKs pour un certairc < 0. Mais alorsp‘0 = 0 # A0 : contradiction.

Les premiéres familles d’exemples ont été construitespedéamment par MMULLEN et BED-
FORD-KIM via des méthodes distinctes(M07, BK09]). Les surfaces rationnelles qu’ils considérent
sont obtenues en éclatal en un nombre fini de points distincts et propredes automorphismes
proviennent de transformations birationnelles du tjpeavecA dans PGI3;C) et o I'involution de
CREMONA.

Dans la premiére partie de ce chapitre on donne une méthadeequet de construire des fa-
milles d’automorphismes d’entropie positive sur des sigfarationnelles a partir de transformations
birationnelles d@’% données ; on définit le nombre de paramétres d’une familleidaces rationnelles
et une approche pour déterminer ce nombre. Dans la secortike graconstruit des sous-groupés
de Bir(P2) satisfaisant les propriétés suivantes :

G est isomorphe a SR;7) ;

G préserve une courbe elliptique ;

tous les éléments d@ d’'ordre infini sont hyperboliques ;

a conjugaison birationnelle pr&est un sous-groupe du groupe d'automorphismes d’'une surfac
rationnelle.

Enfin dans la derniére partie de ce chapitre on expose unlteawrala dynamique des applications
rationnelles dans les espaces de matrices.

1. Construction d’automorphismes d’entropie positive sures surfaces rationnelles

Dans [L3] on construit de nouveaux exemples d’automorphismes decag rationnelles d’entropie
positive. La stratégie est la suivante : on se donne undaramation birationnellepdeIP’(C Le théoreme
de factorisation assure I'existence de deux enser‘rﬂaleﬂ;&z de points ddP’(C ou infiniment proches
tels 5 queyp peut étre relevé en un isomorphisme em%eeclate eril etIP>2 éclaté eriz La donnée dél
et Ez permet d’'obtenir des automorphismes de surfaces ratiesnéans I'orbite dep sous I'action
de PGL3;C) : soientk dansN et A un automorphisme dE% tels que

° EAl AEAZ, (A(p)AEAZ, (A(p)"‘lAEAz aient des supports disjoints,

o (AQFAE =¢;1.

De plus si ces conditions sont satisfaites par une famillerhorphe de tels automorphismes on
obtient une famille holomorphe de surfaces rationnellesdidhension au plus & dimPGL(3;C)).
Relever un élément de I'orbite desous I'action de PG(3;C) a un automorphisme est donc fortement

lié alarésolution de I équatiou(Ez) El ouu désigne un germe ( de blholomorphlsmdP@eenvoyant

le support deﬁz sur celui de&l Plus précisément Iorsqllg et Ez sont connus cette équation peut
étre résolue et fait intervenir des équations polynomidbass le développement deviLor deu aux

différents points dé\z.

1. i.e.non infiniment proches
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Nous introduisons la notion de famille holomorphiquemeiviale : soient? un ouvert deC",
(Aq)acwu une famille holomorphe d’éléments de P@GLC) paramétrée patl et ¢ une transformation
birationnelle ddP’(ZC. On dit que la famille(Aq®)qc¢; €stlocalement holomorphiqguement trivialesi
pour tout parametrey dans{ il existe une famille de matriceldly, € PGL(3;C) paramétrée par un
voisinage dexy telle queMg, = id et Aq@ = My 1(Aq,®)My pour touta proche dedo. Les exemples
de BEDFORD et KiM fournissent des exemples de familles non holomorphiquéernisales. Nous
donnons des exemples de familles holomorphiquementlass/ia

Théoreme 1.1 ([13]). Soita un nombre complexe non nul et distinct @leSoit Ay I'élément de
PGL(3;C) donné par
a 21-a) 24+a—a?
-1 0 a+1
1 -2 1-a
Considéronp= (xz+Yy*:yZ : Z°) € Bir(P2). La transformatior\, @ est conjuguée a un automorphisme

cIeIP’(ZC éclaté erl5 points. De plud\(Aq®) = ?’JFT\@ et la famille(Aq @) est localement holomorphique-
ment triviale.

On a un énoncé analogue lorsque C*, = (y?z: X(xz+Y?) : y(xz+y?)) et

20(371v/3+3) o —2(51\/3+11)
Aa=| 5(-154+11iv3) 1 —L&(51V3+11)
-2(2iv3+3) 0 0

Enfin dans la derniére partie d& nous proposons une définition du nombre de parameétres d’une
famille de surfaces rationnelles et une approche pourméier ce nombre. Nous utilisons pour cela
la théorie des déformations des variétés complexes coepedetkoODAIRA et SPENCER Si X est une
variété complexe compacte, udéformationde X est un triplet(X, 1, B) ou X et B sont des variétés
complexesjt: X — B une submersion holomorphe propre telle que la figesoit biholomorphe X
pour un certairb dansB.

Si (X,1B) est une déformation d€, le théoréme de fibration dMRESMANN implique queX est
c*-difffomorphe & x B au dessus dB. Une déformation peut donc aussi étre vue comme une famille
de structures complexes intégrab(és)ncg Sur une variété différentiable fixéé variant holomorphi-
quement aveb. L'outil clé de la théorie est I'application dedOAIRA-SPENCER: si (X, T, B) est une
déformation ety un point deB, I'application de KODAIRA-SPENCERde X enbyg est une application
linéaire

KShy (%) ThyB — HY(Xp,y, TXh,)
qui est intuitivement la différentielle de I'applicatidn— J, enbg. Si (X, 11,B) est une déformation de
variétés projectives, on montre que les noyaux dg(K$ ont génériquement la méme dimension et
définissent un sous-fibré holomorpkg de TB :

Proposition 11.2. Soit (X,1,B) une déformation d’une variété projective. Il existe un seasemble
analytique propr& deB et un fibré holomorph& surU = B\ Z tels que

e E est un sous-fibré holomorphe @ ;
e la fonctionb — h(X,, TXp) est constante st ;
e pour toutb dansB, Ey, est le noyau d&Sp(X).
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Ceci conduit naturellement a la définition d€X), le nombre générique de paramétres d’'une
déformationX :
m(X) =dimB—rgEy.
Lorsquem(X) = dimB on dit queX estgénériquement effectiveautrement dit poub € B générique
KSp(X) est injective. C’est un peu plus faible que d’exiger que [#éréntes fibres d& ne soient pas
biholomorphes @K10]) mais beaucoup plus facile a vérifier dans les exemplesretsic
Les déformations des surfaces rationnelles basiques aciteés a comprendre d’'un point de vue
théorique. Pour tout entiérdéfinissons la suite de déformatio®,, 1y,.5,) suivante :
e So est un point efo = P2 ;
o Spp1=X¢, Xp41 = Blyg, (X, x5, X¢) ou X, est plongé diagonalement dakis xs X, ety 1 est
obtenu en composant le morphisme d’éclatendg@ny — X, x s, X, avec la premiére projection.
Les variétéss, et X, sont lisses et projectives ; on peut en donner une intetimétgéométrique :
e pourl > 1, S, est 'ensemble des listes ordonnées de points (infinimeauhes ou non) d@%
de longueur

5@ - {pla p2> ey pf| pl S P(2C7 pi S Blpi,l,pi,z,m,plp(%}

e pour? > 1, X, est la famille universelle de surfaces rationnelles auwdeds.S; : pour toutg
danss,, la fibrerr;l(E) de danss; est la surface rationnelle #P?c paramétrée p&j.

Cette déformation estompléteen tout point des,, i.e. toute petite déformation d’une fibre dg
est localement induite pa¥ via une application holomorphe. Ainsi &k, 1,B) est une déformation
d'une surface rationnelle basique, toutes les fibres danmetinhvoisinage de la fibre centrale restent
rationnelles et basiques.

Il'y a une action naturelle de PGR8;C) sur.S, qui peut étre relevée suf,. Cette action peut étre
utilisée pour décrire I'application dedOAIRA-SPENCERde X, ; i § appartient &, alors K%(%g) est
surjective et son noyau est décrit par I'’énoncé suivant :

Théoreme I1.3 ([13]). Pour tout poinf des, le noyau dd(Sg(%g) coincide avec I'espace tangent?en
de l'orbite deg sous l'action dé*GL(3;C).

Il en résulte que pouf > 4, on am(X,) = 2/ — 8.

Lorsquel > 4, considérons I’ensembdgT constitué des poin%dejg tels qu’il n’y ait pas de champ
de vecteurs holomorphe non nul surg]B%. C’est un ouvert de ZrISKI qui est dense. Puisqug& est
complet les familles de surfaces rationnelles sans champgcteurs holomorphes non nuls peuvent
étre décrites localement comme le pull-backXepar une application holomorphe de I'espace des

parameétres dansg. On établit un moyen pratique pour calculer le nombre gguoérde paramétres de
telles familles :

Théoréme 11.4 ([13]). SoientU un ouvert deC", ¢ > 4 un entier etp: U — 52 une application
holomorphe. Alorsn(W*X,) est le plus petit entiet pour lequel pour tout € U générique il existe un
voisinageQ de0 dansC"-¢ et deux applications holomorphesQ — U etM: Q — PGL(3;C) telles
que

e v.(0) estinjective ;

e y(0) =0 etM(0) =id;
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e etY(y(t)) =M(t)w(a) pour toutt dansQ.

2. Groupes d’automorphismes isomorphes 8L(2;7Z)

Dans Pan0g I'auteur montre que si une transformation deeMONA hyperbolique préserve une
courbe(, alorsC est de genre 0 ou 1. Des exemples agate genre nul étaient connus mais I'existence
d’automorphismes d’entropie positive préservant unelmetliptique est longtemps resté un probléme
ouvert comme on peut le constater deux ans plus tard daits(/]. Dans le travail de MMULLEN
évoqué précédemmentMEMO7]) I'auteur construit des automorphismes de surfacesmadibes d’'en-
tropie positive correspondant a des éléments dgETER? qui préservent une courbe cuspidale (resp.
nodale). Néanmoins un automorphisme général d’une suréimamnelle correspondant & un élément
de CoXETER est d’entropie positive mais ne préserve pas de couid€0@]). Dans [1] on prouve
I'existence de groupes d’automorphismes préservant ungecelliptique tels que tout élément non
périodique soit d’entropie positive. Avant d’énoncer Isuléat rappelons quelques définitions.

Le groupe SI2;7) est engendré par

=loa] & =[50
et une présentation de 8;7) est la suivante
(v,s|s* = (v5)% = 1, 52(vs) = (vs)s?).
Rappelons que SR;R) agit sur le demi-plan supérieur
H={z+iz €C|zn,z €R,z >0}
par transformations de OBIUS

SL(2;R) x H — H, ({a b], >|_>azo+b

c d czp+d’
La structure hyperbolique dé est préservée d’ou une notion naturelle d’éléments d@,&) ellip-
tiques, paraboliques, hyperboliques Msappartient & S(2;R) on a

e M estelliptique si M est d’ordre fini;
e M estparaboliquesi M est d’ordre infini et de tracé2 ;

e M esthyperboliquesi M est d’ordre infini et de tracg +2.

Le groupe de EEMONA agit naturellement sur un espace hyperbolique de dimentioie ([Man86,
Canl11]). Ondit qu'un élément de B@]P%) est elliptique, resp. parabolique, resp. hyperboliquissi-I
métrie correspondante est elliptique, resp. paraboligase, hyperbolique GdIH90]). Cette définition
coincide avec la Définitiod (voir [Can11]). Un plongemen® de SL(2;7Z) dans Bi(IP%) est dithy-
perboliquesi tout élément d’ordre infini d®(SL(2;Z)) est hyperbolique.

Commencons par établir une propriété sur l'imagesti@ar tout plongement de $2;Z) dans
Bir(IP2). Avant rappelons les définitions d'involutions deNQUIERES d'involutions de BERTINI (les
involutions de &ISERont déja été introduites alR§l) et la classification des involutions de BH%C).
Soientpy, p2, ..., ps huit points déP’(zC en position générale. Considérons le pinceau de cubiqsssipa
par ces 8 points; il a un neuvieme point base que I'on ngpgraConsidérons un point générique

2. Tout automorphisme d'une surface rationnelle d’eneguisitive correspond a un élément du groupe der\Massocié
a la surface (fIcMO071]).
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deIP’(ZC ; il'y a une unique cubique(p) qui passe par leg; et p. La courbeC(p) est munie d’une loi de
groupe ayanpg comme élément neutre. Notoigd'involution qui a p associe-p; la transformationg
définit une involution birationnelle dEé de degré 17 appeléevolution de BERTINI . Les points fixes
deig forment une courbe non hyperelliptique de genre 4, de degvé®des points triples em, .. ., ps.
Rappelons maintenant la définition d’involutions dendUIERES Soient% une courbe de degre> 2
et p un point surg de multiplicitév — 2 (siv = 2, on choisit le point en dehors @. On suppose que
est 'unique point singulier d&’. Au couple(%’, p) on va associer l'unique involution birationnellg
qui fixe la courbez’ et préserve les droites passant paBoitmun point générique @2 ; notonsom, 'm
les deux points d’intersection, distinct gede la droite( pm) avec?’. La transformationyy associe au
pointmle pointigy(m) deIP’% satisfaisant la propriété suivante : le birapporngé,;(m), gm etry, vaut
—1. La transformationy; est unenvolution de JONQUIERES de degré, centrée erp et préservant’.
La normalisée de la courbe de points fixesgdeest une courbe hyperelliptique de gemre 2 dés que
v > 3 (par convention on dira qu’une courbe elliptique est hgflietique).

Théoreme II.LA ([Ber77, BBOQ]). Une involution deBir(IP’%) est a conjugaison birationnelle prés de
I'un des types suivants :
e un automorphisme de?. ;
e une involution deJONQUIERES;
e une involution deEBERTINI ;
e une involution deGEISER
Plus précisément I'ensemble des classes de conjugaisamdigions birationnelles est paramétré
par une variété algébrique dont les composantes connesegespectivement :
e I'espace des modules des courbes hyperelliptiques de gémeolutions deJONQUIERES) ;
e l'espace des modules des courbes canoniques de géimelutions deGEISER) ;
e 'espace des modules des courbes canoniques de deteetheta caractéristique nulle, iso-
morphes a une intersection non singuliére d’une surfacigealet d'un céne quadratique dd?@
(involutions deBERTINI).

Cette classification nous permet de caractériser 'imagdémelution centrales? :

Lemme 1.5 ([1]). Soit® un plongement d&L(2;7Z) dans le groupe dEREMONA. A conjugaison
birationnelle prés
e l'involution ©(s?) est un automorphisme . ;
e l'application ©(s?) est une involution d&JONQUIERES de degré3 fixant point par point une
courbe elliptique.

DEMONSTRATION. Posons G= ©(SL(2;Z)). Puisques® commute & S[2;7), le groupe G est
contenu dans Cef®(s2); Bir(P2)). L'involution ©(s2) est une involution deANQUIERES Raisonnons
par I'absurde : supposons g@és?) soit une involution de BRTINI ou une involution de GISER alors
Cen{©(s2); Bir(P2)) est fini (BPV09, Corollaire 2.3.6]) : contradiction.

Supposons qué(s?) ne soit pas linéarisable. Alo(s?) fixe point par point une unique courbe
irréductiblel” de genre> 1. Le groupe G préserve dofcet I'action de G suf induit la suite exacte

1——-G@ —>G—H-—1

ol H désigne un sous-groupe de AUt le groupe Gcontient®(s?) et fixe . Le genre dd™ étant
positif, H ne peut coincider avec/@(s?)) ~ 7 /27 x 7./37. Par conséquent’Gontient strictement
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(O(s2)), et par suite est infini et non abélien. D’apr&j/08, Théoréme 1.5], la courbie est donc de
genre 1. O

Lorsqu’on précise que le plongement est hyperbolique oematidténoncé suivant :

Théoréme 11.6 ([1]). Il existe des plongements hyperboliqu@s ©, et®s deSL(2;Z) dansBir(IP’%)
tels que
e pour touti le grouped;(SL(2;Z)) préserve une cubique liskeC P2 ;
e l'action de®, surl est triviale, I'action de®, surl” est engendrée par une translation d’ofdjre
I'action de®3 surl” est engendrée par un automorphisme d’oBiagec points fixes ;
e pouri =1, 2, 3 I'éclatement; — P2 de respectivemens, 10, 10 points dd” conjugued; (SL(2;Z))
a un sous-groupe d’'automorphismesle
La transformée stricte del surS est la seule courbe invariante ; en particulier I'orbiterd&iément
deS T est ou bien finie, ou bien den§eour la topologie d& ARISKI).
Dans les cas= 1, 2 on peut choisil” comme étant n’importe quelle cubique lisse, d’'ou l'exis-
tence d’une infinité de plongements hyperboliquesSté2;7.) dansBir(IP’(Zc) non birationnellement
conjugueés.

Avant d’expliqguer comment construire de tels plongemeaitsohs quelques rappels. Usierface
deDEL PEzzo est une surface projective lisse S telle que le diviseucantinique-K s soit ample. On
peut montrer qu’une telle surface &t x PL, ouP% ouPZ éclaté en X k < 8 points deP2 en position
générale (c'est-a-dire qu’il n'y en a pas 3 colinéaires,sisr une conique, pas 8 sur une cubique ayant
un point double en I'un de ses points). tegréd’'une surface de BL PEzzo S vaut(Ks)?, autrement
dit

e 8lorsque S= P x PL,

e 9lorsque S= P2 et

e 9—klorsque S est I'éclaté de2 enk points en position générale.
Une surface de BL PEzzo posséde un nombre fini de-1)-courbesj.e. de courbes isomorphesPd
et d’'auto-intersection-1; chacune de segs-1)-courbes peut étre contractée et on obtient alors une
surface de BL PEzzo de degré plus grand. Cés 1)-courbes sont de plus les seules courbes d’auto-
intersection négative.

Donnons maintenant des exemples explicites de surfacesd@EyYzo munies d’automorphismes
d’ordre fini. Considérons la surface d&eDPEzzo0 S de degré 1 définie par

S={(0:2:2:2) €P(3;1,1,2|F=B+naz+L+28};
on choisity € C suffisamment générique pour que S soit lisse. dautomorphisme de S d’ordre 6
donné pap(zp:z1:2:23) = (20 : z1: —jz2 : 73), il fixe la courbe elliptique décrite pap = 0. Notons
que lorsqueu varie, toutes les courbes elliptiques sont obtenues. Ohvgeilier que rgPi€S)? = 1
(voir [DI09]).
Soit S la surface de BEL. PEzzo de degré 3 donnée par
S={(n:7n:2:2)ePd|0Z+Z+23+2B+ W22z =0}

ol pdésigne un complexe tel que S soit une surface cubique 88865 définissons I'automorphisnpe
d’'ordre 3 suivant Y20 : 21 : 2 : ) = (20 : —z : iz : i°2) ; son itéré 3-iéme fixe la courbe elliptique
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2z = 0 et agit sur celle-ci par une translation d’ordre 3. Quandhrie, toutes les courbes elliptiques
sont obtenues. Ici encore rg P&}® = 1 (voir [DI09]).

Posons

S={(n:zn:2:2) P2 |Z+B+B+(z+1z)5 =0}

avecp dansC tel que S soit lisse ; S est une surface dELEPEZZO de degré 3. L'automorphisme
de S défini pap(zo: 21 : 2 : z3) = (120 : 21 : 2 : 73) satisfait les propriétés suivanteg? fixe la courbe
elliptique z3 = 0 et @ agit sur celle-ci via un automorphisme d’ordre 3 avec 3 gofixes. Lorsquel
varie, la classe d’isomorphisme de la courbe fixéegdarthange donc la classe birationnelleg@aussi
(par contre la courbe elliptique fixée ppt ne change pas de classe d’'isomorphisme). Cette fois aussi
rgPig(S)? = 1 (voir [DI09]).

Enfin considérons la surface deeDPEzzo de degré 2 donnée par

S={(20:72:2:2) EP(2,1,1;,) |3~ 4 = 27522+ 23) (22 + 1) }

oupe C~{0,1} et 'automorphismep(zp: z1: 2 : z3) = (20 : iz1 : 2 : z3) de S. L'automorphisme
préserve la courbe elliptiguag = 0, le rang de PiS)? vaut 1 et lorsqueu varie, on obtient toutes les
courbes elliptiques.

Dans [1] on définit des surfaces dedD PEzzo X etY de degré< 4, des automorphismes €
Aut(X), B € Aut(Y) d’ordre respectivement 6 et 4 tels qu et 32 fixent point par point une courbe
elliptiquely, Iy et

rg PigdX)® = rg PiqY)P =1
Quitte a contracter lgs-1)-courbes invariantes par les involuticm$et 32 on obtient deux morphismes
birationnels

X —=>Xa Y —=>VYs

ol X4 (resp.Ys) désigne une surface deeD PEzzo de degré 4 sur laquelle® (resp.?) agit de
maniére minimale. On montre que %)“3 (resp. Pi¢Y4)[32) est de rang 2 et engendré par les fibres
d’'un fibré en coniques suXy (resp.Ys). Si 'y et 'y sont isomorphes, il existe une transformation
birationnelle X4 --+ Y, conjuguanta® a B? et permettant d’obtenir un plongement ¢te ) dans le
groupe de @EMONA. On montre qu'il n'y a pas d’autres relations que celles is@@s par construction

1=0®=p*=a’p?,
autrement dit on montre que, ) ~ SL(2;Z). On calcule les actions dg, resp.f3 sur Pi¢X), resp.
Pic(Y) et sur une surfacg qui domineX etY et sur laquellex et agissent. Une telle surface existe
si le groupe engendré par I'action des deux transformasanta courbe elliptiqué fixée para® et 32

est un sous-groupe fini de Alit) (sinon on travaille sur la limite des groupes deA&RD). On s’assure
aussi que les plongements obtenus sont hyperboliglieBr@gposition 4.7]).

3. Applications rationnelles dans les espaces de matrices

L'itération des applications rationnelles est tres biempase en dimension 1, un peu moins en
dimension 2 et encore moains en dimension plus grande. CBmo{is nous proposons d’'étudier des
applications spéciales sur les espaces de matrices. Pardmgimplicité nous travaillons sur I'es-
pace M2;C) des matrices % 2 & coefficients complexes mais la majorité des résultatsisseht
généraliser sans probléme en dimension supérieure. Dgmennier temps NOUS NOUS iNtéressons aux
transformations compatibles a la conjugaisan,aux applications rationnellgsc RatM(2;C)) telles
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queAd(M)A~1 = d(AMA-1) pour toutA dans GL(2;C) et pour toutM ol cela a un sens. Puis on étudie
tout particulierement I'exemple le plus typigue

Pig: M(2;C) --» M(2;C), M M2
Pour finir nous considérons des déformations spécialdsJées applications
®a: M(2;C) --» M(2,C), M AM?

avecA dans Gl(2;C). Elles sont en général non compatibles a la conjugaisorori$ajue si a une
variable les transformatiors— 7 et z— aZ sont linéairement conjuguées la situation est dans notre
contexte plus compliquée.

3.1. Applications compatibles a la conjugaisonOn dit que¢ € RatM(2;C)) estcompatible a
la conjugaisonsi pour tousA, M dans M2;C) tels queM et AMA~! sont dans M2;C) . Ind¢$ on a

AD(M)A™L=p(AMA™Y).

Un exemple de ce type d’'applications est donné par les polgsdle matrices. Une des propriétés
immédiates de ces applications est la suivante gseiRatM(2;C)) une transformation compatible a
la conjugaison. Alors la sous-algébre déMC) des matrices diagonales

o {3 2]

est invariante pa#, i.e. (D~ Ind¢) C D. Cette propriété permet entre autres d'établir un critére d
birationnalité pour les transformations rationnelles patibles a la conjugaison :

Proposition 1.7 ([3]). Soit$ € RatM(2;C)) une application rationnelle compatible a la conjugai-
son ;¢ est birationnelle si et seulement si sa restrictign: D --» D l'est.

SoientX une variété complexe compactg; X --+ X une application rationnelle dominante £t
un feuilletage suK. On dit que¥ estinvariant pary siy* ¥ = F. Supposons qué soit défini par une
fibration,i.e. la feuille générique d¢ est la fibre générique d’'une application rationnglieX --» Y ;
siy*F = F, l'applicationy préserve la fibrationf . Sigo Y = g, on dit quel préserve la fibrationf
fibre & fibre

Au centreC = {AId|A € C} on peut associer la fibratiafl en 2-plans définie comme suit : g
désigne un élément de (&, C) \ C on définit?(M) comme l'unique plan contenaM et C; on peut
vérifier

e que le 2-plan?(M) n’est autre que I'ensemble des matrices qui commutdmt a

e et que le plan générique(M) est conjugué .

On en déduit que toute application rationnelle compatible éonjugaison préserve la fibration
en 2-plang? fibre a fibre (B]). La fibration ? est donnée par les niveaux de I'application rationnelle

a 20‘23). Considérons I'application Inv: k2;C) — C? qui & une matricél associe ses invariants

7
de similitude(trM,detM). Toute applicatiorp € RatfM(2;C)) compatible & la conjugaison laisse in-
variant le feuilletage associé a la fibration Inv. Plus mécient il existe une application rationnelle
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Sqd: C2 --» C? telle que I'on ait le diagramme commutatif suivant

M(2:C) -~ M(2,0)

|an/ lmv

2 _ _ _ 2
C s C

Réciproquement on peut se demander a quelle condition ieaton rationnelle deC? se reléve

a M(2;C) via Inv. Nous donnons la réponsé(Proposition 2.18]) : une application rationnelle

W: C%--»C?  (uv) - (S(u,v),T(u,v))

s’écrit Sgp pour une certaine application rationneflec RatM(2;C)) compatible & la conjugaison si
et seulement giS? — 4T ) oInv est un carré dans le corps des fonctions rationnél(esv). Evidemment
la transformation S| contient une grande partie de la dynamique de I'applicatigiale ¢. De plus$
est birationnelle si et seulement sidstest.

3.2. Dynamique de®yq.

3.2.1. Centralisateurs.Comme on I'a déja vu une facon de mesurer la complexité d'tarest
formation est d’examiner son centralisateur. La transétiom X»: P% — PL, z+— 22 joue un role
spécial dans la dynamique a une variable : elle a son ensaiebleLIA lisse et son centralisateur
n'est pas réduit a ses propres itérés. Il est donc naturebckérel les groupes Ceabyg; Aut(M(2;C)))
et Cenf®,q; Bir(M(2;C))).

Théoréme 11.8 ([3]). Le groupeCen{®q; Aut(M(2;C))) est isomorphe #GL(2;C) x Z/2Z. Le
groupeCen{®,q4; Bir(M(2;C))) est engendré par l'involutiokl — M~1 etCen{®,4; Aut(M(2;C))).

3.2.2. Fonctions invariantes.On désigne par Kb) le corps des fractions rationnelles invariantes
par¢ € RatM(2;C)). Autrement dit un élément de() est une fonction rationnelle: M(2;C) --» PL
telle que

fop = f.

Commedq laisse le feuilletage en 2-plafsinvariant, chacune de ses orbites est contenue dans un
certain 2-plan deP ce qui, au niveau algébrique, se formalise de la fagon st@\§3) Théoreme 3.1]) :

(a7
(oo (2522

3.2.3. Bassin d'attraction de la matrice nulle et points périodeguded,q. Avant d’étre plus précis,
rappelons qu’une sous-variété réellede codimension 1 dang" ~ R?" est diteL EvI-plate si son
champ d’hyperplans tangents complexéd/T= T,V NiTyV est intégrable. Ce champ induit alors un
feuilletage dé/ en sous-variétés complexes de dimengienl.

Le bassin d'attraction \)f(0) de O est constitué des matrices ayant leurs deux valeurs progres
module strictement plus petit que 1; son bord est I'ensemégematriced! ayant une valeur propre
de module 1 et I'autre de module plus petit ou égal adir([3, §3.1]). C'est une hypersurfaceek|-
plate décrite par 'ensemble semi-algébrique donné painkguationsR-polynomiales sur N2;C)
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suivantes :

2
(| det|2— 3jtr2| + 1) —Ljtr2— 4det2=0

|det|2—2jtr?|+1>0
|det| <1

Ceci va a I'encontre du cas des applications homogénesigaesgr Rappelons a cet effet que lorsque
f: CX — CX est une application polynomiale homogeéne, le bassin d&iitm de 0 est borné dés que
f~1(0) est réduit a 0 ce qui est le cas génériquemesit §p]).

Les points périodiques dgjq, exceptd, sont contenus dans le ba@/}{;(0) du bassin d’attraction
deO (voir [3, Proposition 3.3]). Leur adhérence e}, (Proposition 3.4])

OUAPUATUA?

ou
e N°={MeM(2;C)|detM =0, |trM| =1} ;

o A'={MeM(2;C)|(trM)?>—4detM =0, |detM| =1} ;

o A2={MeM(2C)| UM ¢ [0, 4], |detM| = 1}.

Notons que cette adhérence est un semi-algébrique dontiérpan disjointe

(trM)?
detM

{O}I_l{|trM|:l,|detM|:0}|_|{ e[O,4],|detM|:1}.

On remarqgue en particulier que la situation est bien diffirele la dimension 1 : en effet 'adhérence
des points périodiques de I'applicatiar> z° coincide avec le bord du bassin d’attraction de I'origine
auquel on ajoute l'origine.

3.3. Perturbations des applications monomiales compatibk a la conjugaison.Nous considé-
rons des transformations spéciales qui possédent a larfaentralisateur suffisamment gros tout en
préservant une dynamique plus riche que cellédeLes applications monomiales de degré 2

M — AMAMAg, A € GL(2;0),
sont conjuguées a celles du typ®12B. Nous allons nous concentrer sur le cas spé&ialld, i.e.
Pa: M(2;,C) = M(2;C), M AM2

Remarquons qu@s*®aop)(M) = (P~AP)M?; on peut donc prendié sous forme dedRDAN. Dans
un premier temps nous allons considérer leAa$agonalisable puis le casnon diagonalisable.

3.3.1. Cas diagonalisable On désigne par digdi,A2) I'élément de? dont les valeurs propres
sontA; etA,. On peut supposer qée= diag(A1,A2) ; remarquons que & = A, alors®a est conjuguée
a ®g via une homothétie. Supposons donc gueet A, soient distincts. A conjugaison prés par une
homothétie on peut se ramener aAlet 1,i.e. \y = A etA, = A~L. Bien quedy g, et g5 soient
conjuguées, la nature des points fixesijeet d|y assure quea et P4 ne sont pas conjuguées.
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Comme précédemment on s’intéresse au corps des foncticargaimesK (P,). Pour cela on étu-
die ®, au voisinage du point fixe didy~—1,\). La matrice jacobienne d&a en ce point fixe est

2 0 0 0
0 AA+AD 0 0
0 0 ALA+AY 0
0 0 0 2

Ainsi, pourA non résonnart le germe deb, en diagh—,\) est formellement linéarisable. Il s’en suit
gu’'a conjugaison formelle prés les fonctions méromorpbanélles invariantes par le germedg en
diag(A\~1,A) sont du typen(zy,/z3) avech rationnelle. Soitf dansk (Pa) non constante ; on peut vérifier
gue f est non constante sur le 2-plan= z = 0. Mais la restriction d&x a ce 2-plan est conjuguée a
(Z,Z) et les fonctions invariantes pé&g, z3) sont constantes d’'ou :

Proposition 1.9 ([3]). Pourh non résonant(®a) = C.

On peut aussi déterminer la nature des points périodiqueune part s'avére distincte de celle
de @4 et qui d'autre part varie suivant les valeursXdén obtient I'énoncé suivant :

Proposition 11.10 ([3]). Pourh générique I'adhérence des points périodique®gest constituée
e d'untoreSt x St,
e de deuS! x C,
e deO.

On vérifie en particulier que powr générique les points périodiques @ sont d’adhérence de
ZARISKI
{n=2=0u{znn=2=0}U{z=2=0}
alors que les points périodiques @g sont ZARISKI denses.
On peut aussi déterminer Céfita; Aut(M(2;C))) :

Proposition 11.11 ([3]). SoitA une matrice de la formdiag A,\~1) avec\® # 1. Le groupeCem(dJA; Aut(M (2;@)))
est engendré par les avecP diagonale ; il s’identifie £* agissant sui(2;C) de la fagon suivante

2
(20,21,22,23,00) — <20,0tzl, 5,23)

d

Les orbites de cette action sont aussi celles du champ dﬂurea'nvariantzlaiZl — g

3.3.2. Cas non diagonalisableOn se raméne a conjugaison prés & { ! . On peut décrire

1
01
les points fixes et périodiques dg, (voir [3, §4.2.1]) et son centralisateur :

Proposition 11.12 ([3]). SoitA la matrice[ é i ] Le groupeCent(dJA;M(Z;C)) est engendré par

lesop tels queP € Cent(A;M(2;C)).

3. i.e.pour) tel que PAYA+A"1)" =1, (p,q,r) € Z3, ait pour une unique solutiof®, 0,0).



CHAPITRE Il

Quelques propriétés algebriques des transformations bigonnelles en
dimensionn > 2

De nombreuses propriétés algébriques deé]}@'} ont été établies : description d’'un systeme de
générateurs et relationsS@V 65, 1sk83]), des sous-groupes finis{[09, Bla09]), des sous-groupes
nilpotents (L1]), des sous-groupes abéliens maximaux non dénombrabigsequet de caractériser
Aut(Bir(IP%)) (voir [9]), des endomorphismes de BIPEC) gui permet de montrer que le groupe de
CREMONA est hopfien (I0]), des sous-groupes de type fini qui permet d'établir queé]}%i) satis-
fait I'alternative de Tts ([Canl1]]) ... Par contre la situation est trés différente paur 3 ou il y a
peu de résultats mais néanmoins quelques-uns : étude degreayes algébriques de rang maximum
([Dem7Q), étude des sous-groupes fini®(p12, Prol3, Proll]), classification des morphismes de
PGL(r + 1;C) dans le groupe des transformations birationnelles d’uriétégprojective complexe, re-
marque sur les générateurs du groupe HeMONA ([Pan05), étude des transformations birationnelles
de petit bidegré fRV01, Pan97 Hud27], [14]).

Dans p] nous avons étudiir,(P2) et Birg(PZ) (nous en donnons un apergu al) §Biry(PZ)
est lisse, irréductible dans I'ensemble R&E ) etBivs(P2) est irréductible et rationnellement connexe.
Par contre‘Bitd(IP’?c) est réductible dés que> 4 (voir [BCMar]). Dans [Cre73] CREMONA étudie
trois types d’éléments d%itz(IP’%). Il'y en a en fait beaucoup plus AR, RONGA et VUST donnent,

a conjugaison gauche-droite prés, la liste des transf@ngbirationnelles de bidegi@,d) deIP’%, il

y en a 30 yoir [PRV01]). lls montrent en particulier qu%itz(P%) a trois composantes irréductibles
de dimension 11, resp. 13, resp. 14; la composante de diomefhsi (resp. 13, resp. 14) correspond
aux transformations birationnelles de bide@€?) (resp.(2,3), resp.(2,4)). Il y a peu de travaux en
bidegrés supérieurs, on peut néanmoins trouver une jafigibotion en bidegrég3,d) die a HUDSON
dans Hud27]; les invariants utilisés par cette derniére sont assezfidennent donc lieu a une clas-
sification relativement longue. Nous avons suivi son chemient pour 2 d < 5 et mis en évidence
deux cas oubliés. Comment ces familles se regroupentflesformer des composantes irréductibles
de Bil’gjd(ng) ? Dans [4] nous nous intéressons a cette question naturelle, ce’sbjetldu 8. En
dimensiomn > 3 le groupe de EEMONA n’'est plus engendré par P@i+ 1;C) et I'involution de QRE-
MONA ([Hud27, Pan99) ; de plus les outils utilisés en géométrie algébrique emedision 2 s'avérent
insuffisants en dimension plus grande. Par conséquentiééde BifPy) est beaucoup plus ardue
gu’en dimension 2 et les résultats beaucoup moins nombBans la derniére partie de ce chapitre on
consideére le sous-groupe de @}.) introduit par @BLE ([Cob61]) et engendré par PGh+1;C) et
l'involution de CREMONA en dimensiom.

25
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1. Transformations birationnelles de petit degré en dimenisn 2

Commencons par introduire trois exemples de transformatiirationnelles d@% de degré 2 qui,
comme nous le verrons, jouent un role particulier, il s'agi$ trois involutions suivantes :

0:P:-—sP2, (20:21:2) -+ (2122 2022 : 2024),
p:P2-sP2 (n:2:2) - (273 22),
et
T P2 P2 (20:21:2) -+ (B: 2002 — 2022).
Considérons I'application rationnelle detjac définie par
detjac :C(2,21,2]2 --» P(Clzo,21,2]3), @--» (detjacp=0).

80|t(p C3 - C3une application polynomiale homogéne de dengree)n noteqq les composantes
de @ et on suppose que_ pg(apd) 01, (pz) = 1. Lespoints critiquesde ¢ sont les zeros de detjqx;
ils forment IensembIeC(q)) Soit @: IP’Z > IP’Z I'application rationnelle induite pap; I'hypothése

pgco((po o, (pz) 1 assure queest domlnante. On désigne encore @ép) I'adhérence du lieu critique
de la restriction d@paﬂ% ~ Indg. Cet ensemble est une courbe algébrique propde>sR. Un calcul

local élémentaire montre qu& @) est exactement le projectivisé de?p).
Proposition IIl.1 ([5]). Soit un élément dBir(IP’(ZC) ; detjaap est contracté pap.

SoientA, B deux éléments de PG8;C) ; sigo= AoB (resp.9o= ApB, resp.9o= AtB), alors detjag
est I'union de trois droites en position générale (resmiino d’'une droite double et d’'une droite simple,
resp. une droite triple). Nous donnons un critére qui pexeedéterminer si une transformation qua-
dratique rationnelle est birationnelle :

Théoreme 111.2 ([5]). Soitg e f)ffatz(P%) telle quedetjaap £ 0. Supposons que contractedet jaap;
alorsdetjaap est 'union de trois droiteqpas nécessairement distinctes et non concourantes lelisgu’
le sony et est birationnelle.
De plus :
e sidetjaap est I'union de trois droites en position générale, alpest, a équivalence g.d. prés,
l'involution de CREMONA O ;
e sidetjaap est I'union d’une droite double et d’une droite simple, atpicoincide, a conjugaison
g.d. prés, avep;
e enfin sidetjaap est une droite triple, aloxg appartient & (1).

Corollaire 111.3 ([5]). Une transformatioxp deRaI(IP’%) appartient &'(o) si et seulement si elle admet
trois points d’indétermination.

Remarques 2. e Une transformation birationnellq;deIP’(zC dans lui-méme contracte detjpet ne
contracte pas d’autre courbe. On peut se demander si leeadiéébirationnalité du Théoreniée 2
est encore valable en degré strictement supérieur a 2;daséest non. On a dés le degré 3 des
exemples d'élémentp qui contractent detjagmais ne sont pas birationnels comme I'atteste la
transformationz, : 207 : Zz).
e Nous ignorons si un critére analogue a celui donné dans leréhelll.2 existe en dimension
guelconque ;PRVO01] devrait permettre de s’en assurer en dimension 3.
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Posons
53:= 0(0), 32:=0(p), st:= o).

Considérons une transformation birationnelle représepéég = ¢(¢y : (1 : ¢2) ou ¢, ¢; désignent
des éléments d€[z,z1,2)]1, les ¢ étant indépendantes. La droite= 0 est une « droite contractée
apparente » ; en effet I'action dESUF]P’% est évidemment celle de 'automorphisiftg: /1 : ¢2) de]P’%.
On noteraz? 'ensemble de ces transformations :

30 = {(bo: l1:42) |4, b € Clzo,21,2)1, (€0 : £1: £2) € PGL(3;C)}.
Les éléments dE° seront abusivement appelés linéaires ; en fait c’est Irabée
(29 = {¢" |9 =%
qui s'identifie & PGI3;C). On az° = 0(z(z : z1 : 2)) : & conjugaison g.d. prés un élément de la

forme (A s’écrit zpA' puis zpid. Cette approche permet de voir les dégénérescences detraagbns
guadratiques sur des applications linéaires.

Remarques 3. e Un élément d&' comptei points d’indétermination étcourbes contractées.
e Un élément d&' ne peut pas étre linéairement conjugué & un élémeht dé j £ i; par contre
ils peuvent I'étre birationnellement. Par exemple les lutons o, p et T sont conjuguées a des
involutions de PGL3;C).

On a les égalités suivante$|)
Biry(P2) = stUs2Us®, Biry(P2) = 20Usluz2Uss;

on peut étudier les conditions d’incidence entrelledkécapitulons toutes ces propriétés dans I'énoncé
suivant :

Théoréme lIl.4 ([5]). Les adhérences étant prises d%isg(IP’(zc) ona:

50750 s1=5%yst, 52 =35%stus?,
Biry(P2) = stUs2Us3, Biry(P2) = 23 =3°Ustus2use
avec
dim=° = 10, dimz! =12 dimz? =13 et dimz3 = 14.

On regarde Bif’2) comme sous-ensemble de R2$t) et on montre que :
Théoréme 1115 ([5]). L'ensembleBir,(P2) est lisse danSaty(P2).

Les conditions d’'incidence et le fait que chadiiesoit une orbite impliquent qu'il suffit de montrer
que I'adhérence dE2 est lisse le long d&°.

Comme on 'a ditBiry(P%) est lisse et connexe. Qu'en est-il en degré quelconque ?ermi@r
degré intéressant est le degré 3 pour la raison suivantpré&¥de théoreme dedTHERtoute transfor-
mation birationnelle s’écrit comme un produit

AGOALG...0A, A € Aut(P2);
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lorsque lesA; sont choisis génériquement le degré d'un tel élémentrefR@ur obtenir des applications
birationnelles de degrd qui n'est pas une puissance de 2, il est donc nécessaire sjuramesfor-
mationsA; soient assujetties a des contraintes. Le premier degrélpguel ce phénomeéne apparait
estd = 3. Dans les traités anciens on trouve une « description » rdasformations birationnelles
cubiques, description qui repose sur des considérationggdmétrie énumérative (nombre de points
d’'indétermination, configuration de courbes contractédsys proposons une liste de formes normales
a conjugaison g.d. prés5([86.2.3]), la connexité apparaissant en dernier lieu corsous-produit.
Les techniques utilisées sont pour la plupart classiqugsoldgie du complément de certaines courbes
planes, contraction des zéros du déterminant jacobiemMetibleureusement dés le degré 3 on ne dis-
pose pas de critere de birationnalité analogue a celuséitdin degré 2 comme ['atteste I'exemple
suivant : sig est la transformatiolz3z; : 073 : Z2z), le lieu d’annulation de detjagest bien contracté
alors quep n'est pas inversible. Toutefois giest birationnelle, la courbe detjge= 0 est contractée
par @ et ceci s’avére dans bon nombre de cas intéressant a exglies montrons qu’en degré 3 les
configurations possibles de courbes contractées sontnasrtanions de droites et coniques. La liste
des formes normales des élémentSide;(PZ) & conjugaison g.d. prés nous permet

o d'affirmer que le lieu exceptionnel d’'un élément « génériguest formé d’'une conique et de

guatre droites qui s'jntersectent sur un point de la conique

e et d'établir que dimBir3(IP2) = 18 (voir [5, Proposition 6.35]).
A conjugaison g.d. prés les éléments qui présentent la eoafign générique forment une famille &
deux paramétres : alors qu’en degré 2 il y a trois orbites igidl.y en a une infinité. A I'aide des formes
normales on obtient que la décomposition d&E™ER de tout élément d8irs(P2) fait intervenir au
plus huit fois I'involution de @EMONA ([5, Théoréme 6.40]). On note que toutes les configurations de
dégénérescence de I'élément générique n'apparaisserEpaegré 2 il y a déja un phénoméne ana-
logue : la configuration de trois droites concourantes rpastréalisée comme ensemble exceptionnel
d’une transformation birationnelle quadratique. L'adim@e ordinaire dg—.\ I’ensembleodes transforma-
tions birationnelles purement cubiques de configuratioréggue danSBitg(IP’%) est%itg(IP’(Zc) (voir
[5, Théoréme 6.38]). Nous montrons q‘&tg(ﬂl’%) est irréductible (en fait rationnellement connexe) ;
par contre alors qu%itz(IP’(zc) est lisse et irréductible nous obtenons gu’il n’en est pasiéme pour
Birg(P2) vu dansP2’ ~ Rats(PZ) (voir [5, Théoréme 6.39)).

2. Transformations birationnelles de petit bidegré en dimasion 3

Si @ est une transformation birationnelle @% on deésigne par, I'idéal engendré par leg,
par/\y C HO(OP%(d)) le sous-espace de dimension 4 engendré pap lespar ded,, le degré del,.
Parfois (par exemple dansl{id27]) le lieu basebase @ de Ay est appeld-lieu de @; ses points (resp.
courbes) sont appelées Ipsints fondamentaux(resp. lescourbes fondamentalgsou lesF-points
(resp.F-courbeg. Si/ est une droite générique, la préimagée gar @ est une intersection compldie;
soit (» I'union des composantes irréductiblesldesupportées par [E-lieu deq. On définitC; par liai-
son a partir d&% C I'y,. Remarquons que giest birationnelle, alorg; = @~1(¢).

On notepa(G) (resp.wg) le genre arithmétique dg (resp. le faisceau dualisant dg).

Remarquons que l'inégalité deg® < (degp)? mentionnée au début du chapitre provient du théo-
reme de BzouT qui assure que

(degp)? = deg(y + deg(, = degp 1 + deg(e.
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Continuons avec la terminologie utilisée panibsoON et nécessaire pour la suite de cette section.¢soit
un élément de Bifq(IP2). Pour tout sous-schémadeP?, on désigne pax 'idéal deX dansP3. Un
point p est unpoint doublesi toutes les surfaces cubiques/sigsont singuliéres ep. Un point p est
un binodes'il existe h dans.#, de degré 1 tel que tous les éléements\geappartiennent &- .7,. Un
point p est undouble point de contacsi tous les éléments d&, appartiennent é¢§+ (Q), avecQ de
degré 2 singulier ep. Un point p est unpoint de contactsi tous les éléments d&, appartiennent a
fpz+ ¢ ouS désigne une cubique lisse pnUn point p est unpoint d’osculationsi tous les éléments
de A\, appartiennent é¢|§+ s ou S désigne une cubique lisse @nEn appendice on reproduit en
partie une table qu’HDSON appelle “Cubic Space Transformations”, on la notertge hudson et on
désigne paf la i-eme famille deable hudson. Dans un second appendice on donne des constructions
de transformations birationnelles cubiqueslP@eé l'aide de Macaulay?2.

2.1. Les transformations birationnelles réglées.

Définition 4. Une transformation birationnellg de bidegré(3,d) estrégléesi la transformée stricte
d’un plan générique pag ' est une surface cubique réglée.

Désignons pategle; 4 I'ensemble des €léments réglés degﬁ(ﬁP%). Remarquons gu'il n'y a pas
de transformations birationnelles réglées de bide€gye) dés quel > 6. Détaillons un peu ces éléments
de Bir(IP’%) gui jouent un rdle crucial par la suite :

Lemme IILA ([14]). Soit @ un élément deBirgjd(IP’%). Désignons paF, le sous-schéma maximal
de dimension. localementCOHEN-MACAULAY debase@. Alors Fy est 'union d’une droité doublée
dansjP’% et de5—d autres droites qui intersectemtSon résiduel dartaise ¢ est un schéma de longueur
2d —4.

Considérons par exemple un élémenieregle; 5 dont le lieu base est constitué d’une droite double
& et de 6 points basp; en position générale. On bouge deux ggspar exempler, po, jusqu’a ce

que la droite(p; p2) intersected; la droite (pyp2) est désormais darigise Ay, et I'élément obtenu est
un élément générique aegles 4. De maniére générale on peut montrer gu'on a les inclusiorarges

([14) :

teglegs C vegless, regleg 3 C veglesy, tegleg 4 C vegless (2.1)

Soientg un élément de Birg(P2) tegleg 4 et une transformation birationnelle réglée. Remar-
quons que les éléments dg n'ont pas de singularités isolées alors que ceu&glen ont. Il en résulte
gu’on ne peut pas spécialiser une transformation biragtbeméglée en une non reglée ; on peut aussi
montrer que la réciproque est impossible. Autrement dit bén@ncé suivant :

Proposition I11.B ([14]). L'ensemblexegles 4 est une composante irréductibIeBﬁegjd(IP’%) pour tout
2<d<5b.

Il y a d’autres composantes irréductibles degg(ﬂ%) pour 3< d < 5. Pour les déterminer on
décrit les transformations birationnelles de bide@gl) en utilisant un outil « standard », la suite de
liaison, et des propriétés qui en découlent.

2.2. Suite de liaison.Rappelons le résultat fondamental suivant :
Lemme lll.C ([PS74). Sil1UT, est une intersection compléte, alors on a
0— wr;, — wryur, — Or, ®Wr,ur, — 0 (2.2)
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Remarquons que gi est une transformation rationnelle E% de degré 3 et di est un hyperplan
deIP%, alorswe,ue, = Oque(2h) et (2.2) se réécrit comme suit (poue {2, 3})

0— Wg — OCluCz(Zh) — Oc3fi(2h) —0 (23)

On en déduit un critére de birationnalité4]) : la transformationp € Rats(P2) est birationnelle
si et seulement si

1=3degai— ) long(SNG)py— > long(SNGi)ip)

pecinc peF-points
isolés

ou lesF-points isolés désignent les composantes irréductibledirdension 0 debase @. Lorsque le
genre arithmétique dé; est petit, on peut décrirg., :
Proposition I11.6 ([14]). Soitg une application birationnelle de bided@d).

Supposons que ne soit pas réglée et qug((C1) =0, i.e. ( est lisse Alors

e d<6;

e deg(, =9—d etpa((2) =9—2d.

Supposons ques(C1) = 1 et que2 < d < 6. Alors

e il existe un point singuliep de C; qui est indépendant du choix dg;

e sid < 4, toutes les surfaces cubiques/sigsont singulieres ep;

e deg(z =9—d, pa((2) = 10— 2d et (» est sur une unique quadrique ; plus précisément

Ie, = (Q,51,...,5d4-2)
oudegQ = 2 et ou lesS; sont des cubiques indépendantes modulo
Remarque 4. L'avant derniére assertion est fausse lorsdueb.
2.3. Description des composantes irréductibles.

Theéoreme 111.7 ([14]). L'ensemblexegles 4 est une composante irréductible B’e&d(IP’%) pour tout
2<d<5.

En bidegrég(3,3) (resp.(3,4)) il y a une seule autre composante irréductible ; en bidey& il y
en a trois autres.

Avant de donner la démonstration de cet énoncé pour leddramstions birationnelles de bidegré
(3,3), donnons une description de Bi(PZ). On a déja étudié les élémentswgles 5 (Lemmelll.A);
supposons donc que le systeme linéaigassocié & Bir373(IP’%) contienne une surface cubigue sans
droite double.

e Si (7 est lisse, alors c’est une cubique gauche; il s’agit de largie famille detable hudson.
Dans ce ca® est dite déterminantielle.e. il existe une matricéM de taille (4,3) dont les coef-
ficients sont des formes linéaires et telle queoit donnée par les mineurs<38 deM. Son lieu
base est une courbe de degré 6 et de genre arithmétique 3.

e Sinonwe, = O, et (& est sur une quadrique décrite par la forme quadratiQuEtant donné
que Ruwg,(h) = 5 la courbe(; est une intersection complét, 3), I'idéal de (&, est(Q,S) et
il existe un pointp appartenant &, singulier pours tel que I, = pQ+ (S) (Propositionlll.6).
En termes d’invariants d’HDSON cette famille est stratifiée comme suit (conventidn,:L €
Clzo,21,22,23)1, P € Clzo, 21, 2)) :
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(1) Description deZs. Le point p appartient &Q et I'élément général dé, a une singularite
quadratique ordinaire ep; on peut choisirp = (2,2,2), Q = L1 + P, et S singuliére
enp.

(2) Description deF; 5 (cas qui n'apparait pas dafihle hudson mais qui devrait). Le poinp
appartient & (il est singulier ou non) et la cubique générique est sidgelenp avec une
forme quadratique de rang 2. En d’autres termpesst un binode et I'un des deux biplans
est contenu dang,Q. La cubique générique est singuliere avec une forme quadratique
de rang 2. La courbg> est de degré 6 et a un point triple qui est QurOn peut choisir
p=(20,21,22), Q= 20L1 + P, etS = zyz; L} + P5 singuliére erp.

(3) Description de£,. Le pointp est un double point de contact. On peut chaqisif (2,21,2),
Q singuliére ets = (202 — Z3)L1 + P singuliére erp.

DEMONSTRATION. Convention : sM est une matrice 2 4, on noteV; la matrice obtenue a partir
deM en rayant Igi + 1)-iéme ligne.

Montrons queZs C ‘E, alors queregles 3 C %o

Considérons la matric& donnée par

0 0 0
-1 — 0

n 0 -2

0 2 21

etB la matrice 3x 4 a coefficientdy; € HOOP%(l). Désignons paf!K le déterminant dé\, privée de
la j-iéme ligne et I&-iéme colonne ; leAl* engendren€|zy, z, z.],. Par ailleurs
detAg+1tBo) =t-S  (t?)
ou
S= (bp1 + bag) A — (g — ba) A% + (g — bop) A2 + bpgAL3 + bgoA?2 4 byy A3
est une cubique générique @®,z1,2)2. Pouri >0
defA+1B) =t(z1Q) (-1 (t?)
est I'équation d’'une quadrique générique conterf@r, 0,1). Ainsi la transformation
s (det(AothBo) : det(A; +1tBy) : det(A; +1tBy) : det(A3+th)>

t t t t

permet de passer d& a un élément général de.
La Propositionll.B permet de conclure. a

On peut aussi se demander si les adhérences de ces diff&rentposantes irréductibles se coupent ;
on a I'énoncé suivant :

Proposition 111.8 ([14]). L'adhérence decgles 5 intersecte I'adhérence de chaque composante irréduc-
tible deBirz 4(P2.).
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DEMONSTRATION. D’apres @.1) il suffit de montrer queegle 5 intersecte I'adhérence des trans-
formations birationnelles de bideg(® 4) qui ne sont pas réglées.
Considérons un élémemptc Bir374(IP>((3:) tel que(; soit 'union des quatre droites suivantes

5= (0.23), (n—tnn), h=(02), b(=(a2).
Posonsl; = (20,23) N (20— €22,21) N (20,23) N (21, 22). On peut Vérifier qude = (2021, 252> + €223, 23 23).

Soit I = 2021(20,21,22) + (322 + €202, Z323). Pourp, général la transformatiog. donnée par N py
est birationnelle. Ogy appartient aegles 5 et poure # 0 on a@: € Birz4 \ tegles 4 d'ou le résultat. [J

Notons Bikq,, (P3) I'ensemble des éléments de Ri(P3) \ regles 4 tels quepa(() = p2. On a
I'énoncé suivant :

Théoréme 111.9 ([14]). Lorsquep, € {3, 4}, alorsBir373,p2(IP’%) est non vide et irréductible ; sinon
Bir3’37p2 (P%) =0.

Sip, € {1, 2}, alorsBirz 4, (P2) est non vide et irréductible ; sin®irz 4, (P3) = 0.

Sip, € {—1, 1}, alorsBirss,, (P2 est non vide et irréductible. Par conBesso(P3.) est non vide
et a deux composantes irréductibles ; une de ses deux comeesst contenue daBi;r375,,1(IP’%).
Pour les autres valeurs gdg on aBir3,57,,2(IP%) =0.

3. Le groupe des transformations birationnelles engendréar le groupe linéaire et I'involution
standard

Considérons le sous-groupe de B} ) introduit par ®BLE dans Coblq
Gn(C) = (on, Aut(Pg))

ol o, désigne I'invqution(% L %) Ce groupe est aussi évoqué darsd27] :

"For a general space transformation, there is nothing tawansither to a plane cha-
racteristic or NETHERS theorem. There is however a group of transformationsedal
punctual because each is determined by a set of points, ahéctiefined to satisfy an
analogue of NETHERS theorem, and possess characteristics, and for which weata
up parallels to a good deal of the plane theory."

Remarquons gu’en fait les éléments @gC) ne sont pas « ponctuels »Bfi14]). Le théoréme de
NOETHER ([AC02, SAV+65]) assure qué,(C) coincide avec B(EP%) ; ce n'est pas le cas en dimen-
sion supérieure Gp(C) est alors un sous-groupe strict de @) (voir [Hud27, Pan99). Néanmoins
comme nous allons le voir par la sufa(C) partage de nombreuses propriétés ag(c) = Bir(P2).

3.1. Le groupeGp(C) n'est pas linéaire.

Proposition 111.10 ([7]). Le groupeG,(C) n’est pas linéaire : & est unC-espace vectoriel de dimen-
sion finie, il n’y a pas de représentation linéaire fidél&sdeC) dansGL (V).

Plus précisément on a I'énoncé suivant d0@RAULIER en dimension 2\oir [Cor]) et dont la
démonstration s’adapte en dimension supérieure :

Proposition I1.11 ([7]). Le groupeG,(C) n'a pas de représentation non triviale de dimension finie.

Remarque 5. Ces résultats sont aussi valables p@htk) ouk désigne un corps algébriquement clos.
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Lemme IIl.D. La transformatior(zozy—1: 1za-1: ... Zn-2Zn-1: Zn-12n . Z2) appartient &,(C).
DEMONSTRATION. Désignons paplatransformatior(zozn,l CZZn-1: ... Zn—2Zn-1'Zn-1Zn " zﬁ) ;
elle s’écrit aussii;0,a,0,a3 OU
w=(z-7n'zB-2!...%-7n.71.1-7%),
Q= (Znr1+%120 1202 ... 7 2),
a3=(20+Zn:2+% ... Zn2+Zn Za1— 20l Zn).
Il

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITIONIII.11. Onadapte la démonstration deRNULIER ([Cor]).
Il'y a une copie naturelle dd = (C*)" x Z dansG(C), ouZ agit par

0= (20Z0-1:Z1Z0-1" . 1202201120120 BR);
ceci correspond en coordonnées affines au groupe des traasfins du type

(0020Z_1,0121Z% 1,...,0n_2Zn 225 1,00 170 1)

avec(0o,071,...,0n-1,K) € (C*)" x Z.
Considérons une représentation linégireH — GL(k; C). Si p est premier et s, est une racine
primitive p-ieme de l'unité, alors on pose
gp=(2:21: ... Z01:8,'%), bp=(Ep20:&p21 ... 1 EpZn1: Z)
On remarque quip = [@, gp] commute ave@etg,. Sip(gp) # 1, alorsk > p (voir [Bir36, Lemme 1]).
Soit p un entier supérieur &; si on a une représentation arbitraireGn(C) — GL(k; C), la restric-
tion pgi(ni1,c) deca PGL(n+1;C) n'est pas fidele. Comme PG+ 1;C) est simpleg est trivial sur

PGL(n+ 1;C). On conclut grace au fait que les involution®d et o, sont conjuguées via I'application
birationnelley définie par

((z0+2n) |2|(2a —20) (2 +2n) ﬁ(z ~Z) .. (a1t ) ﬁ (z—2): .|£L(2a —Zn))
20 i1 iAno1 =

qui appartient &n(C) ; en effety s’écrit aussii;onaz ol a; etaz désignent les automorphismeslife
suivants :

w=(20+z:a+z:...  Z1+Zi ),
= (20—Z 21— Zn... 1 Zn-1— 201 2Zy).
O

3.2. Quelques sous-groupes d&,(C). Un automorphisme polynomiafp de C" est une transfor-
mation du type

(20,21, ,Z0-1) = (@0(20,21, -, Z0-1), 01(20, 21, - Zn-1), -+, Gh-1(20, 20, - Zn 1)),

avecq € C[z,z,...,2,-1], qui est bijective ; on désigngpar@= (¢, @1, ...,¢-1). L'ensemble des
automorphismes polynomiaux @& forment un groupe noté A(E").

Les automorphismes polynomiaux @8 de la forme(@o, @1, ...,¢h-1), OU@ = @ (Z,Z41,..-,Z0-1)
dépend uniquement d&, 71, ..., Z,-1, forment le sous-groupe d®NQUIERESJ, C Aut(C"). Un
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automorphisme polynomidlp, @i, ...,@1) avec tous lesy linéaires est uné&ransformation affine
Désignons par Affle groupe des transformations affine©n a les inclusions suivantes

GL(n;C) C Aff, C Aut(C").

Le sous-groupe Tame- Aut(C") engendré parpJet Aff, est appelégroupe des automorphismes
modérés Pourn = 2 on a Tamg= Aut(C?) (voir [Jun42]). On a Tame C Aut(C3); en effet I'auto-
morphisme de NGATA n'est pas modéré JUO4).

DERKSEN a donné un systeme de générateurs de Jduwér par exemplgvdEOQ]) : soitn> 3
un entier. Le groupe Tamest engendré par Affet par la transformation deodQUIERES

(ZO+221721722>"WZH71)'
Proposition 111.12 ([7]). Le groupeG,(C) contientTamae,.
En suivant la démonstration d&, [Proposition 5.7] on montre que :

Proposition 111.13 ([7]). Soientgo, g1, -.., gk des éléments génériques Aet(P{.). Le sous-groupe
deGy(C) engendré pago, 91, - - -, 9k €t0, est un produit libre

k+1
Tv. 2 2%(2)22).
En particulier(go0n, g10n, - .., gkOn) €St un sous-groupe libre & (C).
3.3. Le groupeG,(C) est parfait. Si G est un groupe etun élément de G, on désigne par
N(g;G) = (fgf *[f€G)
le sous-groupe normal engendré gatans G. On peut établir les propriétés suivantép ([
(1) N(g;PGL(n+1;C)) = PGL(n+1;C) pour toutg € PGL(n+1;C) ~ {Id} ;
(2) N(0n;Gn(C)) =Gn(C);
(3) N(g;Gn(C)) = Gu(C) pour toutg € PGL(n+1;C) ~ {Id};
qui nous permettent d’établir que :
Corollaire 111.14 ([7]). (1) Le groupeGy(C) est parfaiti.e. [Gn(C),Gn(C)] = Gn(C) ;
(2) pour toutp dansGn(C) il existe des automorphismesg, g1, ..., gk dePg. tels que
0= (goongal) (GlonGIl) e (gkanEl)-

3.4. A propos des automorphismes dBir(P%). Considérons une variété complexe projecie
et son groupe de transformations birationnelleg®ir. Le groupe des automorphismes du cdtpegit
sur Aut{C") (resp. BifM)) : sig est dans AUtC") (resp. BifM)) et sik est un automorphisme du corps
C on désigne pdrg I'élément obtenu en faisant agirsur les coefficients dg.

En 2006, on a décrit le groupe d’automorphismes de @it :

Théoréme III.E ([8]). Soit¢ un automorphisme dut(C?). Il existe un automorphisme polynomial
J deC? et un automorphisme de corpgels que

o(f) =%(wfy™)  VfeAut(C?).
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Puis, en 2011, RAFT et STAMPFLI ont montré que la restriction a Tapée tout automorphisme
de Aut(C") s’écrit de méme a l'aide de conjugaisons intérieures etdfaarphismes du corgs (voir
[KS13).

Méme si Bir(IP’(%) ne posséde pas de structure de produit amalgamé comni€ZAuwoir Ap-
pendice de CL13]) le groupe AutBir(PZ)) peut étre décrit et un énoncé similaire a celui du Théo-
remelll.E est obtenu dans9[. Il N’y a pas de résultats analogues en dimension supériengan-
moins dansCanl14] CANTAT classifie tous les morphismes (abstraits) de RGL1;C) dans BifM)
dés quek > dim¢ M. Avant de rappeler I'énoncé introduisons quelques natati®ig appartient a
Aut(PR) = PGL(n+ 1;C) on désigne palfg la transposée dg. Linvolution g — g = (‘g)* est
I'unique automorphisme algébrique extérieur de (&) (voir [Die63)).

Théoreme III.F ([Canl14]). SoitM une variété projective, complexe, connexe et lisse de diinen.
Soientk un entier positif ep: Aut(IP('E) — Bir(M) un morphisme de groupes injectif. Alans> k ; si
n = k il existe un morphisme de corgs C — C et une application birationnellg: M --» P{. tels que

Yp(e)y t="g VgeAut(P) ou  yp(g)w t=("g)" VgeAut(PR);
en particulieM est rationnelle. De plus giest un isomorphisme, est un automorphisme de corps.
On en déduit I'énoncé suivant :

Théoréme 111.15 ([7]). Soit$ un automorphisme dBir(P¢). Il existe une transformation biration-
nelley deP¢. et un automorphisme: C — C tels que
0(g) =" (W)  VgeGy(C).

DEMONSTRATION. Le Théoréméll.F implique que modulo I'action d’'un automorphisme du cdips
et conjugaison birationnelle

¢(g) =g VgecAu(Pg) ou ¢(g)=g’ VgecAut(Pg).
Déterminonsp(ay). Pour 0<i < n— 2 désignons par; I'automorphisme d@7 qui permutez; etz,_;
T=(20'210...121 21241 %42 ... ' Zn2.2 ' Zn).
Soitn la transformation birationnelle donnée en coordonnéesolgémes par
(207011217017 12022011 F ZaZn-1).
Ona
On = (ToNTo) (T2NT2) .- (Tn-2NTn-2)N
d’'ou
¢(0n) = (¢(10) ()9 (10)) (*(T)O(M)D(T1)) - - ($(Tn-2)d(N)P(Tn-2))$(n)

On peut vérifier que (Ti) = T;.

Déterminons maintenant(n). Supposons qué pci(n;1,c) = id. Soita = (do,ay,...,0,-1) dans
(C*)"; posondy = (AoZo, 0121, .., 0n-1Zn-1). L'involution n satisfait la relation suivanigg = &0 ol

B = (0o,01,...,a,%)). len résulte quep(n) = <izo,izl, N A %) pour un certairn dansC*.
Comme commute a
t=(2+lz+1,...,zv2+1,2, 1),
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I'image den par¢ commute &(t) = t. Par suitep(n) = (zo,zl,...,zn_z, %) Si b, désigne l'auto-
morphisme

(00— 2-2:...:20— )
alors¢(hn) = hp et la relation(f)ncrn)3 = id entraine quep(on) = On. Si §peL(nt1,c) COINCIde avec
g~ g, un argument similaire montre que la relati(ail(hn)¢(on))3 =id ne peut pas étre satisfaitel]

3.5. Simplicité deGp(C). Une famille algébriquede Bir(P{) est la donnée d’une application
rationnelleQ: M x P{. --» P{., ouM est uneC-variété, définie sur un ouvert dengede M x P, telle
que

e pour toutm e M lintersection Uy = UN ({m} x P{) est un ouvert dense den} x Pg,

e larestriction de ick @a U est un isomorphisme d& sur un ouvert dense dé x P{..

Pour toutm € M la transformation birationnelle --» @(m,z) représente un élémengt,(z) de
Bir(P¢.) appelémorphismede M dans BifP{.). La topologie de ZRiskI sur Bir(Pf), introduite par
DEMAZURE ([Dem7() et SERRE ([Ser1Q), est définie de la fagon suivante : le sous-ensertibtie
Bir(P¢.) estfermési pour touteC-variétéM, et tout morphismé/ — Bir(PP¢) la préimage d& dans
M est fermée. Notons qu’en restriction a ARt) on retrouve la topologie deARIsKI usuelle sur le
groupe algébrique AGP?. ). Rappelons que si> 2 et si G un sous-groupe non-trivial, normal, et ferme
de Bir(PY), alors G contient AUfP?) et PGL(2;C(z, 2, ..., 2.2)) (voir [Blal0]). En combinant le fait
que—id et o, sont conjuguées via un élément@g(C) (voir Démonstration de la Propositioh.11)
et la démonstration dé’pn99 Théoréme 1] on obtient que

Gn(C) C (Aut(Pg), PGL(2;C(20,21,...,7n0-2)))-
On en déduit I'énoncé suivant.
Proposition 111.16 ([7]). Le groupeG,(C), muni de la topologie d&ARISKI, est simple.

3.6. Dynamique des éléments d&,(C). Comme on l'a vu il y a un lien tres fort entre les au-
tomorphismes des surfaces rationnelles d’entropie pesiti les transformations birationnelles[[é@;
on a désormais de nombreux exemples de tels automorphi§thapifrell). Construire des automor-
phismes sur des variétés rationneldsde dimensiom semble bien plus compliqué dés gue> 3.
Les seuls exemples connus qui sont de plus d’entropie posifiparaissent dan®T13]. Tout au-
tomorphisme d’'une variété rationnelle de dimensioabtenue en éclatarft. en un nombre fini de
points est d’entropie nulleTful2, BC134]), on introduit donc la notion un peu plus souple de pseudo-
automorphisme. Une transformation birationnellg : M --» M est unpseudo-automorphisme’il
existe deux sous-ensembigs S, deM de codimension> 2 tels quedy : M\ S — M\ S soit biré-
guliére (DO88]). De maniere équivalent&)y est un pseudo-automorphisme si et seulemedh,set
CD,\*,ll ne contractent pas d’hypersurface. L'existence de psautmmorphismes provenant de transfor-
mations deG,(C) a été prouvée dan®f 14, BDK14].

SoientM une variété kahlerienne de dimensioet @: M --» M une application rationnelle. Pour
tout 0< p < non considére I'application induitg : HPP(M) — HPP(M). En général¢* )X # (¢€)*. On
dit que @ est p-stablesi 'application ¢ : HPP(M) — HP:P(M) satisfait (¢*)¢ = (¢¢)* pour tout entier
k. Toute transformation birationnelle d[% est 1-stable aprés modification; ce n'est plus le cas en
dimension supérieurel(n12, Thm 4.7]). Rappelons aussi q@e Bir(IP’(ZC) est 1-stable si et seulement
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si@ ! est 1-stable. Cette propriété n’est plus valable en dimersipérieure comme l'atteste I'exemple
suivant (non publié) di & G=pJ : 'automorphisme polynomiap de C3 défini par

o= (Z+N\a+an A\ 'Z+z.2) aAreCt
est 1-stable, maig ! ne 'est pas.
En s’inspirant def, Proposition 4.2] on obtient I'énoncé suivant.

Proposition [11.17 ([7]). Soitg un automorphisme dBf. dont les coefficients sont algébriquement
indépendants s@. Alors ga,, (resp.(gon) 1) estl-stable.

DEMONSTRATION. On désigne pag le point delP{. dont toutes les coordonnées sont nulles sauf
lai-eme et paE; I'hypersurface{z = 0}. ChaqueE; est contracté pas,, sure ; pour toutj > 0 le sous-
espace linéair&,NE,N...N Ei, de codimensiom; + 1 est "flopped" viao, sur un espace linéaire de
dimensionij + 1 passant pag,, €, - -, &;-

Soitg = (gooZo+ 90121+ - - - + GonZn : 91020+ 91121+ - ..+ G1nZn : - .. I G020+ Gn1ZL+ - ..+ GnnZn) UN
automorphisme dBf. tels que leg;j soient algébriquement indépendants@uBupposons qué soit
un hyperplan contracté péaga,)‘** sur un pointp, 'entier ¢ étant minimal. Par suité/ = (gop )’ # est
contracté sugon, et’H C {zp=0}U{z =0} U...U{z, = 0}. Supposons par exemple gie= {z, =
0} ; alorsp= (gon: g1n: - .- - gnn). Pour toutk > 0, on peut écrirégo, )k sous la forme@ : @ : ... : @),
les@ désignant des polyndmes en fgsles coefficients deg sont des polyndmes universels dont les
coefficients dépendent des variabigs, go, - - ., gnn. Puisque legj; sont algébriquement indépendants
surQ, (gcrn)"(p) n'est contenu dans aucliy, NE;, N...NEj;, k>0, etgo, est 1-stable.

Un argument similaire permet d’obtenir I'énoncé pogo,) 2. O
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nombre| bidegré| D.p. de| binode| D. p. point point de pts F-courbes
contact d’osculation| contact | ordinaires
1 3-2 12,11, 12,13
2 3-3 . ws (genre 3)
3 ~ 1 ws = O? (genre 3)
4 1 : wg = O* (rationnelle)
5 * 2 |21 Ill |2
6 3-4 - 1 ws (genre 1)
7 - 1 1 ws = 02 (genre 1)
8 : 1 1 ws = O3(2) (rationnelle)
9 1 . 1 QBEO%,|1501,|2501
10 1 1 1 wp = 0102, | = 010, (osculation)
11 4 12,1y

Transformations birationnelles de bideg(8s2), (3,3) et(3,4)

(014
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nombre| D.p. de| binode| D. p. point point de pts F-courbes
contact d'osculation| contact | ordinaires

12 . 2 w3 (rationnelle))
13 1 2 wg = 04 (genre 1)
14 . 1 2 w3 = O3 (rationnelle)] = O,
15 1 2 oy = 0%(2)
16 . 1 2 (,02501(1),|1EO]_(1),|2501
17 1 . 2 (x)3£01(2),|1£01
18 1 . 2 | = Oy (contact)]1 = 04,12 =04
19 . . 2 2 w3 = 0103 (rationnelle)] = 010,
20 : 1 1 2 w3=0%,11=01
21 1 . 1 2 | = 010, (contact)l; = 04,12 =01
22 1 1 . . 2 | =0102(1) (osculation)]; = Og
23 . . . 1 . wy (rationnelle)
24 : 1 1 wy = 02
25 . 1 . 1 wz = 0%(1),1 = 04(1)
26 1 . 1 . |1EO]_,|2£O]_, |3EO]_, |4EO]_
27 6 12

Transformations birationnelles de bide@825)
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nombre| D.p. de| binode| D. p. point point de pts F-courbes
contact d’osculation| contact | ordinaires
28 . 3 | (contact)|q
29 1 3 ws (plane, genre 1)
30 1 3 w, | =0,
31 1 3 | = Oy (contact)Jq
32 . 1 3 | = Oy (osculation)
33 . 1 g 3 (,02501(1), I EO]_
34 1 . 3 w3 = O%
35 1 . 3 | = Oy (contact)l; = Oq
36 . g 2 3 (,02501, I 50102
37 1 1 3 W = 01(1)02, | = 0102
38 . 1 1 3 | 50102, |1Eol(1), |2501(1)
39 1 . 1 3 | = 010, (contact) |1 = Oy
40 1 1 . . 3 | = 010,(1) osculation
41 . . . 1 1 l1, 1,13
42 1 1 1 w3 = 04 (rationnelle)
43 . 1 1 1 |1EO]_,|2£O]_, |3
44 1 . 1 1 w3 = O%(l)
45 1 1 1 wp =041(1),1 =04(2)
46 . 1 1 1 | = 0O4(1) (contact) )1 = O1
47 1 . . 1 1 |1EO]_,|2£O]_, |3EO]_
48 . . 2 1 1 I Eoloz,|1501,|2502
49 1 1 1 1 | =041(1)0O; (contact) ], = O
50 . 3 . 1 1 1 =003, 2 = 0304, I3=0:0,
51 . 1 . . w3 (rationnelle)
52 1 1 w3 = O%

Transformations birationnelles de bided836)
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nombre| bidegrés| D.p. de| binode| D. p. point point de pts F-courbes
contact d’'osculation| contact | ordinaires
53 3-7 1 . 4 | = O1 (contact)
54 . . 2 4 | = 0,0, 11
55 : 1 1 4 | =010, 11 = 01(1)
56 1 . 1 : 4 | = 010, (contact)
57 . . 1 1 2 )
58 . 1 . 1 2 wp = 04(1)
59 1 . . 1 2 [1=04,1,=01
60 . . 1 2 . =041
61 1 . 2 l1=041(1),1,=04
62 1 . 2 | = 041(1) (contact)
63 . 2 2 | =010,,11 =01
64 1 1 . 2 . [1 = O1(1)O2 (contact)
65 . 1 1 . 1 wp, =0,
66 1 . 1 1 1 =01(1),1,=04(1)
67 3-8 . 1 1 . 5 [ =010,
68 1 . 1 3 =0,
69 . 1 . . 2 1 =0,
70 . 1 1 . 2 I
71 : 1 , 1 - 2 | =04(1)
72 3-9 1 . 1 4
73 . 1 . 3 .
74 1 . 1 . 3
75 . 1 1 2

Transformations birationnelles de bideg(8s7), (3,8) et(3,9)
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ANNEXE B

Construction explicite de familles de transformations biationnelles
cubiques deP3,

Encore merci, merci, merci Fred!!!

restart

k=7Z7Z/101

R=k[z_0..z_3]
ordipt=()->minors(1,random(R~1,R~{3:-13}))
ordipt )

Famille ‘E3

p=ideal(z_0,z_1,z_2)

Q2=minors(1, (gens p)*random(R~3,R~{1:-1}))
Q3=minors(1, (gens p~2)*random(R~6,R~{1:-1}))
I=ideal(z_0*Q2,z_1*Q2,z_2%*Q2,Q3)

Famille ‘E35

p=ideal(z_0,z_1,z_2)

Q2=z_0%*z_3-z_1*z_2
12=(random(R~1,R~{1:-1}))_{(0,0)}
11=((gens p)*random(k~3,k~1))_{(0,0)}
P3=((gens p~3)*random(k~{10},k~1))_{(0,0)}
Q3=z_0%*11%x12+P3

C2=ideal (Q2,Q3)

decompose C2

I=Q2*p+ideal(Q3)

Famille ‘E,4

p=ideal(z_0,z_1,z_2)

Q2=((gens p~2)*random(k~6,k~1))_{(0,0)}
12=(random(R~1,R~{1:-1})) _{(0,0)}
P3=((gens p~3)*random(k~{10},k~1))_{(0,0)}
Q3=(z_0*z_1-z_2"2)*12+P3

C2=ideal(Q2,Q3)

I=Q2*p+ideal (Q3)

Famille Es

45



46 B. CONSTRUCTION EXPLICITE DE FAMILLES DE TRANSFORMATIOS BIRATIONNELLES CUBIQUES DEP%

l=ideal(z_0,z_1)
li=ideal(z_0,z_2)
12=ideal(z_1,z_3)
pl=ordipt ()

p2=ordipt ()
I=intersect(1~2,11,12,p1,p2)

Famille ‘E;
p=ideal(z_0,z_1,z_2)
Q2=ideal(z_0%*z_3-z_1%*z_2)
Q3=((gens p~2)*random(k~6,k~1))_{(0,0)}
Q4=((gens p~2)*random(k~6,k~1))_{(0,0)}
Si=ideal (z_3*Q3+z_2%*Q4)
S2=ideal(z_1*Q3+z_0%*Q4)
pl=ordipt ()
I=intersect (Q2*p+S1+S2,pl)

Famille Eg
p=ideal(z_0,z_1,z_2)
Q2=z_0"2-z_1%z_2
Q3=z_2%z_3
Q4=((gens p~2)*random(k~6,k~1))_{(0,0)}
S1=z_0%*Q3+z_1x*Q4
S2=z_2%Q3+z_0x*Q4
C2=ideal(Q2,81,82)
pl=ordipt ()
I=intersect(ideal (Q2*p,C2_1,C2_2),pl)

Famille Eqy
p=ideal(z_0,z_1,z_2)
l=ideal(z_3,z_1)
Q2=z_1%z_0
Q3=((gens p~2)*random(k~6,k~1))_(0,0)
Q4=((gens p~2)*random(k~6,k~1))_(0,0)
S1=z_3%Q3+z_1%*Q4
S2=z_0%*Q3
C2=ideal(Q2,51,582)
pl=ordipt ()
I=intersect(ideal (Q2*p,C2_1,C2_2),pl)

Famille E1o
pl=ideal(z_0,z_1,z_2)
l=ideal(z_0,z_1)
I1=1"3+ideal(z_1)
C=ideal(z_0,z_1*z_3-(z_O+random(k)*z_1)*z_2+z_2"2)
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C2=intersect(C,I1)
10=C2_0*pl+ideal (C2_1,C2_2)
p2=ordipt ()

I=intersect (I0,p2)
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