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Résumé — La classification des involutions birationnelles du planjgctif complexe remonte essentiellement a Bertini; cette
classification de nature géométrique permet difficilemantdnstruction explicite de telles involutions. Nous prepts une ap-
proche effective permettant d’associer a tout feuilletqgadratique une involution qui, dans le cas générique, eSaiser ; ce
sujet a déja été étudié par Geiser, Milinowski, Williams letdous présentons ensuite quelques expériences qui iperdudes
trivolutions a partir de feuilletages cubiques tres spécia
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1. Introduction

Dans ce texte on va donner une construction qui relie feagks de degré 2 (resp. 3) et involutions (resp. trivolgion
birationnelles. A un feuilletagg de degré 2 du plan projectif complexe, on peut associer wodLition birationnelle :

une droite générique d&?(C) a deux points de tangence ave¢ I'application 7, qui permute ces deux points est
une involution birationnelle dite involution associéera On relie les points éclatés pay et les points singuliers
de 7 ; les courbes contractées pagr et les courbes des points de tangence entet les pinceaux de droites passant
par les points singuliers dg ; I'adhérence des points d’inflexion de et 'adhérence des points fixes dg. On
montre que l'involution associée & un feuilletage quadtatigénérique d&?(C) est une involution de Geiser ; ceci
permet d’en donner des exemples explicites. On s'intéresgearticulier au feuilletagg; de Jouanolou de degré 2
pour lequel I'involution associée;, est une involution de Geiser; le groupe engendrérpaet le groupe d’isotropie

de 75 est un sous-groupe fini d’ordre 4on linéarisable du groupe de Cremona. Traditionnellehesribvolutions de
Geiser sont construites via la donnée d’un pinceau de cabign position générale (§3.2). Comme nous I'a indiqué le
referee la construction explicite de telles involutions J@s problémes qui lui sont connexes, a intéressé de nombreu
mathématiciens parmi lesquels il faut citer Weddle, Hags$¢, Chasles, Cayley, Geiser, Milinowski. Dans un article
écrit en 1920 Williams redécouvre et précise la démarcha demstruction de l'involution de Geiser associée a sept
points en position générala/fil20]) ; il en donne les dégénérescences, dégénérescenceagassorelles de la position

des points. Evidemment la lecture de cet article montrefiétie des connaissances sur le sujet mais présente une
certaine difficulté due en particulier a I'évolution du laigg et aux évidences propres a une époque dans un domaine
qui revient & I'ordre du jour.
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Réciproquement & une involution birationnelle- (11, I2) on peut associer le feuilletage décrit en carte affine par le
champ de vecteuréxf 11(X, y)) % + (yf I2(X, y)) %. Ce feuilletage est de degré pair @vecn > 1 et chaque droite

générique contient orbites distinctes suivart, c’est par exemple le cas pour les involutions de Bertiniesidrbites
sont arrangées en constellations de 4 orbites en aligne@erdegré 2 I'adhérence des points d'inflexion Heest
contenue dans I'adhérence des points fixes,deon verra que ce n’est plus le cas en degré supérieur : lebesde
points d'inflexion peuvent étre permutées par

Considérons un feuilletage de degré 3 suP?(C). Toute droite générique d&?(C) est tangente & en trois points.

L'« application » qui échange ces trois points est en génétalivaluée ; on donne un critére qui assure que cette
application est birationnelle ce qui permet de produireadesnples explicites. On considére en particulier le cas des
feuilletages homogénes génériques; I'éventuelle triiauassociée est nécessairement de Jonquiéres. On pdeduit
exemples qui permettent de construire des 3-tissus hezageurC?.

Remerciements. —Dans Wil20] on trouve le passage suivant : « However, Professor H. Ste/biwhom this paper
was refered, pointed out the subject had been well coveré&bliser and Milinowski ». Nous remercions le referee qui
nous a indiqué cette littérature ancienne et dont le comarerdtait proche de celui de White.

2. Quelques définitions et notations

2.1. Transformations birationelles. — Une transformation rationnelle: P?(C) --» P?(C) du plan projectif complexe

dans lui-méme est de la forme
(x:y:2)— (fo(x,y,2) : f1(X,y,2) : f2(x,Y,2)),

les f; désignant des polyndmes homogénes de méme degré sans tarteaun. Ledegréde f est, par définition,
le degré dedfj. Une transformation birationnellest une transformation rationnelle qui admet un inversenéme
rationnel. Legroupe de Cremonaoté BifP?(C)), est le groupe des transformations birationnelles du plajegptif
complexe. Ldieu d’indéterminatiorde f, ou encore I'ensemble dgwints éclatépar f, est le lieu d’annulation def;
on le désigne par Ird). Le lieu exceptionnebe f est 'ensemble des zéros du déterminant jacobieri;den le
note Ex¢f). On dit que les éléments de EXg sont lescourbes contractégrar f. Désignons par Fii ) 'adhérence
des points fixes dé; c’est une union de courbes et de points isolés.

Exemple 2.1 — La transformation diténvolution de Cremona

o: P?(C) --» P?(C), (X1y12) — (Yz: XZ: Xy)
est birationnelle de degré @n vérifie que
Ind(o) ={(1:0:0),(0:1:0),(0:0:1)}, Exc(o) = {x=0}U{y= 0}u{z= 0},

Fix(o)={(1:1:1,(2:2:-1),(1:-1:1),(-1:1:1}.

Le groupe de Jonquiéres) est le sous-groupe maximal de [B#(C)) formé des transformations préservant la fibra-
tiony = cte,i.e.

dJ= PGLy(C(y)) x PGLy(C) = {(a(y)X+ b(y) ay+ B) | { a b

a B
cyx+d(y) Wt c d ] € PGLy(C(y)), [ y 3 ] EPGLZ((C)}.

On appelletransformation de Jonquierésute transformation birationnelle préservant une fibratiationnelle, ceci
étant justifié par le fait que toute fibration rationnellel@sationnellement conjuguée a la fibratipe- cte. Lorsque la

B

matrice o
y o

} représente l'identité, on dit que la transformation cqreeslante respecte la fibration fibre a fibre.
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2.2. Feuilletages. —Un feuilletage holomorphg de codimension 1 et de degréurP?(C) est défini par une 1-forme
du type

W= u(x,y,z)dx+ v(x,y,z)dy + w(x,y, z)dz,
oulu, vetw sont des polyndmes homogénes de degrél sans composante commune vérifiant I'identité d’Euler :
XU(X,Y,2) + yv(X,,2) + zZw(X,y,z) = 0.
Le lieu singulierSing(¥ ) de ¥ est le projectivisé du lieu singulier de
Singw) = {(x,Y,2) € C3|u(x,y,2) = v(X,Y,2) = W(X,Y,2) = O}.

En restriction a la carte affine= 1 la 1-formew s’écritu(x,y, 1)dx+ v(x,y, 1)dy = Udx+ Vdy + @(xdy — ydx) ot U etV
sont des polyndmes de degré au phet @ un polyndme homogéne de degré

Soientf un feuilletage de degrésur le plan projectif complexey une droite générale @tun point dep non singulier
pour ¥ . On dit ques esttransvers@® enpsilafeuilleLp de ¥ enp est transverse @ enp; sinon on dit quep est

un point de tangencentreD et ¥ . Le degrév de ¥ est exactement le nombre de points de tangence eniter .

La classification des feuilletages de degré 0 ou TP8(€) est connue depuis le XFR®siécle (Dou79). Un feuilletage

de degré 0 suP?(C) est un pinceau de droites. Tout feuilletage de degré 1 sulale grojectif complexe posséde
trois singularités comptées avec multiplicité, a, au moime droite invariante et est donné par une 1-forme fermée
rationnelle (dit autrement il existe un polynédme homogete quew/P soit fermée); les feuilles sont les composantes
connexes des « niveaux » d’une primitive de cette 1-former P& 2 peu de propriétés ont été établies, si ce n'est la
non existence générique de courbe invariartely9, CLN91).

Un point régulierm de # est ditd’inflexion (pour ) si Ly a un point d’'inflexion erm; on désigne par Fléx )
'adhérence de ces points. Présentons un moyen de déterceinensemble Fléy ) donné dansRer01]. Soit Z =
E% + F% + G(% un champ de vecteurs homogéne &dmon colinéaire au champ radiaHRx% +y% + zﬁ% décri-
vanty , i.e.tel que

(Q) w=IRrizdXAdyAdz

Définissons le polyndme’ par

x E Z(E)
H(xy,z)=det| y F Z(F) |;
z G Z(G)

notons quex ne dépend pas des choix deet du champ de vecteurs Z satisfaisaf, tout du moins a constante
multiplicative prés. D’apresHer01]] le lieu des zéros de/ est constitué de Flé¥ ) et de I'ensemble des droites
invariantes par .

Soit 7 un feuilletage de degrésurP?(C). L'application de Gauss est 'application rationnejlele P2(C) dansP?(C)
qui a un point réguliem associe la tangentenEm @ £, enm. Le lieu exceptionnel dg coincide avec les droites
invariantes parr et les points d’indétermination dg sont les points singuliers de. Un pointm est ditgénérique
pour ¥ s'il est régulier et si ,Lm a exactement contacts aveg . L'ensemble des points génériques pguest le
complément dé# = 0). NotonsA le lieu des zéros der et/\’ son image pag; . Soit® un point deP?(C) \ \'; la
fibre g ~1({»}) contient exactementpoints et la restriction

GP2(C)\A - P2(C)\ A — P*(C)\N

deg aP?(C)\ A est un revétement. On peut se demander & quelles conditidesrevétement posséde des automor-
phismes qui sont birationnels; on donne dans la suite gaslgiéments de réponse a cette question.
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3. Feuilletages quadratiques et involutions birationneks

3.1. Construction de I'involution et premiéres propriétés — A tout feuilletager de degré 2 défini sur le plan projectif
complexe on peut associer une involution birationnejle En effet considérons un point générigurepour ¥ ; le
feuilletage étant quadratique,Lm est tangente & en un second poinp, I'involution 1, est la transformation qui
échange ces deux points. Plus précisément supposorss spiedécrit par le champ de vecteursiX¥mage pari, d’'un
point générique pour est le poinim+ sX(m) ou s est I'unique paramétre non nul pour lequéhX et X(m-+ sX(m))
sont colinéaires.

Soientg un pointsingulier der et (q) le pinceau de droites passant pakta courbe des points de tangence Tange (q))
entre les feuilletages et (q) est contractée par, surg. On constate que toutes les courbes contractées sont de ce
type. Par ailleurs notons I(w ) 'ensemble des droites invariantes par On a l'inclusion Flex# ) C Fix(14). On

verra plus loin des exemples ou certaines droites degrAimsont dans Fik, ) et d’autres sont contractées par.

Pour 7 génériquer, a sept points d’'indétermination correspondant aux septtpainguliers du feuilletage et sept
courbes contractées qui sont des cubiques a point doubleymmdra plus loin sur ce point.

Définition. — Soit # un feuilletage sui®?(C). Le sous-groupe de A(®?(C)) qui préserver s'appelle legroupe
d’isotropiede 7 ; c’est un sous-groupe algébrique de @f{C)). On le note Is¢F )

Iso(# ) = {$ € Aut(P*(C))|¢*F =7 }.

Remarque 3.1 — SoientF un feuilletage quadratique e} I'involution associée 7, commute a tous les éléments
de Isd 7).

3.2. Classification des involutions birationnelles du plamprojectif complexe. — Avant d’énoncer le résultat de Bertini
repris par Bayle et Beauville, introduisons trois typesdblutions qui, comme on le verra, jouent un role trés paligc.
Soientpy, ..., p7 sept points dé?(C) en position générale, c’est-a-dire satisfaisant les d¢immdi suivantes : il n’y en
a pas trois alignés et il n'y en a pas six sur une conique. Désig parL le systéme linéaire de cubiques passant par
les pi; il est de dimension 2Soit p un point générique d&?(C); considérons le pincedyy, constitué des éléments te
passant pap. Un pinceau de cubiques génériques ayant neuf points basifioit parig(p) le neuviéme point base
delL,. Linvolution Ig = Ig(ps, ..., P7) qui &p associelg(p) ainsi construite est appelée/olution de GeisetOn peut
vérifier qu’une telle involution est birationnelle de de§rét que ses points fixes forment une courbe non hyperelliptiq
de genre 3de degré 6 avec 7 points doubles ordinaires qui se trouvdesgn Le lieu exceptionnel d’une involution
de Geiser est constitué de sept cubiques passant par lgposgeptd’indétermination des et singuliere en I'un des sept
points (cubiques a point double).

Considérons I'ensemble des sextiques ayant huit points doubigs. .., pg en position générale. Fixons un pomt
deP?(C); le pinceau des éléments deayant un point double em contient un dixiéme point doubl&. L'involution
qui échange les points etm’ est uneinvolution de Bertinique I'on noterg = 1g(ps, ..., Ps). Les points fixes deg
forment une courbe non hyperelliptique de genrdeldegré 9 avec des points triples enpesdont la normalisée est
isomorphe & une intersection non singuliére d’une surfabeae et d’'un céne quadratique darC).

Pour finir introduisons les involutions de Jonquiéres. 3oitine courbe irréductible de degvé> 3. On suppose
que ¢ possede un unique point singuliprqui soit de plus un point multiple ordinaire de multiplicité— 2. Au
couple(c, p) on va associer une involution birationnellg qui fixe la courbec et préserve les droites passant par
Soit m un point générique d&?(C); notonsagm, r'm les deux points d’intersection, distincts gede la droite(pm)
avecc. La transformationrg; associe au poinn le conjugué harmonique da sur la droite(pm) par rapport &m
et rm; dit autrement le pointgy(m) vérifie la propriété suivante : le birapport de 143(m), gm et ry vaut—1. La
transformationy; est unenvolution de Jonquiérede degré centrée erp et préservant. L'ensemble des points fixes
de 14; est précisément la courlgequi est de genre — 2 pourv > 3. Pourv = 2 la courber est une conique lisse ; on
fait alors la méme construction en choisissant un ppiextérieur ac.
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Définition. — On dira qu’une involution est dg/pe projectifsi elle est birationnellement conjuguée a une involution
projective, detype Jonquiéresi elle est birationnellement conjuguée a une involutionldequiéres; de méme on
parlera d’involution deype Bertinj resp. deype Geiser

L'énoncé suivant donne la classification des involutiomatimnnelles.

Théoreme 3.Z[Ber77, BB0Q). — Une involution birationnelle est de 'un des quatre typesajertif, Jonquiéres,
Bertini ou Geiser.

Dans BB0OQ] les auteurs montrent aussi que les classes de conjugaisanwblutions de BiiP?(C)) sont uniquement
déterminées par le type birationnel des courbes de leunssidies.

3.3. Feuilletages quadratiques génériques d&?(C). — Rappelons qu'un feuilletage quadratique a sept points sin-
guliers comptés avec multiplicité ; de plus si on se donné pemts en position générale (dans le méme sens que
précédemment) il existe un et un seul feuilletage quadratiyant ces sept points pour points singulieBMK897]).

Théoréme 3.3 — Soientpy, ..., p7 sept points dé?(C) en position générale. Soient le feuilletage quadratique
deP?(C) dont le lieu singulier est constitué dpset I I'involution de Geiser associée apx L'involution 1, associée
agf etig coincident.

Corollaire 3.4 — L'involution associée a un feuilletage quadratique généisui??(C) est une involution de Geiser.

Démonstration du théoréme 3.3- SoitQ une 1-forme définissartt
Q = udx+ vdy + wdz

avecu, v, w des polyndmes homogénes de degrés 8 gretz satisfaisant I'identité d’Euler,e. xu+ yv+ zw= 0.
L'ensemble des cubiques passant par les sept points ®ngabt d’apres I'hypothese de généricité un plan projektif
s’'identifie au projectivis®(E) de I'espace vectoriel E {Aju+ Av+Asw|A;i € C}.

Reprenons l'involution de Geiseg associée au 7-uplet de poifts= (pa, ..., p7). Simest un point générique du plan
projectif complexe, I'ensemble des élément$PdE) passant pam est un pinceal?(E(m)) avec

E(m) = {A1u+)\zv+ Aaw|Ai € C, Aqu() + Aav() + Aaw(fi) = o}

ol mest un relevé dena C2\ {0}. Ce pinceau contient lgs, m et donc un autre point base naté L'involution de
Geiser est la transformation quidassocien’. Remarquons que(Bn) = E(m') et que par suit®@(m) et Q (i) sontC-
colinéairesj.e. les plans ke® (M) et kerQ (i) sont identiques. Notons aussi que l'identité d’Euler asspureim et il
appartiennent a ce plan. Il en résulte queck@n) = kerQ(f) est le plan défini pam et . Ceci se traduit SuP?(C)
de la fagon suivante : la droitenni) dansP?(C) est tangente & enmetnt; par conséquent l'involution de Geisgs
est exactement I'involution, associée au feuilletage. O

Les deux remarques qui suivent précisent ce qui est annorEe a.

Remarque 3.5— Si 7 est un feuilletage quadratique, le polyndmieassocié & est de degré 6; génériquement un
tel # n’apas de droite invarianteJpu79, CLN91]) donc FleX # ) et(# = 0) coincident. D’autre part commeg estde
type Geiser sa courbe de points fixes est une courbe irrétiide degré fce qui force I'inclusion Flekr ) C Fix(14)

a étre une égalité.

Remarque 3.6 — Supposons que l'origine de la carte- 1 soit un point singulier dg& . Comme# est générique, il
est, pour un bon choix de coordonnées affines, décrit par

X:(x+...)a%+(ay+...)%, a¢{0,1}.

Soitt — (x(t),y(t)) une courbe intégrale locale de X qui n’est pas une droitepdasts d’'inflexion sur cette courbe
intégrale sont donnés pay — yX = 0. Lensemble Flex# ) est donc décrit au voisinage de I'origine @da — 1)xy+



6 DOMINIQUE CERVEAU & JULIE DESERTI

...=0. Il en résulte que génériquement FlgX), et donc FiX1, ), est une sextique avec 7 points nodaux ce qui est un
résultat classique.

3.4. Exemples explicites d'involution de Geiser. —Soit ¥ un feuilletage quadratique générique $4(C); on peut
supposer a conjugaison linéaire prés e 0:0), (0:1:0), (0:0:1) et(1:1:1 sont singuliers pourr . Le
feuilletage¥ est alors défini par

0 0
(ex?y + ax® + bxy+ cx+ ey) FRa (exy? + AY? + Bxy+Cx+ Ey)a/.
Puisque génériquement la droite & I'infini n’est pas pré&separs le coefficiente est non nul et on se raméne & 1;

deplusona*a+b+c+e=1+A+B+C+E =0, ces deux derniéres conditions assurantduéd : 1) est singulier.

" ; ” raerit (U1 Vi
Linvolution associée; s’écrit (T—Uz, T_\/g) avec

Uy = (B—a)(E _A(B—a))x3y2+ (E(aB_a2+C) +2AC(a— B))x3y+C(aE—AC)x3+e(AE—bE—cA+ eB)y?
+ (2(A2c— eE— bcA— A’E) — aeA+ ce+ beB+ 3bAE — b2E> xy® + (CE — eC) (E — ¢)xy+ e(eC— cE)y?
+ (aeB— eC— eB’ + E? — cE + bBE+ 2(bAC— acA— A2C — abE — ABE+ CAB) + 3aAE> x2y? +C(cE — eC)x?
(Z(CACf eCB-— acE — ACE) +aE? + cBE+ bCE + aec) X2y + <2A(A— b)(a—B)+e(a—B) + (A— b)E) s

+
+(b—A) (e—A(b—A)) xy* + (beC— aeE— c®?A+ bE? — AE? + 3cAE+ ceB— eBE — 2bcE)xy? + e(A2 — bA+e)y*

Vi = <2a(af B)(b—A) —ac— AC+bC+ cB)x3y2 +(A—b) (a(Af b) +c> %% + (a—B) (C+a(a— B))x4y

2(aBE+ cC — a2E + a2c) — 3acB— CE + aAC— bBC+ ch>x3y+C(cE —eC)2 + (E — ¢)(CE — eC)xy

+(
+ (Z(aAEf aeB+ abc— abE + CAB+ a%e) + b2C + eC— beB— ¢ — 3acA— bAC+ cE) 22 —C(C—aB+a)xt
+ (2cBE 4 aE? — bCE — 3acE — ¢?B+ bcC+ cAC— eCB+ ac®)x%y +C(aE — bC— ac+cB)x® + e(ae— cA)y®

+

(2(ace+ beC— aeE+ CAE) — c?A— ceB— eAC— bcE) xy? + (CA2 — ce—bcA+ 2ae(b— A)) xy® +e(eC—cE)y?,

Uy = xy? + Ay + Bxy+Cx+Ey, Vi = X2y + & + bxy+ cx+ ey,
T = (C—aB+ &)X+ (E —c— AB+ab)xy+ (bC— cB— AC+ac)x+ (bA— A% — e)y? + (bE — eB— AE + ae)y,

Pour des choix génériques des coefficients ceci permetid'des exemples explicites d’involutions de Geiser « nor-
malisées » au sens ou 4 des points d’'indétermination pasn7i sont fixés comme précédemment. Voici comment on
procéde. On choisit dar§® c P?(C) trois nouveaux pointsy, mp, mg de sorte que dans nos sept points il Ny ait
pas de configurations de 3 points en alignement. On cheroredgs coefficienta, b, c, A, B, C tels que le champ X
correspondant s’annule en les Sim = (x;,Y;) on doit résoudre le systéme linéaire

{ OF — yi)a+ (xiyi —yi)b+ (X — yi)c = ¥i — X (3.1)
(¥ = Yi)A+ (%Y — ¥i)B+ (% — ¥i)C = yi — %iy? '
aveci =1, 2, 3. NotonsD(my,mp, mg) le déterminant de la matrice associée. Si les pamtsont choisis de sorte
queD(m, mp, mg) soit non nul, on peut trouver le champ X recherché. Il restuiéa a vérifier que X définit bien un
feuilletage quadratique c'est-a-dire que les composatees sont sans facteur commun. On est alors assuré que pour
ces 7 points, il n'y a pas de conique passant par 6 d’entre eueffet sic est une conique lisse gt un feuilletage
guadratique sur le plan projectif complexecontient au plus cing points singuliers ge(voir [COO0(Q]). On constate
que ces involutions sont bien de degré 8

Avec les notations précédentes I'énoncé qui suit résumeta@gdure qui n'utilise que de I'algebre linéaire.
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Proposition 3.7 — Soientm, mp, mg trois points génériques dafid. Soit(a,b,c, A, B,C) une solution de (3 1). Alors
l'involution associée aux sept poir{ts: 0:0), (0:1:0), (0:0:1,(1:1:1), my, m etmg est donnée p rTU , TV2)
C’est une involution de Geiser.

Remarque 3.8 — Dans Wil20] l'auteur explique comment, lorsque l@ég sont en position spéciale, I'involution
dégénére (baisse du degré, courbes invariantes...)
T’ TV,

Exemple 3.9 — Sim; = (3, i) m = (4, 3) etmg = (3, ), I'involution associée; s’écrit alors( U V1 ) avec

Uz = 12203y — 1844¢Cy + 693¢ — 2456¢Y° + 3624¢y° — 1054y — 198¢ + 1184y* — 1768y° + 25Ky + 286y + 144/ — 36y? — 54y,
Vi = 976¢%y — 792¢* + 1988¢y2 — 5456y + 3267 — 3848CY° + 56522 + 242y — 2178 + 2936ky° — 5951xy? + 3146¢y+ 414/° — 396/,

Up =xy% — 47y2+—xy x+9y, vzzfll%lx +11x2yf£1xy+ﬁx+2y T = —2(36% — 37&y+ 198+ 396/° — 252);

c’'est une involution de Geiser.

Dans les paragraphes qui suivent, on s’intéresse aux itmosuassociées a des feuilletages ayant des propriétés, pa
exemple de symétries, spéciales.

3.5. Feuilletage quadratique de Jouanolou. —te feuilletage#; est décrit dans la carte= 1 par la 1-forme

0 0

3 2 .

wW=0-y)—+Xy-1)—;

= 0= y9) 3+ 08y =D

cet exemple est di & Jouanolodd{i79). Historiquement c’est le premier exemple connu de fetalje sans courbe
algébrique invariante Jpu79) ; c’'est aussi un feuilletage qui n'admet pas d’ensembleimmal non trivial si 'on en

croit [CdFO1].
Linvolution associéd s, est donnée par

(xy7 + 3x5y22— N 5x2y4z2 + 2y3z5 + x3yZ1 —xZ': 3xy522 +2°7 — x7y— 5x2yzz4 + X4y32+ yz7 — y8 :
XY'Z — XY —y 2+ 23Y° + 3%y — B+ x7z).

Elle est de degré 8; par ailleurs If1d,) = Sing(#3) = {(§) : €721 :1)| j =0,...,6} ou& désigne une racine 7-iéme de
lunité.

On constate que (x,Y,2) = 2(3x%y?Z — xy° — Xz — y2); puisquer; n'a pas de courbe algébrique invariante Fiey
coincide avec le lieu des zéros deet c’est aussi Fii ;). Le point(1: 1: 1) est un point singulier de Fl¢x;) de
type point double ordinaire. En faisant agir le groupe diigpie de¥;

Iso(#3) = ((y: z:x), (EIx: & 2y:2)|j =0..6)
on constate que chaque point singulierideest un point double ordinaire de Flgx); on peut vérifier que ce sont les
seuls points singuliers de Flgx;). Le lecteur se convaincra aisément de l'irréductibilitédel s’en suit que Flexr;)
estirréductible et de genw —7=3. Les points de Sing@r;) sont par 'argument précédent en position générale
et par conséquent l'involution;, est une involution de Geiser. Le groupe engendrérpaet Isq 7;) est un groupe
fini qui ne peut étre conjugué a un sous-groupe dgBC)) par une transformation birationnelle (le genre 3 des

points fixes de s, est une obstruction). Ce groupe apparait dans la clasificdés sous-groupes finis de |7 (C))
(voir [DI]).

On peut donc énoncer le résultat suivant.

Proposition 3.10 — L'involution 1, associée au feuilletage de Jouanolou de d2gst de type Geiser. Le groupe
engendré paly, et le groupe d’isotropie deg; est un sous-groupe fini d’ordrg, non linéarisable du groupe de
Cremona.
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Si l'involution associée a un feuilletage quadratique eétizément de degré 8st-elle de type Geiser ? La réponse,
négative, est donnée au §3.6.2.

3.6. Feuilletages quadratiques dé?(C) ayant une unique singularité. — Contrairement au paragraphe précédent
consacré au cas générique, on s'intéresse ici a une caémifeuilletages quadratiques trés particuliers, ceux qui
comptent une seule singularité ; la classification de ceseiés a été établie danSDGBM].

Théoréme 3.11[CDGBM]). — A automorphisme d&?(C) prés, il y a quatre feuilletages quadratiquesBi(C)
ayant une seule singularité ; ils sont décrits pal lsrmes suivantes

w1 = X2dx + y?(xdy — ydx); Wy = X2dX + (x+ y2) (xdy — ydx);
w3 = xydx+ (X% 4 y?) (xdy — ydx); oy = (X4 Y2 — X2y)dy + X(x+ y?)dx.

On désigne pagi le feuilletage associé @.

Dans chaque éventualité le point singulier est situé emgitee : Sing 7x) = {(0:0: 1)}. Les trois premiers feuilletages
produisent des involutions de Jonquiéres de degré inféoieé@gal a 4Examinons par exemple I'involution associée
afl.

3.6.1. Le feuilletager; et son involutionr;,. — Liinvolution associée & estr,, = (x> : —x%y: x?z— 2y®); on remarque
qu'elle préserve la fibratiog/x = cte. Elle est de degré trois et ses points fixe§ Fi¥ coincident avec la droi-
te y = 0; c’est exactement I'ensemble des points d’inflexionzde L'unique droite contractée par;, est la droite
d’équationx = 0. La transformationi,, s'écrit (—y,z— 2y*) dans la carte affing = 1; elle est conjuguée &-y,2)
vialy = (y,z+y?).

On sait, d’aprés¢DGBM], que Isd71) = {(Bx: B%y: z+yx)|y € C, B € C*}; ce groupe est isomorphe au groupe
des transformations affines de la droite. On constate queétément de Is@r;) est invariant par conjugaison pér;
autrement dit le group@so(71), I, engendré par I9eF1) et 1, est linéarisable (vid;) dans Bi(P?(C)).

3.6.2. Le feuilletage, et I'involution 7,,. — Le feuilletager4 induit I'involution de degré 8 donnée par

15, = (x2+ ) (yz+ X +¥°)? 1 (2 —y2) (xyz+ X +Y°) —x° +3°yz— X2 — Xy Z) (xyz+ X + %) -
xy! —x'y—3xy*Z — 3y?Z + 4y + 6%y 2+ Y P — XA+ XYz — 32 + 282 —yBZP).

Comme on l'a dit précédemment un feuilletage quadratiqueiggue produit une involution de Geiser de degré 8
donc. Le feuilletager, produit une involution de degré 8 : ainsi la dégénérescendeullletage ne conduit pas tou-
jours & une perte de degré de l'involution associée. Toistefg n'est pas de type Geiser. Elle possede un seul point
d'indétermination et son ensemble exceptionnel(Exg = {xyz+ x>+ y® = 0} est une cubique & point double.

Un calcul montre ques (x,Y,2) = x*yz+ x3y® + x8 — 3xy*z— y® — x32 — 3x%y?Z. D’aprés CDGBM] le feuilletages,
n‘admet pas de courbe algébrique invariante, par suite fFlgx= Fix(1,,) et(# = 0) coincident.

Le changement de variablég z— y?) permet de constater que F{gx) = Fix(1,,) est une courbe rationnelle ef,

est de type projectif.

Le groupe d'isotropie de4 est donné par ISe4) = {id, (jx:j%y:2), (i2x:jy: 2)}, ouj = €23 et commute, comme

on l'adit, a1,,. Le groupe engendré pay, et Isa74) est un sous-groupe abélien a huit éléments dePBiC)).
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3.7. Feuilletages et pinceaux de coniques. —tes feuilletagesr associés a des pinceaux de coniques jouent un rble
particulier dans la classification des feuilletages quagiras car leur ensemble Flex est vide ; les zérag dnt donc
des droites invariantes (six pour un pinceau génériquexdrhple qui suit montre que ces droites peuvent jouer pour
I'involution associée, des roles différents et aussi qu'a I'inverse du cas généridex ¥ ) et Fix(7; ) peuvent étre
différents.
On considére le feuilletages défini par le pincea@lz— = cte. L'involution 7., associée est donnée pat = (— X2

xy: xz+ 2y?). On constate que la droite= 0, qui est invariante pars, est une droite de points fixes dg, . Par contre
la droitex = O, qui est elle aussi invariante, est contractéerpasur le point(0: 0 : 1).

On remarque que
I eC"BeC
o) = { 0P (55 gy ) e pec.

En se plagantdans la ca®e- 1 on montre que,, est conjuguée &: —y: —z) par la transformatiox? : —yx: xz—y?).
Il se trouve que cette application commute & J89); le groupe engendré par Igss) et 1, est ici linéarisable.

4. Feuilletages de degré supérieur et involutions

Soit 1 une involution birationnelle que I'on écrit= (11, 12) dans la carte affine= 1. On suit une démarche inverse a
la précédente : on associg de feuilletageF défini par le champ de vecteurs rationnel

0 d

(= 1009) g+ (= 12009 3y
Soientv le degré deF et D une droite génériquez a, par définition du degré, points de tangence aveat. Si g est
I'un de ces points, alors par construction son imag@e par est aussi un point de tangence ; par suiest pair.
Les degrés de et ¥ sont reliés comme suit : deg < degr —degFixX 7). Si Fix(1) est irréductible, deg— degy
est un multiple de degFix). On en déduit par exemple que le feuilletage associé a unéutiv de Bertini est de
degré 17- 9 = 8. Bien s0r si7 est une involution de Geiser précisément de degré 8 on ret@mbla construction
associée aux feuilletages quadratiques. On observe dimnsquk le degré deg , noté 4, est strictement plus grand
qgue 2 le phénoméne suivant : chaque droite générique contienbites distinctes suivamnt. Il en est ainsi pour les
involutions de Bertini ol les orbites sont arrangées entedatons de 4 orbites en alignement.

Le degré du feuilletage associé a I'involution de Cremonra (;1(, %) est aussi 2ceci étant lié au fait que les points
fixes deo sont isolés.

Il ne faut pas croire que le feuilletage associé détermingdiution comme le montrent les exemples qui suivent;
soitR € C(x) une fonction rationnelle de degré quelconque. Le feuiliet@ssocié a I |nvolut|0|< R )) est le pinceau

y
de droitesx = cte et ceci indépendamment du choixRleloutefois il s’agit de cas exceptionnels.

L'involution de type de Jonquiéres

= <%X2y2,x(1+x2y2)>

est de degré.Elle préserve la fibratiory = cte fibre a fibre. Les points fixes desont donnés par Fix) = {y —x—
x%y? = 0}. Le lieu d’'indétermination de est constitué¢ des pointd : 0: 0) et (0: 1: 0) et son lieu exceptionnel des
courbez =0 etz +x32 =0

Le feuilletageF associé a cette involution est de degré 4 et décrit par le gham

0
_6_x+ :I.-I—Xy2

Il définit un feuilletage de Ricatti si#'(C) x P(C) : il est en effet transverse a la fibratigr= cte. L'équation diffé-
rentielle induite, aprés réduction a une équation linéhireecond ordre, s'intégre via les fonctions de Bessel.
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Si » est une droite générale les quatre points de tangencesaig constituent deux orbites de

Avec les notations habituelles on obtiefit(x,y, z) = 2xy2(xZ — yZ* + x3?). Les droitesx = 0 ety = 0 ne sont pas
invariantes par le feuilletage, par confre- O I'est. Par suite Fleb¢ ) est I'union des courbes=0, y =0 etx—y—
x3y? = 0; cette derniére courbe, qui est précisément 'ensemblg Fiest elliptique. On constate que les courbes de
points d’'inflexionx = 0 ety = 0 ne font pas partie des points fixes de notre involutio&n voici I'explication : les
courbesx = 0 ety = 0 sont en fait échangées par

M]_ //
M2

On a bifurcation de deux paires de points de contacts sinmiesy et M1, M vers les points d'inflexiom et M;

a l'inverse du cas quadratique, I'involution n’échange paet my (respectivemeni¥l; et M), mais disonsm et M;
(respectivementy, etMy).

5. Feuilletages de degr8 et trivolutions

5.1. Classification des trivolutions birationnelles. —Les transformations birationnelles périodiques de périden-

core appelées trivolutions birationnelles, ont été clessiansdF04] : une trivolution birationnelle est a conjugaison
birationnelle prés

— ou bien un automorphisme @8(C);
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— ou bien une trivolution de Jonquiérés. une transformation birationnelle d’ordre 3 qui préserve fibration
rationnelle;

— ou bien un automorphisme sur une surface de del Pezzo deidgfinie par une équation de la forrie= F (y,z w)
dansP3(C) avecF polyndme homogéne de degré 3 a singularité isolée ; dansee est la restriction de I'auto-
morphisme dé3(C) défini par(§x:y:z:w), avecE® = 1, (la courbe de points fixes de est alors isomorphe &
la courbe elliptiqué™ = {(y: z: w) € P?(C)|F(y,zw) = 0});

— ou bien un automorphisme sur une surface de del Pezzo dé Batgcrite paz® = w? + Fg(x,y,w) (avecFeg
polyn6me homogéne de degré 6) dans I'espace projectif & [#§id1,2,3) muni des coordonnéds,y,z,w);
alorsT est la restriction de 'automorphisme Bé1, 1,2, 3) donné paKx:y: &z:w), avecEs = 1.

5.2. Construction de trivolutions et premiéres propriétés — Soit # un feuilletage de degré 3 sBf(C); toute droite
générique déP?(C) est tangente & en trois points. L'« application » qui échange ces trois fso#st en général
multivaluée.

On cherche a construire des feuilletages de degré 3 tels'qapglication » associée soit une trivolution biration-
nelle 7, . Notons que pour une telle transformatiop la propriété suivante est vérifiée : pour tout pgirde P2(C) \
Ind(7 ), les pointsp, 7 (p) et rIf?-(p) sont alignés.

Remarque 5.1 — Soit f : P?(C) --» P?(C) une transformation rationnelle non dégénéréegénériquement domi-
nante, telle que pour tomt dansP?(C) les pointsm, f(m) et f2(m) soient alignés ; alors

— ou bienf préserve une fibration en droites fibre a fibre ;

— ou bienf est birationnelle périodique.
En effet supposons guene soit pas périodique. Un argument de Baire montre guneest un point générique d&(C)
I'orbite positive {m, f(m), f2(m), ...} dem sous l'action def est infinie; alors la droite passant paret f(m) est
invariante parf. Il s’en suit quef préserve une infinité de droites et donc une fibration enegdibre & fibre.
Considérons par exemple les transformatifiys= (kx+ y>",Ky) olik est une racine cubique de I'unitéretn entier
relatif non nul. On vérifie que lek ,, satisfont tous la condition d’alignement

det(fi,n(m) —m, 2, (m) —m) = 0.

Pourk = 1 les transformation$; , sont non périodiques et laissent la fibratips: cte invariante. POuk = | ouj?
les f« n sont périodiques de période Ges derniéeres transformations ne laissent pas de fibratioincgtes invariante
fibre a fibre.

Soientr un feuilletage de degré 3 sBf(C) et X = Xl% + Xz% un champ de vecteurs polynomial le définissant dans

la carte affing(x,y). Soitm = (x,y) un point deC? non singulier pour XSit est un nombre complexe, on note(¥)
et Yz(t) les composantes du champ X évaluées au pointtX (m). Considérons le polyndm@(t) € C[x,y][t] donné
par

Q(t) = Y1(t)X2 — Y2(t)Xa.
Les trois racine$ de Q produisent les pointsi+t;X(m) ou le feuilletage est tangent & la droite paramétrég par
m-+tX(m). Le polyndmeQ étant divisible pat, il s’écrit tP(t) avecP(t) = at?> 4 bt+ c eta, b, c dansC[x,y].
On noteA(P) (resp.A(Q)) le discriminant déP (resp.Q). On vérifie quel(Q) = c?A(P).
Avec les notations précédentes on a I'énoncé suivant.

Proposition 5.2 — Supposons que le discriminax(P) = b? — 4ac € C[x,y] soit un carré® dansC|x,y]; notongy, r»
(dansC(x,y)) les racines d®.
Les applicationg; = (x+riX1,y+riX2) sont birationnelles, périodiques de période trois ; ana, = id.

Démonstration— Les transformations; et 7> sont données a réindexation pres par

—b+s —b+s
‘Tl(X,y) - <X+ 2a X17y+ 2a X2>a
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respectivement

T2(X,y) = <x bziasxlv)/* bzisxz)
Elles sont rationnelles. Les trois poirfisy), 71(X,Y), 72(X,y) représentent les trois points de tangence du feuilletage
avec la droitgx,y) + C - X et génériquement ces trois points sont distincts. En@aitir 72(71(x,y)) est 'un de ces
trois points de contact; mais il est différent (génériquetheée 71 (x,y), sinon7, serait I'identité, et de fagon analogue
différent deT;. Par suiter, o 71 = id et les7; sont birationnelles périodiques de période 3 O

Remarque 5.3 — Notons que si I'on change X dn X, avech rationnel, la construction produit la méme trivolution
(remplacerC|x,y] parC(x,y) dans la Proposition 5.2) : la construction ne dépend queulifage et non du champ le
définissant.

Remarque 5.4 — Pour un feuilletager de degré 3 quelconque on peut associer les transformatiotivatuées
(x+ *bzia\/ﬁxl,er *bzia\/ﬁxz) . Visiblement on pourra associer une trivolutiorrasi et seulement si le discriminant
est un carré.

Remarque 5.5— On peut d’autre part calculer explicitement les coeffitsa, b etc. Par exemple on a en carte affine
X X1 Xlaxl +X2 axl
c=4H(xy,1)=det| y X, xl"xz + Xz "Xz
1 0 0

Remarque 5.6 — Il est facile de vérifier qu’en général un feuilletage dgrée3 ne produit pas de trivolution. Pour
cela considérons le feuilletage de Jouanolou donné paalmgh

(P )2+ (1) S
Le polyndme
AP) = —3(x2° —10x8y3 1 axdy7 1 10x13y? + 15¢12yF — 10xM1y10 — 1010y — 10%y° — 108y + (10y13 + 4)x"+
156y — 106y + 15¢Y2 - 1007 + Y1) + (v0+ 10/ )@ — 100 + 2 4 4y15).
n'est pas un carré car sa restrictiorn# 0 n’en est pas un.

Définition. — Un d-tissu singulier (localgst la donnée d’'une famille¥1, 72, ..., 74} de feuilletages holomorphes
singuliers tels qu’en tout point génériquees feuilletages; soient deux a deux transverses.

Remarque 5.7 — Soit 7 une trivolution birationnelle ; supposons que génériquertes pointsm, 7 (m) et 72(m)
soient non alignés. On peut associar an 2-tissu de la fagon suivante : les tangentes aux deutdelolcales passant
parmsont les deux droites joignamta 7 (m) etma 7 ?(m).

5.3. Premiers exemples. —Donnons des exemples de feuilletagesuxquels on peut associer une trivolution; pour
cela on force les polyndbmegP) & étre des carrés. Pour tous ces exemples de trivolutionsti#es sont formées de
trois points alignés, ce qui n’est évidemment pas le casrgépéur une trivolution.

Exemple 5.8 — Considérons le feuilletage défini par le champ de vecteurs polynomial

0 n 0

ox ay’
Sesfeuilles sontles courbes rationne}le% = cte. On constate que (Y, z) = —3x°Z* on en déduit que Fléx ) = 0
On remarque quA(P) = —3x! est effectivement un carré. La trivolution associée ast

Tf=<JXy+J ) iP=1;
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elle laisse la fibrationt = cte invariante et est de degré@n a
Ind(7;)={(0:1:0}, Exc(7y) = {x=0}, Fix(75)={(1:0:0}.

_ 2 +1
2 .
<"y+1&2)’

elle a méme lieux d’indétermination, exceptionnel et ertderde points fixes que, . Finalement Flekr ) est vide
et Fix(t; ) = Fix(7,?) se réduit & un point.
On peut vérifier que

La transformatiorr;- s'écrit

Iso(7 ) = {(x,y+a), (Bxy/B?)|BcC*, acC}.
Remarquons que; commute a IspF ); le groupe engendré par Igp) et 7, est une extension triple du groupe affine
de la droite.
Notonsfg =y + % une intégrale premiere de. Posonsf; = fo7; etfo = fofrf2 les transformés dé& par 7, et f[f.
Soit 7; le feuilletage défini par les niveaux de la fonction ratidtend;. Considérons le 3-tissw’ = (¥o, 1, 72).
Si (ap,a1,a2) est une solution non triviale du systéme linéaire

ag+ai+ap =0, a0j’+ (3—2j%)a1 + (5 +2)az =0,

alorsapfo+ a1 f1+axf, = 0. En d’autres termes le tissw = (o, 1, ¥2) est hexagonal Bea8(). C’est un phénoméne
gue nous allons retrouver de fagon récurrente dans les deemp suivent. Rappelons ce qu’est un tissu hexagonal.
Soitmun point générique ; em le feuilletage¥; est défini par les niveaux d’une certaine submersion lotalesque

I'on peut trouver trois telles submersiofigdéfinissantr; et satisfaisant la relation (abélienrfe+ f2 + f3 = 0 on dit

que le tissu eshiexagonalOn renvoie aBBea8Q pour la justification de la terminologie.

Exemple 5.9 — Si # est le feuilletage décrit par

0

oy’

le polyndmeA(P) vaut—3x?(x3 — 1)4 comme c’est un carré, on peut associer ane trivolution

XYy (- Dx
%:Q“—7TT—‘

i)
(x3f1)a—x+

pour laquelle on a
Ind(7,)={(0:1:0}, Exc(q“f):{xfz:O}U{xsz:o}u{xfj22=0}, Fix(7;)={(1:0:0}u{x=0}.

Son carré s’écrit

T2 _ (jzx Xy —y+(°— 1)X)
F ? x3—1
etIind7,2) = Ind(7; ), Ex(7,2) = Exc(7 ), FiX(72) = Fix(7Ty ).
Un calcul montre quer (x,y,z) = —3x°Z*(x—2)(x—jz)(x—j?2). Les droitesz = 0 etx = zsont invariantes par par
contre celle d’équatior= 0 (respx—jz= 0, resp.x—j?z= 0) ne I'est pas ; par suite FIex ) = {x=0} U {x—jz=
0} U{x—j%z=0}. Les droitex— jz= 0 etx—j?z= 0 sont contractées pa; etTf, la droitex = 0 est I'unique courbe
de points fixes de» (resp.Tf) ; autrement dit les courbes de F{gx) sont soit contractées pd; , soit fixées pary .
Alors que le feuilletage précédent posséde une intégralmipre rationnelle celui-ci a une intégrale premiére de typ
Liouville

3y—In(x—1) —jIn(x—j)—j?In(x—j?).
Notonsfy cette intégrale premiére et posdias= fo7y, fo = fofrf. Comme précédemment le 3-tisst = (7o, F1, F2)
(ou les7; sont les feuilletages par les niveaux dgsest hexagonal.
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Remarque 5.10— Le feuilletage associé au champ de vecteurs

9.0

ox oy

est conjugué poug non nul au champ Xconsidéré dans I'exemple 5.9 par la transformation lirg@i 3x, e~2/3y).
Lorsques tend vers Qle feuilletage et son involution

(J'X, X3y —ey+ (j — 1)x)

Xe=(C—¢)

x3—¢
dégénérent sur ceux de I'exemple 5.8 ; on note une chute dé dedga trivolution poue = 0.
Exemple 5.11 — Considérons le feuilletage d'intégrale premiérg — 3Inx+ 5 + = il est aussi défini par
0 1 0
XC—t [ 14+x+2x° ) —.
0X T 3 oy

CommeA(P) = —2x!4(x+3)2, on associe & la trivolution

;o 3jx 3Py — X2+ (j —4)x+3( —1)
T \@-x+3 32

qui préserve la fibratior = cte. On a
Ind(7;)={(0:1:0,(1:0:0}, Fix(7s)={x+3z2=0}, Exc(7y)={x=0}U{z=0}U{(j —1)x—3z=0}.
On constate que

2_ [ 3(-1™  3(3iv3+(4+5)x+ (1+))¥—3(1+))x)
7\ 16(( +2)x+3)’ (-5
on vérifie que In¢r,?) = Ind(7; ), Fix(7,?) = Fix(7y ) et Exq72) = {x= 0} U{z= 0} U{(j + 2)x+ 3z=0}.
ATinverse de I'exemple précédent les ensembles exceptisder etfrf- différent. Un calcul montre qu# (x,y,z) =
—%x522(x+ 32)2. Les droitesx = 0 etz = 0 sont invariantes par alors que celle d’équatiox+ 3z = 0 ne I'est pas;
par suite Flex7 ) = {x+3z= 0} et FleX ¥ ) = Fix(7y ) = Fix(Tf).
En conjuguanyr par (sx, 813) on obtient la famille de feuilletagé) décrite par les champs

0 e 5\ 0

Xsa—x+<1+sx+gx>a/, 87&0
a laquelle on peut associer la famille de trivolutions
v 3jx 3%y — €22+ (j —4)ex+3( — 1)

e\ (1—j)ex+3’ 3x2 '
La famille (7,,) de transformations de degré 4 pauw= 0 dégénére encore poei= 0 sur la trivolution de degré 3
traitée dans I'exemple 5.8.

5.4. Feuilletages homogenes. —On va s'intéresser a une famille trés spéciale de feuilkstades feuilletages homo-
génes génériques de degrdonjugaison prés un feuilletage homogéne générique dé 8eyl’origine deC? ¢ P%(C)
est donné par une 1-forme fermée rationnelle du type suivant

dx ,dy diy—-x) _d(y—ax)

— +A—= AV (1+A 0 1;

-t y+p VX +v y_ax avec AW (1+ A+ p+4Vv) #0, a #
siA+u+v+1=0 le feuilletage correspondant est de degré Posséde l'intégrale premiére multivalugg (y —
x)H(y—oax)’. On note7 (a;A,,v) un tel feuilletage. Il y a donc quatre paramétres, trois ge t¢sidus\, ., v eta qui
positionne les droites invariantes.

Définition. — Le quadrupleta, A, u,v) estadmissiblesi aApv(A + p+v +1) # 0 eta # 1.
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Le champ de vecteurs homogene
(MY X0y~ o) yty — 009+ vy(y 20 2 +y((y 00y - ax) iy — o) —vax(y—x)) o
0x oy
définit aussi le feuilletage car est dans le noyau de la forme fermée précédente. Unest invariant par homothétie.
En particulier siF induit une trivolutionz, , celle-ci commute & toutes les homothéthies. Un calcul éiéaire montre

queT, préserve la fibration radiale’x = constante 7, est donc de Jonquieres.
Commencons par quelques exemples simples.

Exemple 5.12 — Considérons le feuilletage donné par le champ de vecteurs

0 0

932

0x + oy
Les feuilles der sont les niveaux dg* — x* et sont donc des courbes de genr&8 calcul montre que

H (%,Y,2) = BEY2(x+1y) (X iy) (Y = X) (y +X).

Puisque les droites—y =0, x+y =0, x—iy =0, x+iy = 0 sont invariantes par , on a FleX7 ) = {x=0}U{y =
0}u{z=0}.
Le polyndmeA(P) = 3x2y?(x— y)*(x+y)*(x+iy)*(x—iy)* étant un carré, est associég da trivolution de Jonquiéres

de degré 5 donnée par
(X0 ey
Ty Xy )

L'ensemble d’'indétermination de;
Ind(74)={(1:1:0,(1:-1:0),(i:1:0),(-i:1:0),(0:0:1}

est le lieu singulier der et Fix(7; ) = {x = 0} U{y = 0} U{z= 0} coincide avec I'ensemble des points d’inflexion
de 7 . Lensemble exceptionnel de

Exc(Ty ) = {x+y=0}U{x—y=0}U{y—ix=0} U{y+ix= 0} U{x—jy= 0} U{x+jy=0}U{x—ijy= 0} U{x+ijy =0}

est constitué de huit droites.
On vérifie que

2 (X4 -y Y0y
F x4—j2y4’ X4*j2y4

a méme lieu d’'indétermination et méme ensemble de points fixee 7, . Les ensembles exceptionnels différent
puisque

Exc(77) = {x+y=0}U{x—y=0}U{y—ix=0}U{y+ix=0}U{x—j?y =0} U{x+j% =0} U{x—ij?y = 0} U{x+ij?y=0}.

Posonsfy = x* — y*. Faisons agir7; et %2 sur # pour obtenir les feuilletages; et 7, définis par les fonctions
rationnellesf; = fo7; etfo = fof[f. Une fois de plus considérons le 3-tisBl associé aux trois fonctions rationnelles
fo, f1, f2; en un point générique il est aussi donné par

_ X —yA _ xX*—jy* _13 Xy
_ e-1/3 _ e-1/3 _ Y3 _
Fo= f, = A Fi=1; =y et Fo=1, = Gy

Soit (ap,a1,a2) une solution non triviale du systéme linéaire
a+a1+a =0, ao+jas+j%a=0;
alorsagky + a1F1 +axF> = 0 : le tissuw est hexagonal.

On obtient ainsi parmi les feuilletages homogénes génésitjexemple d’un feuilletage « hamiltonien » auquel est
associé une trivolution. On peut se demander si c’est le kauEponse est donnée par I'énoncé suivant.
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Proposition 5.13 — On peut associer une trivolution/a = 7 (a;1,1,1) si et seulement si vaut—1, 2 oul/2; a
conjugaison linéaire prés on est dans la situation décaits exemple 5.12.

Démonstration— Reprenons les notations introduites au §5.2. L'appboaissociée & est birationnelle sh(P) est
un carré. O\(P) s'écrit 102434 (x? — (1+ a)xy-+ ay?)*R(x,y) ouR(x,y) désigne
(1—a+a?)x* —4(1—a)?(1+a)Cy—2(a® + a? +a — 2)x3 — 4a(1—a)?(1+a)xy® +o?(1—a+a?)y*;

doncA(P) est un carré si et seulemenfsen est un. Un calcul montre qieest un carré si et seulementsprend les
valeurs—1,1/2 ou 2

Posondy = xy(y — X)(y — 0x). Les polynémes_y, hy, ethy sont linéairement conjugués; de plus, quitte a faire le
changement de variables

(KX + K (42 — 1)y kx-+ K (1 4k)y). oirk = 23/“exp(%T) ,

on constate qug* — x* s’écritxy(x — y) (X +y). O

Remarque 5.14— La configuration des quatre droites qui apparaissent ldamsposition 5.13 est la configuration
spéciale, celle qui possede un groupe d’automorphismeg&ents.

La proposition 5.13 possede de nombreuses généralisatiomsici une. Le schéma de preuve est exactement le méme
gue celui de la proposition 5.13, les calculs étant un petitgdus pénibles.

Proposition 5.15 — On considérer un élément de la famillg (a; 1, 1). On peut associer @ une trivolutionT ;
si et seulement gi vautl eta vaut—1, 2 oul/2; a conjugaison linéaire prés on est dans la situation dertipie5.12.

Exemple 5.16 — Soit ¥ le feuilletage donné par le champ de vecteurs
0 0
B2 p2
0x +y36y
On remarque que?y?(x—y)~1(x+y) ! est une intégrale premiére rationnelle deses feuilles sont des quartiques

ayant deux singularités ordinaires, donc des courbesiglips. On vérifie quer (x,y,z) = 3xCy3z(x+y)(y — X); on en
déduit que Flekr ) = 0. On constate qua(P) = 3x8y®(x +y)*(y— x)* est un carré. La trivolution associéeras’écrit

(iX(X2 —¥?) Y& — yz)) :

X2—jy2 T xe—jy2 )

c’est encore une transformation de Jonquiéres qui est dé 8egon ensemble exceptionnel
Exc(Ty ) = {x—y=0}U{x+y=0}U{jx—y=0}U{jx+y=0}

est constitué de quatre droites dont deux sont invariamstele feuilletage. On remarque que

2 (X(Xzyz) Jy(x2y2>> _

U@y e —y2

=

L'ensemble exceptionnel dza,z

EXC(72) = {x—y= 0} U{x+y =0} U{jy—x=0} U {jy+x=0}

est encore formé des deux mémes droites invariantes ales|s&ljoutent deux nouvelles droites. C'est un exemple
ou Flex ¥ ) est vide et ou la trivolution a seulement des points fixeg&sol

Posondy = X)z(fy;z et Fo = ¥ . Faisons agiz; etfrf- sur# pour obtenir les feuilletagers; et ¥, définis par les fonctions
rationnellesf; = fo7; etfy = fofrf. Considérons le 3-tissw = (o, ¥1, #2); en un point générique il est aussi donné
par

-1/3 _ X2 —y? ~1/3 X2 —jy? _ 1B X2 —j2y?

=l =tagee—ye TR Ty R = e yeE
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Soient(ap,a1,ay) une solution non triviale du systéme linéaire
ag+a+a=0, ao+jai+j%a=0;
alorsagky+ a1F1 + axF> = 0 : le tissuw est hexagonal.
La proposition 5.13 suggere que la configuratioa {—1, 2, 1/2} joue un rdle trés spécial.
Venons-en au cas général. On va décrire dans I'espace das@aes{(a,A, V) € (C*)*|a # 1} les feuilleta-

ges¥ (a;A,l,v) auxquels est associée une trivolution. Introduistirie projectivisé de I'espace des polynémes ho-
mogeénes de degré 4 en 2 variables ; on remarqué\gueP*(C). Posons

©={T e A|T estun carré.

Un élémentl = tix* + 1%y + 13x%y? + T4xy® + Tsy* appartient  si et seulement s'il existe des compleXes etC
tels queT = (A2 + Bxy+ Cy?)?; autrement dit si et seulement si

11 =A%, T = 2AB, T3 = B>+ 2AC, T4 = 2BC, 15 = C2.
LapplicationW: (A, B,C) — (A2, 2AB,B? + 2AC, 2BC,C?) induit une application holomorphe, en fait un plongement
deP?(C) dansP*(C) noté encorél. Son image, qui esd, est en fait une projection de la surface de Veronese standard
deP5(C) surP4(C). On peut évidemment donner I'idéal de définition@eToutefois pour les calculs pratiques il est
plus commode d'utiliser la présentation ensembliste swéeOn découpe I'espad(C) comme I'union de I'hyper-
plants = 0 et de I'ouvert (carte affine)s = 1 et nous allons décrir® relativement & ce découpage. PGucomme
ci-dessus on note encofe= (T3 : ... : Ts). Remarquons qui’ envoie la carte affin€ = 1 deP?(C) dans la carte
affinets = 1 deP4(C). AinsisiT = (11:...: 14 : 0) estdans’({C=0})on a
() ta=15=0etd113—13=0.
Maintenant sil = (11:...:T4: 1) estdansl({C = 1}) on vérifie que lorsques =0 on a
(i) Ts=1To=Ta=13—-411=0
et que pour, # 0 lest; vérifient
(i) 15 =1, 14 # 0, 1311 — 15 = 41314 — T3 — 812 = 0.
On remarque que I'annulation dg dans(iii) ne produit pagii).

SoitdoncFy = ¥ (a;A, V), le quadrupleta, A, p,v) étant admissible. Avec les notations précédentes on abtien
AP) = (A +V+ p+ D)HVH(Y2 — (a + 1)xy+ ax?)*R(x,y)
oUR(x,y) désigne le polyndmex* + rox3y + r3x?y? + raxy® + rsy* avec
r1 = Aa?(2avp+ o + 2a2v 4 a?v? — 20 — 20— 20V + 1+ 2{+ p2),
rp = —2\a (Aavqu APV — 3021V + V2 + A2 — Aav 4 av2 i — 20V + a?vip — 3ovp— Aap— Aa 4 2vp— a2
+A+V+20A — Ao — Ao+ Ao +v2pad + 2vpo® — av — o?p+ pa® — Ava? — 2uv2a? — v2a + 2avad +)\v2cx3> ,
r3 = 202 — a2 — Ahavp? — 2Mavp+ 202 Ao’ — 120a?py + 202vap+ 2awal P + Avpa? — 4a?pad 4 2av2po?
+ AV 6V2a? P — ANZ02y — AN2ap— dav2p+ 202012 — Ao+ 262 ap+ 2pAa + 202y — 2Avpa® + 2Avp?
+20av — dap?v? + 2024 A28 4 2020 — 6M%a? +v2 + 2hv + A2 4 Pat + A%a? + 22%a3 — 42v2a + 20 %va?
+ 12v2 — Mo — 4vpPad + 2202 — 4hvZa? + 22%vad 4 2uha + pPv2o® 4 2vpla® 4 A2v2ad,
rg= —2(uv2 — 3Aavp— 3AGP Y + 02y + 2Avpa® — Aav + 2Avp— A%y — 2av2p+ avp? — 202V + avp— Aap— Adap? — Aa?p

+12a® + 2202 — awa? +vpad + w2a? — av2a? + A2va® + 2una® — Map+ A2p— A%a — A2a +v2 + 2av +)\2> ,

rs = A2+ 2202 — 2020 + 2002p+ 2\ — 2\ av — 2hap4 20V 4 V2 + P
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Considérons I'applicatio définie par
C* - PH0), (0N, V) — (F1:T2:Fg:r4:Ts).

Lensemblef ~1(©) donne les paramétréa, A, 1, v) pour lesquels le discriminant associé est un carré ; cendrise
s'identifie donc a celui des feuilletages homogénds; A, |, v) auxguels on peut associer une trivolution. On va dé-
crire f~1(©) prés du point spécidl-1,1,1,1). Plagons-nous dans la carig= 1. La matrice jacobienne deau point
(-1,1,1,1) est
-2 2/3 0 0
16/3 0 2/3 -2/3
Jadf) iy = | o a3 163 163
—-16/3 0 2/3 -2/3

Il en résulte que la différentielle deau point(—1,1,1,1) est de rang maximum. On peut vérifier gue-1,1,1,1) =
(12,0,24,0,12) etque sia, A, i, v) estadmissible et vérifig(a, A, 1, v) = (12,0,24,0,12) alors(a, A,y v) = (—1,1,1,1).
On remarque qu’~1(12:0:24:0:12={(1:0: 1)} et que la différentielle d& en(1: 0 : 1) est de rang 3Dans
la carte affinery = 1, I'application W s'écrit W: (B,C) — (2B,B? 4 2C,2BC,C?). Le plan tangent & ~1(©) au point
(—-1,1,1,1) est I'image de

0 O
_ ~ 3 0
Jaq‘f)(}l’l’lﬁl)Jac(\P)(o’l) = 3 %
5 %
2 2
Par suite suf (@) au voisinage dé—1,1,1,1) et a l'ordre 1 on a
3 3
o=-1, A=1+3u, p:1+§(u+v), v:1+§(u—v)

ou encoret = —1, etv — 1 — A+ u= 0. En particulier, on en déduit I'énoncé suivant.

Théoreme 5.17— L'espace des parametr@s,\,|.,v) admissibles pour lesquels est associge(a; A, ., Vv) une tri-
volution est localement au poifit-1,1,1,1) une surface lisse.

La trace de cette surface est précisée sur la section hgpempk —1 par la proposition qui suit.

Proposition 5.18 — On peut associer une trivolutionrd —1;\, |, v) si et seulement si le quadruplet admissibié, A, ,v)
satisfait 'une des propriétés suivantes

(@ (4—v)A—v(2v+1)=0etp=v;

(b) A=1ety+v—-4pv+2=0.

Remarques 5.19—  — Onremarque que-1,1,1,1) vérifie les conditionga) et (b).
— On passe de la conditigia) & la condition(b) par (x,y) — (x+Y,y— X), la non homogénéité apparente résultant
du fait qu'on a normalisé a 1 I'exposant de

Démonstration— Le quadruple{—1,A,,v) est supposé admissible. Quitte & poger p+v etw = p—v lesr;
s'écrivent

r1=A(4u+4+w?), r2 = 2A\W(—U—2+Au—W?+U?+ 2\),
r3 = u? — 2\uw? — 82 4 2u8 — 2uwW? — 2AL% — 2AW? — AAU+ 2AU8 — AN 2Uu+ N2 + (P — wP)2,

ra=2wW(U—Au—wW2+ U242\ — 2\2), rs = 4\% + 4hu+ w2

Remarquons qu& + pu+ v+ 1 # 0 se réécrith + u+ 1 # 0. Cette présentation, bien qu’asymétrique, permet en fait
d’'« alléger » les calculs qui vont suivre.
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Pour que la conditiofi) soit vérifiée il faut ques soit nul autrement dit que= —“AZ—XWZ. Alorsrg se réécrit

RO-30+3)(-%)

Comme le quadruplét-1,A, ,v) est admissible (c’est-a-didgv # 0 etA + pu+v + 1 # 0), on vérifie que les condi-
tionsry=0et4r3— r% =0impliqguentque\ =1 etu=v =—1/2. Ces valeurs des parametres satisfont la condftidn

Ceci correspond exactement a I'exemple 5.16.

Etudions maintenant la conditigii) que I'on traduit pars # 0,4 =rp = r% —4r1 = 0. Toujours en invoquant I'admis-
sibilité on vérifie que les conditions = r4 = 0 sont satisfaites pour

1) w=0

ou

2) Au+2)—wWP+ U2 —u—2=0etu’+u—Au—2A%+2\ =0,
conditions que nous allons examiner cas par cas.
Siw est nul,i.e. p= v, on vérifie quer3 — 4rirs = —ud(u+A +1)3((u— 8)A +u(u+ 1)). Maintenant 'admissibilité
exige la non-nullité de etu+ A + 1; de sorte ques — 4r1rs = 0 si et seulement il — 8)A + u(u+ 1) = 0. Finalement
on obtient

H=V et (4—Vv)A—v(2v+1)=0.
On constate ensuite que I'éventualité 2) ne produit pas deelles solutions admissibles.

Pour finir traitons la conditiogiii) . On constate quEgry —rsr3 = 16A2wWA(A — 1) (u+w) (u—w)(A +u+1)%.
Le quadruplet—1,A,,v) est admissible at; est non nul donev aussi. Il s’en suit qua vaut 1; alors 4srars — rﬁ —
8ror2 se réécrit

32w(u+2)3u+w) (u—w)(u>—w?—u—2)  ouencore  1261—V)(u+V+ 23w (4 —p—v —2).
Puisquay, v etp+v + A + 1 sont supposés non nulsgdyrs — ri — 8r2r§ =0sietseulementgi+v—4uw+2=0. O

Décrivons précisément la premiéere famille de I'énoncé Ja 8econde s’en déduit (Remarque 5.19). Le feuilletage
est alors défini par le champ

vx((2v+1)x2—9y2) P P

—_ 27 —_

y((2v +1)x y2) 5

4—v 0X
On vérifie quel(P) est un carré

2 5
AP) = %x‘v()@ P (@@ +3p)”

Choisissons une racinede 2 + 1. A ¢ est associée une trivolutian, de la forme(V\L,J—bz, V?,’—%,z) avec
Uy = 4xy(vv(2v + 158 — (1203 42802 + 10 + 4y + 200 (v — 202+ 1)3y?
+2(6v3+ 1302 + 130+ 4)x2y3 — (v + 1)xy? + (202 — v — 4)y5) :
Vi = 4xy(v(1+6v+12\12+8v4)x5+ﬁ(4v37 122 — 15v — 4)x*y 4+ 20(v? — 3v — 4— 2v3)x%y°

—2(45v2 + 1603 + 4v? 1 8+ 35v)Cy2 + (2003 + 16+ 69y + 842 )xy* + 3v(4— 202 + 7v)y5) ,

W =Vv2(2v+1)5¢ — 2203+ 2502 + 280 + 8%y + (V—4)%y*,  Us=(v+1)¥°—y?, Vo= (+1)x% -9
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6. Conclusion

Les exemples qui précédent soulévent plus de problémds gieén résolvent et on peut dégager un certain nombre de
guestions. En premier lieu on peut se demander quels sofeil#ietages associés aux involutions de Bertini; ont-ils
des propriétés (dynamiques) spéciales ? Dans un autredbidites nous avons plusieurs fois mentionné la constnuctio
de 3-tissus associés a certains feuilletages produisarttidelutions. Le fait que ces 3-tissus soient hexagonaix e

il un fait anecdotique ? Enfin il serait intéressant de déaromplétement la variété des feuilletages de degré 3 qui
produisent des trivolutions. En particulier quel est sogréd®@ Est-elle irréductible ? Rationnelle ?
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