QUELQUES PROPRIETES DES TRANSFORMATIONS BIRATIONNELLES
DU PLAN PROJECTIF COMPLEXE

par

Julie Déserti

Abstract — We present some (unfortunately not all) known propertieghan Cremona group;
when it's possible we mentioned links with the most knownugref polynomial automorphisms of
the affine plane. The mentioned properties are essentigipeaic properties: generators, relations,
finite subgroups, subgroups of finite type, automorphismghefCremona group, Tits alternative...
but also dynamical properties: classification of biratianaps, centralizer, dynamic of an Heisenberg
subgroup... We deal with the construction of entropic awtqgrhisms on rational surfaces.

Résumé — On présente certaines (malheureusement pas toutes)égigspdonnues du groupe de
Cremona en faisant, lorsque c’est possible, un parallée & groupe des automorphismes poly-
nomiaux deC?. Les propriétés abordées seront essentiellement de nagéferigue : théoréme de
génération, sous-groupes finis, sous-groupes de typedisirightion du groupe d’automorphismes du
groupe de Cremona,. mais aussi de nature dynamique : classification des tranaf@ns biration-
nelles, centralisateur, dynamique d’un sous-groupe dsdréerg .. On évoque un peu les problemes
de construction d’automorphismes de type entropique susuefaces rationnelles.

Klein, in his 1872 Erlanger Programme, defined geometryastiidy of those
properties of figures that remain invariant under a paréicgtoup of transfor-
mations. ""Invariance" and "group" are the unifying contsejm Klein's Er-
langer Programme. Groups of transformations had been nsgeldmetry for
many years, but Klein’s originality consisted in reversthg roles, in making
the group the primary object of interest and letting it opem@n various geo-
metries, looking for invariantsTGre93).
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1. Introduction

Dés la fin du XIXMesiécle, de nombreux mathématiciens s'intéressent au greptransforma-
tions birationnelles du plan projectif complexe appelésagsupe de Cremona : Naether donne
un théoréme de génération ; Bertini, Kantor et Wiman terderdécrire ses sous-groupes finis et
Castelnuovo de déterminer les transformations biratibemdéixant une courbe de genre stricte-
ment plus grand que. Toutes ces questions ont été reprises et approfondies as doXXMe
siécle ; on en aborde certaines aux 84 et 85. On peut des kiifigule fait que le groupe des
transformations birationnelles @ (C) se distingue de celui des transformations birationnelles
deP"(C) avecn > 3 en expliquant pourquoi il n’y a pas d’analogue au théorémalaether en
dimension supérieure. Le 83 est consacré a la démonstrdtidait suivant : tout élément du
groupe de Cremona s'écrit comme une composée de transfonmatlémentaires, les éclate-
ments. Au 86 on rappelle que la description du groupe d'aatphismes d'un groupe donné est
un probleme classique ; on donne aussi, entre autres, urgrcléqui a conduit a la description
du groupe des automorphismes du groupe de Cremona.

Aprés avoir évoqué certains aspects algébriques du grogiigreinona on aborde des proprié-
tés dynamiques comme la classification des transformabioationnelles a conjugaison pres,
la caractérisation du centralisateur de certaines tramsfttons de Cremona... on établit un pa-
ralléle entre le groupe des transformations birationsedle plan projectif complexe et celui des
automorphismes polynomiaux du plan (87). Le « programmeinfgn&r » a motivé I'étude des
représentations de certains réseaux dans le groupe de Gaeroette problématique conduit
aussi naturellement a la description des sous-groupestailis (88). Bien que le groupe de Cre-
mona ne se plonge pas dans un groupe linéaire (82), il sgtisfenme les groupes linéaires,
I'alternative de Tits; cet énoncé s'obtient & partir degpiktés des sous-groupes de type fini du
groupe de Cremona (89). Au 810 on s’intéresse au problémargui étant donné une transfor-
mation birationnelle dé@?(C) existe-t-il une suite finie d’éclatements X — P?(C) telle que
I'application induite fy = T frsoit un automorphisme d&?(C)? On finit par mentionner un
probléme ouvert : le groupe de Cremona est-il simple ? On elol®s références ou cette ques-
tion a été abordée sans étre résolue; on évoque aussi ldmtsltenus pour le groupe des
automorphismes polynomiaux du plan affine.

2. Premiers pas dans le groupe de Cremona

Unetransformation rationnelldu plan projectif complexe dans lui-méme est une transfoama
de la forme

]PZ(C) - ]PZ(C)7 (X LYy Z) = (fO(X7y7 Z) : fl(xaya Z) . fZ(X7y7 Z))7
les f; désignant des polyndmes homogenes de méme degré.

Une transformation birationnelld = (fo: f1 : ;) deP?(C) dansP?(C) est une transformation
rationnelle qui admet un inverse lui-méme rationnel.

Le degréde f, noté ded, est le degré de§; c’est aussi sL désigne une droite générique du
plan projectif complexe defy L.

Le groupe de Cremonest le groupe des transformations birationnelleBd€) dans lui-méme ;
on le note BifP?). Ses éléments sont aussi appetassformations de Cremona
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Exemples 2.1 — — Tout automorphisme dB?(C), i.e. tout élément de PG(C), est une
transformation birationnelle.
— La transformation
o: P?(C) --» P?(C), (X1y:2) — (yz:XzZ: Xy)

est rationnelle. Dans la carte affize= 1 on aoc = )—1(,)% ; on remarque en particulier

gueo est une involution birationnelle. Elle porte souvent le ndinvolution de Cremona
comme on le verra elle joue un réle particulier.
— Un automorphisme polynomial d& est une application bijective de la forme suivante

C? - C?, (xy) — (f1(x,y), f2(x,y)), fi € Cx,y].

Le groupe de Cremona contient le groupe /&3t des automorphismes polynomiaux du
plan complexe ; en particulier le prolongement dawmomorphisme élémentaire

(ax+P(y),By+Y), a, BeC*, yeC, PcCly], degP > 2,

au plan projectif complexe est une transformation biratele. 1l en est de méme pour le
prolongement d’'unepplication de Hénon généralisée

(y,P(y) — ax), aeC, PeCly, degP > 2.

Définitions 2.2 — Soitf = (fo: f1: ) dans Bi(P?). Le lieu d’indéterminatiorde f, ou encore
I'ensemble depoints éclatépar f, est le lieu d’annulation def. On le désigne par Ind).

Le lieu exceptionnele f, ou encore I'ensemble deurbes contractégzar f, est le lieu des
zéros du déterminant jacobien @ieOn le note Ex¢f).

Exemples 2.3—  — Sif appartient a AUfP?(C)) = PGLg(C) on a Indf) = Exc(f) = 0.
— Rappelons que l'involution de Cremona s’écrit

o: P?(C) --» P?(C), (X:y:2)— (yz:xZ:Xy);
on remarque que
Ind(o)={(1:0:0),(0:1:0,(0:0:1)} et Exqo)={x=0ju{y= 0ju{z= 0}.
— Sip est l'involution donnée par
p: P2(C) --» P?(C), (X:y:2) — (xy: Z:y2),

onalndp)={(1:0:0,(0:1:0} etExqp) ={y=0}U{z=0}.
— Enfin I'involution T définie par

1: P?(C) --» P?(C), (X:y:2)— (X xy: Y —x2)
satisfait Indt) = {(0:0: 1} et Exqt) = {x=0}.

A une transformation de Cremorfaon peut associer son grapRe qui est une sous-variété
irréductible deP?(C) x P?(C) (voir [Fis76]). Soit p; (resp.pz) la projection de ¢ sur le premier
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(resp. second) facteur :

I
>N
f

P(C)- - -~ - - - P(C)

Le lieu d'indétermination de est 'ensemble (fini) des points gu n’est pas localement in-
versible. NotonsE(p,) le lieu des points oo, n’est pas une application finie ; Exc) coincide

avecpi(‘E(p2)).

Dans ce qui suit on verra que BR?) posséde de nombreuses propriétés du groupe linéaire,
néanmoins on a I'’énoncé suivant.

Proposition 2.4([CD]). — Le groupe de Cremona ne se plonge pas @ingk) ouk désigne
un corps de caractéristique nulle.

Démonstration— Commengons par rappeler le résultat suivant di a Birkheffientk un
corps de caractéristique nulle At B, C trois éléments de Gi(k) tels queC soit d’ordre p
premier efA,B] = C, [A,C] = [B,C| =id; alorsp < n (voir [Bir36]).

Supposons qu'il existe un morphisme injectide Bir(P?) dans Gls(k). Pour tout nombre pre-
mier p considérons, dans la carte affine- 1, le groupe

(oo} o, sen(2))

Les images par des trois générateurs satisfont le lemme de Birkhoff dprc n; ceci étant
valable pour tout premigp, on obtient le résultat annoncé. O

2.1. Le sous-groupe des automorphismes polynomiaux du plar— Introduisons deux sous-
groupes de AUC?] qui jouent un réle particulier

— le groupe affine
A = {(01X+ By + Y1, 02X+ By +Y2) [0, Bi, Vi € C, a1z — azfy # O}
— et legroupe élémentaire
E={(ax+P(y),By+y)|a, B C*, ye C, PeCly], degP > 2}.
En 1942 Jung a démontré le théoréme de structure suivant.
Théoréme 2.5[Jun42]). — Le groupeAut[C?] est un produit amalgamé

Aut[C?] = A+gE, S=ANE.
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Dit autrement tout élémenide AufC?] nappartenant pasgest de la forme

(a1)er...an(en), a € A\E, € €E\A;
de plus cette écriture est uniqgue modulo les relations stéga
ae = (as)(s 'a), 818 = (8-15)(s &), s ses.

Il'y a de nombreuses démonstrations du théoreme 2.5. Oniesanfloam02] pour un historique
détaillé et pour une preuve originale et géométrique derami@ dont on va juste évoquer l'idée.
Soit

2 (xy) — (fi(xy), f2(x,y))

un automorphisme polynomial d& de degrén; on peut proIongerFen une transformation de
Cremona

f: P?(C) --» P2(C), (X:y:2)— <z"ﬁ<)—z(,)—zl> :Z’E(g,%) :z”).

La démonstration de Lamy s’effectue par récurrence sur telme de points d’indétermination
de f : il s’agit de montrer qu'il existe) : P?(C) --» P?(C), prolongement d’un automorphisme
polynomial deC?, tel que #Indfo 1) < #Ind(f).

Puisque AUtC?] est le produit amalgamé deetE le long deA N E la théorie de Bass-Serre assure
que AufC?] agit de maniére non triviale par translation & gauche surbrea (voir [Ser77).
L'arbre 7 est défini comme suit : I'ensemble des sommets est l'uniojpidte des classes

a gauche(Aut[C?])/A et (Aut[C?])/E et celui des arétes I'union disjointe des classes a gau-
che(Aut[C?])/s. Pour tout automorphisme polynomiéll'aréte fS relie les sommet$A et fE.

Voici quelques sommets d&

. edE aeA |
i en aE i
~ €aE ] . aea ~
idE idA
ANGE: aeA -
A aE
- €aE aeA -

oua, a(resp.e, € désignent des éléments fi¢resp.E).

On récupére ainsi une représentation fidélele AufC?] dans le groupe des isométries de
larbre 7. En étudiant cette action Lamy a démontré de nombreusesi@iépmpour AutC?]
(voir [LamO01]), on en précisera certaines dans la suite.

() Pour certains produits amalgamés I'action induite n'estfile : on peut vérifier que la matriedd agit trivia-
lement sur I'arbre associé au produit amalgame(8l. = Z /4Z xy, o7, 7./ 6.
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2.2. Le groupe de de Jonquieres. —Le groupe de de Jonquierest le groupe des transforma-
tions birationnelles du plan projectif complexe présetwanpinceau de courbes rationnelles ; on
le note dJComme deux pinceaux de courbes rationnelles sont biralwment conjugués, dJ
ne dépend pas, a conjugaison pres, du pinceau choisi. Dénaemt on peut supposer a conju-
gaison birationnelle prés que dJ est, dans une carte &fipedeP?(C), le groupe maximal des
transformations birationnelles laissant la fibratjoa cte invariante. Une transformatidnde dJ
permute les fibres de la fibratiof,induit un automorphisme de la baB&(C) soit un élément
de PGly(C); lorsque f préserve les fibresf agit comme une homographie dans celles-ci. Le
groupe de de Jonquiéres s’identifie donc au produit seractdPGL(C(y)) x PGLx(C).

2.3. Réseaux homaloidaux. —On mentionne le lien entre réseaux homaloidaux et transform
tions birationnelles, ces réseaux ayant conduit I'écolgétamétrie italienne a I'étude des trans-
formations birationnelles.

Définitions 2.6 — Soient S une surface gtun point de Sl existe une surfac& et un mor-
phismert: S— S, uniques a isomorphisme pres, tels que

= T i(s\{py) - 1(S\ {p}) — S\ {p} soit un isomorphisme ;

— E := 1 (p) soit isomorphe #1(C).
On dit quettest I'éclatementle S enp et E la courbe exceptionnelleu diviseur exceptionnel
linverse r-! de Tt contracteE.
Considérons une courbe irréductibie sur S passant pgp avec multiplicitév. L'adhérence

detr1(C\ {p}) dansS est une courbe irréductibte appeléetransformée strictele ¢ danssS.
SoientD etD’ deux diviseurs sur S; nous avons

WC=C+VE, (wD,mD)=(D,D), (E,wD)=0 et E?’=-1  (2.1)

Soient S une surface ptun point de SLe diviseur exceptionnel obtenu en éclatprast appelé
premier voisinage infinitésimade p et les points dé&e sont ditsinfiniment prochesde p. Le
i-eme voisinage infinitésimale p est 'ensemble des points contenus dans le premier voisinag
d’un certain point dyi — 1)-éme voisinage infinitésimal de Lorsqu’on souhaite distinguer les
points de S des points infiniment proches on appadlets propredes points de S

Soit f = (fo: f1: f2) une transformation birationnelle du plan projectif dansh@&me. Leréseau
homaloidalassocié & est le systeme de courbgs défini par

agfo+ a1 fy+axfs, (ag: a1 ap) € P?(C).

Les points basg; du réseauZ; sont les points par lesquels passent toutes les courbesaurg
on dit aussi que leg; sont lespoints basele f. lls peuvent étre dari®?(C) ou infiniment proches
deP?(C); si pj n'est pas propre, il appartient a krieme voisinage infinitésimal dg,, ¢ # j.
Les points base propres desont les points d'indétermination de La multiplicité def en p;
est la multiplicité d’'une courbe générique g& enp;, i.e.l'ordre enp; d’'un élément générique
de %;.

On a vu qu’a toute transformation birationnelle on peut agsain réseau homaloidal, récipro-
guement on a I'énoncé suivant.
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Théoréme 2.{[SR8Y). — Un réseau homaloidal définit une infinité de transformatioins-
tionnelles, chacune pouvant étre obtenue a partir d’une atis composition a gauche par un
automorphisme d&?(C).

Exemples 2.8 —

— Considérons la transformation birationnnetie Les points d’indétermination de sont
(1:0:0,(0:1:0 et(0:0:1). Les transformations de Cremona associées au réseau
homaloidal constitué des coniques passant par les pdint8:0), (0:1:0) et(0:0: 1)
sont les transformations de la forme avecA dans AutP?(C)).

— SoitS le réseau homaloidal formé des coniques passariiipdr: 0), (0: 1:0) et tangentes
a la droite d’équatioz = 0. Les transformations birationnelles associégssant du typeAp
avecA automorphisme d&?(C).

Soientf une transformation birationnelle &£ le réseau homaloidal associé alLes courbes
de % satisfont les équations suivanteA@05])

q q

lef:nz—l, Zuzsn—s
i= i=

ou | désigne la multiplicité aux points base (qui rappelonséesont pas nécessairement
propres),q le nombre de points base ete degré def. La premiére équation traduit le fait que
deux courbes génériques du réseau homaloidal se coupestt paihts base et un unique autre
point; la seconde exprime que les courbes du réseau samimaties.

3. Le théoréme de factorisation de Zariski

L'involution o se décompose en deux suites d’éclatements

C =
Lag Lac Ec Lec
Lac
m 1%
Lac Lec - — En Eg
T |
A e ° Ea Ec Lag
P(C) P(C)
R -
o

avec
A=(1:0:0), B=(0:1:0), C=(0:0:1),
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Ea (resp.Eg, resp.Ec) le diviseur exceptionnel obtenu en éclaténfresp.B, resp.C) et Lag
(resp.Lac, resp.Lgc) la transformée stricte deag (resp.Lac, resp.Lgc).

Ceci n’est pas propre@ c'est un fait général : toute transformation de Cremonar’@a moyen
d’éclatements comme I'assure le théoréme suivant di akZags résultat est en fait valable
pour toute transformation birationnelle d’'une surfacejgutive lisse dans une autre. Avant de
I'énoncer rappelons que si X est une variété irréductibly’ eine variété, undransformation
rationnellef: X --+ Y est un morphisme d’un ouvefll de X dans Y qui n’est pas la restriction
d’'un morphismetl — X avecU C U.

Théoréme 3.XZariski, 1944). — SoientS, Sdeux surfaces projectives lissestetS --» Sune
transformation birationnelle. Il existe une surface petije lisseS et deux suites d’éclatements

m:S — S, 'S —S
telles quef = Tpm;
S
S -3

On va démontrer le théoréme 3.1 en suivdBe#d73. La démonstration se fait en deux temps
— tout d’abord on montre gqu’une transformation rationneffene surface dan®"(C)
s'écrit grr ! ot tdésigne une suite d’éclatementspetn morphisme (théoréme 3.3);
— puis on établit qu'un morphisme entre deux surfaces estrtgposée d’un isomorphisme et
d’'une suite d’'éclatements (théoréme 3.8).

Si V désigne une variété lisse on note (Ri¢le groupe de Picard d¢, i.e.le groupe des classes
d’'isomorphisme de fibrés en droites sur V

Remarque 3.2 — Soit S une surface. A une transformation rationnélleS --» P"(C) et un
systeme d’hyperpland dansP"(C) on peut associer le systeme linéairgH |. En effet la trans-
formation f est un morphisme d’'un ouvert maximalde S dan$"(C). L'ensemble S U est
fini donc Pi¢S) et PigS\ U) sont isomorphes ; par conséquent on peut parler d'imageseve
par f d'un systéme linéair® que I'on notef*P. 3
Réciproquement soiP un systeme linéaire de S sans composante fixe ; natdfespace pro-
jectif dual de?. On peut définir une transformation rationnefleS--» 2 : a un pointp de S on
associe I'hyperplan d# constitué des diviseurs passant panotons quef est défini erp si et
seulement sp n’est pas un point base d&

Il'y a donc une bijection entre

— les transformations rationnelldsde S dan®"(C) telles quef (S) ne soit pas contenu dans
un hyperplan
et
— les systémes linéaires sur S sans composante fixe et desitiman

Théoréme 3.3[Bea7g). — Soit f: S --» P"(C) une transformation rationnelle d’une sur-
faceS dans I'espace projectif”(C). Il existe une surfac&, une suite d’éclatements. S — S
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et un morphisme: S — P"(C) tels quef = @rrt

S
)N
S=—— - =P"(0)
Démonstration— On peut se ramener au cas 6(5) n'est pas contenu dans un hyperplan
deP"(C). A f correspond donc un systéme linéaife |D| (si D est un diviseur sur une sur-
face S on désigne p#D| I'ensemble des diviseurs effectifs sBtinéairement équivalents )
de dimensiom sur Ssans composante fixe (Remarque 3.2)P$i'a pas de point basd,est un
morphisme et le théoréme est démontré.
Supposons qué ait un point base. Soitty: S; — S I'éclatement de S au poit la courbe
exceptionnellee; appartient a une composante fixerde? C |1;D| avec une certaine multiplici-
tév, > 1; autrement dit le systéme

P = Tf{T—VlEl C |D1| = |Tf£D —V1E1|

n'a pas de composante fixe. & correspond une transformation rationnefie S; --» P"(C)
qui coincide aved m. Si f1 est un morphisme le théoréme est démontré ; sinon on itén@ie p
cédé. On obtient alors une suite d’éclateménts S; — Sy—1)q €t une suite de systemes linéai-
res(Py C |Dg| = |T§Dq-1— VqEq|)q SUr § sans composante fixe. A partir de (2.1) on obtient

2 2 2 2
Dq == Dq—l —Vq < Dq—l‘

Comme?, n'a pas de composante fixe orDé > 0 ce qui assure que la suite d'éclatements est
finie : le procédé conduit nécessairement, en un nombre ftapes, a un systeme linéaifg
sans point base et définissant un morphim&; — P"(C). O

Exemple 3.4 — Soit S une surface quadrique lisseRC); une telle surface est donnée par
> GijXxj =0
ou (gij) désigne une matrice symetrique non dégénérée. Les fornaeBajigues symétriques

non dégénérées s@f sont isomorphes ; il en résulte que les surfaces quadriigses|dé3(C)
sont projectivement isomorphes. Considérons I'applicatle Segré

&: P1(C) x PY(C) — P3(C), ((X:), (U V) — (XU XV:YU: YV).
L'application g est un plongement dont I'image est la quadrique lisse
XoX3z — X1 X2 = 0.

Ainsi toute surface quadrique S @8&(C) est isomorphe &%(C) x P(C).
Soit p un point de S; I'ensemble des droites B C) passant pap s'identifie & 'espace pro-
jectif P2(C). A tout pointm de Son peut associer la droite passant paet p; ceci induit une
application rationnellef de S dan€??(C), application rationnelle non définie gnqui s'étend
en un morphisme : S — P2(C). L'image par f -1 d’'un point deP?(C), correspondant & une
droite L passant pap, est constituée

— ou bien du second point d’intersectionldavec S;

— ou bien, sL est contenue dans 8e tous les points de.
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Ainsi f est un morphisme qui contracte les deux génératrices desamgsarp. On a donc

é ~
N
S----~->P%C)

ou f est, a isomorphisme pres, I'éclatement de deux pointsdistietrtI'éclatement de S ep.

Lemme 3.5[Bea7d). — Soit f: S— S un morphisme birationnel d’'une surface irréductible
éventuellement singulier® dans une surface lis€®. Supposons que la transformation ration-
nelle f~1 ne soit pas définie en un poiptdeS'; alorsf~1(p) est une courbe s

A partir de cet énoncé on obtient le résultat qui suit.

Lemme 3.6[Bea7g). — Soit f: S--+» S une transformation birationnelle entre deux sur-
facesS etS. S'il existe un pointp deS en lequelf ~1 n’est pas définie il existe une courle
surStelle quef (C) = p.

Démonstration— L'application f induit un morphismep d’'un ouvertU de S dans ‘'S No-
tonsly C U x S’ le graphe dep. L'adhérence, dely dans S< S est une surface irréductible,
éventuellement singuliere. On désigne palresp.T,) la projection de ¢ sur S (resp. §; ces
deux projections sont birationnelles e nznil

Ty
Y\
S-=--7-->8

Le fait que f 1 ne soit pas défini ep implique querrz‘l aussi; le lemme 3.5 assure I'existence

d’'une courbeC sur Ty telle querrz(Z‘) = p. Limage deC par 1y est une courbe” satisfai-
santf(C) =p. O

Proposition 3.7([Lam02]). — Soit f: S— S un morphisme birationnel entre deux surfaes
etS. Supposons que la transformation rationndlté: ne soit pas définie en un poiptde S’
alors f s'écritTip ouT: S— S désigne I'éclatement d& en p et® un morphisme birationnel
deS dansS

S

7N,

Démonstration— Soitt: S— S I'éclatement de Sau pointp; posonsp:= 1T 1f. Supposons
gue@ ne soit pas un morphisme ; saitun point de S ouwp n’est pas défini. On a

- f(m=p;

— f n'est pas localement inversible amn

S
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— il existe une courbe si8 contractée sun par@L; cette courbe ne peut étre que le diviseur
exceptionneE associé at
Considéronsy;, gp deux points distincts dE ot ¢! est bien défini ey, & deux germes de
courbes lisses transversek &na; et respectivement. Alors((y) etTi((») sont deux germes
de courbes lisses transversespen f(m) qui sont image paf de deux germes de courbesran

B G (8]
S
E
q 07]
7

o s

S S
p=f(m)
_— =
o) m f
(1)
(P_l(Cz) T[(CZ)

La différentielle def enmest donc de rang 2 ce qui contredit le fait qua’est pas localement
inversible erm. O

L'énoncé qui précede nous permet de terminer la seconde.étap

Théoréme 3.§[Bea7g). — Soitf: S— Sy un morphisme birationnel entre les surfaesSy.
Il existe une suite d’éclatemen{si: Sx — Sk_1)k=1.n €t un isomorphisme: S— S, tels que

f=mm...Tho.

Démonstration— Si f est un isomorphisme la preuve est terminée ; sifiohn’est pas défini
en un certain poinp de . La proposition 3.7 assure gqdes’écrit comme la composée de I'écla-
tementiy de § en p et du morphisme birationndh : S— S;. Si f; nest pas un isomorphisme
on itere le procédé ; reste a montrer qu'itérer un nombre fnfiois suffit. Raisonnons par I'ab-
surde : supposons qu’on ait une suite infinie d’éclatem@ms Sy — Si_1)k et de morphismes
birationnels(fx: S— S¢)k tels que

fr1 = T fy, Vk>1.

Notonsv(fx) le nombre de courbes irréductibles contractéesfpaPuisquefy_1 = T fy toute
courbe contractée pdi est donc contractée pdg 1. De plus il existe au moins une courbe
irréductible C sur & telle quefy(C) soit le diviseur exceptionnel dex d'ou v(fx) < v(fk_1);
pourk suffisamment grand on a dowr¢fy) < 0 ce qui est impossible. O
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4. Génération du groupe de Cremona

4.1. Enoncés de Noether et Iskovskikh. —En 1871 Neether donne un résultat de génération pour
le groupe de Cremona.

Théoréme 4.1Ncether,[Noe69, Noe70, NoeTp — Le groupe de Cremona est engendré par
I'involution de Cremona etAut(P?(C)).

Exemples 4.2— - La décomposition de (voir Exemples 2.3) est la suivante
(z—y:y—x:y)o(y+z:z:X)o(X+2:y—2:2).

— Latransformatiort (définie dans Exemples 2.3) s’écrit auégifo0/30¢46¢5 ol

l=(—X:12y—X:Z—y+X), Lla=(X+2z:X:Yy), l3=(=y:X+z—3y:X),
ly=(x+2Z:X1Y), ls=(y—X:—2X+2:2X—Y).

— Un calcul montre que
F2(C) --» P%(C), (X1y:2) = (XZX+Y)  yZX+Y) 1 XYP)
se décompose comme suit
(2y—x:—y:—2)0(y+2z:2:X)0(z: —2X—Yy: X+Y)O.

La démonstration du théoréme 4.1 donnée par Nocether étainpléte. |l ne considérait que
les transformations birationnelles quadratiques ayait points d'indétermination propres alors
que certaines en ont moinsf(les transformationg et t de Exemples 2.3). Il faudra attendre
1901 et Castelnuovo pour une preuve complé®agD1). Au cours du X)X¥Mesiécle il y a eu de
nombreuses démonstrations du théoréme 4.1, on renv®€GH] pour un historique détaillé.
Dans les années 80 Gizatullin et Iskovskikh ont donné uneeptétion de BiiP?) par gé-
nérateurs et relations @iz82, Isk83) ; énoncons le résultat d’lskovskikh gu'il présente dans
PL(C) x PY(C) qui est birationnellement isomorphéP&(C).

Théoréme 4.3 — Le groupe des transformations birationnellesP4eC) x P1(C) est engendré
parAut(P(C) x P1(C)) et le groupeld de de Jonquier€s.

De plus les relations dagir(P1(C) x PY(C)) sont les relations internes au grougk au grou-
peAut(PY(C) x PY(C)) auxquelles s’ajoutent la relation

(ne)® = <%,$> ou n: (xy) — (y,x) et e: (x,y) — (x, ;—(/>

(@ Le groupe de de Jonquiéres est birationnellement conjugséas-groupe de BiP(C) x P1(C)) qui préserve
la premiére projectiom: P1(C) x P1(C) — PL(C).
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Remarque 4.4 — Il n’y a pas d'analogue au théoreme de Noether en dimensipérigure :

il faut une infinité non dénombrable de transformations dgrélestrictement supérieur a 1
pour engendrer le groupe BR") des transformations birationnelles @&(C) dans lui-méme
(voir [Pan99). L'idée de la démonstration est la suivante. Pan cortspaur toute cubique
plane lisse une transformation birationnelleRIEC), avecn > 3, qui contracte cette cubique.
Or I'ensemble des classes d’'isomorphismes des cubiqueepliésses est une famille a un
paramétre ; donc I'ensemble des types biratiodfeldes composantes du lieu exceptionnel
des éléments de BiP") est infini. Supposons que B#") soit engendré par un nombre fini
de transformationd, ..., f, et Aut(P"(C)). Les types birationnels des composantes du lieu
exceptionnel de tout élément de @if) s'obtiennent alors a partir de ceux dgsl'ensemble
des types birationnels des composantes du lieu exceptidesdransformations de BiP") est
donc fini : contradiction.

Par contre on dispose d'un énoncé semblable au théoreme theNgsur les transformations
birationnelles réelles qui sont des difféomorphisme®@@) (voir [RV05]); on a un énoncé
comparable pour la sphég (voir [KM ).

Remarque 4.5 — Wright a reformulé le théoreme de Noether en terme de praduilgameé : le
groupe de Cremona est le produit amalgamé deBC) x P1(C)), dJ et Au{P?(C)) suivant
leur intersection {Vri92]).

4.2. Transformations birationnelles quadratiques. — Le théoréme de Ncether conduit natu-
rellement a s'intéresser aux transformations biratidiesetie degré 2; notons Bifensemble
gu’elles forment. Le groupe PGIC) x PGL3(C) agit sur Bip

PGLs(C) x Biry x PGL3(C) — Biro, (A, f,B)— AfB™L.

L'orbite d’un élémentf de Bir, sous cette action est notégf).
Théoréme 4.§[CD]). — Si

0= O(x(x:y: 2)), 1= 0(1), 32 = 0(p), 53 = 0(0),
alors

Bir, = 2°uztus?uszs.

Ona

dim=° =10, dimz! =12 dimz? =13, dimz3 =14
ainsi que les conditions d’incidence suivantes

50—50  F1-_30yus! 2=30uslus?  B=Bir,=3ustusz?uss

Remarque 4.7 — Les éléments dE' possédeni points d'indétermination.

D’apreés le théoréme 4.6 il suffit de montrer que 'adhérene&est lisse le long d&° pour
obtenir I'énoncé qui suit.

(3 SoientX et X’ deux sous-variétés d&"(C); on dit queX et X’ ont mémetype birationnelsi X et X' sont
birationnellement équivalentes.
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Théoréme 4.§[CD]). — L'ensemble des transformations birationnelles quadnatgest lisse
dans 'ensemble des transformations rationnelles qugdes.

Remarque 4.9 — Ladescription, a composition a gauche et a droite préampautomorphisme
deP?(C), des transformations birationnelles cubiques se fait arsgtudiant la nature du lieu
des zéros du déterminant jacobien ; elle est sensiblemestcoimpliquée (32 modéles). Alors
que Bir est lisse et irréductible, il n’en est pas de méme pour l'etde des transformations
birationnelles cubiques vu comme sous-ensemblB?8¢C) (le projectivisé de I'espace des po-
lyndmes homogeénes de degré 3 en 3 variables s'identif@@(@)).

On peut se demander a quelle(s) condition(s) une transfarmeationnelle quadratique est bi-
rationnelle. Dans@D] deux critéres sont établis ; I'un d’entre eux est trés sargpEnoncer.

Théoréme 4.1Q[CD]). — SoitQ une transformation rationnelle quadratique dont le déterm
nant jacobien n’est pas identiquement nul. Supposondyaentracte le lieu des zérds du
déterminant jacobien d®; alors Z est I'union de trois droites non concouranteseg¢st bira-
tionnelle.

De plus a composition a gauche et a droite prés par un autérsarp deéP?(C) on a

— SiZ est I'union de trois droites en position génér&deesto;
— si z est I'union d’une droite double et d’une droite simpQecoincidep;
— enfin siZ est une droite tripleQ) = 1.

Notons que ce critére ne se généralise pas en degré supérieur

Corollaire 4.11(]CD]). — Une transformation rationnelle quadratique du plan ptdjetans
lui-méme appartient & si et seulement si elle admet trois points d’indétermimatio

4.3. Transformations birationnelles et feuilletages. —Un feuilletage ¥ de degré& surP?(C)
est donné par une 1-forme différentielle homogéne

w = FRydx+ F]_d)/—i- Fdz,
lesF désignant des polynémes homogénes de degré satisfaisant
pgcdFo,F, ) =1 et xFo+yF1 +zF = 0.

Rappelons que le lieu singulier Sif1g) du feuilletage# défini parw est le projectivisé du lieu
singulier dew

Singw) ={Fy=F =k =0};

l'identité d’Eulerxiq+yF +zF = 0 assure que cet ensemble n'est jamais vide. Plus précisémen
on a une formule de type Bezout

#Sing F) =v2+v+1,

chaque point singulier étant compté avec multiplicité. & transformation rationnellé = (fo :
f1 : o) du plan projectif on peut associer un feuilletagéf) deP?(C) décrit par la 1-forme

(yfo—zf)dx+ (zfo — xfo)dy+ (xfy —yfo)dz
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Exemple 4.12 — Le feuilletage¥ (o) associé & est défini par
X(Z — )i+ Y& ~ 2)dy + 2(y? —xP)dz = %(xz,y%z2>*<<z—y>dx+ (x—2)dy + (y—X)d2).

Le feuilletage¥ (o) est de degré ,2admet pour intégrale premiégé:—ﬁ et posséde sept points
singuliers qui sont les points fixes et les points d'indéteation dec. On a donc I'énoncé
suivant.

Proposition 4.13([CD]). — Si f est une transformation birationnelle quadratique géné-
rique, F () posséde sept points singuliers ; quatre sont des pointsdégsles trois autres des
points d’indétermination.

L'ensemble des applications rationnelles quadratiquieierstifie aP1/(C) et celui des feuille-
tages de degré 2 si?(C) a P*(C); l'application f — #(.) induit une application linéaire
gu’on note encoref (.) deP!’(C) dansP4(C).

Soit ¥ un feuilletage quadratique générique sur le plan projexiihplexe,i.e. dont les sept
points singuliers sont en position générale. Le théorémdivigion de de Rham-Saitogi76)
assure I'existence de polyndmes homogefed; et f, de degré 2 tels qug soit défini par

(yfo—zf)dx+ (zfo — xfo)dy+ (xfr —yfo)dz.

Notons f la transformation quadratique dont les composantes $gnf; et f,. Lensem-
ble Sind #) est le lieu des point®; pour lesquels il existg; dansC tel que f(p;) = nip:-.
Choisissons trois pointp;, pz et ps dans Sing¥ ). Les p; n'étant pas alignés il existe une
forme linéaire/ telle quel(p;) = —n;. L'application@= f + ¢.id satisfait ¥ (f) = F (@) = F et
les pointsp; sont d'indétermination pouf. En particulier f est birationnelle (Corollaire 4.11).
La restriction de¥ (.) & Bir, est donc dominante et par suite a fibre générique finie puikque
dimension de Bir coincide avec celle de I'ensemble des feuilletages quigdest sui?(C).

Un feuilletage quadratique générique est déterminé pardiipn de ses sept points singuliers et
toute configuration générique est réalisée@D0, GMK89]) ; on hérite d'une propriété analogue
pour les éléments de>.

Proposition 4.14(CD]). — Une transformation birationnelle quadratique générigstedéter-
minée par la position de ses points d’indétermination ekegdg®ints fixes.

On en déduit que la fibre générique de la restriction de liappbn ¥ (.) a Bir, compte 35 points
exactement (choix de 3 points d’indétermination parmi his)i

5. Sous-groupes finis du groupe de Cremona

L'étude des sous-groupes finis du groupe de Cremona a conénalams les années 1870 avec
Bertini, Kantor et Wiman @er77, Kan95, Wim94). De nombreux auteurs se sont depuis inté-
ressés a ce sujet; citons par exem@e(00, Bea07, BB04, Bla09, dF04, DIEn 2006 Dolga-
chev et Iskovskikh ont amélioré les résultats de Kantor enhalvi et ont donné une liste des sous-
groupes finis de B{iP?); avant de donner un théoréme clé sur lequel ils s’appuietroduisons
quelques notions. Commencons pardegfaces, de HirzebruchPosons = P(C) x P}(C);

la surface F est la surface obtenue en éclat&Ai(C) en(1: 0 : 0); cette surface est un compac-
tifié de C? naturellement muni d’une fibration rationnelle correspamdaux droitey = cte. Le
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diviseur a I'infini est constitué de deux courbes ratiorgel’intersectant transversalement en un
point. On a

— d'une part la transformée stricte de la droite a I'infini d&3(C), c’est une fibre ;

— d'autre part le diviseur exceptionnel de I'éclatementegtiune section pour la fibration.
Plus généralement,fest, pour touh > 1, un compactifié d€2 muni d’une fibration rationnelle
telle que le diviseur a l'infini soit constitué de deux cowglhationnelles transverses, une filire
et une sectioms, d'auto-intersection-n

Fn = Ppi(c)(Opr(c) © Opy(c)(N)), Vn>2
Plagons-nous surpEon notep I’intgrsection des, et f, m I'éclatement de fFenp ety la
contraction de la transformée strictede f. On passe defa Fy;1 via 1oy !

—(n+1)

S S+l
Fn I:n+l
On peut aussi passer de(la+ 1)-ieme a lan-ieme surface de Hirzebruch vi@rql ou Ty est

I'éclatement de f;.1 en un pointp de la fibref qui n’appartient pas &1 et Ty la contraction
de la transformée stricteé de f

™

—(n+1)

Sh+1 St S

Fria Fn

Soit S une surface projective lisse ; fibré en coniques): S — P(C) est un morphisme dont
les fibres générales sont de genre 0 et les fibres singuliareésr de deux droites. Une surface
munie d’un fibré en coniques est isomorphe

— oubienak;

— ou bien & K éclaté en un nombre fini de points, tous appartenant a des @iiférentes. Le

nombre d’éclatements coincide avec le nombre de fibresgngsidu fibré.

Une surface de Del Pezzest une surface lisse S dont le fibré anticanonigi& est ample. Le
degré d’'une surface de Del Pezzo @st Ké. D’apres la formule de Ncether on &1d < 9.
Sid =9, alors S~ P?(C); sid = 8 alors S~ P*(C) x P}(C) ouS~ F;. Pourd < 7 la surfaceSest
isomorphe &2(C) éclaté em = 9— d points pj;, ces points satisfaisant les conditions suivantes
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— iln’y en a pas 3 alignés;

— iln’y en a pas 6 sur une conique ;

— si de plusn = 8 les p; ne sont pas sur une cubique plane dont le point singulieitsera
un desp;.

Théoreme 5.1[Man67, Isk79]). — SoitG un sous-groupe fini du groupe de Cremona. Il existe
une surface projective lis§eet une transformation birationnetfe P?(C) --» Stelles quapGe !
soit un sous-groupe deut(S). De plus on peut supposer que

— ou bienS est une surface de Del Pezzo ;
— ou bien il existe un fibré en coniqu8s— P*(C) invariant pargGe?.

Notons que l'alternative qui précéde n'est pas exclusivey:a des fibrés en coniques sur les
surfaces de Del Pezzo.

Dolgachev et Iskovskikh donnent une caractérisation deples (G, S) satisfaisant 'une des
éventualités du théoreme 5.1. lIs utilisent ensuite laribébe Mori afin de pouvoir déterminer
quand deux couples sont birationnellement conjugués.satoe si le premier point avait été
partiellement résolu par Wiman et Kantor, le second noneste encore des questions ouver-
tes (DI], 89), comme par exemple décrire les variétés algébriqueparameétrent les classes
de conjugaisons des sous-groupes finis déM8ir Blanc donne une réponse a cette question
pour les sous-groupes abéliens finis dgB) dont aucun élément ne fixe une courbe de genre
positif et aussi pour les sous-groupes cycliques d’ordiefiles éléments d’ordre fini de BiP?)
(voir [Bla09, Bla)).

Avant d’énoncer le résultat de Bertini, repris par Bayle e@aBville, introduisons trois types
d’involutions qui, comme on le verra, jouent un réle tresticatier.

Soientpy, ..., p7 sept points d@?(C) en position générale. Désignons pae systéme linéaire
de cubiques passant par lasil est de dimension.2Soit p un point générique d&?(C); considé-
rons le pinceall, constitué des éléments Hgpassant pap. Un pinceau de cubiques géneriques
ayant neuf points base, on définit pafp) le neuvieme point base dg,. Linvolution ig qui

a p associdg(p) ainsi construite est appelé@avolution de GeiserOn peut vérifier gu’une telle
involution est birationnelle de degré 8; ses points fixemfmt une courbe non hyperelliptique
de genre 3de degré 6 avec des points double aux sept points choisis.

Soientpy, ..., pg huit points deP?(C) en position générale. Considérons le pinceau de cubiques
passant par ces huit points ; il a un neuviéme point base oqu@taTapg. Soit p un point géneérique
deP?(C); il y a une unique cubique(p) qui passe par leg; et p. Sur C(p) il y a une loi de
groupe ave@g comme élément neutre. On nagd’involution qui a p associe- p; alorsig définit
une involution birationnelle d&2(C) de degré 17 appeléavolution de Bertini Les points fixes
deig forment une courbe non hyperelliptique de genrdeldegré 9 avec des points triples aux
huit points choisis.

Pour finir introduisons les involutions de de Jonquiérest Soune courbe de degné > 2 et
soit p un point surC de multiplicitév — 2 (siv = 2, le point p n’appartient pas &). On suppose
quep est I'unique point singulier d€. Au couple(C, p) on va associer I'unique involution bira-
tionnelleig; qui fixe la courbeC et préserve les droites passant paBoit m un point générique
deP?(C); notonsgm, I'm les deux points d'intersection, distincts gede la droite(pm) avec(C.

La transformationiy; associe au point le conjugué harmonique da sur la droite(pm) par
rapport agm et rm; autrement dit le poinigy(m) vérifie la propriété suivante : le birapport de
iga(m), gm et rm vaut —1. La transformatioriyy est uneinvolution de de Jonquiérede degrév
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centrée erp et préservant. La normalisée de la courbe de points fixesigeest une courbe
hyperelliptique de genre— 2 dés quey > 3 (par convention on dira qu’une courbe elliptique est
hyperelliptique).

L'énoncé suivant donne la classification des involutiomatimnnelles.

Théoreme 5.[Ber77, BB0Q). — Une involution de Cremona est a conjugaison birationnelle
pres de I'un des types suivants

— une involution projective ;
— une involution de de Jonquiergs de degré > 2;
— une involution de Bertinig;
— une involution de Geiség.

Dans BBO0(Q] les auteurs montrent de plus que les classes de conjugaésosous-groupes finis
cycliques d’ordre 2 de Bii®?) sont uniquement déterminées par le type birationnel debesu

de points fixes de genre positif. Plus précisément I'enserdbk classes de conjugaison des
sous-groupes d'ordre 2 de B?) est une variété algébrique non connexe dont les composants
connexes sont respectivement isomorphes

— a l'espace des modules des courbes hyperelliptiques de gdimvolutions de de Jon-
quiéres) ;

— al'espace des modules des courbes canoniques de genvelBtioms de Geiser) ;

— a l'espace des modules des courbes canoniques de genre dnevéneta caractéristique
nulle, isomorphes a une intersection non singuliére d'unéase cubique et d'un céne
quadratique danB? (involutions de Bertini).

Il n'est donc pas surprenant de constater que simultanémégtude des sous-groupes finis

de Bir(IP?) se développe la caractérisation des transformationsidnralles qui fixent une
courbe de genre donné. Seitune courbe irréductible dari®’(C); le groupe d'inertiede C,

noté In€ (), est le sous-groupe des éléments deIBiy qui fixent C point par point. Soit” une
courbe deP?(C) de genre> 1; dans les années 1890 Castelnuovo a montré qu’'un élément de
Ine(C) est ou bien une transformation de de Jonquiéres, ou bierram&armation de Cremona
d’'ordre 2 3 ou 4 {oir [Cas9]). Blanc, Pan et Vust précisent I'énoncé de Castelnuovo.

Théoréme 5.3[BPV08]). — Soit C une courbe irréductible de?(C) de genre strictement su-
périeur al. Un élémentf delne(C) est ou bien conjugué a une transformation de de Jonquieres,
ou bien d’ordre2 ou3. Dans le premier cas $iest d’ordre fini, c’est une involution.

Pour le démontrer ils suivent la méme idée que Castelnudsa@onstruisent le systeme linéaire
adjoint de( : soientrt: Y — P?(C) une résolution plongée des singularités@let C la trans-
formée stricte d& partr L. Si le systéme Iinéair(er Ky| n’est ni vide, ni réduit & un diviseur,
T.|C + Ky| privé de ses éventuelles composantes fixes est le systégaérdimdjoint. En itérant
cette construction, appelée méthode des systemes ligéadj@nts successifs, ils obtiennent que
tout élémentf de Ing ) préserve une fibratiorf, rationnelle ou elliptique. SiF est ration-
nelle, f est de de Jonquiéres. Supposons gusoit elliptique. Puisqug(C) > 1 la restriction
de f a une fibre générique est un automorphisme avec au moins deus fixes ; par suitd est
d’'ordre 2 3 ou 4 En appliquant certains résultats classiques sur les aupirismes des courbes
elliptiques, ils montrent qué est d’ordre 2 ou 3Finalement ils remarquent que ce résultat ne
se généralise pas aux courbes de genre inférieur ou égdleachs des courbes de genre 1 a été
traité avec des techniques différentes déen07] et [Bla0§].
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Remarque 5.4 — Signalons que Diller, Jackson et Sommese classifienbledbes invariantes
par une transformation birationnelle d'une surface prijjecomplexe (PJS07). Leur approche
utilise des techniques de dynamique complexe ; n'ayant pegre introduit le vocabulaire adé-
quat on abordera leurs résultats au §7.

Le nombre de classes de conjugaison des transformationeedeo@a d’ordre 2 dans BiP?) est
infini ([BBOQ]). Montrons gu’il en est de méme pour les éléments d’ordré= 8i deux trans-
formations de Cremoné et g sont conjuguées vi@ alors@ envoie les courbes non rationnelles
fixées parf sur les courbes non rationnelles fixées gagoientf et g deux transformations de
Cremona d’ordre 3 (resp. 5) ; les courbes de points fixes dieseeil peuvent étre n'importe quelle
courbe elliptique. Comme le nhombre de classes d’isomanphide telles courbes est infini, le
nombre de classes de conjugaison dangP8irdes éléments de Cremona d’ordre 3 (resp. 5)
aussi. Etant donné un entier positifon peut se demander combien vaut le nomie) de
classes de conjugaison d'une transformation de Cremomdré’n dans BifP?). De Fernex ré-
pond a cette question poampremier (dFO04]) ; on trouve dansBla07] une réponse pour tout

Théoreme 5.8[Bla07]). — 1. Poum pairv(n) estinfini; il en est de méme pone= 3 oun=>5.
2. Soitn un entier impair distinct d8 et5; alorsv(n) est fini. De plus

-Vv(9)=3;

-v(15 =9;

—v(n) =1 sinon.

Commencons par donner une idée de la démonstration de |lagpesassertion poun distinct
de 2 3 et 5 éventualités précédemment abordées. Supposon® et considérons un élé-
mentP deC[x"] sans racine multiple. Blanc montre qu'il existe une trarrsfition de Cremoné
d’'ordre 2h telle que f" soit Iinvolution (x,y) — (x,P(x)/y) qui fixe la courbe hyperellipti-
quey? = P(x); le casn = 2 permet alors de conclure poapair supérieur ou égal a 4

Pour démontrer la seconde partie de I'énoncé Blanc appligiukéoréme 5.1 au groupe fini
engendré par une transformation de Cremona d’ordre impp#&rseur ou égal a.7

6. Groupe des automorphismes du groupe de Cremona

Il est classique d’'étudier les automorphismes d'un groupeé. On peut, par exemple, décrire
le groupe d’automorphismes de P£C).

Théoreme 6.X[Die71]). — Un automorphisme deéGLg(C) s’obtient a partir
— des automorphismes intérieurs ;
— de la contragrédiente (I'involutiom— u=1);
— de l'action des automorphismes du coths

Ce théoréme est qualifié de théoréme géométrique. Consiléno espace vectori€l sur un
corpsk et 1 un automorphisme du corgls Une collinéation (relative at) est une application
semi-linéaire bijectivé: F — F satisfaisant

L(X+Yy) = £(x)+L(y), L(xa) =L(X)T(a), VX, yeF, Va ek.



20 JULIE DESERTI

Une collinéation donne, par passage au quotient, une afiplicbijective/ de P(F) dans lui-
méme ; les collinéations sont précisément les transfoamgtbijectives respectant les relations
d’'incidence. Le théoreme fondamental de la géométrie ptioges’énonce comme suit.

Théoréme 6.3[Die71]). — Soient~ un espace vectoriel de dimensiosur un corpk et f une
application bijective d&(F) dans lui-méme. Supposons queréserve l'alignement. $i> 3 il
existe une collinéation relative a un automorphisme dusionelle quef = /.

Dans le méme esprit on peut décrire le groupe des automanphislu groupe des automor-
phismes de la droite affine complexe

G={az+pB|aeC’, BeC}.

Théoréme 6.3 — Tout automorphisme dé s’obtient a partir des automorphismes intérieurs et
de I'action d’un automorphisme du corfds

En effet soitp un élément de AYG). L'image d’'un sous-groupe abélien maximal de G past
encore un sous-groupe abélien maximal dd.& sous-groupes abéliens maximaux de G sont
de I'un des types suivants

T={z+a|aeC}, Dy ={0a(z—2)+2|aecC"}.

On constate que T n'a pas d’élément de torsion alors quejesrDont ; par suite T est invariant
par ¢ et tout DO, est envoyé pag sur un Dy. A conjugaison prés par une translation on peut
supposer que(Dg) = Do. Autrement dit il existe un morphisme multiplicaf : C* — C* tel
que

@(az) =K1 (0)z, VaeC”
et un morphisme additi,: C — C tel que
Oo(z+B) = z+K2(P), VBeC.

De plus, on a d'une part
@oz+0a) =@az)@(z+ 1) =Ki(a)z+ Ky (0a)K2(1)
et d’autre part
@az+a) =@z+a)@(az) =Ky (a)z+Kz(a);

d’'ou I'égalité Ko(a) = K1 (0)K2(1). Puisquekz(1) est non nulk; est un morphisme additif et
multiplicatif : K, est un automorphisme du corfis Notons AutC, +,-) le groupe des automor-
phismes du corp€; posonsy = K»(1), on a

@az+B) = Ka(a)z+yKa(B) = Ka(az+ Ky H(V)B) = Ka(ky H(V)zo (az+B) oKa(Y)2);

i.e. modulo I'action d’un automorphisme de corps, d’'une traimsfaet d’'une homothétiep est
trivial.

En s’appuyant sur la structure de produit amalgamé déCGXiion montre que tout automor-
phisme de AUtC?] s'obtient & partir d’une conjugaison intérieure et de factd’'un automor-
phisme du corpg (voir [Dés06h). Le groupe de Cremona ne possede pas de telle structure
néanmoins en étudiant les sous-groupes abéliens maxinmuxiénombrables du groupe de
Cremona on peut déterminer ABir(P?)).
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Théoreme 6.4[Dés06¢). — Le groupe des automorphismes extérieurs du groupe de Ceemon
s’identifie au groupe des automorphismes du c@ps
Autrement dit : soitp dansAut(Bir (P?)); il existek dansAut(C,+,-) ety dansBir(P?) tels que

o(f) =k(wfy™), v f € Bir(P?).

L'idée est la suivante. Considérons un automorphigme Bir(P?) et un sous-groupe abélien ma-
ximal G de Bi[P?); alors@G) est un sous-groupe abélien maximal de(B#). On modifieq,
uniguement a l'aide de conjugaisons intérieures et d’'agtiar automorphismes de corps, de
sorte que

@(Gy) = Gy, ey ®(Gp) =Gy

les G désignant certains sous-groupes abéliens maximaux (@°Bisien choisis. On en déduit
gue PGlg(C) estinvariant point par point pgrpuis quep(o) = o; le théoréme de Naether permet
alors de conclure.

Avant de présenter un des points clés de la démonstratioméduéme 6.4 introduisons quelques
notations et définitions. Si S est une surface complexe companfeuilletage ¥ sur Sest la
donnée d’'une famillgx;); de champs de vecteurs holomorphes a zéros isolés définiessur |
ouvertsy; d’'un recouvrement de.$es champg; sont soumis a des conditions de compatibi-
lité : il existe gjj dansO*(U; N U;) tel quey; coincide ave;jx; sur Ui N U;. Notons qu'un
champ de vecteurs méromorphe non trivial sur S définit uretgllétage.

Lemme 6.5 — SoitG un sous-groupe abélien non dénombrable du groupe de Crethexiate
un champ de vecteurs rationngtel que

EX =X, VfiecG.
En particulierG préserve un feuilletage.

Démonstration— Puisque le groupe G n’est pas dénombrable, il existe uierenttel que
'ensemble

Gy ={f €G] degf =v}
ne soit pas dénombrable. Par suite, 'adhérence de Z&islle G, dans
Bir(P?), = {f € Bir(P?) | degf <v}
est un ensemble algébrique de dimension supérieure ou&galgconsidéerons alors une courbe
dansG,, i.e.une application
n:D— Gy, t—n(t).

Notons que les éléments @, sont des applications rationnelles qui commutent. Définiss
alors le champ de vecteurs rationiedn tout pointmn’appartenant pas au lieu d’'indétermination
den(0)~! par
on(s) ~1
m =—— 0)~"(m)).

X(m) = =5>|__((0)(m)
Soit f dansG,; en dérivant I'identitéfn(s) f ~1(m) = n(s)(m) par rapport &amfixé, on obtient :
f.x = X. Autrement dity est invariant par les éléments @g; on constate qu’en faj est invariant
par tout élément de G O
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Ainsi a chaque fois que I'on se donne un sous-groupe abétierdénombrable G de BiP?) on
hérite d’'un feuilletage sur le plan projectif complexe ingat par G
Brunella, McQuillan et Mendes ont classifié, a équivalenaationnelle pres, les feuille-
tages holomorphes singuliers sur une surface complexepacim et projective Bru04,
McQ98, Men0Qd). Soit S une surface projective munie d'un feuilletage notons Bi(S, ¥)
(resp. AutS, 7)) le groupe des transformations birationnelles (resp. tolphes) laissant le
feuilletage# invariant sur la surface.$énériquement B{fS, 7 ) coincide avec AyS, ) et est
fini. Dans [CF03] Cantat et Favre étudient les feuilletages qui ne vérifiast gette philosophie.
Avant d’énoncer la classification qu’ils obtiennent ragpal ce qu’est une surface de Kummer
(généralisée). So un réseau d€?; il induit un tore complexd = C?/A de dimension 2Par
exemple le produit d’'une courbe elliptique par elle-ménteuagore complexe. Une application
affine f préservant\ induit un automorphisme du tofe Supposons que la partie linéaire tle
soit d’ordre infini, alors

— ou bien la partie linéaire dé est hyperbolique auquel cdsinduit un automorphisme

d’Anosov préservant deux feuilletages linéaires ;
— ou bien la partie linéaire de est unipotente et préserve une fibration elliptique.

Il arrive que le torel posséde un groupe fini d’ automorphlsmes normaliséf phllotonsT/G la

désingularisée d& /G. L'automorphismef induit par f surT/G préserve
— une fibration elliptique lorsque la partie linéaire tiest unipotente ;
— les transformés des feuilletages stables et instabldslalsque la partie linéaire dé est
hyperbolique.
On dit queT /G est unesurface de Kummeorsque G= {id, (—x,—Yy)}; par analogie pour G

quelconqueT /G est unesurface de Kummer généralisée
Les 5 classes de feuilletages obtenus par Cantat et Faurkes@uivantes
— ¥ estinvariant par un champ de vecteurs holomorphe ;
— ¥ est une fibration elliptique ;
— S est une surface de Kummer généraliség efst la projection sur S du feuilletage stable
ou instable d’'un certain automorphisme d’Anosov ;
— ¥ est une fibration rationnelle ;
— il existe des entierp, g, r etstels qu'a revétement fini prés on ait

Bir(S ) = {(xPy.X'y), (ax,By) | o, B C*).
Génériguement une application biméromorphe qui laisseeuilldtage invariant préserve un
pinceau de courbes rationnelles ou elliptiqgues ; CantatagteFdécrivent les transformations
birationnelles dont la dynamique n’est pas triviale et quiatisfont pas cette généralité.
Cette étude conduit a la caractérisation des sous-grolggdieas maximaux non dénombrables
du groupe de Cremona.

Théoréme 6.§[Dés06¢). — Si G est un sous-groupe abélien maximal non dénombrable
deBir (IP?), il vérifie 'une des propriétés suivantes

— G posséde des éléments de torsion ;

— G est conjugué a un sous-groupedde

Cet énoncé permet de déterminer I'image pattes groupes abéliens maximaux non dénom-
brables

dh = {(x+a(y),y) |ac C(y)}, T={(x+oy+B)|a, BeC}



QUELQUES PROPRIETES DES TRANSFORMATIONS BIRATIONNELLESJIPLAN PROJECTIF COMPLEXE 23

modulo une conjugaison intérieure ils sont invariants @dgnsuite on démontre que, quitte a
faire agir un automorphisme du corfiset un automorphisme intérieur, ona: T et
D = {(ax,py) |a, B C"}

sont invariants point par point paret@(dJ,) = dJ; on en déduit que PGIC) eto le sont aussi
d’ou I'énoncé.

7. Un peu de dynamique

7.1. Classification des transformations birationnelles. —Soit f une transformation biration-
nelle sur une surface complexe compacté&transformationf est ditealgébriquement stable
s'il n’existe pas de courb& dans S telle qué®(C) appartienne & Ind) pour un certain en-
tier k > 0. Dit autrement une transformation est algébriquement atabla situation suivante
n'arrive pas

f f f f f
C

Les deux conditions suivantes sont équivalentBs([1]).

— Il n’existe pas de courb€ dansP?(C) telle quefk(¢) appartienne & Ind) pour un certain
entierk > 0;
— pour tout entien on a ded" = (degf)".
D’apres Diller et Favre toute transformation birationeedlir une surface complexe compacte est
algébriguement stable modulo un changement de coordannées

Proposition 7.1([DF01]). — Soit f: S--» S une transformation birationnelle sur une surface
complexe compact8. Il existe une suite d’éclatements S — S telle quert 1 fr: S--» S soit
algébriguement stable.

Donnons une idée de la démonstration de cet énoncé. Sugpmsenne soit pas algébriquement
stable ; il existe alors une courlgeet un entiek tels que

P1 P2 Pk-1 Pk
C

L'idée mise en aeuvre par Diller et Favre est la suivante teditéclater leg; I'image de( est,
pouri =1, ..., k, une courbe.

Soientf etg deux éléments du groupe de Cremona : en général tigd # degf, i.e.le degré
n'est pas un invariant birationnel. Par contre il existexdennstantes positives et telles que

adegf” < deggf'g!) < Bdegf", vneN;
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le taux de croissance des degrés est un invariant biratio@nentroduit donc la notion suivante :
soit f dans Bi(P?), le premier degré dynamiquee f est la quantité

A(f) = liminf (degf™)¥/".
Lorsquef est une transformation de Cremona algébriquement statde\ of) = degf.

Théoreme 7.2[DFO01]). — Une transformatiorf de Cremona satisfait, a conjugaison biration-
nelle pres, une et une seule des propriétés suivantes

— la suite(degf"), est bornéef est un automorphisme d’une surface rationn8lit un itéré
de f appartient Aut’(S), la composante neutre deit(S);

— degf" ~ n alors f n’est pas un automorphisme efpréserve une unique fibration qui est
rationnelle ;

— degf" ~ n? auquel casf est un automorphisme préservant une unique fibration qui est
elliptique ;

—degf"~a", a > 1.

Dans les trois premiers cas on@ ) = 1, dans le derniek(f) > 1.

Définition 7.3. — Soit f une transformation birationnelle du plan projectif conxglelans lui-
méme.

si la suite(degf"),, est bornée, on dit que estvirtuellement isotope a l'identitg
— sidegf" ~ n, on dit quef estun twist de de Jonquiéres

— sidegf" ~ n?, on dit quef estun twist d’Halphen

— sidegf" ~ a" aveca > 1, on parle de transformatioentropique

Exemples 7.4— - Toute transformation birationnelle d’ordre fini, toutteamorphisme du
plan projectif complexe est virtuellement isotope a I'itten
— La transformationf = (xz: xy: %) est un twist de de Jonquiéres (dans la carte affiael
son itérén-ieme s’écrit(x, x"y)).
— Le prolongement d’un automorphisme de Hénon génér&is@ — dx), avecd € C*, est
entropique.
— Soit fyy la transformation de la forme

fu = &Y xy9), M = [ ‘Z‘ 3 ] € SLy(Z);

on a l'alternative

— ou bientrM| < 2 etA(fu) =1,

— ou bienM a pour valeurs propresetA ! avecA ™! < 1 < A etA(fy) =A.
Par suitefy est virtuellement isotope a l'identité (resp. un twist deJdaquiéres, resp. un
twist d’Halphen, resp. entropique) dés q[.@i 3 est elliptique (resp. parabolique, resp.
parabolique, resp. hyperbolique).
Supposons qu& b, c, d soient strictement positifsfy, n’est pas une isométrie. Remarquons
que dedg < (degfu)?; en particulier fy € Bir(P?) n’est pas algébriquement stable. On
peut voir fy comme un élément d&'(C) x P1(C) avec(x,y) dansP!(C) x P}(C). On a

H?(PY(C) x PX(C),Z) = ZLx & ZLy, Lx = {0} x P1(C), Ly = P*(C) x {0};
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dou
f'\’;l LX - aLx+ bLy, f’\7 LX - CLx+ dLy.

Il s’en suit que la matrice d§; coincide ave&V. Finalementfy, vue comme transformation
birationnelle deP!(C) x PY(C) est algébriquement stableXtfy) est la plus grande valeur
propre deM.

Remarque 7.5— La notion de premier degré dynamique et le théoréme 7.21érglisent au
cas des transformations biméromorphes sur des surfacgdex@a compactes kahlériennes.

Une transformation rationnellé sur une surface complexe compacte kahlérienne S définit un
opérateur linéaird* sur les groupes de cohomologie de S préservant la décornopadit Hodge

H(s,.C) = € H"(S,C).
i+j=k
On définit le premier degré dynamique @gar
i nyx(11/n
A(f) = lim [I(F%)7]

ol ||.|| désigne une norme sur Efidf-1(R,S)); toujours d’aprés[PFO1] cette quantité est un
invariant birationnel. Elle coincide si?(C) avec la notion déja introduite.

Si f est une transformation biméromorphe sur une surface kéhté,A(f) est un entier algé-
brique dont les conjuguds sont de module inférieur & Y¢ir [DF01]). En particulierA(f) est

ou bien un nombre de Pisot (ong < 1 pour tout), ou bien un nombre de Salem (les conjugués
deA sontA, A1 ety avec|y| = 1).

La démonstration du théoréme 7.2 se décompose comme suit
— (|| f™]|)n est bornée si et seulementfsest conjugué a un automorphisme dont un itéré est
isotope a l'identité ;
— Si(||f™||)n n'est pas bornéef, est conjugué
— ou bien a un automorphisme,
— ou hien a une transformation birationnelle qui préserve filoration rationnelle, de
plus || ™| ~ n
— si f est un automorphisme et@jf™||), n'est pas bornéef préserve une fibration ellipti-
que ([Giz80, Can99a, Can0]) ;
— sif estun automorphisme qui préserve une fibration elliptiqwe(d f™||), est non bornée,
alors|| f™|| ~ r?.
— si f préserve deux fibrations génériquement transverses,t&a(§di™||),, est bornée.

On a une situation analogue, et méme plus précise, pour lggraufC?]. A partir du théo-
reme 2.5, Friedland et Milnor donnent une classification de®morphismes polynomiaux
deC?. Avant de I'énoncer on introduit le sous-ensemble H def@gitconstitué des applications
de type Hénoni.e.des automorphismes de la forme

f=q¢h...hhop 2, @< Aut[C?], h;i application de Hénon généralisée

Théoréme 7.§[FM89]). — Soit f un automorphisme polynomial . On a I'alternative sui-
vante

— ou bienf est conjugué a un élément ge

— ou bienf appartient &.
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On peut reformuler le théoreme 7.6 en utilisant le premigréaynamique : sf est un auto-
morphisme polynomial d€?, alors

— f est conjugué a un élément Hei et seulement Si(f) =1;
— f est de type Hénon si et seulemenk &f) > 1.

Soit f un automorphisme polynomial du plan complexef. 8n peut associer le sous-arbre (Hix
de 7 constitué des sommets et des arétes fixés par I'actioh de théoréme 7.6 correspond
aussi a l'alternative : Fiif ) # 0 ou Fix(f) = 0; en effet le stabilisateur du sommEt (resp. du
sommetfA, resp. de l'arétefS) est le groupefEf 1 (resp.fAf~1, resp.fsf—1). Lorsquef est
dans H il existe une unique géodésique infinie,un sous-arbre isomorphela notée Ge6f),
telle que I'action def restreinte & Ged) soit une translation.

Plus précisément on a la « dichotomie » suivante.

— Ou bienf appartient & a conjugaison pres,
le premier degré dynamique devaut 1
la transformationf préserve une fibration rationnelle,
le centralisateur dé est non dénombrable,
'ensemble Fixf) est non vide ;

— ou bienf estdans H
le premier degré dé est strictement supérieur a 1
I'élément f ne préserve pas de courbe rationnelle,
le centralisateur dé est dénombrable,
'ensemble Fixf) est vide,
I'application f admet une infinité de points périodiques hyperboliques.

La situation est-elle la méme pour le groupe de Cremona ?

Théoréme 7.{[Can0€]). — Soit f une transformation de Cremona entropiqueg$ist une
transformation birationnelle d&(C) dans lui-méme qui commute avéd existe deux entierm
dansN* etn dansZ tels queg™ = f".

Néanmoins contrairement au cas des automorphismes polguprit N’y a pas d'équivalence
entre le fait d'étre entropique et d’avoir un centralisatdanombrable : considérons la famille
de transformations birationnell¢s, g) donnée par

P2(C) --» PX(C), (x1y:2) = ((ax+y)z: By(X+2) : Z(X+2)), a, BeCr,
soit dans la carte affine= 1
_ [ox+y
fap = < x+1 By) :

Theoreme 7.8[Dés08). — Lesfy g sont des twists de de Jonquiéres.

Supposons que et soient de modulé et génériques.

Sig commute &, g, alorsg est une puissance dgg; en particulier le centralisateur dg g est
dénombrable.

Les élémentsof.[3 posséedent deux points fixpes, p, et

— il existe un voisinagé’ de py sur lequelfy g est conjugué &ux, By); en particulier 'adhé-
rence de l'orbite d’'un point dé sous I'action def g est un tore de dimensidh
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— il existe un voisinag@/’, de p, tel que la dynamique d[f 5 soit localement linéaire sury;
I'adhérence de I'orbite générique d’'un point e sous I'action def§ g estun cercle.

Remarque 7.9 — La droitez= 0 est contractée pdp g sur le point(0: 1 : 0) qui est lui-méme
éclaté suz = 0; la transformationf, g n'est pas algébriquement stable, c’est pour cette raison
gu'on a con5|deré B plutot quefy g.

On va établir un résultat qui nous servira au paragraphestiv

Lemme 7.1Q[Dés06q). — Soientf etg deux transformations birationnelles sur une surface
Supposons que etg soient virtuellement isotopes a l'identite. {Sétg commutent, il existe une
surfaceS, une transformation birationnellg: S --» S et un entiek tels que

of oL, eoot e Aut(S) et of*e 1, agtp ! e Aut®(S).

Démonstration— Par hypothése il existe une surfa& une transformation birationnel-
le Z: S--» S et un entien tels queZ 1f"Z soit un automorphisme d® isotope & I'identité.
Placons-nous sus; pour simplifier on note encore I'automorphismel ~1f"Z et g la transfor-
mationZ 1gC.

Commencons par montrer qu'il existe Y --» S birationnel tel quey~1‘n soit un automor-
phisme deY isotope & lidentité pour un certaif et n—1gn soit algébriquement stable. On
notev(g) le nombre minimum d’éclatements nécessaires pour rematgébriguement stable.
La preuve procéde par induction siyg).

Siv(g) est nul, alors) =id convient.

Supposons le lemme démontré pour les transformatiforsg satisfaisanv(g) < j; considé-
rons un couplg f,§) vérifiant les hypothéses de I'énoncévéd) = j + 1. Puisqueg’est pas
algébriqguement stable, il existe une couxbelans Ex¢§) et un entierg tels queg?(V) soit un
point d'indéterminatiorp ded. Commef et§ commutent,f¥ fixe les composantes irréductibles
de Ind§) pour un certain entiek. Considéronx I'éclatement deS au pointp ce point étant
fixé par f¥, d'une partk1fkk est un automorphisme, d'autre park - 1gk) = j. Alors, par
hypothése de récurrence, il existeY --» S et/ tels quen 1 f‘n soit un automorphisme isotope
a l'identité etn—1gn soit algébriquement stable.

Posonsf = n~1f‘n etg=n"1gn. La premiére étape consiste a considérgta contraction
d’'une courbe de EXg 1) ; puisque les courbes contractéesgalsont, d’aprésIPF01], d'auto-
intersection négative et queest isotope a 'identité, elles sont fixées patonc parsﬁs;l. La
i-eme étape consistant a répéter la premiére gvac..e;Te; .. g % ete 1...e00e; .. g7,
on obtient le résultat souhaité. D’aprd3H01] le procédé termine. Toujours par 'argument de
Diller et Favre, une puissance de'ge est isotope a l'identité. O

7.2. Caractérisation des courbes invariantes par certairetransformations birationnelles. —
Au 85 on a évoqué l'article)JS07 sans en préciser les résultats ; le vocabulaire ayant été
introduit, donnons quelgques-uns de leurs énonces.

Théoréme 7.11[DJS07). — SoientSune surface projective complexefetine transformation
birationnelle suiS algébriquement stable et entropique. Soitine courbe connexe invariante
parf.
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La courbe( est de genr@ oul.

Supposons qué€ soit de genrd.. Quitte a contracter certaines courbes Suif existe une2-for-
mew méromorphe telle que

- ffo=aw, aeC;

— et—C soit le diviseur de.
La constant@ est déterminée par la courpeet la restriction dd aC.

Les auteurs s’intéressent aussi au nombre de composamdtgsciibles d’'une courbe invariante
par une transformation birationnelle sur une surface magdtle S. Ils montrent que, sauf dans un
cas bien particulier, ce nombre est borné par une quantitéeqdépend que de. S

Théoreme 7.12[DJS07). — SoientS une surface rationnelle étune transformation biration-
nelle surS algébriquement stable et entropique. $bitne courbe d8 invariante pairf.

Si l'une des composantes connexegdest de genré& le nombre de composantes irréductibles
de C est borné padim H-(S) + 2.

Si toutes les composantes connexeg dnt de genr®, alors
— ou bienC a au plugdimHY(S) + 1 composantes irréductibles ;
— ou bien il existe une application holomorpieS — P*(C), unique modulo automorphisme
deP(C), telle queC contienne exactemekit> 2 fibres distinctes da et C compte au plus
dimHY1(S) + k— 1 composantes irréductibles.

8. Sous-groupes de type fini, sous-groupes nilpotents

Rappelons une conjecture énoncée dans le programme de Zifftiva87]) : un réseau d'un
groupe de Lie réel simple connexe G ne peut pas agir fidélesoenine variété compacte dont la
dimension serait strictement inférieure au rang réel d&@tivé par cette conjecture on décrit,
a l'aide du théoreme 7.2, les représentations de certasesaud dans le groupe de Cremona.

Théoréeme 8.[Dés06d). — Soientl" un sous-groupe d'indice fini d8Ls(Z) et1 un mor-
phisme injectif dd~ dansBir (IP?). Alors | est, a conjugaison birationnelle prés, le plongement
canonique ou la contragrédiente u1).

On en déduit une généralisation du théoréme 6.4.

Corollaire 8.2([Dés074). — Soit @ un endomorphisme non trivial dgir(P?). Il existek un
plongement du corpg8 dans lui-méme ab une transformation birationnelle tels que
o(f) =Py, v f € Bir(IP?).

Une autre conséquence est qu’'une large classe de groupesplenge pas dans le groupe de
Cremona; on a par exemple I'énoncé suivant.

Corollaire 8.3([Dés063d). — Soit ™ un sous-groupe d’indice fini d8L,(Z). Dés quen est
supérieur ou égal & le groupe ne se plonge pas daBsr (P?).
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Avant de signaler un résultat d0 a Cantat qui traite une @tgel classe de groupes, rappelons
gu'un groupe G a l@ropriété (T) de Kazhdasi toute action continue de G sur un espace de Hil-
bert par déplacement unitaire a un point fixe global. Par g@e8L,(Z) posséde la propriété (T)
de Kazhdan dés que> 3.

Théoréme 8.4[Can0€]). — Soitl" un groupe infini non dénombrable de transformations de
Cremona. SI” a la propriété (T), il existe une application birationnedlgi conjuguel” a un
sous-groupe daut(P?(C)).

Dans le méme esprit on s’est intéressé aux sous-groupesarmity® du groupe de Cremona.

Théoréeme 8.5[Dés07h8). — SoitG un groupe nilpotent ; supposons daee soit pas abélien
a indice fini prés. Soit un morphisme injectif d& dansBir(P?). Le groupeG vérifie une des
propriétés suivantes

— G est de torsion ;
— le premier groupe dérivé de est abélien a indice fini pres.

On en déduit des obstructions a ce que certains groupesrsgeplodans B{iP?).

Corollaire 8.6([Dés078). — Soit G un groupe contenant un sous-groupe nilpotent, non vir-
tuellement métabélien et sans torsion. Il n’existe pas plesentation fidele dé dans le groupe
de Cremona.

8.1. Idée de la démonstration du théoréme 8.1. —Pour simplifier, on va se restreindre au
casl” = SL3(Z), i.e.on considére un plongement SLs(Z) — Bir(P?).

8.1.1. Quelques notions sur les groupes Notonsgd;j la matrice de Kronecker de taille>33
etq; =id+ §;j.

Proposition 8.7([Ste83). — Le groupeSLs(Z) a pour présentation
idsii#l etj#k
(aj, i # ]| (enx6yie1)? =id, [&j,80) = & Sii#letj=k ).
e sii=1letj#k
Les g; seront ditsgénérateurs standardg Slz(Z).

Définition 8.8. — On appellek-groupe de Heisenbetgut groupe de présentation

He=(f, g, h| [f,n] =[g,h =id, [f,g] = h").

(4Soit G un groupe ; posons® = G et G¥ = [G,G V] = (aba b1 |aec G, be GK-1) pourk > 1. Le groupe
G est nilpotent de longuetirsi GK = id.



30 JULIE DESERTI

Par conventior#; = #H est un groupe de Heisenberg.

Le groupe Sk(Z) contient de nhombreux groupes de Heisenberg ; par exempleukegrou-
pe (e12, €13, €3) en est un. Plus généralement le groupe engendré par traésagéars « qui se
suivent sur le dessin suivant »

€23 €13

€31 €32

est un groupe de Heisenberg. Remarquons que sur la figureépdide on a

— «@p+€3=e13» Ce quitraduit queers, €3] = er3;
— «@p-+e3» nappartient pas au diagramme ce qui signifie g er3] = id.

Définition 8.9. — Soient G un groupe de type fidiay, ..., a,} une partie génératrice de G et

un élément de G

La longueurde f, notée|f|, est le plus petit entiek pour lequel il existe une suitesy, . .. ,S)

déléments dday, ... ,an,afl, ..,a 1) telle quef =s5;... 5

, . o . L, K

Un élémentf de G estdistordus'il est d’ordre infini et si la quantltE Ilm% est nulle.
— 00

Exemple 8.10 — Le générateur h d’'un groupe de Heisenberg est distorduarfi gles égali-

tés[f,h] = [g,h] = id et[f,g] = h on obtient

[fP, g% =hPd v p, qeN.
2
Il en résulte queh®’| = [[fP,gP]| < 4p d'oll I’inégalité'hsz| <2

En particulier les générateurs standards dg(3l.sont distordus.

8.1.2. Dynamique de 'image d’un groupe de Heisenberg

Lemme 8.11[Dés064d). — Soientf un élément d’un groupe de type fBietg un morphisme
deG dansBir(IP?). Si f est distordu, le premier degré dynamiquegd&) vaut1.

Démonstration— Soit{ay, ..., an} une partie génératrice de Ges inégalités
Ma()" < deggl(f)" < max(degp(a)) "
|
conduisent a
7]

0 <logA(g(f)) < fT

Iog(miax(deg(p(ai )))-

. . LTk , .
Si f est distordu, la quantltlge ImJT‘ est nulle et le degré dynamique @gf) vaut un. O

— 00

D’aprés le théoréme 7.2 on a
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— ou bieni(g;) est un twist de de Jonquiéres ou d’'Halphen donc en particlaisse une
unique fibration (rationnelle ou elliptique) invariante ;
— ou bieni(g;) est virtuellement isotope a l'identite.

Les relations satisfaites par lgg assurent que s{g,;,) préserve une unique fibration alors tous
lesi(gj) la préservent. D’ou I'alternative

— l'un desi(g;) laisse une unique fibration (rationnelle ou elliptique)anante ;
— tous les (gj) sont virtuellement isotopes a l'identité.

8.1.3. Fibration invariante — Rappelons une des propriétés satisfaites par les graigpggpe fini
ayant la propriété (T) qui nous sera utile.

Lemme 8.12[Dés06qd). — Soientl” un groupe de type fini ayant la propriété (T)xgein mor-
phisme dd dansPGLy(C(y)) (resp.PGLy(C)). L'image deg est finie.

Proposition 8.13[Dés063). — Soit @ un morphisme deSL3(Z) dans Bir(P?). Si I'un
desg(ej) préserve une unique fibration, l'image @est finie.

Démonstration— Notons § I'image de ¢ parg, les différents générateurs jouent un réle iden-
tique, on peut donc supposer, sans perdre de généralit&; gpeserve une unique fibratigh.
Les relations satisfaites par leg €oroposition 8.7) entrainent qug¢ est invariante par tous
les &. Ainsi, pour tout §, il existev;; dans PGL(C) etF : P?(C) — Aut(P(C)) définissantF
tels queF o &; = vjj oF. Soit¢ le morphisme défini par

G SLg(Z) — PGLz((C), €j — Vij.

Puisque Sk(Z) a la propriété (T) de Kazhdan, le lemme 8.12 assure queeshfinie,i.e. kerg

est d'indice fini donc en particulier posséde la propriétg (T

Si ¥ est rationnelle, on peut supposer que I'imagepdsst contenue dans le groupe de de Jon-
quieres ; par suite la restriction dea kerg est « & valeurs » dans PGIC(y)), elle ne peut donc
étre injective. Dans ce cagkerq) est fini ce qui implique que iml'est aussi.

La fibration ¥ ne peut étre elliptique ; en effet le groupe des transfonatbirationnelles qui
préservent une fibration elliptique fibre a fibre est métapékt un sous-groupe d’indice fini
de Slg(Z) ne peut pas I'étre. O

8.1.4. Factorisation dans un groupe d’automorphismes Etudions le cas ol touts;) est vir-
tuellement isotope a l'identité. Avec des techniques siimdb & celles utilisées pour établir le
lemme 7.10 on montre I'énoncé suivant.

Proposition 8.14 — Soitc une représentation dé dans le groupe de Cremona. Supposons que
tout générateur standard qe#) soit virtuellement isotope a l'identité. Il existe une s0€S,
une transformation birationnellg: S --+ S et un entiek tels que

(et e Aut(S) et o(O)ket e AUL(S), (e {f, g, h}.
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Ainsi les images de’s, €] et €, part sont, pour un certain, des automorphismes d’'une méme
surface S; de plus quitte a changeon peut supposer quée),), 1(€]5) et1(€;) appartiennent
a Aut(S) (proposition 8.14).

Comme un automorphisme isotope a l'identité préserve lesbes d’auto-intersection néga-
tive on peut supposer a conjugaison birationnelle présditenfini prés que S est minimale,
i.e.S= P?(C) ouP*(C) x P}(C) ou Ry, Rappelons que

Aut(PY(C) x PY(C)) = (PGLy(C) x PGLy(C)) x (v,X),  Aut(P?(C)) = PGL3(C)

etpourm>1

B ox+P(y) ay+b a b .
AUt(Fm)_{((cy+d)m’cy+d> ’ { A ] € PGLy(C), a eC*, PeCly], degDSm}.

Il N’y a pas de plongement de],, €5, €),) dans AutP(C) x PX(C)) donc S=P?(C) ou Fp,.
Si S= Fy, on peut montrer que l'inclusion((€],, €5, €3)) C Aut(Fm) entraine que

L((el, i j ) C Aut[C?].

Alors [CLO6] implique quet (€]}, i # j)) est nécessairement un sous-groupe deffGL
Enfin lorsque S= P?(C) on obtient que si image parde (€],, €15, €3,) est un sous-groupe
d’automorphismes de?(C), alorsi((€fj,i# j)) I'est aussi.

8.2. Conclusion.— D’aprées ce qui précede I'image de tout générateur standarBLlg(Z) est
virtuellement isotope a l'identité efel,), 1(e];) eti(e)5) sont, pour un certaim, conjugués a
des automorphismes d’'une surface minimale S ave:c]Iﬁ((C) ou S=F;,, m> 1. On montre
finalement qu’a conjugaison pré(gq”j )) est, pour un certain, un sous-groupe de PG(C). La
restriction del a <q”j> se prolonge alors en un morphisme de groupe de Lie desRGLdans
lui-méme (Ste89) ; par simplicité de PGE(C), ce prolongement est injectif et donc surjectif.
Or les automorphismes lisses de PGBL) s’obtiennent a partir des automorphismes intérieurs
et de la contragrédiente (théoreme 6.1) ; ainsi, & conjagdiséaire présn,‘<q1j> coincide avec le
plongement canonique ou la contragrédiente.

Soit f un élément de(SLs(Z)) \ 1((€]})) qui contracte au moins une courige= Exc(f). Le
groupe(e}) est distingué dans SLZ); la courbeC est donc invariante paf(ef})) et par suite
'est aussi par I'adhérence de Zariskidee})), qui n'est autre que PGIC), ce qui est impos-
sible. Il en résulte qué appartient a PG4(C) et quel (SL3(Z)) est inclus dans PGIC).

9. Alternative de Tits

Le groupe linéaire satisfait I'alternative de Tits.

Théoréme 9.X[Tit72]). — Soientk un corps de caractéristique nulleletun sous-groupe de
type fini deGLy(k). Alors
— ou bienl” contient un groupe libre non abélien ;



QUELQUES PROPRIETES DES TRANSFORMATIONS BIRATIONNELLESJIPLAN PROJECTIF COMPLEXE 33

— ou bienl” contient un sous-groupe résoluBled’indice fini.

Signalons que le groupe des diffefomorphismes d’'une varése de dimension supérieure ou
égale a 1 ne satisfait pas I'alternative de Tutsi{ [Ghy01] et les références qui s’y trouvent). Par
contre le groupe des automorphismes polynomiau&teérifie I'alternative de Tits ([am01]) ;
Lamy obtient cet énoncé a partir de la classification des-gouspes de AJC?], classification
établie en utilisant I'action de ce groupe slir

Théoréme 9.3[Lam01]). — SoitG un sous-groupe d&ut[C?|. Une et une seule des éventua-
lités suivantes est réalisée.
— Chaque élément de est élémentaire, on a alors l'alternative

— G est conjugué a un sous-grouperieu A;

— G est abélienG s’écrit .y Gi 0UGj C Git1 et chaqués; est conjugué a un groupe
cyclique fini du type((ax,By)) aveca, B racines de I'unité du méme ordre. Chaque
élément dés admet un unique point fi¥8 et ce point fixe est le méme pour tous les
élément dé&s. Enfin I'action deG fixe un bout de I'arbrel .

— G contient des éléments de type Hénon et ceux-ci admetteniaanéme géodésique au-
quel cass est résoluble et contient un sous-groupe d’indice fini isqghe aZ.

— G posséde deux éléments de type Hénon avec des géodésidirata#iss contient alors
un groupe libre a deux générateurs.

En s’appuyant, entre autres, sur le théoréme 7.2, Cantattéaise les sous-groupes de type fini
de Bir(P?); Favre a reformulé, dangvre], cette classification de la fagon suivante.

Théoreme 9.3[Can0€)]). SoitG un sous-groupe de type fini du groupe de Cremona. Une et
une seule des possibilités suivantes est réalisée.
— Tous les éléments d& sont virtuellement isotopes a l'identité, alors
— ou bienG est, a indice fini prés et conjugaison birationnelle présiterau dans la
composante neutre daut(S) ou S désigne une surface rationnelle minimale ;
— ou bienG préserve une fibration rationnelle.
— G contient un twist de Jonquiéres ou d’Halphen et aucun éléer@ropique auquel cd3
préserve une fibration rationnelle ou elliptique.
— G contient deux éléments entropiquiestg tels que(f, g) soit libre.
— G contient un élément entropique et pour tout cougley) d’éléments entropiquesf, g)
n’est pas libre, alors

1—>kerp—>Gi>Z—>l
etkerp est constitué uniquement d’éléments virtuellement isegapl’identité.
Une des conséquences est I'énoncé suivant.
Théoréme 9.4[Can06€]). — Le groupeBir (IP?) satisfait I'alternative de Tits.

Un des ingrédients communs aux démonstrations des thésrémge9.2 9.3 est le « lemme du
ping-pong », critére utilisé de nombreuses fois par Kleiarpmnstruire des produits libres (la
formulation donnée ci-aprés est toutefois plus récente).

(5)S0it G un groupe ; posons'® = G et GK =[GV Gk-V] = (aba b1 |a, be G*1) pourk > 1. Le groupe
G est résoluble s'il existe un entiktel que GX = {id}.
®)en tant qu'automorphisme polynomial @8
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Lemme 9.5« Lemme du ping-pong ») — Soit G un groupe agissant sur un ensemble
Considéron$ 1 etl» deux sous-groupes @&et poson$ = (I'1,[2). On suppose que

— 1 (resp.l';) compte au moin8 (resp.2) éléments,

— il existeX; etX; deux parties non vides dételles que

X2 & Xq; Vaeli\{id}, a(Xz)CXy; VBel\{id}, B(X1)C Xa.
AlorsT est isomorphe au produit libfe T, del" 1 et .

Démonstration— Considérons le morphisme surjedtif « ', — . Soitm un mot réduit, non
vide, composeé de lettres dans I'union disjointelde {id} UT >\ {id}

m= (a1)B102B2. .. Pi(Otkt1)-
Commencons par supposer quaoit de la forme
01B102Bz2. - - POk 1-

Commeaq;(X2) C X1 etBi(X1) C X2, on obtientm(X3) C X1 doncm # id.

i

M1

>

W Bi

Supposons maintenant qoresoit du type31023;. .. Bk. Soita € M1\ {id}, 'élémentmest trivial
si et seulement sima ! = id; or d’apreés le cas précédemtma ! = id doncm # id.

Supposons désormais goes’écrivea131023;. .. Bk. Soita € '\ {id, a1}, le motmest trivial
si et seulement si—'ma = id ce qui est exclu d’aprés ce qui précéde.

Finalement considérons I'éventualité mi= 310203, . . . 0k auquel casnest trivial si et seulement
sim?t= a;l ... BIl I'est ce qui est impossible d’aprés ce qu’on vient de voir. O

Exemple 9.6 — Les matrices{ é i ] et [ ; (1) ] engendrent un sous-groupe libre de rang 2

dans Sk(Z). En effet, posons

{3 nes) {2 2Tner)

X1={(xy) €eR?[|X > |y} et Xe={(xy) € R?||x| <y}

Considérong/ un élément dé€ 1 \ {id} et (x,y) un élément de X on remarque alors qugx,y)
est de la forméx+myy), avec|m| > 2; par suitey(x,y) appartient & X. De méme sy appartient
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ar,\ {id} et(x,y) & Xy, I'image de(x,y) pary est dans X. D’aprés le lemme 9.5 on a

1 2 10
<[0 1:|,[2 1}>:F2:Z*Z:I’1*F2.

De la méme maniére on obtient que

1 k ot 10

01 k 1
engendrent un groupe libre de rang 2 dang(&l. pour toutk > 2. Par contre ce n’est pas le cas
pourk = 1, les matrices

11 ot 10
01 11
engendrent SKZ).

Exemple 9.7 — Deux matrices prises au hasard dans (€, ou v désigne un entier supé-
rieur ou égal & 2engendrent un groupe libre isomorphea En effet, soit¥ le sous-ensemble
de SL,(C) x SL,(C) défini par

F ={(A,B) € SL,(C) x SLy(C) | (A, B) ~ F2}.

Le complémentair€ ¥ de ¥ est une réunion dénombrable de sous-variétés algébrigusut
mot m= a™b’t...a%b’% réduit non trivial dans & on peut associer la sous-vari&g d’équa-
tion AnB‘1 ... A%B‘% = id. Le sous-ensembl@ n’est pas vide : il contient

1 2 0 2 0
0 1 1
(AB)= . ; .
0 1 0 1
Ainsi CF est une union dénombrable d’ensembles algébriques de ensiom> 1 strictement

incluse dans SK(C) x SL,(C); la mesure de Lebesgue G¢ est donc nulle. Autrement dit deux
matrices prises au hasard dans,8L) engendrent un groupe libre.

1
0

La stratégie de Cantat pour établir le théoréme 9.3 estlastd. On peut étudier certaines pro-
priétés d’une transformation birationnelle en considésan action sur la conomologie’tX, R)

ou X désigne un modéle birationnel adéquat du plan projeotiiplexe. Le choix d'un tel mo-
déle n'étant pas unique, Manin a introduit, da&h86], I'espaceH” de toutes les classes de
cohomologie de tous les modeéles birationnel®#&). Le groupe de Cremona agit isométrique-
ment sur cet espace de dimension infinie,(B) se plonge donc dans le groupe des isométries
de H™. L'espaceH” est hyperbolique au sens de Gromov ; Cantat utilise alotse emtres, un
«argument de ping-pong ».
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10. Automorphismes sur les surfaces rationnelles

Une surface compacte projective admettant un automorghidentropie positive est ou bien
un tore, ou bien une surface KB ou bien une surface rationnelleC@n99H). Pour I'étude
des automorphismes sur les surfaces K3 on renva@zaa(l]. Il semble que les surfaces ration-
nelles possédant des automorphismes d’entropie positigatyelativement rares : les premiéres
familles infinies de tels automorphismes sont connues dgpei (BK06, BK09, McMO7]).
Néanmoins c’est sur les surfaces rationnelles que les aupirismes d’entropie positive sont
les plus abondants au sens ou elles possédent des familtbselesion arbitrairement grande
([BK]). Les travaux cités se concentrent sur les surfaces obsesi éclatari??(C); ceci est jus-
tifié par le théoreme suivant de Nagata : soient S une surédimmnelle etf un automorphisme
sur S tel quef, soit d’ordre infini. Il existe une suite finie d’éclatemenmts,;: Sj;1 — S; telle
que

S, = P?(C), Swi1=S, 141 éclatement d@; € S;.

Néanmoins une surface obtenue a partifPdéC) aprés une suite générique d’éclatements n'a
pas d’automorphisme non trivialKpi88]). La classification des automorphismes sur les surfaces
rationnelles est un probléme ouvert.

Rappelons d’'une part que pour une surface rationnelle Sdepgs H(S,Z), HY1(S)NH?(S,Z)

et PidS) coincident et d’autre part que PR?(C)) ~ Z. Soientrt: S— P?(C) I'éclatement d’un
point pdeP?(C) etE le diviseur exceptionnel. Les fonctions rationnelles ssoft par définition

les tirés en arriére par des fonctions rationnelles sB?(C). Par suite PitS) est engendré pdt

et le tiré en arriére d’une droite L d&(C). Plus généralement on a I'énoncé suivant.

Théoréme 10.1— Soientpy, ..., py des points distincts d&?(C). Notonstt: S — P?(C) la
suite d’éclatements degs. Si E; = 10 1p; désignent les fibres exceptionnellesLetine droite
générique d&?(C), alorsPic(S) = ZE1 & ... ® ZEN ® ZTFL.

Exemple 10.2 — Considérons l'involutiort introduite dans les Exemples 2.3

T: P?(C) --» P?(C), (X:y:2)— (@ xy: Yy —x2)
Rappelons qu’elle a un seul point d'indéterminat{@t 0 : 1) et une seule courbe contractée, la
droitex = 0 que nous noteror®.

Soitty : X; — P?(C) I'éclatement d€0 : 0 : 1). On désigne paE; le diviseur exceptionnel et on
se place dans les coordonnées locéfes) avecry (§,s) = (§s: s: 1). On remarque que

X
0={¢=0}, E1={s=0}, mix:y:2 = <3_/’)_z/>
La transformatiort est donnée suk; par
s
Ty =TT Xp — X, (€,5) — ( SE——E> :

La restriction dery, aE; est I'identité ; en particulieE; n’est pas exceptionnel.

(MUnesurface 1B est une surface S complexe, compacte, simplement corinfilieé canonique trivial. En particulier

il existe une 2-forme holomorph® sur S qui ne s’annule pasy est unique a multiplication prés par un scalaire non
nul. Toute surface quartique lisse da%C) est une surface KJout revétement double d&(C) ramifié le long de
courbes sextiques lisses est une surface K3
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Au voisinage de on a
o X Xy \.
xX:y:2)=(-,5———);
ey (y’yz—XZ>
ainsi© est contractée pary, sur le point(0,0) = E1NO.
Notonsty : X» — Xj I'éclatement d€0,0). On désigne pakE; le diviseur exceptionnel. Choisis-
sons un systeme de coordonnées I¢ual) dans lequel

™. Xo — X, (u,v) — (u,uv).
On remarque qué&, = {u =0} etTy,(u,v) = (u,;%;) . Par suiteE, est invariant par, et au

voisinage de€© on a
T T X ¥ :
T, TG T(X1y:z) = y_xz)

ainsi® est contractée sur le poif®d, 1) € E,.
Finalement considérons I'éclatememy: X3 — X du point (0,1). Utilisons les coordonnées
locales(n, 1) pour lesquellesi(n, ) = (n,Nu+1). Le diviseur exceptionnel esi; = {n = 0}

et au voisinage d® on a
11— X yz
111 :
Yy’ y>—Xxz
en particulier I'image deé® par 1, estEz et 1 étant une involutiorEz est envoyé su®. Il en
résulte que nkz, ni © n'est exceptionnel ; la transformatian, est un automorphisme.

= E2
| E — &
. b ) .
| © A
p
}{f LN Y Es
e) C]

On va déterminer I'action de,, sur Pi¢X3) dont une base est, d’apres le théoreme précédent,
{L, E1, E2, E3}. On a vu déja vu que

E1—>E1, E2—>E2, E3—>@:{X:O}.

On remarque que & © est un élément de Ri?(C)). Aprés le premier éclatement on al©+
E; € Pic(X1). Le centre du second éclatement®st E; € X; ainsi, par tiré en arriére, on obtient
deux copies d&, d’'ou L = ©+ E; + 2E; € Pic(X2). Enfin on éclate un point dé, \ (OQUE;);
par suite

L=0+ E1+ 2E2+ 2E3 S PiC(Xg).

Maintenant considérons & {agx + a1y + az = 0}; on constate qua*L = {agx® + arxy +
a(—xz+y?) = 0} qui est de degré.2l en résulte qua*L = 2L + 3 m;E;. Déterminons lesn;.
Pourmy on tire en arriéré = agX+ ayy-+ a;z partry; on trouveagé?s’ + a1 &s* + ap(—Es+°) qui
s’annule al'ordre 1 sug; = {s= 0} d’oum; = 1. Un calcul montre quUéTTy T, (resp.f1TyTRLTE)
s’annule a I'ordre 2 (resp. 3) st = {u= 0} (resp.Eg) ; autrement ditm, = 2 etmg = 3.
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Il en résulte que
L—-L-E—2E,—3E;, Ei1—E;, E—E, E3—0=L-E;—2E,—2E;;

2 00 1

. . -1 10 -1

autrement dit’y, est donné pa 20 1 _2
-3 0 0 -2

Soient S une surface obtenue en écla{iC) en un nombre fini de points dt un automor-
phisme sur S; on a

H*(S;C) = HY(S;C) @ HYY(S;C) @ H4(S;C).

L'application f* agit sur chacun des facteurs. La dimension deelt le nombre de compo-
santes connexes, ici &t fﬁ;o(s;@ =id. Ona H(S;C) ~ C et fﬁ;“(s;(c) est la multiplication par
degf = 1. Ainsi si S est obtenue en éclatdft(C) un nombre fini de fois et i est un automor-

phisme de Salors
Pep = 2+ trace(fh.)

ou Pey, désigne le nombre de points périodiques de périodemptés avec multiplicité.

Rappelons qu’une métrique kahlérienne sur une vaiMetgst une métriqgue hermitienrresur

le fibré tangent vérifiant : si localemehts’écrit y hjjdz A dzj, la forme de Kahler associée
w = Y hjjdz A dzj est fermée. Unevarieté kéhlériennest une variété munie d’une métrique
kahlérienne.

Exemples 10.3—
— Puisque toute sous-variété d’'une variété kahlériennk&tdérienne et que la métrique de
Fubini-Study suiP"(C) est kahlérienne toute variété algébrique projective dsigki&nne.
— SoitA un réseau dan8"; le toreC" /A est une variété kahlérienne.
— Toute surface de Riemann est une variété kahlérienne.

Théoreme 10.4[DF01]). — Soit f un automorphisme sur une surface kéahlérienne tel
queA(f) > 1. Alors A(f) est une valeur propre d& avec multiplicité1 et c’est I'unique
valeur propre de module strictement supérielr a

Sin est une valeur propre dé soitn vautA(f) oul/A(f), soit|n| = 1.

De plus\(f) est un nombre de Saléth

A partir d’une transformation birationnellé sur le plan projectif complexe ; peut-on trouver
une suite finie d’éclatements. X — P?(C) telle que I'application induitef ; soit un automor-
phisme ? La réponse est ouifsiest d’ordre fini, mais qu'en est-il i est d’ordre infini ? Sif
n'est pas un automorphisme il existe une coufbeontractée sur un poirgy; la premiére étape
consiste a éclater le poimg via 1 : X3 — P?(C). Il se peut que tout se passe pour le mieux et
que I'application induitef ;, ne contracte pas sur un point mais I'envoie Sui;; mais sip; n'est
pas d’'indétermination alorky, contracteE; surp, = f(p1) ... Ainsi cette procédure qui consiste
a éclater un nombre fini de points ne porte pas ses fruitsest algébriquement stable.

(®Un entier algébrique réel > 1, est un nombre de Salem si ses conjuguésaont ! ety avec|y| = 1.
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Considérons par exemple la famille de transformationgibimaelles étudiée dan8K09] don-
née par

f: P?(C) --» P?(C), (x:y:2)— (x(bx+Y) : z(bx+Y) : x(ax+2)).

La transformationf contracte trois droites©p = {x = 0}, ©g = {y+ bx= 0} et ©y = {ax+
z= 0} surrespectivemern; = (0:1:0), po=(0:0:1 etq=(1:—a:0). Les points d'indé-
termination sonfpy, p1 etm= (1:—b: —a) qui sont respectivement éclatés 8y, O et Oc.
Soitt: Y — P?(C) I'éclatement dep; et po. On peut vérifier que o, ni ©gp sont exceptionnels
pour fy; plus précisément on a

©p — E2— 09— E; — O = {z=0}. (10.1)

De plus©y est la seule courbe exceptionnellerele seul point d’'indétermination dé,. Déter-
minons fy... Une base de P{Y') est{L, Ej, E;}. La droite®g contient un seul centre d’éclate-
ment,p;, donc@g = L — E;. De mémedg contenanip; et pp on a®@y = L — E; — E». Une droite
générique intersect®, Op et ©y; donc I'image de L parf est une conique passant par I'image
de chacune de ces droites a samir p, etq. Par suitefy,L = 2L — E; — E. A I'aide de (10.1)

2 1 1
on obtient quefy, est donné parla matridd = | —1 —1 -1 | dont le polyndme caracté-
-1 0 -1
ristique est® —t — 1. Soient D une droite efD} sa classe dans R¢). Si DU fyD ne contient
1 2
pasm, alors f2D estdonné paM? | 0 | = | 0 | =2L—Ey, autrement ditfZD est une co-
0 -1

nique qui intersect&, mais pa€;. De méme sm n’appartient pas a D fyDU f$D alors f$’D
est une cubique intersectdst et E; avec multiplicité 1 Simn’appartient pasaD...U f{,‘*lD,
les itérés defy sont holomorphes au voisinage de D(&})"L = {fyD}. Les parametrea etb

sont génériques sin’appartient pas @ f\j(D. Poura, b génériques on @fy )" = (17)* etA(fy)
j=0

est la plus grande racine en module du polynd®ret — 1. Soit 7/, le sous-ensemble d&” défini

par

Vo={(ab) € C?|f)(q) #m 0< j <n, ffq=m}.

Remarquons que si le couple,b) n'appartient pas &/, alorsA(fy) est la plus grande racine
en valeur absolue d&€ —t — 1 dont on remarque qu’elle n’est pas un nombre de Salem.rll s’e
suit quefy n'est pas un automorphisme modulo une suite finie d'éclatesn&éciproquement
supposons qu@, b) soit dansly; notons Z la surface obtenue en éclatant les pajnfg(q), ...,
f¢(0) = m. On peut montrer que la transformation indufteest alors un automorphisme. Airisi
est un automorphisme sur un modéle birationrig?@C) si et seulement i, b) appartient /.

En étudiantfz, on obtient que sfa, b) appartient &+, le polyndme caractéristique de la matrice
de fz, estx™1(x® —x— 1) +x3+x? — 1. Le premier degré dynamique deest la plus grande
racine en valeur absolue de ce polyndme ; il est strictemguéreeur a 1 dés que > 7. Dans
I'esprit de [DJS07] Bedford et Kim étudient les courbes invariantes paitinsi que la dynamique
de f (voir [BK09]).
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11. Le groupe de Cremona est-il simple ?

Rappelons qu’un groupe est simple s'il ne posséde pas deysouge distingué non trivial. Com-
mengons par remarquer que ADE] n'est pas simple ; soip le morphisme de AUt?] dansC*
qui a f associe detjat. Le noyau dep est un sous-groupe normal propre de J&i4. Dans les
années 1970 Danilov établit que kgn’est pas simple pan74). A l'aide de résultats de Schupp
sur la théorie des petites simplification§¢h71) il montre que le sous-groupe norrffilengen-
dré par I'automorphisme

(ea)lsu a= (yu_x)7 e= (X,y+ 3X5—5X4)
est strictement contenu dans ATH|.

Plus récemment Furter et Lamy ont donné un énoncé un peu pais mue celui de Danilov.
Avant de I'énoncer introduisons une longué() pour les éléments de Al@?].

— Sif appartient & NE, alors/(f) =0;

— sinon/(f) est I'entier minimaln pour lequelf s'écritg; ... g, avecg; dansA ouE.
L'élément exhibé par Danilov est de longueur 26
On note qué/(.) est invariant par conjugaison intérieure, on peut donc esg@pf de longueur
minimale dans sa classe de conjugaison.

Théoréme 11.1[FL09]). — Soit f un élément déut[C?| de déterminant jacobieh Suppo-
sons qud soit de longueur minimale dans sa classe de conjugaison.
— Si f est non trivial et!(f) < 8, le sous-groupe normal engendré gacoincide avec le
groupe des automorphismes polynomiaux du plan de détentjezobiert;
— sif est génériqué® et /() > 14, le sous-groupe normal engendré paest strictement
contenu dans le sous-groupe/slat[C?) formé des éléments de déterminant jacoldien

Le groupe de Cremona est-il simple ? Cette question a étéébalansGiz94, CD| mais reste
ouverte.

Remerciements. — Je tiens a remercier Zindine Djadli pour m’avoir demandécasethou-
siasme d’écrire ce texte et de m’avoir permis de le faire sammgrainte. Merci a Dominique
Cerveau pour nos conversations mathématiques aussi fr&gugu’enrichissantes et pour ses
nombreuses remarques. Je remercie Serge Cantat pour seentaires et pour m'avoir signalé
comment améliorer [}és06¢, lemme 2.1) pour obtenir le lemme 6.5 et Jérémy Blanc posir se
multiples remarques et suggestions. Merci a Julien Griyaux m’avoir aidée a « éclaircir » un
paragraphe. Enfin merci a Igor Dolgachev pour m’avoir si§ges référencesdiz94, Giz99.

(9 Soient G un groupe €t un élément de G; le sous-groupe normal engendrd plans G esthfh™1 | he G).
(20 On renvoie afFL09] pour plus de détail.
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