GROUPE DE CREMONA ET DYNAMIQUE COMPLEXE : UNE
APPROCHE DE LA CONJECTURE DE ZIMMER

par

Julie DESERTI

1. Introduction

Les techniques de dynamique complexe permettent parfois d’établir des propriétés algébriques
pour certains groupes de transformations, c’est le cas dans [11, 12, 19, 28] ; il en va ainsi pour
cet article.
Notons Bir(P?(C)) le groupe des transformations birationnelles du plan projectif complexe encore
appelé groupe de CREMONA. Rappelons le théoréme de NETHER sur la structure du groupe de
CREMONA.

Théoréeme 1.1 (|13, 2|). — Le groupe des transformations birationnelles du plan projectif com-
pleze est engendré par Aut(P?(C)) = PGL3(C) et l’involution de CREMONA

o: (x:y:2)— (yz:xz:2y).

Nous connaissons aussi le groupe de CREMONA par ses relations ([26]) et par ses groupes finis
([5]). Nous nous intéressons ici aux représentations de certains sous-groupes discrets classiques
dans Bir(IP2(C)) ; cette étude ainsi que les résultats de [5] conduisent & penser qu’il se comporte
comme un groupe de rang 2.

Afin de généraliser les travaux de MARGULIS sur les représentations linéaires des réseaux de
groupes de LIE réels simples de rang réel strictement supérieur a 1 (voir [31, 39]) aux représen-
tations non linéaires, ZIMMER propose d’étudier les actions des réseaux sur les variétés compactes
([41, 42, 43, 44|). L’une des principales conjectures du programme est la suivante : soient G
un groupe de LIE réel simple connexe et I' un réseau de G. S’il existe un morphisme d’image
infinie de I' dans le groupe des difféomorphismes d’une variété compacte M, le rang réel de G
est inférieur ou égal a la dimension de M.

Il y a eu de nombreux travaux dans cette direction. En 1993, dans [23]|, GHYS étudie les
groupes engendrés par des difféomorphismes analytiques réels proches de I'identité sur une variété
compacte ; il obtient en particulier que tout sous-groupe nilpotent de Diff*(S?) est métabélien et
en déduit que si I' est un sous-groupe d’indice fini de SL,,(Z), avec n > 4, alors tout morphisme
de T' dans Diff*(S?) est d’image finie.
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Dans [40], WITTE considére un Q-groupe algébrique Q-simple de Q-rang supérieur ou égal a
2 et I' un sous-groupe arithmétique de G ; il montre qu’il n’existe pas de relation d’ordre total
sur I' préservée par la multiplication o droite. La preuve de cette propriété algébrique repose en
partie sur des résultats de AULT ([3]) et RHEMTULLA ([36]) concernant les ordres totaux dans
les groupes nilpotents ; elle est aussi basée sur I’étude des Q-systémes de racines de G et sur les
sous-groupes nilpotents de I' engendrés par un sous-groupe de Q-racines de G intersecté avec I'.
Il en déduit que toute action continue d’un sous-groupe arithmétique de G sur S' ou sur la droite
réelle est d’image finie. Le théoréme de WITTE s’applique & une classe restreinte de réseaux,
classe dont il est question ici, contrairement a I’énoncé suivant di & GHYS ([24]). Soit G un
groupe de LIE semi-simple, connexe, de rang réel supérieur ou égal a 2 et n’ayant pas de facteur
simple isomorphe a PSLa(R). Si ' est un réseau irréductible de G et p un morphisme de I' dans
le groupe des difféomorphismes de classe C* de S' qui préservent Uorientation, alors Uimage de
p est finie. Notons qu’un cas particulier de cet énoncé a été démontré par BURGER et MONOD
lors de leur étude de la cohomologie bornée des réseaux ([8, 9]). En 2002, dans le méme esprit,
NAvAS obtient que si I' est un groupe de KAZHDAN discret et ¢ un morphisme de I' dans le
groupe Diff*T(S1), avec o > 1/2, alors (T") est fini ([33]).

Dans le reste de cette partie, S est une surface orientée, fermée et €2 une forme volume lisse.
POLTEROVICH se place dans le cadre suivant : soient G un groupe de LIE réel, semi-simple,
connexe, sans facteur compact, de centre fini et de rang réel supérieur ou égal a 2 et I' un
réseau irréductible non co-compact de G. Supposons que le genre de S soit supérieur ou égal
G 2 ; tout morphisme de I' dans le groupe des difféeomorphismes C*° de S qui préservent €2 est
d’image finie (|34]). Soit I" un groupe presque simple, i.e. dont tous les sous-groupes distingués
sont finis ou d’indice fini. Supposons que I' contienne un sous-groupe isomorphe au groupe des
matrices triangulaires supérieures & coefficients entiers ; FRANKS et HANDEL ont prouvé que
tout morphisme de I' dans le groupe des difféomorphismes de S qui préservent € est d’image
finie (|20]).

Plus récemment, en 2004, CANTAT a résolu la conjecture de ZIMMER dans le cas particulier des
actions holomorphes sur les variétés kdahlériennes compactes : soient M une variété complexe
compacte kihlérienne et Aut(M) le groupe de ses difféomorphismes holomorphes ; soient G un
groupe de LIE réel, simple, connexe et I' un réseau de G. S’il existe un morphisme de I' dans
Aut(M) dont l'image est infinie, alors le rang réel de G est inférieur ou égal & la dimension
compleze de M (voir [11]). Pour montrer cet énoncé il utilise les propriétés des groupes de
difféeomorphismes des variétés complexes compactes (|6, 30]), des réseaux et sous-groupes de
CARTAN de G (voir [35]) et des groupes abéliens d’automorphismes d’une variété kihlérienne
([19]).

Nous montrons, dans ’esprit des résultats précédents, le :

Théoréeme 1.2. — Soit G un Q-groupe algébrique Q-simple de Q-rang r. Sotent I' un sous-
groupe d’indice fini de G(Z) et p un morphisme de T dans Bir(P?(C)). Si p est d’image infinie,
alors r < 2.

De plus, sir =2 et p est dimage infinie, alors G posséde un systéeme de Q-racines de type A
et l'image de p est, a conjugaison pres, un sous-groupe de PGL3(C).

Comme conséquence du théoréme 1.2, nous obtenons a ’aide de [10] le :
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Corollaire 1.3. — Soit G un Q-groupe algébrique Q-simple de Q-rang supérieur ou égal a 3.
Soient I' un sous-groupe d’indice fini de G(Z) et M une surface de KAHLER compacte. Tout
morphisme de I' dans le groupe des transformations birationnelles de M est d’image finie.

La preuve du théoréme 1.4 repose en particulier sur 'observation suivante, utilisée par WITTE
dans [40]. Le systéme de Q-racines d’'un Q-groupe algébrique Q-simple de Q-rang supérieur ou
égal & 3 contient un sous-systéme de type Az ou Bj ; nous nous ramenons donc a l'étude des
morphismes d’un sous-groupe d’indice fini de SOg3(Z) et de SL3(Z) dans Bir(P%(C)). Pour ces
groupes nous obtenons les trois théorémes qui suivent.

Théoréme 1.4. — 1) L’image d’un morphisme injectif d’un sous-groupe d’indice fini de SL3(Z)
dans Bir(P?(C)) est, a conjugaison pres, un sous-groupe de PGL3(C).

2) Si un morphisme d’un sous-groupe d’indice fini de SL,(Z) dans le groupe de CREMONA est
d’image infinie, alors n < 3.

Théoréme 1.5. — Soient ' un sous-groupe d’indice fini de SL3(Z) et p un morphisme injectif de
' dans Bir(P%(C)). Alors la restriction de p a T’ coincide, & conjugaison prés, avec le plongement
canonique ou la contragrédiente, i.e. linvolution u — (u™1).

Théoréme 1.6. — Il n’existe pas de morphisme injectif d’un sous-groupe d’indice fini de
SO33(Z) dans le groupe de CREMONA.

Pour démontrer ces résultats nous utiliserons, comme FRANKS et HANDEL, les groupes de ma-
trices triangulaires supérieures a coeflicients entiers dans SL3(Z) et SO 3(Z).

Soit 7 un automorphisme du corps C ; & une transformation birationnelle f nous associons
Pautomorphisme 7(f) obtenu en faisant agir 7 sur les coefficients de f exprimé dans un systéme
de coordonnées homogénes fixé au préalable. Le théoréme 1.4 permet de redémontrer le résultat
suivant :

Théoréeme 1.7 (|16]). — Soit ¢ un automorphisme du groupe de CREMONA. Il existe un élé-
ment v de Bir(P?(C)) et un automorphisme T du corps C tels que, pour toute transformation
birationnelle f, nous ayons :

o(f) =T fy).

Remarque 1.8. — Dans [16] nous avons obtenu ce théoréme par des techniques complétement
différentes : la preuve repose essentiellement sur 1’étude des sous-groupes abéliens maximaux
du groupe de CREMONA. Alors que la premiére preuve est quasiment « self-contained » (hormis
quelques résultats de géométrie algébrique élémentaire et de la théorie des feuilletages), la seconde
utilise des résultats difficiles et profonds ; en un certain sens les deux preuves sont étrangéres.

Organisation. Le second paragraphe du texte se compose d’un résultat récent de CANTAT et
LAMY que nous utiliserons a plusieurs reprises, de rappels sur les transformations rationnelles
sur les surfaces ainsi que sur les groupes SL,(Z) et SOy 3(Z). Ces groupes contiennent des
groupes de HEISENBERG ; nous étudions donc, dans une troisiéme partie, les représentations
de ceux-ci dans le groupe de CREMONA. La quatriéme partie commence par une remarque qui
nous permet d’utiliser les travaux de DILLER et FAVRE (|18]) et d’obtenir la premiére assertion
du théoréme 1.4. Dans un cinquiéme paragraphe nous montrons la seconde partie du théoréme
1.4 ; en reprenant et adaptant la démarche utilisée pour SL3(Z), nous obtenons le théoréme 1.6.
Puisque que tout Q-groupe algébrique Q-simple de Q-rang supérieur ou égal & trois posséde un
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sous-systéme de Q-racines irréductible de rang 3, nous établissons le théoréme 1.2. Pour finir
nous redémontrons le théoréme 1.7.

2. Préliminaires

2.1. La conjecture de ZIMMER pour le groupe Aut[C?]. —
Rappelons I’énoncé suivant :

Théoréme 2.1 ([12]). — Soient G un groupe de LIE réel simple et I un réseau de G. S’il existe
un morphisme injectif de I' dans le groupe des automorphismes polynomiauz du plan complexe,
le groupe G est isomorphe 4 PSO(1,n) ou a PSU(1,n) pour un certain entier n.

Esquisse de démonstration (pour les détails voir [12]). Ce résultat repose en partie sur la
structure de produit amalgamé du groupe Aut[C?] des automorphismes polynomiaux de C2.
Notons

A= {(z,y) = (a17 + b1y + c1, a2z + by + c2) | a;, bi, ¢; € C, a1by — azby # 0}
le groupe des automorphismes affines et
E={(z,y) = (az+ P(y),By +7) |, B C*, y€ C, P € Cy]}

le groupe élémentaire. Nous avons le

Théoréeme 2.2 (Jung, [27, 29]). — Le groupe Aut[C?] est le produit amalgamé de A et E le
long de ANE.

La théorie de BASS-SERRE assure D'existence d'un arbre sur lequel Aut[C?] agit par translation a
gauche ; les stabilisateurs des sommets de I’arbre sont conjugués au groupe affine ou au groupe
élémentaire ([28]). Ainsi si un groupe G se plonge dans Aut[C?], alors

— ou bien G agit sur un arbre sans fixer de sommet ;
— ou bien G se plonge dans A ou E.

A partir de cette remarque, CANTAT et LAMY étudient les plongements des groupes de KAZHDAN
(voir |15], chapitre I ou [31], chapitre III), qui ont la propriété (FA), et, par suite, des réseaux
des groupes de LIE de rang réel supérieur ou égal a 2.

2.2. Rappels sur les transformations rationnelles des surfaces. — (voir [18])

Soient X, Y deux surfaces complexes compactes et f : X --+ Y une application méromorphe
dominante ; notons Ind(f) le lieu d’indétermination de f et Exc(f) 'union des courbes contractées
par f. Soient I'y le graphe de f, m : I'y — X et my : I'y — Y les projections naturelles ; si I'y
est une sous-variété singuliere de X x Y, nous considérons une désingularisée de I'y sans changer
de notation. Si [ est une forme différentielle de bidegré (1,1) sur Y, alors 753 détermine une
forme de bidegré (1,1) sur I'y qui peut étre poussée en un courant f*§ := w503 sur X a
I'aide de la premiére projection. Remarquons que f* induit un opérateur entre H(Y, R) et
HL1(X,R) : si B8 et v sont homologues, alors f*3 et f*y le sont aussi.

Supposons désormais que X =Y. La transformation f est dite algébriquement stable s’il n’existe
pas de courbe V dans X telle que f*(V) appartienne a Ind(f) pour un certain entier & > 0.
DILLER et FAVRE ont montré le résultat qui suit.
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Théoréeme 2.3 (|18], théoréme 0.1). — Soient X wune surface rationnelle et f: X --» X
une application birationnelle. Il existe un morphisme birationnel € : X — X telle que ¢! fe
soit algébriquement stable.

Enfin le premier degré dynamique de f est défini par

A(f) = limsup |(f™)*[*/"

n—-+o0o

otl | .| désigne une norme sur End(H!(X,R)) ; ce nombre est minoré par 1 (voir [37, 21]).
Notons que, pour toute transformation birationnelle f, nous avons I'inégalité

M) < deg [

o deg f désigne le degré algébrique de f (le degré algébrique de f = (fo : f1 : f2) est le degré
des polynémes homogenes f;).

Théoréeme 2.4 (|18], théoréme 0.2). — Soit f une transformation birationnelle telle que
A f) = 1. Alors f satisfait une et une seule des conditions suivantes :

— la suite |(f™)*| est bornée, alors f™ est, a conjugaison birationnelle prés, un automorphisme
1sotope a l'identité pour un certain n > 0 ;

— la suite |(f™)*| est a croissance linéaire, alors f laisse, & conjugaison birationnelle prés, une
unique fibration rationnelle invariante et n’est pas conjuguée & un automorphisme ;

— la suite |(f™)*| est a croissance quadratique, alors f est, a4 conjugaison birationnelle pres,
un automorphisme qui préserve une unique fibration elliptique.

Définition 1. — Soit X une surface complexe compacte. La transformation birationnelle
f: X --» X est dite virtuellement isotope a [l’identité s’il existe une transformation bira-
tionnelle  : X --» X et un entier n > 0 tels que 7™y~ soit un automorphisme de X isotope
a l'identité.

Deux transformations birationnelles f et g sur X sont dites simultanément virtuellement isotopes

a I'identité si le couple (1, X) est commun & f et g.

2.3. Les groupes SL,,(Z). —

Nous allons rappeler quelques propriétés sur les groupes SL,(Z) ; pour un exposé plus complet,
on renvoie a [38].

Pour tout entier ¢ introduisons le morphisme O, : SL,(Z) — SL,,(Z/qZ) qui a une matrice a
coefficients entiers associe sa réduite modulo ¢. Soient 'y, (q) le noyau de @, et T',(¢) I'image
réciproque du groupe diagonal de SL,,(Z/qZ) par O, ; les I',(q) sont des sous-groupes distingués
appelés groupes de congruence.

Théoréme 2.5. — Soient n un entier supérieur ou égal ¢ 3 et I' un sous-groupe de SL,(Z).
Si T est d’indice fini, il existe un entier q tel que T' contienne un groupe T'y(q) et soit contenu
dans T'y(q).

Si I est d’indice infini, alors T' est fin.

Notons d;; la matrice de KRONECKER 3 X 3 et e;; = Id + d;;.
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Proposition 2.6. — Le groupe SL3(Z) a pour présentation :

Id sii#1letj#k
<€ij, i#j \ [eij,ekz] = e siiFletj=k | (61262_11612)4 =1d)
egjl sii=letj#k
Les egj

n’a pas d’analogue) ; nous les appellerons générateurs standards de I'3(q). Le systéme de racines
de sl3(C) est de type Ay (voir [22]) :

engendrent T'3(q) et vérifient des relations similaires aux e;; (la relation (ejzey e12)? = id

rs T

T4 (A1

s Te

Chacun des générateurs standards d’un I's(g) est un élément du groupe a un paramétre associé
& une racine 7; du systéme ; le systéme de racines permet donc de retrouver la plupart des
relations apparaissant dans la présentation de SL3(Z). Par exemple 7 + r3 = ry correspond a
[e12, e23] = €13, la relation 79 + r4 = 73 A [e13,€21] = 6531 et le fait que r1 + 2 ne soit pas une
racine & [612, 613] =Id.

2.4. Le groupe SOy 3(Z). —

On peut aussi pour Sp,,(Z) considérer le morphisme ©, qui & une matrice associe sa réduite
modulo ¢ et définir des sous-groupes de congruence. Le théoréme 2.5 est valable pour Spy,(Z)
avec n > 2 (voir [4]) donc, en particulier, pour SOg 3(Z).

L’algébre 502 3(Q) admet pour systéme de racines un systéme de type By (voir [22])

el e ey
/ /
€g €4

/ / /

€r 6 €5

Avec la convention o = @; mod 8, les générateurs a; d’'un sous-groupe de congruence I' de SO 3(Z)
vérifient les relations suivantes

[ai70éi+1] = [a2i7170‘2i+1] = Id, [a21‘71,a2i+2] = 0412727
[agi, aigo] = adi 4, [vgi; agiys] = o

ou les p;, g; et r; désignent des entiers non nuls.
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2.5. Groupes de HEISENBERG. —

Définition 2. — Soit k un entier. Nous appellerons k-groupe de HEISENBERG un groupe qui a
pour présentation :

Hy = (f,g,h | [f,h] = [g,h] = id, [f,g] = hF).
Par convention H = H; ; c’est un groupe de HEISENBERG.

Notons que le groupe de HEISENBERG engendré par f, g et h* est un sous-groupe d’indice k de
‘Hji.. Nous appellerons f, g et h les générateurs standards de Hj.

Remarque 2.7. — Chaque eg; s’écrit comme le commutateur de deux eze avec lesquels il com-
mute ; autrement dit tout générateur standard de I',,(¢) est contenu dans le groupe dérivé d’un
sous-groupe de I',,(q). Les I'3(q) contiennent donc de nombreux k-groupes de HEISENBERG ; par
exemple le sous-groupe (ef,, €5, els) de I's(g) en est un (pour k = q).

Remarque 2.8. — Notons que le sous-groupe (ag,as, ) de SOz3(Z) est un gi-groupe de
HEISENBERG.

3. Représentations des groupes de HEISENBERG

Comme nous l'avons noté précédemment les groupes SL,,(Z) et SO 3(Z) contiennent des groupes
de HEISENBERG, nous sommes donc naturellement amenés & étudier les représentations de ceux-
ci dans le groupe des automorphismes des surfaces de HIRZEBRUCH et de P?(C). Commencons
par établir quelques propriétés.

Remarque 3.1. — Si C] et (5 désignent deux courbes irréductibles d’auto-intersection négative
homologues alors C7 et Cy coincident. Ainsi un automorphisme f d’une surface S isotope a
I'identité fixe chaque courbe d’auto-intersection négative ; pour toute suite de contractions 1
de S vers un modeéle minimal S de S, I'élément 9 11 est un automorphisme de S isotope a
I’identité.

Lemme 3.2. — Soient [ et g deux transformations birationnelles sur une surface S virtuelle-
ment isotopes & lidentité. Supposons que f et g commutent ; alors f et g sont simultanément
virtuellement isotopes a [’identité.

Démonstration. — Par hypothése il existe une surface S, une transformation birationnelle
¢: S --=» S et un entier n tels que ¢~ f7¢ soit un automorphisme de S isotope a l'identité.
Placons nous sur S ; pour simplifier nous noterons encore f l’automorphisme (~!f"C et g la
transformation ¢~ g{ .

Nous allons commencer par montrer qu'il existe n : ¥ --» S birationnel tel que 5~ ffn soit un
automorphisme de Y isotope a I'identité pour un certain £ et n~'gn soit algébriquement stable.
Notons N (g) le nombre minimum d’éclatements nécessaires pour rendre g algébriquement stable.
La preuve procéde par induction sur N(g).

Si N(g) est nul, alors 7 = id convient.

Supposons le lemme démontré pour les transformations f et g satisfaisant N(g) < j ; considérons
(f,§) satisfaisant les hypothéses de I'énoncé et N(§) = j + 1. Puisque § n’est pas algébrique-
ment stable, il existe une courbe V' dans Exc(g) et un entier ¢ tels que g4(V') soit un point
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d’indétermination p de g. Comme f et g commutent, fk fixe les composantes irréductibles de
Ind(g) pour un certain entier k. Pour rendre g algébriquement stable, considérons x 1’éclatement
au point p ; ce point étant fixé par fk', d’une part k7! fkﬁ est un automorphisme, d’autre part
N(k~'gk) = j. Alors, par hypothése de récurrence, il existe n : Y --» S et ¢ tels que 77*1]“77
soit un automorphisme isotope a l'identité et n~!gn soit algébriquement stable.

Notons f = n~'ffn et § = n~'gn. En reprenant la démonstration du lemme 4.1 de [18],
nous constatons que f et g sont simultanément virtuellement isotopes a l'identité. En effet, la
premiére étape pour rendre g automorphisme consiste a considérer €; la contraction d’une courbe
de Exc(g~!) ; comme les courbes contractées par g—! sont, d’aprés [18], d’auto-intersection
négative et que f est isotope a lidentité, elles sont fixées par f donc par Elfefl. La i-éme
étape consistant a répéter la premiére avec £;_1 ... 51?51_1 e 52-__11 etei_1... 51§51_1 e 5;_11, nous
obtenons le résultat souhaité. D’aprés [18] le procédé termine. Toujours par largument de
DILLER et FAVRE, une puissance de ege ! est isotope a I'identité. O

Nous allons montrer le méme genre de résultat pour les générateurs standards d’un k-groupe de
HEISENBERG.

Proposition 3.3. — Soit ¢ une représentation de Hy dans le groupe de CREMONA. Supposons
que tout générateur standard de <(Hy) soit virtuellement isotope a lidentité. Alors <(f), <(g) et
¢(h) sont simultanément virtuellement isotopes a l’identité.

Démonstration. — Le lemme 3.2 assure que ¢(f) et ¢(h) sont simultanément isotopes a 'identité.
Comme g et h commutent, Exc(s(g)) et Ind(s(g)) sont invariants, & conjugaison birationnelle prés,
par ¢(h). La relation [f,g] = h* qui s’écrit aussi fg = h¥gf assure que les ensembles Exc(s(g)) et
Ind(s(g)) sont invariants par ¢(f). En reprenant le raisonnement de la démonstration du lemme
3.2 et en utilisant le lemme 4.1 de [18], nous obtenons le résultat souhaité. g

Dans la suite nous nous intéressons aux représentations de Hj dans les groupes d’automorphismes
des surfaces minimales qui sont P*(C) x P1(C), P?(C) et les surfaces de HIRZEBRUCH F,,,, m > 2.
Dans une carte affine (x,y) d’une telle surface S, si f est un élément de Bir(S), nous notons f
par ses deux composantes (f1(z,y), f2(z,y)). Rappelons que dans des cartes affines bien choisies

Aut(P!(C) x P1(C)) = (PGLy(C) x PGLy(C)) x (y, x)
et Aut(F,,) se décrit, pour m > 2, comme suit (|1] chapitre V, [32])

Cx+ P(y) ay+b a b X
(3.1) {<(Cy+d)m,cy+d> | <c d>€PGL2(C), CeC*, PeC]y, degP<m}.

Lemme 3.4. — Il n'existe pas de morphisme injectif de Hy dans Aut(P'(C) x P*(C)).

Démonstration. — Soit ¢ un morphisme de Hj, dans Aut(P}(C) x P}(C)). Quitte & considérer
Hai C Hi nous pouvons supposer que s(f), ¢(g) et ¢(h) fixent les deux fibrations standards, i.e.
que ¢ est a valeurs dans PGLy(C) x PGLy(C). Pour j = 1, 2 notons 7; la j-iéme projection.
L’image de ¢(Hax) par 7; est un sous-groupe résoluble de PGLy(C) et comme 7;(s(h*)) est un
commutateur, cette homographie est conjuguée a la translation z+ ;. Supposons que 3; soit non
nul ; alors, par commutation, 7;(<(f)) et m;(s(g)) sont des translations. Dans ce cas la relation
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[75(s(£)), m;(s(g))] = mj(s(h*)) entraine que B; est nul : contradiction. Les 3; sont donc nuls et
I'image de h* par ¢ est triviale : ¢ n’est pas injectif. [l

Pour les morphismes de Hj, a valeurs dans Aut(F,;,), m > 2, nous obtenons un résultat essentielle-
ment différent. Notons qu’on peut voir Aut[C?] comme un sous-groupe de Bir(P?(C)) ; en effet
tout automorphisme (f1(z,y), f2(z,y)) de C? se prolonge naturellement en une transformation

birationnelle (2" fi(x/z,y/z) : 2" fa(x/2,y/2) : 2") ou n = max(deg f1, deg f2).

Lemme 3.5. — Soit ¢ un morphisme de Hy, dans Aut(F,,) avec m > 2. Alors <(Hy) est bira-
tionnellement conjugué a un sous-groupe de E. De plus, ¢(h?*) est de la forme (x + P(y),y) ot
P désigne un polynome.

Remarque 3.6. — Les sous-groupes abéliens de PGL2(C) sont, a conjugaison preés, des groupes
d’homothéties, de translations et des sous-groupes de {—y, v, i, —i}

Démonstration. — Notons 7 la projection de Aut(F,,) sur PGLy(C). Quitte a considérer Hag, ce
qu’ici nous faisons, I'image de ¢(Hay) par 7 n’est pas conjuguée a {y, —v, é, —é} Par conséquent,

a conjugaison preés, m(s(Hax)) est un sous-groupe du groupe des transformations affines de la
droite. Il s’en suit (voir (3.1)) que ¢(Hax) est, & conjugaison prés, un sous-groupe de E. Les
relations satisfaites par les générateurs assurent que ¢(h?*) est du type (z + P(y),y). O

Enfin nous mentionnons un résultat sans doute bien classique.

Lemme 3.7. — Soit ¢ un morphisme injectif de Hy, dans PGL3(C). A conjugaison linéaire pres,
nous avons s(f) = (z + Cy,y + B), <(g) = (z + 7Y,y +9) et <(h*) = (x + k,y) avec (6 — By = k.

Démonstration. — L’adhérence de ZARISKI ¢(Hy) de ¢(Hy) est un sous-groupe algébrique unipo-
tent de PGL3(C) ; comme ¢ est injective, ’algébre de LIE de ¢(Hy) est isomorphe & :
0 ¢ B8
h= 00 v |I[¢B yeC
0 0 0

Notons 7 la projection canonique de SL3(C) sur PGL3(C). L’algébre de Lit de 7w~ 1(c(Hy,)) est,
& conjugaison preés, égale a . L’application exponentielle envoie h dans le groupe H des matrices
triangulaires supérieures qui est un groupe algébrique connexe. Il s’en suit que la composante
neutre de 71 (¢(Hy)) coincide avec H. Tout élément g de 7~ !(¢(H},)) agit par conjugaison sur
H donc appartient au groupe engendré par H et j.Id ot j*> = 1. Puisque «(j.ld) est trivial, la

restriction de m & H est surjective sur ¢(Hy) ; or elle est injective, c¢’est donc un isomorphisme.
Par conséquent ¢ se reléve en une représentation ¢ de Hj; dans H

Hk;H

RN

s(Hk)

Comme ¢(h*) s'écrit comme un commutateur, il est unipotent. En écrivant les relations
satisfaites par les générateurs nous obtenons a conjugaison prés dans SL3(C)

M) =(z+ky), <F)=(@+lyy+8) et i(g) =(z+y,y+9)



10 JULIE DESERTI
avec (0 — By = k ce qui implique le lemme. O

4. Quasi-rigidité de SL3(Z)
4.1. Dynamique de I'image d’un groupe de congruence. —

Définition 3. — Soient G un groupe de type fini, {a1, ..., a,} une partie génératrice de G et
f un élément de G.

(i) La longueur de f, notée ||f||, est le plus petit entier k pour lequel il existe une suite

(s1,...,8k) d’éléments de {aq, ... ,an,afl, cooyant) telle que f = s1... 5.

k
(ii) La quantité limy_ ”f—kH est la longueur stable de f (voir [14]).
(iii) Un élément f de G est distordu sl est d’ordre infini et si sa longueur stable est nulle. Cette
notion est invariante par conjugaison.

Lemme 4.1. — La puissance k-iéme du générateur standard h d’un k-groupe de HEISENBERG
Hj. est distordu. En particulier les générateurs standards de tout sous-groupe de congruence de

SL,.(Z) sont distordus.

Démonstration. — Puisque [f,h] = [g,h] = id, pour tout couple d’entiers (n,m), nous avons
hknm — [fn gm] Pour n = m nous obtenons h*** = [f", g"] : il s’en suit que ||h*°|| < 4n.

Tout générateur standard d'un I';,(q) s’écrit comme le commutateur de deux autres et commute
a chacun d’eux (remarque 2.7). O

Lemme 4.2. — Soient f un élément d’un groupe de type fini G et ¢ un morphisme de G dans
Bir(P2(C)). Il existe une constante positive ou nulle m telle que

1< AG(f) < exp (m”an) .

n

En particulier, si f est distordu, la longueur stable de f est nulle et le premier degré dynamique
de <(f) vaut 1.

Démonstration. — Soit {aj, ..., a,} une partie génératrice de G. Les inégalités A(c(f))" <
deg s(f)" < max;(degc(a;))I/" Il conduisent a

0 <108 M(s(/)) < L 1o max(deg s (a:)).

k
Si f est distordu, la quantité limy_, % est nulle et le degré dynamique de ¢(f) vaut 1. O

4.2. Notations. —

Dans la suite de cette partie, p désigne un morphisme injectif d’un sous-groupe de congruence
I'3(q) de SL3(Z) dans Bir(P2(C)). Nous déduisons des lemmes 4.1 et 4.2 I'égalité )\(p(egj)) = 1L
D’aprés le théoréme 2.4, nous avons l'alternative suivante :

— T'un des p(egj) préserve une unique fibration, rationnelle ou elliptique ;
— tout générateur standard de I's(q) est virtuellement isotope a I'identité.

Nous allons traiter séparément ces deux éventualités.
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4.3. Fibration invariante. —

Lemme 4.3. — Soient I' un groupe de KAZHDAN de type fini et p un morphisme de I' dans
PGL2(C(y)) (resp. PGL2(C)). Alors l'image de p est finie.

ai(y)  bi(y)
ci(y) di(y)
Q-groupe de type fini est isomorphe & un sous-corps de C donc Q(a;(y),b;(y), ci(y),di(y)) est
isomorphe a un sous-corps de C et nous pouvons supposer que p est a valeurs dans PGLy(C) =
Isom(Hs). Comme I' est de KAZHDAN, toute action continue de I' par isométries d'un espace
hyperbolique réel ou complexe posséde un point fixe ; 'image de p est donc, & conjugaison
prés, un sous-groupe de SO3(R). D’aprés un théoréme de ZIMMER, l'image de p est finie (voir
[15]). O

Démonstration. — Notons ~; les générateurs de I' et < > leur image par p. Un

Proposition 4.4. — Soit p un morphisme d’un sous-groupe de congruence I's(q) de SL3(Z)
dans Bir(P2(C)). Si l'un des p(e?j) préserve une unique fibration, alors l'image de p est finie.

Démonstration. — Notons é?j les images des e?j par p ; d’aprés la remarque 2.7, les différents
générateurs jouent un réle identique, nous pouvons donc supposer, sans perdre de généralité, que
é{, préserve une unique fibration F.

Les relations entrainent que F est invariante par tous les ég; . En effet, puisque %, commute & é{,
et él,, les éléments €, et €1, préservent F (c’est I'unicité) ; puis, la relation [¢%,, €d,] = ég, qui
s’écrit aussi 44615654 = éf3q2 €12, entraine que €4, laisse F invariante. De méme [é],, €d,] = €]
assure que F est invariante par €3,. Enfin comme [é1;,€l,] = égi, I’élément égi préserve F.
Ainsi, pour tout &- | il existe h;; dans PGLy(C) et F : P?(C) — Aut(P(C)) définissant F tels

YR
2
que F o égj = hjj o F. Soit ¢ le morphisme défini par

T3(¢*) — PGLy(C)
~a2

Puisque I'3(¢?) est un groupe de KAZHDAN, le groupe I' = ker¢ est d’indice fini (lemme 4.3)
donc est de KAZHDAN. Si F est rationnelle, nous pouvons supposer que F = (y = cte) ol y est
une coordonnée d’une carte affine de P2(C) ; comme le groupe des transformations birationnelles
qui préservent la fibration y = cte s’identifie & PGL2(C(y)) x PGL2(C), la restriction de p a I'
est « & valeurs » dans PGLy(C(y)), elle ne peut donc étre injective. Dans ce cas p(I') est donc
fini ce qui implique que p(I'3(¢?)) et p(I's(q)) le sont. La fibration F ne peut étre elliptique ; en
effet le groupe des transformations birationnelles qui préservent une fibration elliptique fibre a

fibre est métabélien et un sous-groupe d’indice fini de I's(¢?) ne peut pas I'étre. O

4.4. Factorisation dans un groupe d’automorphismes. —

Supposons que tout générateur standard de I's(q) soit virtuellement isotope a l'identité. D’aprés
la remarque 3.1, la proposition 3.3, les lemmes 4.1 et 4.2, les images de e, €3 et els par p sont,
pour un certain n, des automorphismes d’une surface minimale S. Commencgons par considérer

le cas ot S = P?(C).
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Lemme 4.5. — Soit p un morphisme injectif d’un sous-groupe de congruence I's(q) de SL3(Z)
dans Bir(P2(C)). Si p(ely), p(el3) et p(edy) sont, pour un certain n, des éléments de PGL3(C),
alors p(T'3(q*n?)) est un sous-groupe de PGL3(C).

Avant de démontrer ce résultat, montrons le lemme suivant.

Lemme 4.6. — Soit f une transformation birationnelle telle que Exc(f), Exc(f?) soient non
vides et contenus dans la droite a Uinfini. St les points d’indétermination de f sont aussi sur la
droite a Uinfini, alors f est un automorphisme polynomial de C2.

Démonstration. — Comme l'intersection du lieu d’indétermination de f avec C? est vide,
fic2 C? — P2?(C) est holomorphe. Commencons par montrer que I'image de C? par f est
contenue dans C2. Supposons que ce ne soit pas le cas ; alors il existe m dans C? tel que f(m)
soit sur la droite a l'infini que nous noterons Lo,. Ecrivons f sous la forme (P : @ : R) ; notons
7 le lieu des zéros de R. Comme m appartient & v, cette courbe intersecte le plan affine C2.
Soit 4 une composante irréductible de v contenant m ; elle n’est pas contractée par f. Il s’en
suit que f(§) = Loo. Soit meo l'image de Lo, par f ; I'image de 7 par f? et my, coincident :
contradiction avec I’hypothése sur Exc(f?).

Puisque f(C?) est inclus dans C? le lieu des zéros de R est contenu dans L, i.e. R = 2". Par
suite f est un automorphisme polynomial de C?. [l

Démonstration du lemme 4.5. — Notons €;; = p(e;;). Le lemme 3.7 permet de supposer que
efy = (x +qn,y), €y = (z+Cy,y+ B) et &3 = (v +y,y +0) avec (5 — By = ¢°n’.

s 14 N . . ~qn ~kqny _  ~—kq’n?
Commengons par considérer le cas ou le produit 49 est non nul. La relation [é]5,€5]" ] = €45

. . K . .
assure que les éventuelles courbes contractées par éy1 sont de la forme y = cte. Puisque €} et

2% commutent, les ensembles Exc(é5?") et Ind(¢57") sont invariants par é%. Nous en déduisons
que Ind(e4}), Exc(édy) et Exc((¢3})?) sont contenus dans la droite & I'infini. Ainsi ou bien &}
est dans PGL3(C) ou bien e} est, d’aprés le lemme 4.6, un automorphisme polynomial de
C2. Remarquons que si €4} est dans PGL3(C) il laisse, par commutation avec édy, la droite
a linfini invariante ; il est donc dans Aut[C?]. De méme nous montrons, & l'aide des égalités
(€15, el] = é‘f;nQ et [e15,€%5] = Id, que &1y appartient & Aut[C?]. Ainsi tous les é?; " sont des
automorphismes polynomiaux de C? ; d’aprés le théoréme 2.1, le morphisme p ne peut pas étre
injectif.

Si 39 est nul, 1'égalité (6— By = ¢*>n? assure que 3 et § ne sont pas tous les deux nuls. Considérons
le cas ou 3 est nul. La conjugaison par (z + 3y — 42, y) laisse €15 et 75 invariants et envoie
édy sur (z,y + 0) ; supposons donc que €33 s’écrive (z,y + d). La transformation €] satisfait
_2n2 ~ - 1.
les relations [e]y, 3] = ey " et [ed},€d3] = Id ; notons que Pélément & = (z,0nz +y) de
PGL3(C) vérifie aussi ces égalités (c’est le fait de rendre v nul par conjugaison qui permet une
telle construction). Remarquons que Papplication f définie par f = é47¢~! commute a &3 et
éas ; nous en déduisons que f s’écrit (z + a,y + b) et, qu’a conjugaison prés par (z + g,y), la
transformation €%; est de la forme (z + a, 0z + y) ; en particulier €3, est linéaire. De méme, si 7

) . . Lo _~qn,_—1 s =qn ~qn )
, alors I'application g définie par g = €3, commute a €j3 et €],. Il s’en

6a] _r Y
designe (.
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suit que g s’écrit (z + b(y),y) et que €l est du type

x Yy )
<1+<y+b<1+<y>’1+<y>'

2,2 . - - ——02n2 - . .
Les relations [ed3, €3]] = €4, [é3],ed]] = id et [€15,€3]] = €50 " assurent que €3 s’écrit

(x,0x +y) et que
éqn: L Y
31 1+dz" 1+6z)

Finalement, puisque €3] et €1 commutent, b est nul : l'image de p est un sous-groupe de
PGL3(C).

Nous constatons, en reprenant le méme raisonnement, que le cas § = 0 n’arrive pas. O

Le lemme qui suit traite le cas des surfaces de HIRZEBRUCH.

Lemme 4.7 — Soit p un morphisme d’un sous-groupe de congruence I's(q) de SL3(Z) dans
Bir(P?*(C)). Supposons que p(edy), p(edy) et p(edy) soient, pour un certain n, simultanément
conjugués a des éléments de Aut(F,,) avec m > 2 ; alors l"image de p est finie ou contenue, a
conjugaison pres, dans PGL3(C).

Démonstration. — Posons €;; = p(e;;). D’aprés le lemme 3.5, nous pouvons supposer, a con-

jugaison prés, que égnQ s’écrit (z + P(y),y) ; remarquons que si P est nul, alors 'image de
p est finie. Sinon nous constatons que €l est du type (Bz + Q(y),&1(y)) et €23 de la forme
(6x + R(y),&2(y)) ou B, § désignent deux complexes non nuls et &, { deux transformations
affines qui commutent. Nous pouvons donc supposer, quitte a reprendre 'argument du lemme
3.4, que le groupe engendré par les & n’est pas le groupe abélien Z/2Z x Z/2Z et donc que &

et & sont simultanément soit des homothéties, soit des translations.

Considérons le cas ou &1 et & sont des homothéties. Si elles sont toutes deux d’ordre fini, alors,

quitte & prendre une puissance de ¢y et égg, nous pouvons supposer, a conjugaison birationnelle
sqn sqn

2,2
prés, que &5 = (z + F(y),y) et & = (v + G(y),y) ; par suite &y = [e73, 600 est trivial : p
n’est pas injectif. Supposons, par exemple, que £ ne soit pas d’ordre ﬁni ; alors, a conjugaison
par un automorphisme prés, ély est de la forme (8z,Cy) ou ((“z + py™,Cy). Dans le premier

2,2 2,2
cas, nous obtenons, en écrivant la commutation de €%y et e‘fgn , que e‘fgn est trivial ce qui

2,2
implique encore que p est d’'image finie. Dans le second cas, puisque €45 et €15 commutent,

. R ’ . ~ 2 2 . . ~ y
nous avons 'une des deux possibilités suivantes : €7," est trivial ou €f3 = (v"z + R(y),vy) et
2,2
~q“n

éls" = (x +pioy™,y). La premiére éventualité entraine que I'image de p est finie ; la seconde aussi
. , o, o~ 2p2 ~ ~ . .
en écrivant 1’égalité e‘f; = [e1y, é35]. Remarquons que pour montrer que I'image de p est finie,

nous nous sommes uniquement servis des relations du gn-groupe de HEISENBERG (75, é‘fg, éas).

Notons 7 la projection de Aut(F,,) sur PGLy(C) ; puisque m(é73) est trivial, w(el5) et m(€l3)
jouent des roles identiques dans le gn-groupe de HEISENBERG (7 (é15), w(€73), m(éd3)) : le cas ou
&9 est d’ordre infini se traite de la méme maniére.

Enfin étudions le cas ot les &; sont des translations. Si les deux sont triviales, nous concluons
comme ci dessus. Supposons £ non triviale, & normalisation prés nous avons &1(y) = y + 1.

: : fin san o osqn o sqn . osan _ san _
Ecrivons les relations satisfaites par €7,, €]5 et €55 ; nous obtenons : éj5 = (z + 1,y), €], =

(z+Qy),y+ 1) et &% = (z + R(y),y + B). Les égalités [675, 50" = Id et [¢95, eh"] = &
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assurent que Exc(é32 ) et Ind (€45 ) sont invariants par é{5 et €{5. Il s’en suit que Ind (el ), Exc(ély)
et Exc((€35)?) sont contenus dans la droite a l'infini. Alors €y est ou bien dans PGL3(C) ou
bien, d’aprés le lemme 4.6, un automorphisme polynomial de C2. La commutation de éf5 et 2y
assure que €4, est dans Aut[C?]. Si & est non triviale, alors €2} appartient a Aut[C?] par le
méme argument que ci-dessus (en utilisant cette fois [€1],é55] = Id et [é]5,€l}] = 62_3‘12” ). Les
relations assurent alors que p(I's(¢?n?)) est un sous-groupe de Aut[C?] ; d’aprés le théoréme 2.1,
le morphisme p est d’image finie.

Considérons le cas ou & est I'identité ; alors 35 s’écrit (z + R(y),y). La commutation de {5 et
é75 entraine que €jy = (z + Q(y),y + 1) . posons Q(y) = St ary*. Conjuguons &%, &% et é2y
par (x + Z§:0 hiyi ™t y) ot hy = ”1 et pour tout j compris entre 0 et £ — 1 :

hjz—jJr—l g + Z Clan |
k=j+1

nous obtenons que €73 et €23 sont inchangés et que é{5 est du type (z,y + 1). Finalement en
- an q s—q*n? - baire - sqn - sqn
écrivant que [¢15, ed3] = €137 ™ nous constatons que R est linéaire : aprés conjugaison, €1y, é75
et é33 sont dans PGL3(C) ; le lemme 4.5 permet de conclure.

Remarquons que, dans ce dernier cas, nous avons uniquement utilisé les relations du gn-groupe
de HEISENBERG (é{5, €75, €13). La projection de €7 par m étant triviale, w(ey) et m(€3) jouent
des roles symétriques dans le gn-groupe de HEISENBERG (r (€5 ), 7(€73), m(€d3)) I'éventualité ou
&9 est non triviale et & triviale se traite donc de la méme maniére. O

4.5. Conclusion : démonstration du théoréme 1.4 1). —

La proposition 4.4 assure que tout générateur standard de p(I'3(q)) est virtuellement isotope a
I'identité. D’aprés la proposition 3.3 les transformations p(efy), p(efs) et p(eds) sont, pour un
certain n, conjuguées a des automorphismes d’une surface minimale S ; seuls les cas S = P?(C) et
S = F,,, avec m > 2, sont a considérer (lemme 3.4). Nous obtenons finalement que p(I'3(¢*n?))
est, & conjugaison prés, un sous-groupe de PGL3(C) (lemmes 4.5 et 4.7). Nous pouvons donc
supposer que p(I'3(¢?n?)) est un sous-groupe de PGL3(C).

La restriction de p & I's(¢>n?) se prolonge alors en un morphisme de groupe de LIE de PGL3(C)
dans lui-méme (voir [38]) ; par simplicité de PGL3(C), ce prolongement est injectif et donc
surjectif. Or d’aprés le chapitre IV de [17] les automorphismes lisses de PGL3(C) s’obtiennent a
partir des automorphismes intérieurs et de la contragrédiente ; ainsi, & conjugaison linéaire prés,
la restriction de p & I's(¢?n?) coincide avec le plongement canonique ou la contragrédiente.

Soit f un élément de p(T') \ p(T'3(¢®n?)) qui contracte au moins une courbe C = Exc(f). Le
groupe I'3(¢?n?) est distingué dans I' ; la courbe C est donc invariante par tous les éléments de
p(T3(¢?n?)) donc par tous ceux de p(I'3(¢2n?)) = PGL3(C), out adhérence est prise au sens de
ZARISKI, ce qui est impossible. Donc f appartient & PGL3(C) et p(I") est inclus dans PGL3(C).

5. Application aux groupes arithmétiques

5.1. Cas des groupes SL,(Z). —

Théoréme 5.1. — Tout morphisme d’un sous-groupe d’indice fini de SL4(Z) dans le groupe de
CREMONA est d’image finie.
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Démonstration. — Soient I' un sous-groupe d’indice fini de SL4(Z) et p un morphisme de I" dans
Bir(P?(C)). Le sous-groupe I' de SL4(Z) contient, d’aprés le théoréme 2.5, un sous-groupe de
congruence I'4(g). Notons Efj les images des générateurs standards de I'4(q) par p. Le morphisme

p induit une représentation fidéle g de I'3(q) dans Bir(P?(C)) :
r :
r- ( 3(§q) ) > — Bir(P*(C)).
La premiére assertion du théoréme 1.4 assure qu’a conjugaison prés p est le plongement canonique
ou la contragrédiente.
Plagons nous dans la premiére éventualité. L’'élément EI, commute & Fd = (z,y,qz + z) et

Exc(Ei,) est invariant par (z,y, gz + z). Par ailleurs Ef, commute a E, et EJ,, autrement dit
au I's(q) suivant :

— Bir(P?*(C)).

Or l'action de SLy(Z) sur C? ne laisse pas de courbe invariante ; les éventuelles courbes contrac-
tées par E4, sont donc contenues dans la droite a l'infini. L'image de celle-ci par (z,y, ¢z + 2)
intersecte C? ; par suite Exc(E4,) est vide et Ed, appartient & PGL3(C). Nous montrons de la
méme maniére que Ef; est un élément de PGL3(C). Alors les relations assurent que p(I'4(g)) est
dans PGL3(C) ; I'image de p est donc finie.

Un raisonnement analogue permet de conclure lorsque p est la contragrédiente. O

Fin de la démonstration du théoréme 1.4. — Soient I' un sous-groupe d’indice fini de SL,(Z),
avec n > 4, et p un morphisme de I' dans Bir(P?(C)) ; notons I',(q) le sous-groupe de congru-
ence contenu dans I' (théoréme 2.5). Le morphisme p induit une représentation de I'4(g) dans
Bir(P?(C)). D’aprés le théoréme 5.1 le noyau de celle-ci est infini ; il en est donc de méme pour
ker p. O

5.2. Représentation de SOy 3(Z). —

Remarquons que les générateurs «; d'un groupe d’indice fini de SOg3(Z) sont distordus : les
Qi1 le sont car (aw;, agit2, agi+1) est un g-groupe de HEISENBERG (lemme 4.1) ; enfin les aw;
sont aussi distordus puisque les ag;—1 le sont et que abi"™ s’écrit [o; 4, agita).

Dans cette partie nous allons montrer le théoréme 1.6. Rappelons que le sous-groupe (e, ag, o)
de SO23(Z) est un g;-groupe de HEISENBERG ; nous pouvons alors appliquer les énoncés 3.3, 3.4,
3.5 et 3.7 a ce groupe. Il suffit donc, pour montrer le théoréme 1.6, de démontrer pour SOy 3(Z)
des résultats analogues a la proposition 4.4, aux lemmes 4.5 et 4.7 ; c’est ce que nous allons faire.

Proposition 5.2. — Soit p un morphisme d’un sous-groupe de congruence I' de SOg 3(Z) dans
le groupe de CREMONA. Si l'un des p(a;) préserve une unique fibration, alors p n’est pas injectif.

Démonstration. — Posons &; = p(«;). Montrons que si un &; préserve une unique fibration
F, alors tous les ¢; laissent F invariante. « La symétrie des relations » assure qu’il suffit de
considérer les deux cas suivants : &; ou dao préserve une unique fibration F. Commencons
par supposer que &; préserve une unique fibration F ; puisque ao, &3, &7 et ag commutent
& @1, ils préservent F. Enfin les relations [a1,d4] = &b°, [as,00] = ag° et [, a6] = @’
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impliquent que dy, dg et i laissent F invariante. Si G2 préserve une unique fibration F, alors,
comme a3 et &; commutent a &, ils préservent F ; les égalités [qo, du] = &, [as, ds] = o,
(a7, Gig] = aB* et [au, Q7] = & assurent que Gu, G, 45, Q7 et Gg° laissent F invariante. Le lemme
4.3 et un raisonnement analogue a celui de la démonstration de la proposition 4.4 permettent de
conclure. O

Lemme 5.3. — Soit p un morphisme d’un sous-groupe de congruence I' de SOg93(Z) dans
Bir(P2(C)). Si p(a?), p(af) et p(a}) sont, pour un certain n, des éléments de PGL3(C), alors
p nest pas injectif.

Démonstration. — Quitte a remplacer o' par «;, nous allons supposer que n vaut 1. Notons ¢&;
I'image de «; par p. Supposons que p soit injectif ; le lemme 3.7 assure que &' = (z + q1,9),
as = (z+Cy,y+ B) et ay = (z+yy,y+0) avec (§ — By = q1.

Si 36 est nul, I’égalité (6 — By = g1 assure que § et ¢ sont non tous deux nuls. Supposons, par
exemple, que [ soit nul ; & conjugaison prés nous avons &i' = (x + nq1,y), a2 = (x + Cy,y) et
Gy = (x,y+6) avec (§ = q1 Les éléments &y et s commutent & dig donce s’écrivent (x+b(y), £1(y))
t (z+a(y),&(y)). La relation [ég, &s] = a;' implique alors que ¢ doit étre nul ce qui est exclu.
Si § est nul, le méme raisonnement conduit & § = 0 ce qui est impossible.
Supposons que le produit 3§ soit non nul. Les relations [&, d3] = Id et [aF, dy] = G5 assurent
que Exc(dy), Exc(a?) et Ind(@;) sont contenus dans la droite a I'infini. Alors ou bien &; est dans
PGL3(C), ou bien @; est, d’aprés le lemme 4.6, un automorphisme polynomial de C2. Remarquons
que si &y est dans PGL3(C), il laisse, par commutation avec @, la droite a l'infini invariante ;

autrement dit c’est un automorphisme polynomial de C2. De méme les relations |3, a5] = id,
[G2,ak] = ai” et A, &) = Id entrainent que a5 est dans Aut[C?] ; les égalités [ad', ag] = ad'P?,
(G4, Gk] = a& et [as, &) = Id impliquent que &g est un automorphisme polynomial. Pour finir
d’apres [af, as) = ab™, [ak, do] = d’fq4 et [ag,a1] = Id I'élément Ag appartient a Aut[C?]. Par
suite p(I') est un sous-groupe de Aut[C?] : impossible par le théoréme 2.1. O
Lemme 5.4. — Soit p un morphisme d’un sous-groupe de congruence I' de SOz 3(Z) dans le

groupe de CREMONA. Supposons que p(af), p(ay) et p(al) soient, pour un certain n, simul-
tanément conjugués o des éléments de Aut(F,,) avec m > 2 ; alors p n’est pas injectif.

Démonstration. — Quitte a remplacer o par «a;, nous allons supposer que n vaut 1. Notons
&; l'image de o; par p. Supposons que p soit injectif ; le lemme 3.5 assure que &i' s’écrit
(x + P(y),y), que &z est du type (asz + Q(y),&2(y)) et &y de la forme (asz + R(y),&a(y)). Si
nous reprenons la démonstration du lemme 4.7 nous constatons le fait suivant : la présence d’un
k-groupe de HEISENBERG permet de conclure sauf dans le cas ot les &; sont des translations non
triviales ; nous n’envisageons donc que ce cas. Ecrivons les relations satisfaites par ad', ao et day ;
nous obtenons : ai' = (z 4+ 1,y), do = (z + Q(y),y + B) et & = (z + R(y),y + 7). Les égalités
[a1,a8'] = id et [aF,a}] = agpl assurent que Ind(ay), Exc(a;) et Exc(a?) sont contenus dans
la droite a Uinfini ; ainsi ou bien &; appartient & PGL3(C), ou bien &; est un automorphisme
polynomial de C? (voir lemme 4.6). La commutation de &7 avec ay assure que @1 laisse la droite a
l'infini invariante, i.e. &; est dans Aut[C?]. Remarquons que, de la méme maniére, [a', as] = Id,

[Gg, @] = @2 et [y, as] = Id impliquent que @s appartient & Aut[C?] ; enfin [a%', &g] = @12,
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(G, GE] = &ngQ et [as5,a6) = Id entrainent qu'’il en est de méme pour ag. Par suite 'image de p

est un sous-groupe de Aut[C?] ; d’aprés le théoréme 2.1, le morphisme p n’est pas injectif. O

5.3. Cas des groupes arithmétiques. —

Nous finissons cette partie en démontrant le théoréme 1.2. Supposons que 7 soit supérieur ou
égal & 3. Puisque G est simple, son systéme de Q-racines posséde un sous-systéme irréductible
de rang 3, i.e. un systéme de racines de type Az, B3 ou C3 (voir [7], page 197, théoréme 3). Or
Cs (resp. Bs3) posséde un sous-systéme de type Az (resp. By) donc le systéme de Q-racines de G
posséde un sous-systéme de type Az ou B».

Commengons par supposer qu’il s’agit d’un sous-systéme de type Az. Dans ce cas I' contient un
sous-groupe I' isomorphe & un sous-groupe d’indice fini de SL4(Z) ; alors le théoréme 1.4 assure
que le noyau de P est infini, donc l'image de p est finie. Si G posséde un sous-systéme de type

By, alors I' contient un sous-groupe r isomorphe & un sous-groupe d’indice fini de SO33(Z) ;
d’aprés le théoréme 1.6 le noyau de P)i est infini donc le noyau de p aussi. Ainsi dés que r > 3,
I'image de p est finie.

Enfin si r = 2, le groupe G posséde un systéme de type A ou By. Si p est d’image infinie, il
s’agit d’un systéme de type Ay (théoréme 1.6) ; le théoréme 1.4 assure alors que I'image de p est,
a conjugaison prés, un sous-groupe de PGL3(C).

6. Automorphismes du groupe de CREMONA
Nous allons démontrer le théoréme 1.7.

Lemme 6.1. — Soit ¢ un automorphisme du groupe de CREMONA. Si la restriction de ¢ a

SL3(Z) est lidentité, alors, a automorphisme de corps et conjugaison linéaire prés, sa restriction
a PGL3(C) l’est aussi.

Démonstration. — Notons H le groupe des matrices triangulaires supérieures
1 a b
H= 01 ¢ |a, b, ce C
0 01
Les groupes H et SL3(Z) engendrent PGL3(C) donc montrer que PGL3(C) est invariant par ¢

revient & montrer que ¢(H) = H. Posons

fol@,y) = o(x+by), gu(z,y) =p(x+ay,y) et he(r,y)=¢(x,y+c).

La transformation birationnelle f, (resp. h.) commute & (z+1,y) et (z,y+ 1) donc f, (resp. h¢)
s’écrit (x4+n(b),y+{(b)) (resp. (x+v(c),y+5(c))) oun et ¢ (resp. v et B) sont deux morphismes
additifs de C ; puisque g, commute & (z +y,y) et (x + 1,y) il est de la forme (z + A,(y),y). La
relation
(z+ay,y) o (r,y+c)o(z+ay,y) " o(z,y+c)" = (z+acy)

implique que, pour tous nombres complexes a et ¢, nous avons g,he = fachegs. Nous en déduisons
que fp s'écrit (z + n(b),y), go est de la forme (x + p(a)y + d(a),y) et p(a)B(c) = n(ac). En
particulier p(H) est inclus dans H. L’égalité pu(a)B(c) = n(ac) conduit & n = p = [ car n(1) =
u(l) = B(1) = 1 ; remarquons qu’alors cette méme égalité assure que 7 est multiplicative.
Notons T le groupe des translations dans 'ouvert affine C? ; tout élément de T s’écrit (z+a,y)o
(x,y +b). Puisque f, et h. sont respectivement du type (z + n(b),y) et (z + n(c),y + n(c)),
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I'image de T par ¢ est un sous-groupe de T. Le groupe des translations étant un sous-groupe
abélien maximal de Bir(IP2(C)), il en est de méme pour ¢(T) et cette inclusion est une égalité ;
lapplication 7 est donc surjective et ¢(H) = H. Ainsi ¢ induit un automorphisme de PGL3(C)
trivial sur SL3(Z). Or les automorphismes de PGL3(C) sont engendrés par les automorphismes
intérieurs, les automorphismes du corps C et la contragrédiente (voir [17]) donc, & conjugaison et
automorphisme de corps prés, @jpgL,(c) est l'identité (ceci résulte du fait que la contragrédiente
sur SL3(Z) ne coincide pas avec la restriction d’un automorphisme intérieur). O

Corollaire 6.2. — Soit p un automorphisme du groupe de CREMONA. Si la restriction de ¢ a
SL3(Z) est la contragrédiente, alors sa restriction a PGL3(C) [’est aussi.

Démonstration. — Notons ¢ la composée de ¢|s,(z) avec la restriction de la contragrédiente C
& SL3(Z). Le morphisme 1 se prolonge en un morphisme ¥ de PGL3(C) dans Bir(PZ(C)Z par
Y = @peLy(c) © C. Le noyau de v contient SL3(Z) ; le groupe PGL3(C) étant simple, 9 est

trivial. O
Lemme 6.3. — Soit ¢ un automorphisme du groupe des transformations birationnelles du plan
projectif complexe tel que @pgLy(c)y soit lidentité ou la contragrédiente. Il existe a, b deux

a b

complezes non nuls tels que p(o) = 5 5) ot o désigne l'involution de CREMONA.

Démonstration. — Supposons que @|pgL,(c) soit I'identité. Ecrivons ¢ (o) sous la forme (%, %

oit F et G sont rationnelles. L’égalité o(Bz,uy) = (8~ 1z, u ty)o conduit a (F,G)(Bx, uy) =
(F,G) ; ceci étant valable pour tout couple (3, ) de complexes non nuls, les fonctions F' et G
sont constantes.

La contragrédiente laissant le groupe diagonal invariant, le méme raisonnement s’applique au cas

ou @|pgL,(c) est la contragrédiente. O
Démonstration du théoreme 1.7. — Le théoréme 1.4, le corollaire 6.2 et le lemme 6.1 permettent
de supposer qu’a automorphisme de corps et conjugaison pres, Y|pgL;(c) est la contragrédiente
ou l'identité. Supposons que nous soyons dans le premier cas. Posons h = (z,2 —y,z — 2) ;
comme 1'a remarqué GIZATULLIN (voir [25]), la transformation (ho)? est triviale. Or ¢(h) =
(r+y+z,—y,—2) et p(o) = (%, 5, %) (lemme 6.3) donc ¢(ho)? # id. 1l s’en suit que PIPGLy(C)

est trivial ; la relation (ho)3 = id conduit & p(c) = o et le théoréme 1.1 permet de conclure. [
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