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Odyssée dans le groupe de Cremona

Julie Désertil

Le plan projectif P?(C) est le quotient de C3\ {(0,0,0)} par la relation d'aligne-
ment ~ définie par (x,y,z) ~ (x',y’,2’) si et seulement si (x',y’,2') = a(x,y, z)
avec « dans C*. La notation (pg : p1 : p2) représente la classe d'équivalence du
point p = (po, p1, p2) de C3\ {(0,0,0)}. On peut inclure C? dans IP?(C) via |'ap-
plication (x,y) — (x : y : 1); on parle alors de la carte affine z = 1, carte dans
laquelle un point est repéré par ses coordonnées (x, y). De mé&me on peut introduire
les cartes affines x = 1 et y = 1. Le groupe des automorphismes de P?(C) est le
groupe PGL3(C), i.e. le groupe des transformations de la forme

P?(C) — P*(C),

(x:y:2z)— (aox + a1y + a2z : a3x + asy + asz : agx + ary + asz),
det(a;) # 0.

Une transformation rationnelle f du plan projectif dans lui-méme est une transfor-
mation de la forme

f: ]P)2((C) - P2(C)7 (X y: Z) = (fO(X7y7Z) : fl(vavz) : fé(X,y,Z)),

les f; désignant des polyndmes homogeénes de méme degré sans facteur commun; le
degré de f est le degré des f;. Plagons-nous dans la carte affine z = 1 de P?(C) mu-
nie des coordonnées x et y ; une transformation rationnelle est une transformation

de la forme (;Eii;, gg;’;) = (?ggiii;, ggiii;) avec P, Q et R dans C(x,y).

La transformation f est birationnelle s'il existe une transformation rationnelle g
telle que

fog=gof=id
Un automorphisme de P?(C) est une transformation birationnelle. La transforma-
tion rationnelle quadratique o définie par

o: P?(C) --» P*(C), (x:y:z)m— (yz:xz:xy)

est une involution birationnelle (elle s'écrit (%, }l/) dans la carte z = 1). Le prolon-

gement au plan projectif complexe de tout automorphisme polynomial de C? est
une transformation birationnelle.

L'ensemble des transformations birationnelles de P?(C) dans lui-méme forme
un groupe, le groupe de Cremona; on le désigne par Bir(PP?), étant sous-entendu
qu'on travaille sur C. Les éléments de Bir(IP?) sont aussi appelés transformations
de Cremona.

Revenons a l'involution o = (yz : xz : xy). On remarque que I'image de la droite
x = 0 par o est le point (1:0:0), on dit que la droite x = 0 est contractée sur
le point (1:0:0); de méme y = 0 (resp. z = 0) est contractée sur (0 : 1 : 0)
(resp. (0: 0: 1)). Comme o est une involution (1 : 0 : 0) est « envoyé » sur la
droite x = 0; on dit que (1 : 0 : 0) est éclaté sur x = 0. Les points (0: 1:0) et
1 Institut de Mathématiques de Jussieu, Université Paris VII
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(0:0:1) sont respectivement éclatés sur les droites y = 0 et z = 0. De maniere
plus générale si f = (fy : f1 : ) désigne une transformation birationnelle, on peut
définir

— I'ensemble d’indétermination de f qui est le lieu d’annulation des f;, c'est
I'ensemble fini des points éclatés par f;

— I'ensemble exceptionnel de f qui est le lieu des zéros de detjacf, c'est I'en-
semble des courbes contractées par f.

Un automorphisme du plan projectif complexe n'éclate pas de point et ne
contracte pas de courbe. On peut vérifier que le prolongement (yz : y? — xz : z2)
a P?(C) de I'application de Hénon (y, y? — x) (qui est un automorphisme du plan
affine C2) contracte une unique droite, celle d'équation z = 0, et a un unique
point d'indétermination (1:0: 0).

Si f = (fy: fi : f) est une transformation birationnelle du plan projectif dans
lui-méme le réseau homaloidal associé a f est le systéme de courbes H¢ défini par

aofy + a1fy + apfh =0, (o : g :a2)€P2(C);

autrement dit c’est I'image réciproque par f du réseau de droites apx + a1y +
apz = 0. Chaque courbe de Hy est donc rationnelle, i.e. paramétrée par P(C).
Les points bases m; de Hy¢ sont les points par lesquels passent toutes les courbes
du réseau; ce sont aussi les points bases de f. lls peuvent &tre dans P?(C) ou
infiniment proches de P?(C) (notion dont on reparlera plus loin). Par opposition
aux points infiniment proches, les points de P?(C) sont appelés points propres. Les
points bases propres de f sont les points d'indétermination de f. Deux courbes
génériques de Hy se coupent en les points bases de Hr et un unique autre point.

Le réseau homaloidal associé 3 un automorphisme de P?(C) est I'ensemble des
droites du plan projectif. Le réseau homaloidal associé a Ao, ou A désigne un
automorphisme de IP2(C), est I'ensemble des coniques passant par les trois points
(1:0:0),(0:1:0)et(0:0:1). En effet I'image d'une droite générique
ax + by + cz = 0 par o est la conique ayz + bxz 4+ cxy = 0.

On a essayé d'opter pour un langage accessible ce qui peut heurter les
spécialistes...

1. de Jonquiéres, un mathématicien marin

Si I'on en croit Hudson ([Hud27]) c'est en 1822, dans un traité de Poncelet
([Pon22]), qu'apparait la premiére transformation birationnelle (qui ne soit pas un
automorphisme). Durant une quarantaine d'années environ trente mathématiciens
se sont intéressés de pres ou de loin a certaines transformations birationnelles.
L'acces aux travaux des mathématiciens de la fin du XIX® siecle n'est pas toujours
aisé mais est facilité par le travail de certains historiens dont Loria fait partie
([Lor02]). Evoquons une petite partie de la vie scientifique de Jonquigres : il souhaite
décrire les courbes gauches dans P3(C) qui ne sont pas intersection compléte
de deux surfaces, i.e. qui ne sont pas intersection transverse de deux surfaces.
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Il pense avancer dans cette étude en généralisant la méthode utilisée par Seydewitz
([Sey47]) pour la cubique gauche C, image du morphisme de Veronese

PH(C) — P*(C), (x:y) = (X xPy ixy? 1 y),

ou bien en carte affine I'image de t — (t, t2, t3). La courbe C est I'intersection des
trois quadriques suivantes

Q= xz —y? @ = xt — yz, @ =yt — 2%

en revanche l'intersection de deux Q; distinctes est I'union de C et d'une certaine
droite £. On peut voir que c’est encore le cas pour tout couple de quadriques, C n'est
donc pas l'intersection de deux quadriques; en fait ce n'est pas une intersection
complete. De Jonquiéres a besoin pour généraliser la méthode de Seydewitz, d'au
moins une correspondance biunivoque entre les points de deux plans qui ne soit
pas un automorphisme; c'est ainsi qu'il en présente une dans [dJ64]. Un réseau
homaloidal (abstrait) est une famille de courbes a deux paramétres ayant « grosso
modo » des propriétés analogues a la famille des droites de P?(C). Sa construction
commence par la remarque suivante : on se donne un point p et 2(n—1) points m;
en position générale; les courbes de degré n singulieres en p avec multiplicité n—1
(i.e. les courbes « passent n — 1 fois » par p) et qui passent par les m; forment
un réseau homaloidal. D'apres le théoreme de Bezout deux courbes de degré n se
coupent en n? points qui s'organisent dans notre contexte de la facon suivante :
en les m; on obtient 2(n — 1) points simples et le point multiple « produit »
(n—1)? points d'intersection confondus de sorte qu'il reste un point d'intersection
« libre ». Une telle famille de courbes a donc des propriétés analogues a la famille
des droites de P?(C) (deux droites se coupent en un point « libre »). Il établit
alors une correspondance biunivoque entre ces courbes et les droites d'un plan; en
ajoutant la condition « le point d'intersection de deux droites quelconques dans le
plan correspond au point variable commun aux deux courbes correspondantes »
on obtient une transformation birationnelle entre les deux plans considérés. Ces
transformations seront appelées transformations de Jonquiéres. De nos jours on
présente les transformations de Jonquiéres de la fagon suivante : c’est a conjugaison
birationnelle pres les transformations du type

a(y)x +b(y) ay+B\ [ aly) b(y) o B |
(C(}/)X—I—d(y)7 ’yy—l—é)’{ C(y) d(y) :|€PGL2(C(}/))7 |: v 5 :| S PGLQ(C),

remarquons que la famille des droites y = constante est préservée dans son en-
semble par un tel élément du groupe de Cremona. Pour les spécialistes les trans-
formations de Jonquiéres sont précisément celles qui préservent une fibration ra-
tionnelle?.

A la fin de sa vie, lorsque le marin laisse définitivement place au mathématicien,
de Jonquigres continue a s'intéresser aux éléments de Bir(IP?) (voir [dJ85a, dJ85b,
dJsge)).

2 Dans notre contexte une fibration rationnelle est une application rationnelle de P?(C) dans

P1(C) dont les fibres sont des courbes rationnelles.

SMF — Gazette — 122, octobre 2009



34 J. DESERTI

2. L’impulsion de Cremona, suivie de celle de Ncether

L'étude des transformations birationnelles est initiée par Cremona dans les
années 1863 — 1865 (voir [Cre64, Cre65a, Cre65b, Lor04]). Lors de son séjour
a Bologne, Cremona découvre un mémoire d'un astronome italien, Schiaparelli
([Sch64]). Dans cet article Schiaparelli consideére les transformations du plan pour
lesquelles le réseau homaloidal associé est un réseau de coniques passant par trois
points; Cremona démontre alors que modulo les automorphismes du plan un tel
élément s'écrit

X y 11
220 w2 2 ou A
X“+ys Xty y X

L'existence d'autres transformations birationnelles a déja été évoquée par Ma-
gnus ([MA]) et de Jonquieres mais Cremona ne semble pas en avoir connais-
sance; il constate que la composée d'automorphismes de P?(C) et de transfor-
mations quadratiques peut étre plus compliquée que les transformations évoquées
précédemment. Des lors il entreprend de décrire tous les éléments de Bir(P?).
Pour traiter ce probleme il s’appuie sur le fait qu'a chaque transformation bira-
tionnelle on peut associer un réseau homaloidal; a ce moment I3 la réciproque
n'est pas encore connue sauf dans le cas des transformations de Jonquiéeres dont
il donne une construction géométrique. Au méme moment Noether s'intéresse lui
aussi a la description des transformations birationnelles du plan projectif com-
plexe ([Noe69, Noe70, Noe72]). Notons I'existence d'une correspondance abon-
dante entre Noether et Cremona : ils ont échangé au moins neuf lettres en 1871
(voir [Men86]), en particulier au sujet du résultat suivant énoncé par Noether cette
méme année.

Théoreme 1. Le groupe de Cremona est engendré par les automorphismes de
P2(C) et I'involution quadratique

o: P?(C) --» P*(C), (x:y:2)— (yz:xz:xy).

La démonstration avancée par Ncether est incompléte. C'est en 1901 qu'est
donnée la premiére preuve compléte de ce théoreme; elle est due a Castel-
nuovo. Expliquons la faille de la démonstration de Ncether : il sait que toutes
les transformations birationnelles quadratiques n'ont pas nécessairement trois
points d'indétermination propres; autrement dit il ne suffit pas d'éclater chaque
point d'indétermination pour obtenir un automorphisme sur une certaine surface
rationnelle, i.e. un automorphisme d’'une surface birationnelle 3 P?(C). C'est par
exemple le cas pour I'élément de Bir(IP?) donné par

f: P?(C) --» P?(C), (x:y:z)m (xy:2°:yz);

apres avoir éclaté (1 : 0 : 0) on constate qu'il y a encore un point d'indétermination
p sur le diviseur exceptionnel. On dit que p est infiniment proche de (1:0:0) ce
que l'on note p > (1:0:0). Neether prend en compte ce type de transformations
quadratiques mais ne traite pas le cas des éléments quadratiques de Bir(P?) les
plus « dégénérés », comme par exemple

P2(C) --» P?(C), (x:y:z)— (x*:xy:y? —xz)
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qui compte un point d'indétermination (0 : 0 : 1) et deux points base p et m
tels que p > m > (0 : 0 : 1). Segre pointe cet oubli dans [SE] et Castelnuovo
y remédie dans [Cas01]. Il existe de nombreuses démonstrations du théoréme 1,
on trouve par exemple un panorama dans [AC02]. Dans les années 1980 Gizatullin
puis Iskovskikh ont donné une présentation de Bir(IP?) par générateurs et relations
([Giz82, Isk85]).

A noter qu'il n'existe pas d'analogue a ce théoreme en dimension supérieure
([Pan99]) : il faut une infinité non dénombrable de transformations de degré stric-
tement supérieur a 1 pour engendrer le groupe Bir(P") des transformations bi-
rationnelles de P"(C) dans lui-méme lorsque n > 3. En effet étant donnée une
cubique plane lisse, Pan construit une transformation birationnelle de P"(C), avec
n > 3, qui contracte celle-ci. Or I'ensemble des classes d'isomorphismes des cu-
biques planes lisses est une famille 3 un paramétre; il s'en suit que I'ensemble des
types birationnels des composantes du lieu exceptionnel des éléments de Bir(P")
est infini; ceci n'est pas le cas si on suppose que Bir(IP") est engendré par le
groupe des automorphismes de P"(C) et un nombre fini de transformations de
degré strictement supérieur a 1.

3. Petite incursion dans le monde des transformations quadratiques

Le théoreme de génération de Bir(IP?) conduit naturellement a I'étude des trans-
formations de Cremona de degré 2 (voir [CD]); notons Biry I'ensemble qu'elles
forment. Le groupe PGL3(C) x PGL3(C) agit sur Biry

PGL3(C) x Biry x PGL3(C) — Bir,, (A, f,B) — AB™.

On désigne par O(f) I'orbite d'un élément f de Biry sous cette action. C'est
une sous-variété algébrique lisse de dimension finie de Bir(P?); en revanche son
adhérence peut étre singuliere. On peut décrire Bir; :

50 = O(x(x 1y ; ),
y! :(’)(X2 xy 1 y? — xz), »? :(’)(xy:z2 :yz), 23:(’)(yz:xz:xy),

alors Bir, = X0 U X! UX? U X3, De plus on a les égalités
dim ¥° = 10, dim¥! =12, dim¥? = 13, dim¥® =14

ainsi que les conditions d'incidence

30 = 30,

st=x0yux!, »=xuxtux? 2=Binr=xuxtus?uxs.

Expliquons pourquoi dim X3 = 14; le groupe d’isotropie de o est constitué des
éléments A, B de SL3(C) satisfaisant Ac = oB. Puisque le lieu d'indétermination

de Ao est constitué des trois points (1 : 0 : 0), (0 : 1 :0)et (0:0: 1)
I"élément B permute ces trois points, il est donc modulo permutation des coor-

données de la forme (ax : By : ﬁ), il s'en suit qu’'a permutation des coordonnées
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prées A = (g : % : aﬁz). En particulier la dimension du groupe d'isotropie de o
est 2 et la dimension de ¥3 = O(0) est 16 — 2 = 14.

Les éléments de X' possedent i points d'indétermination et pour i non nul 3 —
points base infiniment proches.

Cette description assure qu'il suffit de montrer que I'adhérence de .3 est lisse
le long de 3° pour obtenir que I'ensemble des transformations birationnelles qua-
dratiques est lisse dans I'ensemble des transformations rationnelles quadratiques,
fait établi dans [CD].

La caractérisation, a composition a gauche et a droite prés par un automorphisme
de P?(C), des transformations birationnelles cubiques se fait aussi en étudiant la
nature des courbes contractées ; elle est sensiblement plus compliquée (32 modeles).
Alors que Biry est lisse et irréductible, il n'en est pas de méme pour |'ensemble
des transformations birationnelles cubiques vu comme sous-ensemble de P?°(C)
(le projectivisé de I'espace des polynémes homogenes de degré 3 en 3 variables
s'identifie 3 P?°(C))(voir[CD]).

Notons que Pan, Ronga et Vust ont étudié les transformations birationnelles
quadratiques de P*(C) dans lui-méme ([PRVO01]).

4. Promenade dans les groupes finis,
détour par les courbes invariantes

L'impulsion donnée par Cremona dans le domaine des transformations biration-
nelles conduit a la naissance de la géométrie algébrique dont le groupe principal au
sens de Klein, est le groupe des transformations birationnelles ([Kle91]). C'est dans
un travail de Bertini que cette géométrie apparait pour la premiere fois ([Ber77]) :
deux transformations birationnelles sont considérées comme identiques lorsqu’on
peut passer de l'une a I'autre par une transformation birationnelle. Dans cet ar-
ticle Bertini classifie les involutions birationnelles. Il y a quatre types de telles
transformations de Cremona a conjugaison birationnelle pres : les automorphismes
de P?(C) d'ordre 2, les involutions de Jonquigres et les involutions de Geiser et Ber-
tini (dont on peut trouver une définition dans [DI] par exemple). La démonstration
de Bertini est considérée comme incompléte; en 2000 Bayle et Beauville obtiennent
via d'autres méthodes ce méme résultat ([BB0O]). Ills montrent de plus que les
classes de conjugaison des sous-groupes finis cycliques d'ordre 2 sont uniquement
déterminées par le type birationnel des courbes de points fixes de genre positif.

En 1894, Castelnuovo établit, a 'aide de la théorie des systemes linéaires ad-
joints, que toute transformation de Cremona d’ordre fini préserve ou bien un pinceau
de droites, ou bien un réseau de droites, ou bien un systéme linéaire de cubiques
possédant au plus huit points bases ([CA2]). Un résultat analogue avait été an-
noncé par Kantor dans le mémoire qui lui a valu le prix de I"’Académie des Sciences
de Naples en 1883. Kantor poursuit son investigation et donne un énoncé similaire
pour tout sous-groupe fini de Bir(IP2); il entreprend alors de classifier ces groupes
([Kan95]). Wiman étoffe cette liste qui demeure incomplete ([Wim96]); elle est
de plus redondante au sens ou elle contient des sous-groupes birationnellement
conjugués.

Dans les années 2000 I'étude des sous-groupes finis de Bir(IP?) reprend, citons
par exemple [dF04, Bea07, Bla09]. Plus récemment Dolgachev et Iskovskikh ont
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apporté leur contribution en s'appuyant sur le théoréme suivant ([Man67, Isk79]).
Soit G un sous-groupe fini de transformations de Cremona. Il existe une surface ra-
tionnelle lisse S et une transformation birationnelle ¢: S — P?(C) telles que ¢ Gy
soit contenu dans le groupe des automorphismes de S; de plus on peut supposer
que

— ou bien S est une surface de Del Pezzo®,
— ou bien il existe un fibré en coniques* S — P*(C) invariant par ¢~ 1Gep.

Dolgachev et Iskovskikh caractérisent les couples (G,S) satisfaisant I'une des
possibilités précédentes; ils utilisent ensuite la théorie de Mori pour déterminer
quand deux tels couples sont birationnellement conjugués.

On a précédemment mentionné que les classes de conjugaison des sous-groupes
finis cycliques d'ordre 2 de Bir(IP?) sont déterminées par le type birationnel des
courbes de points fixes de genre positif ([BB00]) ; ceci entraine en particulier que
le nombre de ces classes de conjugaison est infini. Etant donné un entier positif n
on peut se demander combien vaut le nombre v(n) de classes de conjugaison d'une
transformation birationnelle d'ordre n dans Bir(P?). De Fernex répond a cette
question pour n premier ([dF04]); on trouve dans [Bla07] une réponse pour tout n.
Pour n =3, n =5 et n pair, v(n) est infini. Si n est un entier impair distinct de 3
et 5 alors v(n) est fini; de plus v(9) = 3, v(15) = 9 et v(n) = 1 sinon.

Dans [DI] les auteurs mentionnent quelques problémes ouverts comme la des-
cription des variétés algébriques qui parameétrent les classes de conjugaison des
sous-groupes finis de Bir(IP?); Blanc donne une réponse & cette question dans deux
cas particuliers ([Bla09, Bla]).

Revenons aux travaux de Castelnuovo : il caractérise les éléments de Bir(P?) qui
fixent point par point une courbe irréductible de genre strictement supérieur a 1;
une telle transformation est ou bien une transformation de Jonquiéres, ou bien une
transformation d'ordre 2, 3 ou 4 (voir [Cas92]). En reprenant la méthode utilisée
par Castelnuovo, Blanc, Pan et Vust précisent ce résultat ([BPV09]). Le cas des
courbes de genre 1 a été traité avec des techniques différentes ([BPV09]).

Avec un point de vue de dynamique complexe et non pas de géométrie
algébrique, Diller, Jackson et Sommese classifient les courbes invariantes par une
transformation birationnelle d'une surface projective complexe ([DJS07]).

5. Passage par la dynamique, les groupes infinis dénombrables
ayant la propriété (T) et les groupes nilpotents
Considérons les éléments f = (xy : z° : yz) et g = (x3 : y?z : xyz) de
Bir(P?). On peut vérifier que gfg™! = (x%y" : z12 : x2y3z7); en particulier
deg(gfg™!) # degf : le degré algébrique n'est pas un invariant birationnel. En
revanche le taux de croissance des degrés est un invariant birationnel : soient f

3 je S est isomorphe & P?(C), ou a P}(C) x P1(C) ou encore 3 P?(C) éclaté en 1 < r < 8
points p;, ces points étant en « position générale ».

4 Un fibré en coniques sur une surface rationnelle S est une application réguliere de S dans
P1(C) dont toutes les fibres sont abstraitement isomorphes & une conique plane.
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et g deux transformations de Cremona; il existe deux constantes positives «, (3
telles que

adeg f" < deg(gf"g ™) < fdeg ", VneN

d'ou l'introduction de la notion de premier degré dynamique. Si f désigne une
transformation de Cremona, le premier degré dynamique de f est la quantité

A(f) = lim(deg ")/,

Dans les années 2000, Diller et Favre ont classifié, a conjugaison birationnelle
pres, les éléments de Bir(P?) (voir [DF01]) : une transformation birationnelle f
de P?(C) vérifie, 3 conjugaison birationnelle prés, une et une seule des propriétés
suivantes

— la suite (deg ™), est bornée, f est un automorphisme d'une surface ration-
nelle S et un itéré de f appartient a la composante neutre du groupe des automor-
phismes de S;

— deg " ~ n alors f n'est pas un automorphisme et f préserve une unique
fibration qui est rationnelle;

— deg " ~ n? auquel cas f est un automorphisme préservant une unique fibra-
tion qui est elliptique®;

— deg " ~ A(F)", A(f) > 1.

Dans les trois premiéres éventualités A(f) vaut 1, dans la derniere \(f) est
strictement supérieur a 1; pour plus de détails concernant le dernier cas se référer
a [DFO01].

Donnons quelques exemples. Si f est un automorphisme du plan projectif com-
plexe ou une transformation de Cremona d’ordre fini, la suite (deg f"), est bornée.
La transformation f = (xz : xy : yz) vérifie deg f" ~ n (se placer dans la carte
affine z = 1). Enfin I'automorphisme de Hénon f défini par (x,y® — x) satis-
fait deg f" = 3".

En s'appuyant, entre autres, sur cette classification on peut démontrer le résultat
suivant ([Dés]). Soient I" un sous-groupe d'indice fini de SL3(Z) et p un plongement
de I dans Bir(IP2); 3 conjugaison birationnelle prés p est le plongement canonique
ou la contragrédiente (i.e. I'involution u +— fw~!). On en déduit que si I désigne
un sous-groupe d'indice fini de SL,(Z) alors I ne se plonge pas dans le groupe de
Cremona dés que n > 4 (voir [Dés]). Dans le mé&me esprit si G désigne un sous-
groupe infini dénombrable de Bir(IP?) ayant la propriété (T) de Kazhdan®, G est
birationnellement conjugué a un sous-groupe d’automorphismes du plan projectif
complexe ([Can06]).

Apres les groupes semi-simples on peut décrire les groupes nilpotents”, la classi-
fication de Diller et Favre entrant encore en jeu. Soient G un groupe nilpotent que
I'on suppose ne pas étre abélien a indice fini prés et p un morphisme injectif de G
dans Bir(P?). D’'apres ([Dés]), le groupe G satisfait |'une des propriétés suivantes

5 Une fibration elliptique sur une surface S est un morphisme de S dans une surface de Riemann

dont les fibres générales sont des courbes elliptiques.

6 Un groupe G a la propriété (T) de Kazhdan si toute action continue de G sur un espace de
Hilbert par déplacement unitaire a un point fixe global.

7 Soit G un groupe. Posons GO = G et G = [G,G(*~V] pour k > 1. On dit que G est
nilpotent s'il existe un entier k tel que G soit trivial.
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— tous les éléments de G sont périodiques;

— le groupe (aba=*b1|a, b € G) est abélien 2 indice fini pres.

On en déduit des obstructions a ce que certains groupes se plongent dans le
groupe de Cremona ([Dés]) : soit G un groupe contenant un sous-groupe nil-
potent H tel que (aba='b~1|a, b € H) ne soit pas abélien a indice fini pres.
Supposons que H contienne un élément non périodique; alors G ne se plonge pas
dans Bir(P?).

6. Excursion dans le monde de certains groupes abéliens, dans celui
des feuilletages, arrivée dans le groupe d’automorphismes

Les sous-groupes abéliens maximaux (pour l'inclusion) non dénombrables de
Bir(P?) ont été étudiés dans [Dés]. Avant de rappeler une propriété cruciale de
ces groupes introduisons la notion de feuilletages. Soit S une surface complexe
compacte. Un feuilletage algébrique (éventuellement singulier) sur S est la donnée
d'une famille (x;); de champs de vecteurs polynomiaux a zéros isolés définis sur les
ouverts U; d'un recouvrement de S et soumis a des conditions de compatibilité :
il existe gj; une fonction polynomiale ne s'annulant pas sur U; NU; telle qu'on ait
Xi = gijxj sur Ui NU;. Par exemple un champ de vecteurs rationnel non trivial
sur S définit un feuilletage sur S.

Si G est un sous-groupe abélien non dénombrable, il existe un champ de vecteurs
rationnel x tel que

X =X, VfeG;

en particulier G préserve un feuilletage (voir [Dés]).

Si S désigne une surface complexe compacte et F un feuilletage sur S, on peut
considérer le groupe Bir(S, F) (resp. Aut(S, F)) des transformations birationnelles
(resp. polynomiales) sur S laissant F invariant. En général Bir(S, F) et Aut(S, F)
sont finis et coincident; dans [CF03] Cantat et Favre étudient les feuilletages qui
ne satisfont pas cette philosophie. En utilisant leur classification et en ajoutant
I'hypotheése de maximalité on obtient I'"énoncé suivant ([Dés]) : si G est un sous-
groupe abélien maximal non dénombrable de Bir(IP?) alors

— ou bien G possede des éléments périodiques;
— ou bien G préserve une fibration rationnelle.

Notons que si ¢ désigne un automorphisme de Bir(P?) et G un sous-groupe
abélien maximal non dénombrable de Bir(P?) alors (G) est encore un sous-groupe
abélien maximal non dénombrable de Bir(IP?). En étudiant certains sous-groupes
abéliens maximaux non dénombrables de Bir(IP?) on montre que, modulo cer-
taines transformations, le groupe des automorphismes de P?(C) et I'involution
o = (yz : xz : xy) sont fixés point par point par ¢. Le théoréeme 1 permet alors de
caractériser les automorphismes du groupe de Cremona ([Dés]) : soit ¢ un auto-
morphisme de Bir(P?); il existe une transformation birationnelle ¢» de P?(C) et un
automorphisme 7 du corps C tels que

o(f) = T(Yfy™1), Y f € Bir(P?),

ol 7(g) désigne I'élément de Bir(P?) obtenu en faisant agir 7 sur les coefficients
de g.
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Remarquons qu'en utilisant la description des plongements de SL3(Z) dans
Bir(P?) mentionnée précédemment on peut caractériser le semi-groupe des en-
domorphismes de Bir(P?) (voir [Dés]). En particulier le groupe de Cremona est
hopfien, i.e. tout endormophisme surjectif de Bir(IP?) est injectif.

7. Navigation entre les groupes linéaires et le groupe de Cremona

On peut « comparer » le groupe de Cremona aux groupes linéaires. Commencons
par remarquer que Bir(P?) ne se plonge pas dans GL,(k) ot k désigne un corps de
caractéristique nulle ([CD]). C'est une application du lemme suivant dii a Birkhoff
([Bir36]) : soient k un corps de caractéristique nulle et A, B et C trois éléments
de GL,(k) tels que C soit d’ordre premier p et [A, B] = C, [A,C] = [B, (] = id,
alors p < n. On suppose qu'il existe un plongement de Bir(IP?) dans GL,(k), on
applique le lemme de Birkhoff aux images des transformations

(e—2iﬂ'/px’ .y)a (Xa X_y)a (Xa e2i7r/py))

ol p désigne un nombre premier et on obtient p < n; ceci étant possible pour
tout p premier, on aboutit a une contradiction.

Considérons un élément générique M de SL,(C) (i.e. un élément dont les valeurs
propres sont distinctes) et Cent(M) son centralisateur

Cent(M) = {A € SL,(C) | AM = MA}:;

un tel élément de SL,(C) est diagonalisable donc Cent(M) ~ (C*)"~1.

On a un résultat analogue pour les transformations birationnelles ([Can06]) :
soit £ un élément de Bir(P?) de premier degré dynamique strictement supérieur
a 1. Si g appartient au centralisateur de f

Cent(f) = {h € Bir(P?) | hf = fh},

il existe un entier m strictement positif et un entier n tels que g™ = f".

Rappelons que si k désigne un corps de caractéristique nulle et si " est un
sous-groupe de type fini de GL,(k) alors

— ou bien T" contient un groupe libre non abélien;
— ou bien I" contient un sous-groupe résoluble® d’'indice fini.

Cette propriété a été démontrée par Tits ([Tit72]); on dit que GL,(k) satisfait
I'alternative de Tits. Cantat étudie les sous-groupes de type fini du groupe de
Cremona et en déduit que Bir(P?) satisfait I'alternative de Tits ([Can06]).

8  Soit G un groupe ; posons Gy = G et Gy = [G(k—1), Gk—1)] pour k > 1. Le groupe G est

résoluble s'il existe un entier k tel que G4 soit trivial.
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8. D’autres horizons

Nous allons esquisser le fait que certaines questions traitées par les dynami-
ciens apparaissent naturellement chez les physiciens et montrer qu'a partir de deux
transformations relativement simples, on débouche sur des problemes compliqués.
Notons M, I'espace des matrices n x n a coefficients dans C et P(M,,) son projec-
tivisé. Etant donné un élément A = (ajj)1<i, j<n de M, on peut considérer

— I'application J qui a A = (aj;) associe la matrice (aij_-l);

— I'application / qui a A associe A~ L.

Les involutions / et J ainsi que la composée K = [oJ apparaissent naturellement
en mécanique statistique ([BMV91]). Dans ce contexte on est amené a étudier le
comportement des itérés de K (voir [AAdB*99, AAdBM99, AdMV06, BV99]), en
particulier le degré de complexité des itérés de K

MK) = lim (deg KP)'/P.

p—+oo

Remarquons que P(M,,) est de dimension n?> —1, que / est de degré n—1 et J de
degré n® — 1; par suite dés que n n'est plus « petit » il devient délicat de calculer
ne serait-ce que K2. Lors de I'étude de modeles plus spécifiques apparaissent des
symétries supplémentaires d’ol I'introduction de sous-espaces S de P(M,,) inva-
riants par K (voir [AdMV02]). En général on a I'inégalité deg K|s < deg K; on
étudie alors A(K|s). Un exemple provient des modeles de Potts pour lesquels on
peut se restreindre a I'espace des matrices cycliques C,,, i.e. a 'espace des matrices
du type

mo ma . mp_1
mp_1
m
my Mp—1 mo

Le comportement de deg K|ncq est déterminé dans [BV99]; la restriction de K
aux matrices symétriques cycliques est aussi étudiée ([AdMVO06, BKO08a]).

Soit f une transformation de Cremona; notons d, le degré de I'itéré n-ieme de f.
La série p(u) = >~ d,u" a un rayon de convergence non nul et ce rayon est ﬁ
(voir [AdMV06]). Signalons la conjecture suivante issue d'expériences numériques
(voir par exemple [AdMV06, BV99]) : la fonction génératrice ¢ est rationnelle.
Cette conjecture est fausse : Hasselblatt et Propp produisent dans ([HPO07]) des
contre-exemples en dimension 2 et 3; Bedford et Kim généralisent ces exemples en
toutes dimensions ([BKO08b]).
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