Dominique CERVEAU
Julie DESERTI

TRANSFORMATIONS BIRATIONNELLES
DE PETIT DEGRE




DominiqueCERVEAU

Membre de I'Institut Universitaire de France. IRMAR, UMRZ®Bdu CNRS, Université de
Rennes 135042 Rennes, France.

E-mail : dominique.cerveau@univ-rennesl.fr

Julie DESERTI

Institut de Mathématiques de Jussieu, Université Paa#ment Sophie Germain, Case
7012 75205 Paris Cedex 13, France.

E-mail : jdeserti@gmail.com

Classification mathématique par suje{000). — 14E07, 14E05, 37F10, 37F50.

Mots clefs — CREMONA group, rational map, birational map, algebraic foliatibirational
flow, dynamical degree, algebraic stability.




TRANSFORMATIONS BIRATIONNELLES DE PETIT DEGRE

Dominigue CERVEAU, Julie DESERTI

Résumé — Depuis la fin du XIXéme siecle on sait que toute transfornmaltivationnelle du
plan projectif complexe dans lui-méme, encore appeléesfoamation de ®EMONA, s'écrit
comme la composée de transformations birationnelles gtigdes ; ceci a motivé notre travail
qui porte essentiellement sur ces transformations.

Nous établissons des propriétés de type algébriques commiassification des groupes a
un paramétre de transformations deEMONA quadratiques ou encore la lissité de I'espace
des transformations birationnelles de degré 2 dans I'esgas transformations rationnelles :
ceci nécessite une étude détaillée de I'actiofRIBLs(C))? sur cet espace. On peut voir qu’un
nombre fini de transformations deREMONA quadratiques choisies génériquement engendrent
un groupe libre. Par ailleurs nous montrons qué sist une transformation birationnelle de
degré 2 ou un automorphisme non trivial du plan projectif plaxe, le sous-groupe normal
engendré paf est le groupe des transformations dREMONA tout entier ; nous en déduisons
que ce groupe est parfait.

Nous démontrons aussi des propriétés de nature dynamigeeivant une idée de@LLOT
nous implantons aux transformations birationnelles deéi2ges invariants propres aux feuille
tages ce qui nous permet par exemple d’'obtenir I'énoncé@stivsi deux transformations de
CREMONA quadratiques générigues sont birationnellement conggjugle le sont linéaire-
ment ; NOUs nous intéressons a la présence ou non « d'objattaints » : courbes, feuilletages,
fibrations.

Enfin nous étudions les transformations deE®IONA cubiques ; en considérant les diffé-
rentes configurations possibles de courbes contractéesamdonnons « la classification ».
Ceci nous permet de montrer que I'ensemble des transfansatiirationnelles exactement de
degré 3 estirréductible, et en fait rationnellement coenex



Abstract — Since the end of the XIXth century, we know that each biratianap of the
complex projective plane is the product of a finite numberuddyatic birational maps of the
projective plane; this motivates our work which essentid#tals with these quadratic maps. We
establish algebraic properties such as the classificatiome parameter groups of quadratic
birational maps or the smoothness of the set of quadrattitural maps in the set of rational
maps. We prove that a finite number of generic quadraticibirat maps generates a free
group. We show that if is a quadratic birational map or an automorphism of the ptoje
plane, the normal subgroup generatedfhy the full group of birational maps of the projective
plane, which implies that this group is perfect. We study salynamical properties: following
an idea of WILLOT, we translate some invariants for foliations in our contéxtparticular
we obtain that if two generic quadratic birational maps drationally conjugate, then they
are conjugate by an automorphism of the projective plane aealso interested in invariant
objects; curves, foliations, fibrations. We study birasiomaps of degree 3 and, by considering
the different possible configurations of the exceptionaves, we give the "classification" of
these maps. We can deduce from it that the set of the birdtinaps of degree 3 exactly is
irreducible, in fact rationally connected.
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INTRODUCTION

Préliminaires : groupe deCREMONA. L'étude systématique du groupe des transfor-
mations birationnelles du plan projectif complexe dansméme, encore appelé groupe de
CREMONA, prend son essor dans les années 18&0mi les protagonistes on trouveRi&
MONA, NETHER, DE JONQUIERESetc. Leur approche repose sur une correspondance entre
les transformations birationnelles et certains systémeasodrbes rationnelles que nous allons
mentionner. Unéransformation rationnellef deP?(C) dans lui-méme est une transformation
de la forme

f: P?(C)--»P?(C),  (xo:x1:%2)— (fo(Xo,X1,%2) : F1(Xo,X1,X2) : fo(Xo,X1,X2))
les f; désignant des polyndbmes homogenes de méme degré sansacteoun. Le degré dé
est par définition le degré dds Une transformation birationnellede P?(C) dans lui-méme
ou transformation deCREMONA est une transformation rationnelle admettant un inverse ra

tionnel. Dans la suite pour alléger le texte nous no®hau lieu deP"(C). Nous désignons
par Bir(P") le groupe des transformations birationnellesPfelans lui-méme. Si

f: P2 p?

est une transformation birationnelle,rfesseau homaloidahssocié & est le systéme de cour-
bes#; défini par

aofo+aifi+axf, =0
avec(0p: a1 : ap) € P?; c’est l'image réciproque palr du réseau de droites

OpXp+ 01X1 + 02X = 0.

En particulier chaque courbe du rése#q est rationnelle. Les points base g€ sont les
points par lesquels passent toutes les courbes du résedes; appelle ausgoints basele f.

lls peuvent étre dari82 ou infiniment proches) deP?; dés que I'un de ces points n'est pas
propre il appartient a uk-iéme voisinage infinitésimal d’'un point base. Les pointsdyaropres

1. SoientSune surface anun point deS. Le diviseur exceptionndt obtenu en éclatamh est appel@remier
voisinage infinitésimabdem et les points d& sont ditsinfiniment prochesdem. Le k-ieme voisinage infinitésimal
de m est I'ensemble des points contenus dans le premier voisidag certain point dk — 1)-ieme voisinage
infinitésimal dem. Par opposition aux points infiniment proches, les pointS sent appelépoints propres
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de f sont lespoints d’'indétermination i.e. ce sont les zéros communs digsces points sont
les points éclatés pdr. La multiplicité au point basey de f est la multiplicité d’'une courbe
générique de#; enm, i.e.l'ordre enm; d’un élément générigue d#;.

On a vu gu’a toute transformation birationnelle on peut @igsain réseau homaloidal mais
il N’y a pas unicité :

Théoréme 1([89]). — Un réseau homaloidal définit une infinité de transformatibination-
nelles, chacune pouvant étre obtenue a partir d'une autsecemposition a gauche par un
automorphisme di?.

Ainsi le point de vue homaloidal conduit a ce que nous apfelfela conjugaison gauche-
droite.

Exemples — i. Considérons la transformation birationnelle, appé@igelution deCREMONA,
définie par

o: P?--5P? (X0 @ X1 : X2) > (X1X2 © XoX2 : XoX1).

Les points d’'indétermination desont(1:0:0), (0:1:0) et(0:0:1). Les transformations
birationnelles dont le réseau homaloidal est constituédeisiues passant par les points

(1:0:0), (0:1:0 et (0:0:1)
sont les transformations de la for’Ae avecA dans AufP?).

ii. Soit.71 le réseau homaloidal formé des coniques passantlpad : 0), (0:1:0) et
tangentes a la droite d’équatigpn= 0. Les transformations birationnelles ayatit pour réseau
homaloidal sont du typap avecA € Aut(P?) et

p: P? -5 P? (X0 : %1 : X2) — (XoX1 1 %5 1 X1 %2)

dont les points d’indétermination softt: 0:0) et (0:1:0).

iii. Enfin soit.#; le réseau homaloidal constitué des coniques passaf@ par 1), tangentes
et osculatrices 3p = 0 en ce point; les transformations birationnelles ayahtpour réseau
homaloidal s’écrivenft ot A désigne un automorphisme Bé et

T: P? -5 P2 (X0 X1 1 X2) = (X3 1 XoX1 : X5 — XoX2).

Comme nous le verrons les involutioasp et 1 jouent un réle essentiel dans le groupe de
CREMONA.

Soient f une transformation birationnelle e¥; le réseau homaloidal associéfales
courbes des#; satisfont les équations suivante$|[:

(0.0.1) ipﬁ:nZ—l, _ipiz?,n—?,
= =

|
ou | désigne la multiplicité aux points base (pas nécessaireprepres),q le nombre de
points base at le degré def. La premiere équation traduit le fait que deux courbes ggués
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du réseau homaloidal se coupent en les points base et ureuitre point ; la seconde exprime
que les courbes du réseau sont rationnelles.

Génération du groupe d€EREMONA . A partir, entre autres, de (0.0.1)irHERénonce
en 1871 le

Théoreme AThéoréme de Ncether) — Le groupe dECREMONA est engendré par le groupe
des automorphismes @2, i.e. PGLs(C), et I'involution

o: P?--5P? (X0 1 X1 2 X) > (X1X2 © XoX2 © XoX1).

En particulier toute transformation birationnelle du pianjectif complexe qui n'est pas un
automorphisme est la composée d’'un certain nombre de tramafions quadratiquese. de
degré 2

La démonstration donnée par@NHER comportait des lacunes8(), 81, 82); il faudra
attendre 30 ans etASTELNUOVO pour en avoir une complétedir [26]). Depuis il y a eu de
nombreuses preuves de ce résultat ; pour une chronologid#i@gbn peut consulted].

Soit¢ : PGLg(C) % Z/27 — Bir(P?(C)) le morphisme défini par

¢(A) = Asur PGI3(C) et ¢(1) = o surZ/27.

La description du noyau de, i.e. la description des relations dans le groupe EGONA,
n'aura pas lieu avant les années 1980ir [55]) ; ce noyau est un groupe libre : c’est une
conséquence directe de la simplicité des facteuréBRliet Z /27 et d’'un théoréme de KR0S

([90).

Remarque 3 — Il n'y a pas d'analogue au Théoréme deENHER en dimension supérieure
comme en témoigne I'énoncé suivant disnP

Théoreme 4[83]). — Soit n un entier supérieur ou égalda Tout ensemble de générateurs
du groupe des transformations birationnelles ledans lui-méme doit contenir un nombre
infini et non dénombrable de transformations de degré smeint supérieur a.

Notons qu’HUDSON avait démontré un résultat analogue poue 3 via des techniques
différentes (B2], Book I, Chapter VII, §3).

Sous-groupes spéciaux du groupe GREMONA : sous-groupes finis, sous-groupes
d’invariance...Le groupe deJONQUIERES, noté dJ est le groupe d’invariance de la fibra-
tion standardk; = cte; il estisomorphe au produit semi-direct PBL(x;)) x PGLy(C). Une
transformation deJONQUIERES est un élément de dne telle transformation s’écrit en carte

affine
(a(Xl)Xo+b(X1) orx1+[3>
c(x)Xo+d(x1)’ yxg+ &
avec
a B a(x1) b(x)
[ v 5 } € PGLy(C), [ C(Xi) d(xi) } € PGLy(C(x1)).

Dans les années 1998HOVSKIKH donne une présentation du groupe deE@ONA :
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Théoréme 5[66]). — Le groupe des transformations birationnellesRlex P! est engendré
par le groupe des automorphismeskex P! et le groupe deJONQUIERES
De plus les relations danBir (P! x P1) sont les relations internes dJ, a Aut(P! x P1)

auxquelles s’ajoute la relation
11
3
€ =\
(ce) <XO xl>

Q: (X0,X1) — (X1,%0) et e: (Xo,X1) — (m,%).

Alors que NETHER s'intéresse a la génération de @f), BERTINI se consacre a la clas-
sification des involutions birationnelles a conjugaisoratibnnelle prés @1]) ; quelques an-
nées plus tard KNTOR entreprend de classer les sous-groupes finis d@Bi@ conjugaison
birationnelle prés {{0]). Malgré les corrections apportées parWwkN (voir [96]) cette classi-
fication resta longtemps incompléte et redondante. En 2008QB et BEAUVILLE présentent,
dans p], une nouvelle démonstration de la classification des iriarts birationnelles ; dés
lors de nouveaux résultats apparaissent dans le méme (egpris par exemple3d, §). Pour
une chronologie détaillée de I'étude des sous-groupesdeBir(P?) on peut consulter47] ;
dans cet article DLGACHEV et IskovskIKH donnent la classification des sous-groupes finis
du groupe de EEMONA. Leur démonstration repose sur le point suivait([63) : si G dé-
signe un sous-groupe fini de B?) alors G est birationnellement conjugué a un sous-groupe
de Aut(S) ou Sest une surface rationnelle satisfaisant une des propiéigantes :

e il existe un fibré en coniquéd m: S— P! invariant par G;

e SestdepeL PEzzo ),

Simultanément @STELNUOVO étudie les transformations birationnelles qui fixent ppiat
point une courbe de genre 1:

Théoréme §[25]). — Soit f une transformation birationnelle @ non triviale fixant point
par point une courbe irréductible de genre strictement sigpg a 1. Alors f est conjuguée a
une transformation ddONQUIERESOU bien f est d’ordre, 3 ou 4.

En 2006 BANC, PAN et VUST donnent une version un peu plus précise de ce résultat en
reprenant la méme démarche quesSTELNUOVO :

2. Les fibres génériques d'un fibré en coniques sont de genes Gibres singuliéres sont union de deux
courbes rationnellesg. les fibres sont de méme nature que celles d’un vrai pinceaarigues dan®2.

3. La surfaceS est unesurface deDEL PEZzO si S est isomorphe & I'une des surfaces suivantg$, la
quadriqueP! x P1, le plan projectif éclaté en & n < 8 pointsp;, ces points satisfaisant les conditions suivantes
([38)) :

e iln'y en a pas trois alignés;;
e il n'y en a pas six sur une conique ;
e side plusn = 8 lesp; ne sont pas sur une cubique singuliére plane dont le poigulsan serait un deg;.
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Théoréme 7[17]). — Soit f: P? --» P2 une transformation d€REMONA non triviale qui
fixe point par point une courbe irréductible de genre stmcémt supérieur d. Alors f est
conjuguée a une transformation deNQUIERESOU bien f est d’ordre2 ou 3. De plus dans le
premier cas si f est d’ordre fini, c’est une involution.

lls décrivent ensuite les sous-groupes de(IBij dont tous les éléments fixent point par
point une courbe irréductible de gerge- 1. Avant d’énoncer leur résultat rappelons quelques
définitions. Comme nous l'avons dit le groupe dsndUIERESest le groupe d'invariance de
la fibration standard; = cte. SoitP un élément d€[x;] qui n’est pas un carré ; on désigne par
dJ le sous-groupe de dJ défini par :

| (aa(X)Xo +a2(x1)P(xq)
ak = { ( a(x1)Xo + a1 (X1)

Remarquons que di est un élément de gla courbe, en général hyperelliptiqueg, = P(x;)
est fixée point par point pdr. On peut ainsi réaliser n'importe quel genre pour les coudaees
points fixes d’éléments de BiP?).

Soientmy, ..., my; sept points déP? en position générale ét le systéme linéaire formé
des cubiques passant par Ieg il est de dimension .2Considérons le pinceau de courbes
de L passant par un point génériqmede P2. Les m; etmen sont des points base et il passe
par un neuviéme point base que nous notengny; la transformationy est une involution
birationnelle de degré 8 appelé®olution de GEISER. Les involutions de GISER fixent
point par point une courbe non hyperelliptique de genreol (38]).

Soientmy, ..., mg huit points deP? en position générale ; considérons le pinceau de cu-
biques? passant par ces huit points. Il a un neuviéme point base quenuieronsng. Soitm
un point générique d&2; le pinceau? contient une unique cubiqu&(m) passant pam.
Considérons la loi de groupe s#t(m) ayantmg comme élément neutre. Posds(sn) = —m;
alorsf3 définit une involution birationnelle de degré 17 qu’on ap#lvolution de BERTINI .

Les involutions de BRTINI fixent point par point une courbe non hyperelliptique de geha
modeéle lisse sur un cdne quadratique.

Pour finir considérons la surface deDPEzz0o Sde degré 1 donnée dans I'espace projectif
a poidsP(3,1,1,2) par

,x1> la € C(x1), af—Pa%;éO}.

W2 = X3 + P(x0,%1), P polynéme homogéne de degré 6

La restriction de la transformation

(W:Xg:X1:X2)— (W:Xp:Xg:jXo), j#1, j3:1,
définit un automorphismed’ordre 3 deSdont I'ensemble des points fixes contient une courbe
irréductible de genre 2/6ir [17]).
Ces transformations produisent des exemples de groupgs$iXemt une certaine courbe.

Théoréme g[17]). — SoitG un sous-groupe non trivial dBir(IP2). Supposons qu'il existe
une courbe irréductible- de genre strictement supérieurlainvariante point par point par
chaque élément d8. Alors
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e 0u bienG est cyclique d'ordre2 ou 3, engendré, a conjugaison pres, par une involution
de JONQUIERES une involution deBERTINI, une involution deGEISER ou encore par
I'automorphisme; d’ordre 3;

e 0u bien G est conjugué a un sous-groupe d'un certkin

En particulier lorsqueG est infini,c est hyperelliptique €6 est un groupe abélien conjugué

a un sous-groupe deJ

Soit ¢ une courbe irréductible d&?. On appellegroupe de décompositiode ¢ le groupe
des transformations deREMONA qui fixent ¢; le groupe d'inertiede ¢, noté Indc), est le
groupe des transformations birationnelles qui fixenoint par point.

Dans B6] PAN démontre le :

Théoréme 4[86]). — Soientc une courbe irréductible lisse non rationnelle contenuesdan
le plan projectif complexe. Si f appartient au groupe de ddposition dec et n'appartient
pas aAut(P?), alors ¢ est de degr& et les points d’'indétermination de f appartiennent &

Soientc une cubique lisse ety, My, Mg trois points dec non alignés. Sk est une trans-
formation quadratique telle que Ifid= {m;, mp, Mz} on constate qué(c) est une cubique
lisse isomorphe &. Soit A un automorphisme d@? qui envoief(¢) sur ¢ alorsAf appar-
tient au groupe de décomposition de une telle transformation est appeléansformation
guadratique c-génériqgue Remarquons que les étant choisis arbitrairement le groupe de
décomposition de est infini non dénombrable.

Théoréme 1Q[86]). — Si ¢ est une cubique lisse, le groupe de décomposition @st en-
gendré par les transformations quadratiguesgénérigues.

BLANC décrit dans 14] les éléments d’ordre fini du groupe d'inertie d’'une courle d
genre 1; il étudie aussi le groupe d'inertie d'une cubigesdi:

Théoréeme 1X[14]). — Soitc une cubique lisse. Les éléments non triviauxdéc ) sont de
degré supérieur ou égald Le groupe d’inertie de est engendré par ses éléments de d&gré

Automorphismes et alternative deITS : analogie avec les groupes linéaireSer-
taines études du groupe d&EMONA s'inscrivent dans une thématique classique. Ainsiily a
eu de nombreux travaux sur les propriétés algébriques dapes de diffeomorphismes des va-
rietés ; par exemple BUDONNE a décrit les automorphismes de PGLC) = Aut(P") (voir
[44]) : ils s’obtiennent & partir des automorphismes intésede la contragrédiente & 'u~1)
et des automorphismes du cofpsDans 0] DESERTIgénéralise cet énoncé a Bir) :

Théoréeme 13[40]). — Soit$ un automorphisme du groupe @REMONA; il existe ¢ une
transformation birationnelle et un automorphisme du cor@dstels que :

v f € Bir(P?), o(f) =t(wfy™).

Dit autrement le groupe des automorphismes extérieurBid@?) s'identifie au groupe des
automorphismes du corfs.
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La preuve repose sur la description des sous-groupes abalieximaux non dénombrables G
de Bir(P?); en utilisant entre autres les travaux deNGAT et FAVRE sur les symétries bira-
tionnelles des surfaces feuilletée23]) on peut montrer gu’ils satisfont I'une des propriétés
suivantes :

e G posseéde des éléments de torsion ;

e G est conjugué a un sous-groupe du groupeaeQUIERES

Continuons avec une autre propriété algébrique satigfait®irn(P?). Dans les années 1970
TITS démontre le :

Théoreme 13[93]). — Soientk un corps de caractéristique nulle Elun sous-groupe de type
fini de GL, (k). Alors

e 0ou bienl™ contient un groupe libre non abélien ;

e ou bienl™ contient un sous-groupe résoluble d’indice fini.

On dit que Gly(k) satisfait I'alternative de irs. CANTAT a étudié les sous-groupes de type
fini du groupe de EEMONA et montré qu'il en est de méme pour le groupe deE@ONA
([22, 57). Un résultat analogue avait été démontré pamly pour le sous-groupe de BR?)
des « automorphismes polynomiaux@e» (voir [71]).

Dans R4] CANTAT et LAMY démontrent la non-simplicité (au sens ordinaire) du graige
CREMONA; par contre BANC montre dans16] que le groupe de REMONA est un groupe
simple au sens deARISKI (on considére les sous-groupes normaux fermés au sena-de Z
RISKI).

Propriétés et résultats de nature algébrico-dynamigMentionnons quelques notions
de dynamique. Soif la transformation définie par
f:P?-—> P2 (X0 %11 %) > ((Xo+X1)X2 : XoXa © XoX2).
En composant avec elle-méme, nous obtenons

f2: (XX %) = (DXoXq + XoXo + XaXp © Xa (X0 +X1) : Xo(Xo +X1)).-

Nous avons donc dé@?) = deg f)? — 2. Lors du calcul def? nous avons pu « factoriser »
par XoX2 ; ceci traduit, entre autres, le phénomene géométriquearsiuivia droite d'équa-
tion x; = 0 est contractée sy : 1 : 0) qui est un point d’'indétermination de

>@_

(0:1:0

Xo=0

Ceci a conduit a introduire la notion suivant®Z]) : f est algébriquement stable si I'une
des propriétés équivalentes suivantes est vérifiée

o (degf") = (degf)" V¥n>0;
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e il nexiste pas de courbe de Stelle quef"(¢) soit un point d'indétermination dé pour
un certainn.
Il'y a d’autres fagons de caractériser la stabilité algélarifoir par exemple46]).

DILLER et FAvRE montrent que pour toute transformation birationnédlld existe une mo-
dification propree : S— P2 telle ques1f¢ soit algébriquement stabled], théoréme QL.).

Introduisons un invariant birationnel de nature dynamidseient f, g deux transforma-
tions de REMONA ; en général on a defg# deggfgt). Par contre il existe deux constantes
positivesa, 3 telles que

vneN, a degf" < deggfgt) < Bdegf";

la croissance des degrés tleest donc un invariant birationnel. D’ou la définition suiten
soit f une transformation de REMONA ; on appelle premier degré dynamique fdia quantité
A(f) = liminf (degf™)¥".

n—-oo

On dit gqu’une transformation deREMONA f est un automorphisme sur la surfaga’il
existe un morphisme birationngl: S— P? telle que@ 1 f@ soit un automorphisme d& on
notera AutS) le groupe des automorphismes$e

DILLER et FAVRE ont donné une classification des transformations biratitbe & conju-
gaison pres :

Théoréme 14[45], théoréme 0.2) — Soit f une transformation dEREMONA. A conjugai-
son birationnelle prés elle satisfait une et une seule depntés suivantes :

e la croissance des degrés est bornge. degf" = o(1)), f est un automorphisme sur
une certaine surface rationnelle S et un itéré de f appattéetea composante neutre
deAut(S);

e la croissance des degrés est linéafree. degf” ~ n), auquel cas f préserve une unique
fibration qui est rationnelle et n’est pas birationnellerheanjugué a un automorphisme ;

e la croissance des degrés est quadratique. degf" ~ n?) alors f est un automorphisme
qui préserve une unique fibration qui est elliptique ;

e la croissance des degrés est exponentiglee degf" ~ a", o > 1).

Dans les trois premiéres éventualidd ) = 1, dans la derniéra(f) > 1.
Dans ce méme article on trouve une estimation du nombre aéspeériodiques d’un élé-
ment générique du groupe d&REMONA de degréd > 2 :

Théoréme 15[45]). — Soit f une transformation dEREMONA algébriquement stable. Sup-
posons que f ne soit pas un automorphism&det n'ait pas de courbe de points périodiques.
NotonsPek le nombre de points périodiques de périgdivisany k. Il existe une constante
C > Otelle que pour tout k> 0 on ait

|Pek —A(f)¥ <C.
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Nous allons voir que sous certaines hypothéses il y a aboadaa points périodiques hy-
perboliques \(oir Chapitre 4). Une transformation birationneflele P2 vérifie la condition de
BEDFORDet DILLER (VOir [7]) Si

Xt ||og (dist(f"(Ind f~1),Ind f))| < oo

n>0

ou dist désigne la distance de/BiNI-STUDY.
On peut énoncer le :

Théoreme 14[7, 4§). — Soit f un élément du groupe dEREMONA n’appartenant pas a

Aut(PP?). Supposons que f vérifie la condition BEDFORD et DILLER. Alors f posséde une
infinité de points périodiques hyperboliques qui s’équitisent suivant une mesure de pro-
babilité f-invariante.

Représentations de réseaux dans le groupeZiEMONA et applicationsBien que
de nature algébrigue les énoncés qui suivent ont été ébabdigtir de techniques de dynamique
complexe. Les représentations linéaires des réseaux dpagale LE réels simples de rang
réel strictement supérieur a 1 ont été étudiées par®&ULIS ([76, 99); afin de généraliser
les travaux de celui-ci aux représentations non linéaiessélseaux sur les variétés compactes
ZIMMER établit un programme ¢, 100, 101, 10p. DESERTIS'intéresse a une version bira-
tionnelle de ce programme :

Théoréeme 174[39]). — Soientl" un sous-groupe d’indice fini d8Ls(Z) et p un morphisme
injectif del" dans le groupe d€EREMONA. Alors, & conjugaison birationnelle prég,coincide
avec le plongement canonique ou la contragrédignte l'involution u— u=1).

Une conséquence est la suivante :

Corollaire 18([39]). — Soit ' un sous-groupe d’indice fini d8L,(Z). Dés que n> 4 le
groupel ne se plonge pas dafir (P?).

Dans le méme esprit mais avec des méthodes difféerema®sA3 montre le :

Théoréme 19[22]). — Soient un groupe d&K AzDHAN (¥ discret etp un morphisme dé
dans le groupe dEREMONA. Ou bienp(I") est fini, ou biemp(I") est conjugué a un sous-groupe
deAut(P?) = PGLs(C).

Le Théoreme 17 appliqué la= SL3(Z) permet de décrire le semi-groupe des endomor-
phismes de BiiP?); en particulier

4. Lesgroupes de KZDHAN sont caractérisés par la propriété suivante : un groupe GegstzDHAN (ou a
la propriété (T) de KizDHAN ) si toute action continue de G par isométries affines sur uacesge HLBERT a un
point fixe global (B7, 6Q).
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Théoréme 2(Q[41]). — Le groupe deCREMONA est hopfien, i.e. tout endomorphisme surjec-
tif de Bir(P?) est bijectif.

Plus précisément sodi un endomorphisme non trivial dgir(IP?); il existe un plongement
de corpst deC dans lui-méme et une transformation birationneji¢elle que

v f € Bir(P?), o(f) =t(pfy).
Notons qu’on retrouve en particulier le Théoreme 12.

Certaines des méthodes utilisées pour démontrer le Théat@massociées a d’autres argu-
ments permettent de décrire les sous-groupes nilpoterBa (#?) :

Théoreme 21[42]). — SoientG un sous-groupe nilpotent, non abélien a indice fini prés et
un morphisme injectif d& dansBir (P?). Le groupeG satisfait I'une des propriétés suivantes :
e aindice fini prés le premier groupe dérit® de G est abélien ;
e tous les éléments de sont de torsion.

Ce qui précede ne prétend pas bien s(r étre une présentetianstive des travaux concer-
nant le groupe de REMONA mais un point de vue partiel proche des préoccupations des au
teurs. Par exemple nous ne mentionnons pas les résultiganitides concepts puissants de
'analyse complexe (courants, fonctions psh...) et mis emreenotamment par B>FORD,
FORNAESS SIBONY, leurs éléves et leurs collaborateurs.

Plusieurs mémoires de synthése sont disponibles ; citoparticulier 31, 33, 56, 64, 8P
Par exemple les chapitres B et 8 du tome 4 de3[B] sont consacrés aux transformations de
CREMONA; on y trouve les notions de points éclatés, courbes cogtracte théoréme de fac-
torisation de NETHER. Les transformations birationnelles d’ordee7, celles ayant une courbe
de points fixes de genre 1, les sous-groupes finis de BF?) sont d’autres sujets abordés.
L'ouvrage d’HuDSON qui date de 1927 contient un chapitre sur les transformatiiration-
nelles quadratiques ; toutefois I'évolution du vocabelat des techniques en rend sa lecture
difficile, de plus certains arguments « génériques » propriépoque nous semblent devoir
parfois étre précisés. Le livre dIBERICH-CARRAMINANA ([1]) est le seul ouvrage récent
consacré aux transformations d&®&MONA ; I'auteur reprend avec le langage et la rigueur
actuels des résultats mentionnés et/ou démontrés par tegmmiciens précédemment cités
et démontre des résultats originaux. Dans tous ces ménuaresnt essentiellement des pro-
priétés algébriques qui sont étudiées, les questions deenatdynamique » sont bien plus
récentes.

Venons en au contenu de ce texte dont le but essentiel estrfiaat de fournir au lec-
teur suffisamment d’exemples - parfois innocents - pour pdrend’aborder des problemes
de nature plus difficiles voire conceptuels. Il est motivéparticulier par I'importance des
transformations quadratiques ne serait-ce qu'au travetbébreme de BETHER; mais elles
interviennent profondément aussi en géomeétrie agébritassique (« désingularisation des
courbes a la EETHER» par exemple) et du point de vue de la dynamigue nous offeent |
premier degré de complexité a étudier.

5. Le premier groupe dérivé de G daba *h~1|a be G).
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Quelques mots sur le style du mémoire « a l'italienne » ; etogeesorte ce livre se veut
étre une transition entre les résultats anciens (difficilapproche de par leur rédaction) et les
articles récents (qui eux sont difficiles car utilisent taantattirail de concepts et de théories
parfois un peu abstraites venant de la géométrie algébeicpela dynamique complexe). Nous
avons donc travaillé un support d’exemples, souvent denfaadculatoire, raffinant parfois
aussi des résultats classiques sur ces exemples.

Transformations rationnelles et birationnelles quadraiies.Dans le premier Cha-
pitre on cherche & comprendre dans I'espace des applisatitionnelles quadratiques B¢
dans lui-méme le sous-ensemble constitué des transfamsdiirationnelles. Soyons plus pré-
cis; considérons I'espace Rafui est le projectivisé de I'espace vectoriel des tripletéasimes
quadratiques en 3 variables complexes :

Rab :=P{(fo, f1, f2) | fi € C[x0,X1,X2]2}

On constate que Ras’identifie aP1’. A un élémentf de Raj on peut faire correspondre la
transformation rationnellé® : P? --» P? définie avec les notations précédentes par :

X=(Xo:Xp:%2) --» f*(X) =8(fo: f1: f2)(X)

avecd = . On désigne par Raitensemble défini par

1
pgcd fo, f1,f2)
Rag = {f*| f € Rab};

visiblement R&} s’identifie au quotient de Rapar la relation d’équivalencé= (fp: f1: f2) ~
0= (0o :01:02) Si et seulement si la matrice

[ fo f1 f2 }
o 01 Q@
est partout de rang 1.

Notons que sur I'ouvert deARISKI Io?atg, constitué des = (fo: f1: f2) tels que pgcffo, f1, f2) = 1,
I'application f — f* est injective. Remarquons aussi que I'on peut mettre unetate algé-
brique sur R&tet parler en particulier d'adhérence deriski d’'un sous-ensemble de Bat

Dans Rat nous considérons

Bir, := { f € Rap| f* soit birationnellg

et nous notons BYrC Raf le sous-ensemble correspondant.

Il'y a sur Rag (resp. R&}) deux actions naturelles, toutes les deux laissani @esp.
Bir$) invariant. La premiére est I'action de AiiY) ~ PGLg(C) par conjugaison dynamique
sur Ras :

PGL3(C) x Rab — Rab, (A f) = AfA L

Cette action passe bien slr au quotientsRat, f*) — Af*A-L Lorbite d’'un élémentf
de Raj (resp. R&j) pour cette action sera notégyn(f) (resp.odyn(f')).
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La seconde de nature algébrico-géométrique est attactgmraule vue « réseaux homaloi-
daux ». C’est une action du produit PGILC) x PGLs(C), appelée action gauche-droite (g.d.),
qui se définit comme suit (A, B, f) — AfB~1. Comme précédemment cette action passe au
quotient R&}. L'orbite d'un élémentf est notée ichgq.(f).

Considérons le projectivisé de I'espaCxp, X1, X2|3 des polyndmes homogénes de degré 3
C’est unP? sur lequel PGk(C) agit de fagon naturelle : c’est la projectivisation de factde
GL3(C) surC[xg, x1,X2]3

(B,d) —do B~1.
Les orbites génériques sont de dimensioaiisi cette action induit un feuilletage singulier sur
PP, feuilletage qui posséde une intégrale premiére ratioadadjui n’est autre que l'invariant
des courbes elliptiqguesq®)]). Introduisons maintenant I'application rationnelle

detjac: Rat~ P17 --» P°

provenant de I'application homogéne :

(fo, fl, fz) — det(Z—:;) .
L'action gauche-droite induit sur Ratin feuilletage singulier de codimension 1 no# les
feuilles génériques de? étant les g.d. orbites génériques. Il se trouve que I'apptin ra-
tionnelle Jo detjac en est une intégrale premiére rationnelle. Nousigrtuts relativement
précisément ce feuilletag#. En particulier nous verrons que I'adhérence ordin&ie de
Bir, dans Rat est une certaine composante irréductible de I'ensembtgulsén du lieu sin-
gulier deZ. L'espaceBir,, qui est comme on vient de le dire irréductible, n’est paslisis
s’agit en fait d’'une « variété unirationnelle » de dimensigh Par contre I'espace Birest
lui lisse : donnons-en une bréve description. On vérifie gulémentf de Rat induit une
transformation birationnelle si et seulement si (ceci ggéxisé dans le texte) I'application
correspondanté® contracte les zéros de detjad_a configuration de ces zéros est alors I'une
des suivantes :

N[

i.e.correspond aux configurations de triplets de droites (eé®dagonfiguration de trois droites
concourantes) auxquelles on ajoute la configuration vidggaonfiguration est associée aux
élémentsf deBiry \ I°3ir2 tels quef*® soit un isomorphisme linéaire). De fagon duale on constate
que les configurations de points d’'indétermination sont

(3) 0

©) ©)
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Pouri = 1, 2, 3 on noteX' 'ensemble des élémentsde Bir, tels quef* aiti points d'indé-
termination ;=° désigne I'ensemble des éléments deRlattypef = ¢({o, (1, () ou{ et lest;
sont des formes linéaires, Isétant indépendantes. En fait

50 ={f e Rap|f* € Aut(P?)}
correspond exactement aux configurations vides ci-de8gas les notations précédentes on a:
(2%°* ~ PGL3(C), (2 ~ 2" pouri =1,2,3.

Les isomorphisme$>')* ~ 3 justifieront la confusion parfois abusive des notatidnet *.
Les=!' sont en fait des orbites de I'action gauche-droite, plusipéénent :

20=0gd.(0(X0: X1 :%)),  T'=0gd (1), ZZ=0ga(p), Z>=0ga(0).
Les dimensions de ces orbites sont les suivantes :

dim=° = 10, dimzt =12, dim=? =13, dm=3=14
etlona
Bir, =>°uztuz?uss.

On peut de plus mentionner les relations d'incidence stegfles adhérences sont prises
dans Bip) :

S0—50 F1-_30yusl F2=30Uuslus?  Birp,=323=3uslus?uss

Ces relations d’incidence se prolongent évidemment(aU dans Bis.

Germes de flots birationnels quadratique3ans une session de problemesd], lors
du congrés international de MoscouuMFORD propose ce qui suff) :

“Let G = AutcC(Xo, x1) be the REMONA group (...) The problem is to topo-
logize G and associate to it adalgebra consisting, roughly, of those mero-
morphic vector field® onP? wich “integrate” into an analytic family of €&-
MONA transformations”.

Dans cette optique nous décrivons au Chapitre 2 les soupgsc un parameétre de trans-
formations birationnelles quadratiques. Bien que; Bie soit pas un groupe, il contient de
nombreux groupes, en particulier le groupe linéaire B{GlL. Comme on l'a dit précédem-
ment I'adhérence de ARIskI d'un tel sous-groupe est naturellement munie d'une stractu
de groupe algébrique. Outre le probleme posé pamKORD, la description systématique
des groupes de transformations birationnelles quadegtiqanduit naturellement a décrire les
germes de flots dans BirUn tel objet est la donnée d’'un germe d’application holorherp

C,0— Bir(P?), t— @

tel que

@ =id, s =@ oGk,

6. Nous remercions DaniehRAzzOLO pour cette référence.
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Si @ est non linéairei.e. si pourt génériqueg’ n'est pas dans PGLC), alors¢’® contracte au
moins une droiten; qui est ou bien immobile (c’est-a-dire indépendanté)deu bien mobile.
Par exemple on montre d'abord que si un germe de flot contracedroite « mobile », ce
germe laisse une fibration en droites invariante ; dans le anémre d’'idée on obtient que
si un germe de flot contracte une unique droite qui est « imimobice germe de flot est
polynomial... En fait comme nous le verrons, dans tous Issucagerme de flot dans Bir
préserve une fibration en droites.

Donnons un résultat qui s’avérera essentiel pour la cleasdn des flots (§2.2) : sajf un
germe de flot quadratique. Le champ de vecteurs rationnel

_ %

ot lt=0
s'appelle le générateur infinitésimal ¢f; a ce champ est associé un feuilletage algébrique

noté #y. On introduit(¢f) C Bir3 le groupe engendre par |gs et ((p{)z son adhérence deaZ
RISKI dans Bif; ce sont des groupes abéliens. Enfifx{=désigne le groupe abélien algébrique

maximal inclus dans Blret contenan(cp{>z. Alors :

e 7y est défini par une forme fermée rationnelle ;

e @ préserve une fibration rationnelle (en fait un pinceau déeef;

e dimG(x) > 2.

Notons qu’un tel énoncé est satisfait par n'importe queligeoa un parametre de P&IC).
Il nous permet d’obtenir la classification a conjugaisonaigigue prés des groupes a un para-
métre de transformations birationnelles quadratiques.

En fait ce résultat se généralise en tout degré : tout gernfbodbirationnel laisse une
fibration rationnelle invariante.

Dans [75]. MANJARIN étudie les flots birationnels quadratiques en dimension 3.

Dans le méme ordre d’'idée on pourra consulter les travauxLdel8 sur les sous-groupes
algébrigues du groupe deREMONA ([15]) qui, en général, contiennent de nombreux sous-
groupes a un parametre.

Transformations rationnelles, feuilletages, conjugais@ans les>'. En suivant une
idée de @ILLOT on implante aux transformations birationnelles des iavds propres aux
feuilletages. A une transformation rationnefle= (fo: fy: f2) on associe la 1-forme différen-
tielle :

wi = (X2 fp — X1 f2) dxo + (X0 f2 — X2 fo) dxa + (X1 fo — X0 f1) dXp.
Lorsquef n'est pas un multiple de 'identité, la former est non identiquement nulle et définit
donc un feuilletager (f) surP?. Si f est de degré, le feuilletager (f) est de degré inférieur
ou égal an. Dans le cas quadratiqua € 2), I'application# : f — ws induit une application
linéaire
¥ : Rap~ P ——s 7 ~ P14
ou #» est le projectivisé de I'espace vectoriel des 1-formes lygmes de degré 3:

W= Agdx+Ardx; +Axdx
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satisfaisant la condition d'E.ER y X/Aj = 0. L'espace des feuilletages proprement dit est
F, = ¥/ ~ ou ~ estlarelation d'équivalena®; ~ w, < wy Awp =0.

Visiblement I'application# : Rab --» ¥, est surjective. Ce qui est plus curieux c'est que
sa restrictionf g, : Birp --» 7, est dominante et génériquement finie : un élément générique
de 7, posséde 35 antécédents dans Bir

Le feuilletagey (f) n'a pas de sens dynamique particulier vis & visden généralr (f)
n'est pas invariant paf. Les transformations quadratiquégour lesquelles cette propriété est
satisfaite sont exactement celles qui préservent uneifibran droites fibre a fibre : dans ce
cas¥ (f) est précisément cette fibration.

Soit f une transformation birationnelle quadratigiie,un élément générique dg ~ (3°)°.
Alors f posséde 7 points spéciaux : 3 points d'indétermination etidtp fixes. Ces 7 points
sont exactement les points singuliers du feuilletadd ); la position des 3 points d’indétermi-
nation et des 4 points fixes détermine complétement I'agipdio f.

Un théoréme de GiLLOT ([61]) affirme que pour un élément générigfiede >° on a les
relations suivantes :

tr(Dfy —id
Z L)) — 4 Z N
meFix f del(Df(m) —id) meFix f del(Df(m) —id)

Df(m etant la différentielle dé enm, tr(Df, ) sa trace et d@ f; son déterminant. Ce sont
des relations qui lient les valeurs propres de la difféedietide f aux points fixes. On peut
tirer des conséquences intéressantes de ces formulesxdPaple pour une transformation
guadratique génériquee. avec 7 points spéciaux, les valeurs propres de la partiaitendef
aux points fixes ne peuvent toutes étre de module inférieiotesnent a 1 : les points fixes ne
peuvent pas tous étre des attracteurs.

Les relations aux valeurs propres interviennent de facae fitans les problemes de clas-
sification ; mentionnons par exemple le fait suivant : si daaxsformations birationnelles
guadratiques génériques sont birationnellement conggyators elles le sont linéairement. On
peut se demander si deux transformations birationnelladratiques génériques topologique-
ment conjuguées le sont par un automorphisme holomorpharn@tolomorphe) ; c’est une
question ouverte.

=1,

Quelques propriétés dynamiques des transformations bmanelles quadratiques.
Dans le Chapitre 4 on aborde quelques exemples de propdigiémiques des transformations
birationnelles, en particulier quadratiques. Les notionslamentales de stabilité algébrique et
de premier degré dynamique déja mentionnées ci-dessusnsmmiuites. Nous donnons des
exemples explicites d’éléments Héqui sont algébriquement stables, exemples qui permettent
de confirmer la généricité intuitive de cette propriété. lbaus intéresserons ensuite a la pré-
sence ou non « d'objets invariants » : courbes, feuilleta8eg est un élément du groupe de
CREMONA et 7 un feuilletage holomorphe (singulier) sBf, on dit que# est invariant pag
si pour toute feuille générique de 7 alors@(~ ) est encore une feuille de. Si ¥ est défini
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par la 1-forme rationnelle, alors# est invariant pagsi et seulement g*w A w = 0. Consi-
dérons un élémemk de AuiP?); évidemmeni posséde un point fixg i.e. Ag= g, et 'image
par A d’'une droite passant parest encore une droite passant gabe sorte queA possede
au moains un feuilletage invariant : la fibration rationndtéemée par les droites passant par
En fait A préserve une infinité de feuilletages distincts. Par exersi# est diagonalisable, on
peut supposer, a conjugaison linéaire prés,Ajgcrit dans la carte affine = 1

(X0, %1) > (OoXo, 01X ).
On constate alors que pour chaque nombre comfdéadorme différentielle

Xo X1

est invariante paA, ce qui, comme annoncé, produit une infinité de feuilletageariants.
Qu’en est-il pour les transformations birationnelles qatiques ? En invoquant I'irréductibi-
lité de Bir, dans Rat et le fait qu’'un automorphisme deBNON quadratique ne posséde pas
de feuilletage invariant {9]) on constate que génériguement un élément derBén possede
pas non plus.

De la méme facon, a l'inverse des automorphismes, une tranafion birationnelle qua-
dratique générique ne possede pas de courbe invariantefdisycomme nous I'avons déja
mentionné, I'étude des transformations ayant une coun@iante posséde une longue his-
toire et présente un intérét certain. Nous y apportons geslgnrichissements en utilisant les
concepts de stabilité algébrigue et premier degré dynamiqu

Le paragraphe 84.5 de ce chapitre est consacré a la répadés points périodiques et des
points d’indétermination des itérés d’'une transformabwationnelle quadratique. A priori ces
ensembles sont tres compliqués ; nous montrons la densise(es de ZrRISKI) générique de
ces deux ensembles. En utilisant la condition introduiteBEDFORD et DILLER précédem-
ment mentionnée on constate que génériquement une trnaradfon quadratique possede une
infinité de points périodiques hyperboliques. Dans un caaten peu différent, celui des endo-
morphismes dans un cadre artihmétique, on pourra congesteurveys de GAMBERT-LOIR
([30]), de FAKHRUDDIN ([49]) ou de ZHANG ([98]) qui traitent entre autres de la répartition
des points périodiques.

La non stabilité algébrique d’'une transformation biratielfe f est reliée a un comportement
«anormal » du degré de ses itéfdsdans le cas quadratique ce degré doit étre en prinéipe 2
Mais ce n’est pas toujours le cas, par exemple pour les tianafions qui appartiennent a un
groupe a un parametre. Nous consacrons un paragraphedeldtucas extréme, celui ol le
degré def? reste égal & 2; nous en présentons la classification a cisguginéaire pres.

Des propriétés algébriques du groupe @REMONA. Dans le Chapitre 5 on s'inté-
resse a quelques propriétés algébriques du groug®3imettant le plus souvent en jeu les
transformations quadratiques. Le fait que(Bf) présente beaucoup de propriétés de groupes
linéaires ameéne a se poser la question suivante : exitex-ireprésentation fidéle de Bi?)
dans un groupe linéaire Glk) pour un certain corpk de caractéristique nulle ? Nous consta-
tons en utilisant un argument deFKHOFF que la réponse est négative.



INTRODUCTION 17

On montre ensuite que le centralisateur dangiird’un élément génériquede? est iso-
morphe &Z, i.e. se réduit aux itérés d& Puis on établit qu'un nombre fini de transformations
quadratiques choisies génériquement engendrent un glibupe

Lorsque nous avons déposé ce manuscrit le probléme de ldéciénde Bir(P?) était un
probléme ouvert. Comme on I'a dit précédemmeANCAT et LAMY démontrent dan2] la
non-simplicité du groupe deEMONA. Toutefois déterminer le sous-groupe normal engendré
par telle ou telle transformation nous a semblé pertineatidNmontrons en particulier quefsi
est une transformation birationnelle quadratique ou uoraatphisme linéaire non trivial, le
sous-groupe normal engendré fagst le groupe de REMONA tout entier ; nous en déduisons
que BiP?) est parfait. Nous montrons par exemple que le sous-groupeah@ngendré par
une transformation deoNQUIERESdans Bi(P?) est BifP?) tout entier.

Nous précisons le théoréme deENHER de la fagon suivante : tout élémehide Bir(P?)
s’écrit comme un produit d’involutions quadratiques stadd

f =A0A L. AOAY A € PGL3(C).

Transformations birationnelles de degr& Comme on I'a dit 'espace des transforma-
tions birationnelles quadratiques pures est lisse et cmniigu’en est-il en degré quelconque ?
Le premier degré intéressant est le degré 3 pour la raiseargei D’apres le théoréme de
NETHERtoute transformation birationnelle s’écrit comme un piibdu

AgOA{D...OA,, A € Aut(P?);

lorsque lesA; sont choisis génériquement le degré d’'un tel élément edP@ur obtenir des
applications birationnelles de degiéyui n’est pas une puissance delZst donc nécessaire
que les transformation&; soient assujetties a des contraintes. Le premier degrélemuel ce
phénomeéne apparait ebt= 3. Dans les traités anciens on trouve une « description » des-tra
formations birationnelles cubiques, description qui sspsur des considérations de géométrie
énumérative (nombre de points d’indétermination, conéiian de courbes contractées). Au
Chapitre 6 nous proposons une liste de formes normales agaispn gauche-droite pres, la
connexité apparaissant en dernier lieu comme sous-pradsttechniques utilisées sont pour
la plupart classiques : topologie du complément de cedaioerbes planes, contraction des
zéros du déterminant jacobien etc. Malheureusement degté 8 on ne dispose pas de critere
de birationnalité analogue a celui utilisé en degré 2 comatkeste I'exemple suivant : i est

la transformation(xgx; : XoX3 : X2x), le lieu d’annulation de detjakcest bien contracté alors
que f n'est pas inversible. Toutefois iest birationnelle, la courbe detjae= 0 est contractée
par f et ceci s’avére dans bon nombre de cas intéressant a explbites montrons qu’en
degré 3 les configurations possibles de courbes contrambéésertaines unions de droites et
coniques schématisées par les figures suivantes :
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{1} {2} {3} {4}

{5}

{6} {7} {8} {9} {10}
N J/_\

{11} {12} {13} {14} {15}

Le tableau suivant donne la classification des transfoomstbirationnelles cubiques a
conjugaison g.d. pres :



(X0X3 + 33 1 X1 %3 1 X3)
(%X X3xq 1 X3)
(0% 1 X3+ XoX1 X2 1 X3)
(%8%2 X3+ + XoXa X2 : XoX3)
(%2 - 31 +3 2 x05)
(XoXaX2 : X1%3 1 X5 — x3x1)
(% X%, : XoX1X2)
(x3(x1 — X2) : XoXa (X1 — X2)  X2Xp)
(x8x2 : XoXaX : X2 (X0 — X2))
(XoXaX2 1 X8X : X0 (X2 — XoX2))
(8 3% 1 (X0 — X1)X1%a)
(R (%0 —x1) : XoXa (¥ — X1) : XoXxe +3)
(XoX2(Xo +X1) : X1 Xz (X0 +X1) : X0X2)
(X0 (X0 +X1) (X1 +X2) X1 (X0 +X1) (X1 +X2)  XoX1X2)
(Xo(X0 + X1+ X2) (X0 -+ X1) : X1 (X0 + X1 + X2) (X0 -+ X1)  XoX1X2)
(X0 (G +> +yXoxe) : X0 (%G + 3 +yXox1) : XoXuxe), Y2 # 4
(XoXa(Xo +X1) 1 XaX2(Xo +X1) : XoX1 (X0 — X1))
(X0 (3G X +YXoX1 + Y XoXo +X1X2) : X0 (XG + X5 + YXoX1 + Y- XoXe + X1Xe) : XoX1X2)
(xa (X0 —x1) (X0 +X2)  Xo(Xo — X1) (X2 — X1) X1 X2(X0 +X1))
(X0 +x1%2) 1 3 : X1 (3 + X1%2))
(8% : Xo(XoX2 +X2) 1 X1 (XoXo +X2))
(X0(3 +XoX2) X1 (& + XoX2)  XoX1%2)
(X032 +XoX2) 1 X1 (X2 + XoX2) : XoX2)
(%0 (%@ +x1x2) : X1 (@ -+ X1X2) : X0X3)
(Xo(XoX1 +XoX2 + X1%2) © X1(XoX1 + XoX2 + X1X2) : XoX1X2)
(X0 (X8 + X1 X2 + XoX2) © X1.(X8 + X1 X2 + XoX2) © XoX1X2)
(X0 (X3 + XoX1 -+ X1X2) : X1 (X3 + XoX1 + X1X2) : XoX1X2)
(0 (G +x1%2) 1 X1 (4G + XaX2) : XoX1 (X0 — X1))
(X0 (2 + yXoX1 + X1 X2 + XoX2) © X1 (X2 + YXoX1 + X1Xp + X0X2) 1 XoX1 %), Y # O, 1
(X0 (X3 + X2 + yXoX1 + XoX2) 1 X1 (X8 + X2 + YXoX1 +XoXe) : XoX1X2), Y2 # 4,
(Xo(X + X1 X2+ XoX2) : X1 (X + X1 X2 + XoXz) : XoX1 (X0 — X))
(X0 (X3 -+ X2 + yXoXy + BX0Xz -+ X1 X2) : X1 (X +XE + YXoX1 + BXoXz + X1X2) 1 XoXaXz), Y2 # 4, 8 # Yu

{1}
{2}
{2}
{2}
{2}
{2}
{3}
{3}
3}
{3}
{4}
{4}
{5}
{5}
{5}
{6}
{7}
{7}
{7}
{8}
{9}
{10}
{10}
{10}
{11}
{11}
{12}
{12}
{13}
{14}
{14}
{15}

{1}
{2}
{2}
{2}
{2}
{8}
{3}
{10}
{10}
{10}
{4}
{4}
{5}
{12}
{12}
{6}
{7}
{14}
{14}
{2}
{9}
{3}
{3}
{3}
{11}
{11}
{5}
{5}
{13}
{7}
{7}
{15}

13
15
15
14
15
14
15
15
15
15
15
16
16
16
16
15
16
16
16
14
15
15
15
15
16
16
16
16
16
16
16
16

1 parametre

1 parametre

1 parametre
1 parametre

2 parametreg
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Pour chacun des modeéles on a mentionné la configuration desesocontractées de la trans-
formation (deuxieme colonne), la configuration des coudmgractées de son inverse (troi-
siéme colonne), la dimension de son orbite sous I'actiorclyendroite (quatrieme colonne)
et les paramétres quand il y en a (cinquiéme colonne) ; conous ke verrons plus tard les
parameétres ne sont pas tout a fait des invariants complets.

Notons que toute transformation birationnelle cubiqueesinjugaison dynamique prés du
type Af ou A désigne un élément de PgIC) et f un élément de la liste évoquée ci-dessus.
Cette classification permettra d’affirmer que I'élément régi&gue » présente la derniére confi-
guration et d'établir que I’espacéirg des transformations birationnelles purement de degré 3
est de dimension 18\ conjugaison gauche-droite prés les éléments qui présielateonfigu-
ration génériqug 15} forment une famille & deux paramétres : alors qu’en degré 2 itrois
orbites gauche-droite, ici il y en a une infinité.

A l'aide des modéles du tableau précédent on obtient queclanaigosition de NETHER de
tout élément de I'espace Bides transformations birationnelles de degré inférieurgal & 3
fait intervenir au plus huit fois l'involution de REMONA.

On note que toutes les configurations de dégénérescencefiar&a{15} n’apparaissent
pas. En degré 2 il y a déja un phénoméne analogue : la confiuids trois droites concou-
rantes n’est pas réalisée comme ensemble exceptionn@ ttanmsformation birationnelle qua-
dratique.

Notons 2" 'ensemble des transformations birationnelles puremehiguies de configura-
tion {15}. Nous établissons que I'adhérence ordinaire2delansBir; estBirs. Nous montrons
quel°3ir3 est irréductible (en fait rationnellement connexe) ; partemalors que Bir est lisse
et irréductible nous verrons qu'il n’en est pas de méme paur\BI dansP?® ~ Rat.

En utilisant la « correspondance feuilletages-transftiona birationnelles » on obtient qu’'un
élément générique de Bipossede 5 points fixes, tous de multiplicitéel 5 points d'indéter-
mination, 1 de multiplicité dles autres de multiplicité. De plus toute transformation biration-
nelle cubique générique est déterminée par la position $1& peints fixes et de ses 5 points
d’'indétermination affectés de leur multiplicité. Certgalculs un peu pénibles et répétitifs ont
été mis dans I'’Appendice A.

Yy et Yo =
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Le rapporteur a fait un énorme travail de lecture et de ctiaes, nous I'en remercions
chaleureusement.

A l'attention du lecteur.—

Aprés la lecture du rapporteur, nous avons supprimé etkuouaci certaines preuves qui
apparaissent maintenant sous forme d’'exercices ; ellédggpgonibles dans la deuxiéme ver-
sionarXiv de ce texte.

La lecture du Chapitre 2 n'est pas nécessaire pour celleldgstes qui suivent.

A la fin de pratiquement tous les chapitres nous avons mewgigoelques problémes, cer-
tains nous ont été suggérés par le rapporteur.






CHAPITRE 1

TRANSFORMATIONS RATIONNELLES ET
BIRATIONNELLES QUADRATIQUES

1.1. Quelques définitions et notations

Nous généralisons et précisons les notations présentéssl'tiaroduction. On désigne
par Rag le projectivisé de I'espace des triplets de polyndmes h@meg de degré& en 3
variables :

Rat = P{(fo, f1, f2) | fi € C[x0,X1,%2]k}.

Le degréd’un élémentf = (fp: f1: f2) de Rat est le degré de§.

A un élémentf = (fo: f1: fo) de Rag on associe la transformation rationnelle
L

pgcd fo, f1, f2)

Soit f un élément de Rgton dit quef = (fo : f1 : f2) estpurement de degré si les f;
n'ont pas de facteur commun. L'ensemble des éléments puteteedegrék est noté|°?at<.
Alors que Rat s'identifie & un espace projectif, I’espaé:at( en est un ouvert de ARISKI.
Un élément de Rat Io?at( s’écrit Yg = (Wgo : Wos : Wgp) ou g appartient & un certain Rat
avecl < k, et est un polyndme homogéne de de@gré I. On note Rat I'ensemble des

transformations rationnelles @& dans lui-méme : c’est I'uniovU Rai. C'est aussi la limite
k>1

f* = 5(f0: f]_ . fz),

injective des Rgtavec
Raf = {f*| f € Rak}.
Remarquons que si I'élémefitde Rat est purement de degkéalors f s'identifie af*. Ceci
signifie que 'application
Rai — Rag

est injective. Dans la suite lorsqu’il n'y aura aucune aratiggon utilisera donc la notatioh
aussi bien pour les éléments de Rgue pour ceux de RatDe méme nous dirons abusivement
gu’un élément de Rak est » une transformation rationnelle.

L’espace Rat contient le groupe des transformations biraélles deP?, encore appelé
groupe deCREMONA, que I'on note BifP?). Il est parfois plus commode de travailler dans les
espaces Ratjue dans les RatAussi nous désignons par Bit Raj I'ensemble des transfor-
mationsf de Rat telles quef® soit inversible et paloBirk C Birg 'ensemble des transformations
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birationnelles qui sont purement de delgrén pose
Birg = {f*|f € Birx}
Le groupe de EEMONA s’identifie alors aU I°3irk. On constate quéirl ~ PGLg(C) est le
k>1

groupe des automorphismeséfe; visiblementBir; ~ Bir} = Bir;. Lespace Rats'identifie &
P8 etRat, est le projectivisé des matrices de rang supérieur ou égal & 2

Dans ce mémoire nous allons décrire les espaceseBBir, pour des petits entiers, préci-
sément pouk = 2 etk = 3. Par exemple pouk = 2 l'inclusion Bir, C Bir; est stricte. En effet
si A est un élément de PGLC) et/ une forme linéaire/A est dans Bif mais pas danBir».

Un point propre a la dimension 2 est le suivant. Soitn élément ddBiry, alors son in-
versef 1 est aussi darBiry, c’est-a-diref et f ~1 ont méme degré algébriqueocfr Remarque
6.3). Soitx C (Rak)? le sous-ensemble algébrique défini par

x ={(f,0) € Rak x Ra| f o g soit proportionnel & ie= (Xo : X1 : X2) }
alors I'image de la projection
pri: X — Rag, (f,g)— f

est algébrique. Cette image est constituée de I'adhérenibeaoe Biry, de Bir,. L'ensemble
I°3irk est un ouvert de ZriskI deBirg, pas nécessairement dense car, comme nous le verrons
pourk = 3, Birg n’est pas en général irréductible (notons qu'’il 'est peur 2, Chapitre 1). Un
argument classique de projection montre ﬁne( est lui aussi algébrique et ceci pour tdut
Tout ceci sera précisé dans la suite tout du moins en degités. 2 e

Sur I'espace Ratil y a deux actions naturelles. La premiére est I'action defG) par
conjugaison dynamique

PGLs(C) x Rak — Rat, (A,Q) — AQA™?

et la seconde I'action statique que nous appellerons ptatfjugaison gauche-droitég.d.)
de (PGLs(C))?:

PGLs(C) x Rai x PGLs(C) — Ra, (A,Q,B) — AQB 1.

Notons que les ensemblgﬁp, Biry et I°3irk sont invariants sous ces deux actions. Nous allons
plus loin nous intéresser a quelques orbites de ces actionsite d’'un élément) de Rag sous
I'action de PGI3(C) par conjugaison dynamique (resp. sous l'action g.d.) esten@yyn(Q)
(resp.0ga.(Q)). o

Considérond = (fp: f1: f2) dansBirk. Nous notons Ind (ou Indf*®) le lieu d’indétermina-
tion de f, c’est le lieu d'annulation des polyndmdés Les points de Ind sont lespoints d'in-
déterminationde f. L'ensemble Exd (ou Excf®) désignerd’ensemble exceptionnetie f,
i.e.'ensemble desourbes contractéepar f; c’est « 'image » paf ! de Indf ~*. On dit que
f éclateles points de Ind et contracteles courbes de Exc

Exemples 1.1 — Soito la transformation de REMONA définie par

P2 -—5 P2, (X0 @ X1 1 X2) > (X1X2 : XoX2 & X0X1).
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Notons ques est une involution dont le lieu d'indétermination et I'endde exceptionnel sont :
Indo={(1:0:0),(0:1:0), (0:0:1)}, Exco = {Xo =0, x; = 0, X, = 0}.

L'élémentp = (XoX1 : X3 : X1 %) de Bir(P2) a deux points d’indétermination qui sait: 1 : 0)
et(1:0:0); les droites contractées paont pour équatiox, = 0, resp.x; = 0.
SoitT la transformation définie par3 : XXy : X2 — XoX2); on a

Indt={(0:0:1)}, Exct = {Xp = 0}.

Remarquons que ett sont aussi des involutions.

Deux élémentd et g de Bir(P?) sontbirationnellement conjugués'il existe une transfor-
mation birationnellen telle quef = hgh*. Les trois éléments, p ett sont birationnellement
conjugués a des involutions de P£C); on peut facilement trouver les conjugantes qui sont
d’ailleurs dans47].

1.2. Transformations rationnelles quadratiques

Soit C[x, X1, %]y I'ensemble des polynémes homogénes de degténsC3. Considérons
I'application rationnelle detjac définie par

detjac: Rat --» P(C[xo,x1,X2]3) ~ { courbes de degré 8  [Q] --» [detjacQ = 0].

Remarque 1.2 — L'application detjac n’est pas définie pour les applmasi[Q] telles que
detjadQ = 0; une telle application est a conjugaison g.d. prés du type

(Qo:Q1:0) ou bien (X3 X2 1 XoXq).
En effet soitQ une transformation rationnelle quadratique telle quead€j= 0; notonsQ;
les composantes dg.
2 2 | 2
Supposons quég soit de rang maximal, par exemply = W; on peut alors se rame-
ner a

Q1 = axoXz + bxoxa + a1.(X1,%2), Q2 = CxoXa + G2 (X1,X%2)

les g; désignant des éléments @¥x;,xz]2. Un calcul montre que le coefficient dé dans
detjadQ est—ac; nous sommes donc dans I'une des situations suivantes :

a#0,¢c=0; a=0,c#£0; a=c=0.
Sia+# 0 etc= 0 'égalité detja® = 0 entraineQ, = 0. Lorsquea = 0 etc ~ 0 on a, a partir
de detja® = 0, I'égalité bQ, = Q,. Enfin lorsquea et c sont nuls detja® = 0 implique que :
e ou biengy =0d'ouQ, =0;
e ou bienb = 0 etq; et g, sontC-colinéaires, par suit®; etQ, sontC-colinéaires.
Le cas ouQ n'est pas de rang maximum se traite de la méme facon.

Proposition 1.3 — L’application detjacest surjective.
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Démonstration — Le déterminant jacobien de l'involution deREMONA s’annule sur I'union
de trois droites en position générale.

SoitQ la transformation rationnelle définie pa : X2 : (Xo — X1)X2). La courbe donnée par
detjadQ = [xoxl(xo —X1) = O] est I'union de trois droites concourantes.

Le déterminant jacobien de(resp.1) est I'union d'une droite double et d’'une droite simple
(resp. une droite triple).

On remarque que

. 1 a 14+a 1
detjac<—ax% +3: — X%+ Tx% — fo : xox1> = [X§x2 = Xo(Xo — X2) (X0 — 0%2) ]
de sorte que I'on atteint toutes les cubiques ayant une faormeale de VEIERSTRASS
Posong := (XoX1 : XoX2 : x% +X1X2); alors detja® = [xo(xg —X1X2) = 0] est I'union d’'une
conique et d'une droite en position générale.
Ensuite pour la transformatid@ définie par

(32 2 X8+ 2X0X2 : X3 + XoX1 + X1%2)
on a detja® = [x1(2x(2,—x1x2) = 0] qui est I'union d’'une conique et d’'une droite tangente a
cette conique.
ConsidéronsE I'espace vectoriel des matricesx3 dont les coefficients sont des formes
linéaires ;E est de dimension 2%50it F le sous-espace linéaire @&eformé des matrices ja-

cobiennes d’applications rationnelles quadratiques eomarque que dif = 18 Soit det le
morphisme algébrique défini par :

det: E — C[xo,X1,%2]3, A detA.

D’aprés ce qui précede I'image de det contient toutes le&jaab planes sauf éventuellement
la cubique cuspidale. Considérons la matrice

X 0 x
A= X% % 0 |;
0 X X
ce n'est pas la matrice jacobienne d’une transformatiaomaglle quadratique mais

detA = X3+ xp38.

L'application det est donc surjective ; en particulier sbsgfs sont non vides et donc de dimen-
sion au moins 27 10 = 17. PuisqueF est de dimension 18 & de dimension 27 la fibre de
detr au dessus de toute cubique plane est de dimension stridt@wsitive ; en particulier la
cubigue cuspidale est atteinte par detjac

Ainsi on obtient a conjugaison pres toutes les cubiquesepldPour conclure il suffit de faire
agir 'action gauche-droite. O

1.3. Critére de birationnalité

Nous allons donner une présentation de la classificatiorirdesformations birationnelles
guadratiques qui repose sur des arguments s’appuyantstemarques élémentaires. Notons
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que la Proposition 1.5 qui suit n'est pas un énoncé origimair (par exemple 1], Proposi-
tion 3.5.3.); le point de vue abordé ici est toutefois déféirdu point de vue classique.

Soientg une transformation rationnelle gtun polynébme homogéne en trois variables. On
dit queg contracte si l'image parg de la courbgy = 0] \ Indg est un ensemble fini.

Soit f : C3— C3une application polynomiale homogéne de degrén notefI les compo-
santes de et on suppose que pg(dd fa, f2) = 1. Lespoints critiquesde f sont les zéros de
detjacf ils forment I ensembler(f) Soit f = f*: P? --» P? I'application rationnelle induite
par fir hypothése pgcdfo, fl, fz) = 1 impligue quef est dominante. On désigne encore par
c(f) radhérence du lieu critique de la restriction @& P2\ Ind f; siv > 2 cet ensemble est
une courbe algébrique propre. Un calcul local élémentaoatra quec (f) est exactement le
projectivisé de (f).

Remarque 1.4 — En général une transformation rationnelle ne contraatedetjad (c'est
par exemple le cas podr= (X3 : X2 : x3)).

Proposition 1.5 — Soit f une transformation birationnelle d& dans lui-méme detjac f
est contracté par f

Démonstration — Nous allons raisonner par I'absurde. Soitine composante irréductible
de c(f). Supposons quE ne soit pas contractée péralors f (I \ Ind f) est une courbé&’.
On se donne un point générigoedeI"; enm, la transformationf est holomorphel est lisse
et fr est une submersion du gerrfig, del" enm surl'fm oum = f(m). A conjugaison par
des difffomorphismes locaux a la source et au but prés, ansppposer quen=m = 0 et
quel m=TI", = (x¢ =0). Le théoreme de la fonction inverse assure qu’on peut se iEmaen
voisinage de0a

f(x0,0) = (x0,0);
dit autrement il exist@;, g, deux fonctions holomorphes telles que

f (X0,X1) = (Xo + X101 (X0, X1), X192(X0, X1)) .
Toujours par inversion locale on peut supposer §0@,x;) = (xo x1W(Xo, xl)). Puisque

, 0
detjacf = Y(xo,x1) "‘Xla_w(XOaXl)
X1
doit s'annuler sux; = 0 on ay(xp,0) = 0. Il en résulte quef s’écrit

(X0, X2 (X0, X1)), aveck > 2, (x0,0) #0.

Quitte a se placer en un point voisin de 0 gur= 0, on peut supposer qug0,0) est non
nul de sorte qu'a conjugaison locale a la source et au but e de la forme(xo,x'{). Or
une application birationnelle est génériquement localernerersible ce qui n'est pas le cas
pour (o, x¥) lorsquek > 2. O

Si A, B sont deux éléments de PEIC) et Q = AoB (resp.Q = ApB, resp.Q = AtB), alors
detjadQ est I'union de trois droites en position générale (resmitin d'une droite double
et d’'une droite simple, resp. une droite triple). Nous alolonner un critére qui permet de
déterminer si une transformation quadratique rationrestebirationnelle.
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Théoréeme 1.6 — Soit Q une transformation rationnelle purement quadratigon dégénérée
(i.e. detjadQ # 0). Supposons que Q contraatietjadQ; alors detjadQ est I'union de trois
droites(non concourantes lorsqu’elles sont distingtes Q est birationnelle.
De plus :
e sidetjadQ est I'union de trois droites en position générale, Q estjaiéalence g.d. pres,
l'involution de CREMONA g;
e sidetjadQ est I'union d’une droite double et d'une droite simple, Qnuide, a conjugai-
son g.d. prés, aveg;
e enfin sidetjadQ est une droite triple, Q appartient@g 4 (1).

Corollaire 1.7. — Une transformation rationnelle quadratique @& dans lui-méme appar-
tient a0gq.(0) si et seulement si elle admet trois points d'indétermirmatio

Remarque 1.8 — Un élémentQ de Bir(IP?) contracte detja@ et ne contracte pas d'autre
courbe. On peut se demander si le critére de birationnalitdrdtoréme 1.6 est encore va-
lable en degré strictement supérieur a 2; la réponse estOmona.dés le degré 3 des exemples
d’élément qui contractent det jd@ mais ne sont pas birationnels comme I'atteste la transfor-
mation (X3xy : Xo%5 : X2%z). Remarquons que si ce critére de birationnalité était valabltout
degré, il impliquerait la conjecture du jacobien de facamspmu moins triviale. Rappelons ici
gue la conjecture jacobienne est satisfaite en toute dimepar les applications polynomiales
de degré 2\oir [3]). On trouve d’ailleurs ici et Ia dans ce qui suit des techeigélémentaires
utilisées pour établir ce fait.

Remarque 1.9 — Nous ignorons si un critére analogue a celui donné danséeéme 1.6
existe en dimension quelconqueB?[ devrait permettre de s’en assurer en dimension 3

Démonstration du Théoréme 1.6- Montrons que detja@ est I'union de trois droites.

Supposons detjag irréductible. EcrivonQ sous la formeQp : Q1 : Q). A composition a
gauche pres on peut supposer que dédjast contracté surl : 0 : 0); alors detja® divise Q,
etQs: impossible.

De la méme facon si det j&&= Lq avecL linéaire etq quadratique non dégénérée, on
peut se ramener aq = 0 est contracté syl : 0 : 0); alorsQ s’écrit (01 : q: aq) et donc est
dégénérée.

Ainsi detjadQ est le produit de trois formes linéaires.

Etudions le cas ol, & conjugaison prés, defjacXox1x2. Si les droitesxg = 0 etx; =0
sont contractées sur un méme point, disdns0 : 0), alorsQ est de la forméq : XoX1 : 0XoX1)
qui est dégénérée. Les droites= 0, x; = 0 etx, = 0 sont donc contractées sur trois points
distincts. Un calcul direct montre qu’ils ne peuvent étigrads. On se raméne au casxgi=0
(resp.xy = 0, resp.x; = 0) est contractée sy : 0: 0) (resp.(0:1:0), resp.(0:0:1); on
constate alors gu® est l'involution de GREMONA a conjugaison pres.

Considérons I'éventualité ou detj@ca deux branchezy = 0 etx, = 0. D’aprés ce que
I'on vient de vaoir, les droiteg = 0 etx, = 0 sont contractées sur deux points distincts, par
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exemple(1:0:0) et(0:1:0). LatransformatiorQ s’écrit donc, a équivalence g.d. pres,

Q = (xz(0xy + Px2) : Xo(YXo + OX1) : XoX2).
Pour que detja@ ait deux branches il faut qued = 0. Un calcul direct montre qué est
birationnelle dés quBd — ay # 0 et en fait g.d. équivalentem

On s’intéresse au cas ou det{@e= xg On peut supposer que = 0 est contractée sur
(1:0:0); alorsQ = (q: X2f1 : X2f2) ou q désigne une forme quadratique et fesles formes
linéaires.

e Si(Xo,/1,0>) est un systéme de coordonnées, on peut écrire a conjugaison p

Q= (q: XX : X1%2), =3¢ +bx + 0 + dxoxa.

Le calcul explicite de detja@ conduit aa=b =d = 0, i.e. ou bienQ est dégénérée, ou
bienQ représente une transformation linéaire, toutes chosdgemsxc
e Supposons quéxz, /1, ¢2) ne soit pas un systéme de coordonnées,

Elzax2+£(xo,x1), 52:bX2—|—8£(X0,X1).

Notons quée n’étant pas identiguement nulle (sinQrserait dégénérée), on peut se rame-
ner & = Xo. A équivalence g.d. pré® est de la forméq : xoxz : X3). Un calcul explicite

conduit & detjaQ = —23 22 ; par suitegd est divisible pax, autrement dit est du type

X3 + BxoXz + YXg + Bx1%. Toujours & équivalence g.d. prés, on obtiént .

Pour finir abordons la possibilité : detf@c= xoX1 (X0 — X1). Comme on I'a vu les droites
Xo = 0 etx; = 0 sont contractées sur deux points distincts que I'on vacsgpétrg1: 0 : 0)
et(0:1:0). Il s’en suit que

Q= (x1(axo + bxy + C%) : Xo(0Xo + BX1 + YX2) : XoX1)
aveca, b, ¢, a, 3,y € C. On constate que I'image de la drokg= x; parQ est
((a+b)xo+Cx : (0 +B)Xo+YX2 : X0);
c’est un point si et seulementeety sont nuls auquel cad ne dépend pas de. O
Posons

33:= 044.(0), 32:= 0g44.(p), >ti= 0g4.(1).

Considérons une transformation birationnelle représepaéQ = ¢({y : {1 : {2) ou/ et les;
désignent des formes linéaires, lg¢sétant indépendantes. La droife= 0 est une « droite
contractée apparente » ; en effet 'action@lsurP? est évidemment celle de 'automorphisme
(€0 : ¢1: £2) deP?. On noteraz® 'ensemble de ces transformations :

50— {€(o: t1:02) |2, ¢ formes linéaires, le§ étant indépendantgs
Les éléments dE° seront abusivement appelés linéaires ; en fait c’est Imbse
(20 ={f*|fe2%
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qui s’'identifie & PGE(C). On az® = Og.d. (xo(xo DX xz)) : & conjugaison gauche-droite prés
un élément de la formeA s’écrit XA’ puisxgid. Cette approche permet de voir les dégénéres-
cences de transformations quadratiques sur des apptisdin@aires.

Un automorphisme polynomial d&? est appel@utomorphisme deHENON s'il s’écrit (a
conjugaison affine prés)

(x1,P(x1) — 0Xo), P e Clx],degP >2,6cC".

D’apreés le Théoréme 1.6 le prolongemerft’de tout automorphisme degiNoN quadratique
appartient &1.
Remarquons qu’un élément Blecomptei points d’'indétermination étcourbes contractées.
Un élément d&' ne peut étre linéairement conjugué a un élémeritidm) j + i; par contre
il peut I'étre birationnellement : on a par exemple signacpdemment que les involutioos
p ett sont dynamiguement conjuguées a des involutions de;RGLToutefois des arguments
que nous développerons au Chapitre 3 montrent qu’un élégeéerdrique d&', pouri > 1,
n'est pas birationnellement conjugué a une transformadingaire.

Corollaire 1.10 — On a
Bir, = s1Us2Us3, Bir, = s0ustus?uss.
Remarques 1.11— i. Une décomposition de (diTHERdep est :
(X2 =X : X — X0 : X1)O(X1 + X2 : X2 1 X0)O(Xo + X2 : X1 — X2 & X2)
gu'il faudrait en toute Iégitimité écrire
P* = ((Xo— X1 1 X1 — X0 1 X1)O(X1+ X2 Xp 1 X0)T(Xo+ Xp : X — X2 1 X2) ) .

On retrouve donc le fait classique suivant déja énoncé dah4l][: pour toute transforma-
tion birationnelle quadratiqu® ayant deux points d’'indétermination il existg ¢, et/3 dans
PGLs(C) tels queQ = ¢10¢,0¢3. En particulier la détermination des transformations liresa
¢ telle quec/o soit quadratique mérite attentiomofr Chapitre 4).

ii. La transformatiort = (x% D XoX1 : xf — XoX2), qui S’écrit auss¥10¢,0(30(40¢5 avec

1= (Xa—X0: 2% — X0 : X2 — X1+ X0), lo = (Xo+%2: %0 X1),
l3=(—X1: X0 +% — 31 Xo), la=(Xo+X2: X0 : X1),
ls = (X1 — X0 —2X0+X2 1 2% — X1),

est dans>!. Il s’en suit que tout élément dE® est de la formel10(,0¢30¢40(5 avec /;
dans PGL(C) (voir [64, 1)). La réciproque est fausse au sens ou tout élément du type

510'520'630%40'55

n‘appartient pas a%; génériquement (sur le choix dé3 un tel élément est de degré.16
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1.4. Relations et transformations birationnelles, secondritére de birationnalité

SoitQ = (Qo : Q1 : Q2) une transformation rationnelle d&; on appellerelation linéaire
deQ tout tripletL = (Lo, L;,L7) de formes linéaires satisfaisant

LoQo+L1Q1+L2Q2 =0.

On note RLQ) le C-espace vectoriel des relations linéairesd©n observe que la dimen-
sion €Q) de RL(Q) est invariante sous I'action gauche-droite. Rappelonédaltat classique
suivant :

Proposition 1.12([94]). — Soient {,..., f, des germes de fonctions holomorphes a I'origine
deC"tels que{fy = ... = f, =0} = {0}. Alors le 0 (C",0)-module des relations

R(f):={a=(a,...,ay) € 0(C",0)|as f1 +... + anf, = 0}
j—1

est engendré par les relations trivialeg + (0,...,0, f;,0,...,0,—f;,0,...,0).
H-,_/
i—1
Une conséquence de cet énoncé est la suivante :

Proposition 1.13 — Soit f= (fo: f; : f,) un endomorphisme de?, c’est-a-dire f satisfait
{fo= f1 = f, =0} = {0}. Sidegf > 2, alorsRL(f) = {0}.

Désormais nous considérons plus particuliérement lesfoemations quadratiques pures.

1.4.1. Calculs explicites d’espaces de relations linéage— Nous allons calculer RIQ)
pour quelque$) typiques.

Nous commencons par I'involution deREMONA o. Visiblement RL(o) est engendré par
les relationg —Xp, X1, 0) et (xp, 0, —x2). On a donc é0) = 2; on remarque que Rb) s’identifie
naturellement (on représente lepar des matrices 8 3 a coefficients dan€) a I'algébre de
LIE commutative des matrices diagonales de trace nulle. Nafoasi I'on tordo par conju-
gaison diagonaléd,e. on considérery = (toX1Xe : 01XpX2 : O2XpX1), alors RL(0y) s'identifie &
I'algébre des matrices diagonales

Bo O O
0 B O
0 0 B

telles quengBo + 011 + aB, = 0. L'invariance g.d. de I'entier e nous permet d’affirmer que
pour tout élémen® dansz® on a €Q) = 2.

Nous considérons maintenant la transformapibde >2 définie par
P/ = (XX : XgXo — XoX2 © —X3).
Un calcul élémentaire montre que
RL(p') = {(axo+ Bxe, 0xq, (0 + B)X2) | (a1, B) € C2}.
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Ainsi e(p') = 2 et RL(p’) s'identifie a I'algébre de I commutative de dimension 2 des ma-
trices de ®RDAN du type

a B 0
0 a 0
0 0 a+P

Comme précédemment pour tout élém@rde =2 on a Q) = 2.
Nous choisissons daixs I'élémentt’ défini part’ = (X3 : —x1Xz : X2 — XoX2). On vérifie que
RL(T') = {(axo-+ By, 01 + Bz, 0%2) | (a1, B) € C?}.

Ici encore €1') =2 et RU(T') s’identifie a I'algébre de lE commutative constituée des matrices
de DRDAN de la forme :

Cette correspondance entre les orbiteg8e>? et 3! et les différents types d’algébres de
Lie abéliennes de dimension 2 des matrices33a coefficients dan€ s’avere pour le moins
curieuse, mais peut-étre seulement anecdotique.

Passons maintenant au calcul de l'invariant e pour uneftranation dex°. Considérons par
exemple l'application identité représentée dang Barr idh = (¢Xo : £x1 : £X2) oul est une forme
linéaire non triviale. On constate que Rdly) est indépendant du choix dest est engendré par
(X1, —X%0,0), (2,0, —Xo) et (0,x2, —x1). Il en résulte que @d,) = 3 et que RLid,) s’identifie &
I'algébre de LE simple de dimension 3 des matrices 3 antisymétriques. Evidemment@)
vaut 3 pour tout élémer de>°.

Nous avons établi la :

Proposition 1.14 — Soit Q une transformation birationnelle quadratique. Alor
e Q appartient a0 si et seulement s(Q) = 3;
e Q est purement quadratique si et seulene@) = 2.

Comme on I'a vu il y a dans I'adhérence de BitansP'’ des éléments dégénér@spour
lesquels les espaces RY) se calculent aisément. En voici quelques uns :

RL(X : x§ : 0) = {(0,0,¢)| ¢ forme linéaire
est de dimension 3 et c’est encore une algébrelde L
RL(%§ : X2 : XoX1) = { (0xq, Bxo, —0X0 — Bxa) | (a1, B) € C?}

est de dimension.2
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1.4.2. Critére de birationnalité. — Remarquons que § est birationnelle purement quadra-
tique, RL(Q) contient un élémerit qui, vu comme endomorphisme @¢, est inversible. Ce
n'est plus le cas pour les transformatid@sie =% les éléments de RIQ) sont alors tous non
inversibles.

Lemme 1.15 — Soit Q un élément dRab tel quee(Q) = 2. SiRL(Q) contient un élément
inversible, Q appartient &1 U>?U 8,

Démonstration — Soit{L = (Lo,L1,L2), L' = (L§,L],L5)} une base de RIQ); on peut sup-
poser que. etL’ sont inversibles. Considérons la transformation quaglratf = (fo: f1: f2),
dite déterminantielle, définie pdr=LAL’:

fo Lalh— Lol
fi | = | Lalh— Lol
f, LoL; — LiLj

Commencons par quelques remarques :

i. Supposons qué soit identiguement nulle. Commnieest inversible L’ est un multiple

deL ce qui contredit le fait que RIQ), de dimension 2soit engendré pdr etL’.

ii. SiQ n’est pas purement quadratiquéQe est minoré par 3Ceci se constate au cas par

cas en utilisant le fait qu@ est a équivalence g.d. prés de I'un des types suivants :
— (0x0,0xq,0X2), ¢ désignant une forme linéaire ;
— (£x0,0x1,0), ¢ étant une forme linéaire ;
- (9,0,0) avecq forme quadratique.

D’aprési. en un point génériqum les vecteurd (m) etL’'(m) sont indépendants.e. f est
non identiquement nulle et satisfdit Q = 0. D’aprésii. on a codinQ~1(0) > 2; la Proposition
1.13 assure qu@~1(0) ne peut se réduire 0} de sorte qu&—*(0) est constitué d’'un nombre
fini de droites. En particulief) satisfait la propriété de division dee RHAM-SAITO ([88]),
i.e. il existe h danso(C3) tel que f s'écrive hQ. Pour des raisons d’homogénéhiéest une
constante non nulle et on peut supposer Que L AL’. Les zéros d& (qui correspondent en
coordonnées homogenes aux points d'indétermination)es@utement les pointsou L etL’
sont colinéaires ; dit autrement ce sont les directionsresogel ~1L'. Il y a évidemment trois
possibilités :

e L1’ a trois directions propres non colinéaires ;

e L~!L’' compte deux directions propres non colinéaires ;

e L1’ posséde une unique direction propre.

Dans la premiére éventuali€@ a trois points d’'indétermination et est donc birationnetie
fait dans>3. Dans les autres cas pour établir la birationnalité on peppeser a équivalence
g.d. prés que. = id; il suffit alors d’examiner les différents types derRDAN pourL’. Ainsi
dans le second cas il y a deux points d’'indéterminati@n,Q appartient &2. Enfin dans la
derniére possibilitéQ compte un unique point d’'indéterminatio®:est un élément de. O

Inversementonale :
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Lemme 1.16 — Soit Q un élément dB!’ représentant une transformation rationnelle telle
quee(Q) = 2. Supposons que les élémentRI€Q) soient non inversibles. Alors Q coincide,
a conjugaison gauche-droite prés, au@g : X2 : Xox1 ); en particulier Q appartient &8ir».

Démonstration — On procede comme dans le lemme précédent. La transfam@tiest
nécessairement purement quadratique en particulieQditf0) < 1. Soit {L,L'} une base
de RLQ).

Montrons quef := L AL’ ne peut étre identiguement nul. Raisonnons par I'absuiideeSt
nul, 'argument de division dee RHAM-SAITO ([88]) impose quel et L’ s’annulent sur un
hyperplan de sorte que

L =/(a,b,c), L'=/7(@@,b,c)

ou/, ¢' désignent des formes linéaires(atb, c), (&,b/,c') des éléments d&3; ceci implique
queQ n’est pas purement quadratique : contradiction. Ainsi centlans la démonstration du
Lemme 1.150n &AL’ # 0 et on peut supposer q@es’écritL AL’. Notons que chaque élément
de RL(Q) est, par 'argument précédent, précisément de rarfgn2particulier kefL —tL’)
est, pour tout dansC, une droitep; dépendant holomorphiquement eOn observe que
chaquen, appartient 8—1(0); il s’en suit quen; est constant dt, L’ ont méme noyau, disons
C(0,0,1). Par conseéquert est du type

(Qo(X0,x1) : Qu(X0,X1) : Q2(X0,X1))-

SilesQ; forment une base des formes quadratiques en deux vari@idssg.d. conjugué @(3 :
X2 : XoX1) comme annoncé. SindD est, toujours a conjugaison g.d. prés, du tyQe: Q1 : 0);
mais pour une telle transformation dim ) > 3 ce qui, par hypothéese, est impossible]

Lemme 1.17 — Soit Q une transformation rationnelle quadratiquee8p) > 3, alors Q ap-
partient aBiro.

Démonstration — Supposons qu'il existe etL’ dans RLQ) tels queL AL’ #£0. SiLA L’
s’annulait sur un ensemble de codimensiomldrs, d’apreés§g], la dimension de R[Q) se-
rait 2 ce qui n'est pas le cas. Par suite L’ est divisible par une forme linéaire ou une forme
guadratique. Dans la premiere éventualitést du type f ou/ désigne une forme linéaire &t
un endomorphisme d&?; visiblementQ est dan®ir,. Dans le second ca3 est & conjugaison
prés de I'un des types suivants

(G +Xox1:0:0), (XX, : 0 0), (:0:0)
qui sont tous dan8ir, : ils sont de la formeAa, Ap ou At lorsqueA « dégénére » sur un

élément non inversible.

Supposons que pour tout choix deet L’ dans RLQ) on aitL AL = 0. Tout élément
de RL(Q) est de rang 1 sinon on aurait@ = 1. En particulier il existe(a,b,c) dansC? tel
que

RL(Q) = {(axo+Bx1+yx)(a,b,c)|(a,B,y) € C}
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etQ est dégénérée ; on peut d'ailleurs se ramener, a équivadedcpres, a

Q= (Qo(X0,X1,%2) : Q1(X0,X1,%2) : 0).

Montrons qu’un tel élément est daB&». On peut supposer qu@ est purement quadratique.
Les formes normales des couplédy, Q1) sont données par la classification des pinceaux de
coniques que I'on trouve par exemple da68][ A équivalence g.d. prés on se raméne aux
modeles suivants :

(X1X2 + XoX2 -+ XoX1 © OXg Xz + BXoXa + YXoX1 : 0), (X5 : XoX1 : 0),
(X3 2 XoX1 + %5 : 0), (X3 + X2 = XoX1 + %5 : 0).

Visiblement(xi X2 + XoX2 + XoX1 : 0X1X2 + BXoX2 4 YXoX1 : 0) est une dégénérescence de trans-
formations de typeAo; elle est donc danBir,. De méme les transformatiorﬁx% : XoX1 @ 0)
et (x§ : Xox1 + %5 : 0) le sont aussi en considérant des transformations du AgpeAt avec
detA = 0. Pour montrer quéx3 + X2 : XX, + %3 : 0) est dans I'adhérence de Bion procéde
comme suit. Les 2 formes quadratiques ci-dessus s'anmsileadtanément sur quatre droites
en position générale plus précisément sur :

Vect(i,1,e¥™4),  Vect(i,1,—e¥V4),  Vect(—i,1,™%),  Vect(—i,1,—€™V4).

Par conjugaison a droite prés on peut ramener trois de c#eslem position standard :
Vect(1,0,0), Vect(0,1,0), Vect(0,0,1).

Aprés cette modificatiorix3 + X2 : xox1 + X5 : 0) est du typeAa, la derniére ligne dé\ étant
nulle. La transformatior(x3 + x5 : XoX1 + X3 : 0) est donc une dégénérescence d’un élément
dez3. O

On obtient finalement le :

Théoréeme 1.18— Soit Q une transformation rationnelle quadratique.
Sie(Q) > 2, alors Q appartient &Bir».
Si Q est non dégénéréeen)) = 2, alors Q appartient Z1UZ?U 3.

1.4.3. Paramétrisation de I'adhérence d8ir,. — En fait en suivant les raisonnements pré-
cédentsonale:

Théoréme 1.19— Soit Q un élément déirz; il existe L et ' deux formes linéaires telles
gue Q= L AL’. Inversement une transformation non dégénérée du typk’lest dansBir».
Les éléments deir, sont donc exactement les applications quadratiques «mdtantielles ».

Ceci permet d’'obtenir de nouvedir, comme l'adhérence de I'image d’'un morphisme
('ancienne étanfA, B) — AoB). Plus précisément introduisons les notations suivantes :

L = (a0Xo + box1 + CoXa : @1X0 + b1X1 + C1X2 © @xXo + baXy + Cox2),
L' = (aioXo -+ BoX1 + YoXz 1 0110 + B1X1 + Y1 X2 | O2Xo + PoXe + Y2 X2),
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ao bo Co Qo Bo Yo
a=|a |, b=|b |, c=|ca |, a=|oa1 |, B=|B |, Y=|Wn |,
a [ C2 a B2 Y2

Q = (ApXg + Box¢ -+ Cox3 + DoxaX2 + EgXoXz + Foxox : Avxg + Bx +Cix3
+ D1xaXe + EqXoXo + FiXoXa : Agxg -+ BoxZ + Cox -+ DoXa Xz + ExXoXe + FoXoxa),

Ag Bo G Do Eo F
A=| A |, B=|B |, C=|C |, D=|D1 |, E=|E |, F=|F |.
A2 Bz C2 D2 E2 FZ

L'égalité Q = L AL’ s’exprime alors comme suit

A=aAnaq, B=bAB, C=cAy,
D=DbAy+cAB, E=aAy+cAaq, F=anB+bAa

ce qui, comme annoncé, permet de paramdnercomme I'adhérence de I'image d’'un mor-
phisme rationnel.

Considérons la matricel a 10 lignes et 9 colonnes définie par

Ay O 0 AFL O 0 A O O
0 Bb O 0 B 0O 0 B, O
0 0C O 0 C 0 0 G
Bb b 0 B, R 0 B, R, O
M(Q) = Fo A, 0 FF A, 0 K A, O
Co 0 Eb GG 0 E; C 0 E
Eb 0 Ay Ef 0 AL E, 0 A
0 C Do 0 C, D 0 C, Dy
0 Dp B 0 D; B 0 D, B

Do Ep Fo D1 B2 F D2 B2 k

Remarquons que § = L AL, les vecteurs

t(a07 a17 a27 bOa bla b27 CO; C17 CZ) et t(a07 a17 a27 [307 Bla [327 V07 V17 V2)

sont dans le noyau dd(Q). Le Théoréme 1.19 s’énonce en partie comme suit :

Proposition 1.20 — Soit Q une transformation rationnelle quadratique non d&gée. Alors Q
appartient aBir, si et seulement si rg fQ) < 7.

Cette proposition est trés pratique pour tester des exangffectifs, en particulier avec
Maple, puisqu'il s’agit de décider de I'annulation de certaindypémes a l'inverse du Théo-
réme 1.6 qui lui demande un calcul de racines de polynémes.
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1.5. Quelques orbites sous I'action gauche-droite

Comme on I'a vu précédemment, Baipparait comme une union finie de g.d. orbites. Ceci
n'en fait pas pour autant un sous-ensemble algébrique fderi@at. Par exemple la trans-
formation « constante $x;x, : 0 : 0) est dans I'adhérence dg 4.(0) mais pas dans Bir Par
contre 'ensembl®ir, peut étre vu comme un sous-ensemble algébriqu'§eeci peut étre
déduit par exemple du Théoréme 1.19 et d’arguments éléimentde géométrie algébrique.
Pour préciser la nature de Binous allons essayer d’étudier quelques propriétés du Kefeui
tage » induit par l'action g.d. suP!’; pour cela on commence par s'intéresser a quelques
orbites spéciales.

Au méme titre qu® le déterminant jacobien des transformations rationnelles

(X %2 1 x3) et (% : % + XoXo : X3)
s’annule sur trois droites en position générale.
Proposition 1.21 — Les orbites deg = (xiX2 : XoX2 : XoX1) et (xg : X2 : x3) sont de dimen-

sion 14, I'orbite de (x5 : X2 + Xox2 : X3) est de dimensiof5.

Démonstration — Calculons le groupe d'isotropie g% : X2 : x3) : soientA, B dans Sk(C)
etn dansC* tels que
AGG X5 G)B =N ).
NotonsB; les composantes d& a partir de
detjacA(x3 : X2 : x3)B = detjaa) (X3 : X2 : x3)
on obtientB; BBz = n3xox1x2. Comme(x3 : X2 : x3) commute aux permutations, la composante
neutre du groupe d’isotropie est formée d’éléméAtd8) diagonaux. Posons

X X
A= <L11Xo DXyl m—;) , B:.= (cxlxo D 0oXy ! F&) .
L'égalité A(X3 : X2 : x5)B = n(x3 : X2 : x3) entraine :
ulai =n, U-ZGg =n, 1= Hluzdidgl’].

Il en résulte quen® = 1, i.e. & indice fini prés) vaut 1 ety0? = 103 = 1. Ainsi le groupe
d'isotropie de(x3 : X2 : x3) est de dimension 2 donc dioy g (X3 : X3 : X3) = 14.
Par ailleurs soienA, C dans Sk(C) etn dansC* tels que
AGG 4+ XoX2 - X3 1 X3) = N(XE + XXz : X3 1 X3)C.
Un calcul montre qu’on est nécessairement dans I'une desisihs suivantes :

I
™
w
I
=

4 2
A= (nBzxo noxy : n¥x2> , C= (axo LBy %x2> et nd

4 2
A= (nﬁzxo Noxy : r]%m) ., C= (axz By %xo> et n=p:=1

Le groupe d'isotropie déx? + Xox; : X3 : x3) est donc de dimension 1; on en déduit que
dimog g, (X2 + XoXp : X5 : X3) = 15.
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Bien sdr on peut calculer de la méme facon le groupe d’is@rdp g, mais nous aurons
besoin plus loin de I'espace tangenbgy () enao :

To0gd.(0) = {(8%¢ 4 agxg + asXox1 + asXoXz + eX1Xz : b1 -+ beX3 + baxoxq + bsXoxa + bex1Xz -
CIXG + C2XE + CaXoX1 + CsXoXe + CeXaXz) | @i, by, G € C}.

On constate ainsi que;Dgq.(0) est de codimension 3 et I'orbite deest de dimension 14
]
Remarque 1.22— PosonsQp = (X3 : X2 : x3) et Qq := (X3 : X3 + XoXz : X3). Poure # 0 la
transformation
. oy - X2 - L2 \2 )
Qe = (Xo:X: =2 Q1(Xo 1 X1 1 €X2) = (X5 : X{ + €XoX2 & X5)
est g.d. conjuguée@;; lorsquee tend vers Qcette transformatiok, tend versQy. Puisque la
dimension du groupe d’isotropie @@ est strictement inférieure a celle du groupe d’isotropie

deQo, on a0gd. (Qo) < 0gd. (Q1).

1.5.1. Orbites génériques et feuilletage par les orbites. —€e qui suit est dans I'esprit de
[62] en particulier ce qui concerne la classification des caupianes de degré 3
Soit ¢ une courbe de degré 3 possédant une forme normaleElERSTRASS:
X =X(%0—1)(Xx— N).
On sait que :

e ( est une courbe elliptique lisse si et seulememt gi{0, 1, o} ;
e sin=0oun =1, alorsc est une cubique a point double ;
e enfin si «n =« », ¢ est I'union de trois droites concourantes.

Notonsj l'invariant des courbes elliptiquesdir [62] pour plus de détails) :

, (n®—n+1)3
=256——"———.
Considérons I'action de PGLC) surP® = P(C|xo, X1, X2]3) donnée par
PGL3(C) x P® — P9, (9,P) — PogL.

Elle définit un feuilletagé? .# surP® dont une intégrale premiére rationnelle est induite
par j (extension dg le long des orbites) et notéle L'égalité detjacdQB ! = (detjadQ) o B!
assure la compatibilité de cette action avec I'action gidRap.

Remarquons qu@) = j(0) = j(1) = c. Un point générique dé () est une cubique a
point double ; cette feuille est de dimension maximale 8e&grbupe d’isotropie d’'une cubique

1. Nous n'utiliserons pas vraiment la théorie des feuifjeta En premiére approximation le lecteur peut penser
que le feuilletage” estla donnée d'une relation d’équivalence dont les claapgelées feuilles, sont ici les orbites
de I'action considérée. Une intégrale premiére est unetifitmglobalement non constante mais constante sur les
orbites. On reviendra sur cette notion au Chapitre 3. Leslegdntéressé par une approche plus précise pourra se
référer a 0, 2.
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a point double est fini. Par conséquent la restrictiod dax courbes elliptiques et cubiques a
point double prend toutes les valeurs ; il en résulte djdéc) \ Sing.Z, ot SingZ (2 désigne

le lieu singulier de#, est, pour tout, I'orbite d'une courbe elliptique lisse ou d’une cubique
a point double. Les autres configurations de courbes sotémmoes dans Sing .

Proposition 1.23 — Une orbite générique pour I'action gauche-droite @b ~ P!’ est de
dimensionl6. En particulier I'action gauche-droite induit un feuillegje # de codimensiorl
surPY’ d’'intégrale premiére & det jac

Démonstration — Soit Q dans Rat tel que ¢ = detjadQ soit générique (I'existence d'une
telle transformation est assurée par la Proposition 1.8culbns le groupe d’isotropie dg;
soientA, B dans Sl(C) etn dansC* tels queAQB = nQ. Cette égalité conduit a

(detjadQ) o B~! = ndetjacQ.

La courbec est donc invariante pd; puisqu’elle est génériqu® appartient a un groupe fini.
A indice fini prés on & = B = id; le groupe d’isotropie d& est donc fini. O

1.5.2. Lieu singulier. — Nous allons préciser la nature du lieu singulierdeD’aprés la
démonstration de la Proposition 1.21 I'ensemble paranptréapplication

W= Pstu: C33(St,U) > (XX + S : XoXz + X4 : XoXq + W)
est transverse a l'orbite deenc. On constate que
detjaap = (24 8stu)Xox1 X2 — 255 — 206 — 2ux3.

En particulier detjag est une submersion €i®,0,0); le point (0,0,0) correspond & et
l'image de detjad est une transversale & I'orbite g x, dansP®. L'union de trois droites en
position générale est limite d'une des configurations sués: courbe elliptique lisse, cubique
a point double ou union d'une droite et d’une conigue en fsigénérale. Rappelons que
les orbites des courbes elliptiques ou des cubiques nosiatdisses de dimension 8 donc ne
sont pas contenues dans le lieu singulietdBecelle d’une conique et d’'une droite en position
générale est de dimensionEnh fait I'image de detjag s'identifie a la sous-variété paramétrée
par

0= dseu: C33 (St,u) — XXX + % + 036 +ug
qui est une transversale a I'orbite xigi x> endo o0 = XoX1X2. Pour les parametrés, t,u) dans
C3\ {(0,0,0)} satisfaisans =t et u = 275 la cubiqueds;, a deux composantes ; il en est
de méme lorsqu’on fait une permutation circulaire @it,u). Notons qu’une cubique formée
d’une conique et d’'une droite en position générale est damgs si bien que le lieu singulier
de.Z dansP® au pointxgxix, a trois branches locales de dimensio.@ courbexgx;x, étant

2. Soitmun point deP?; enmil existe un germe de 1-forme3, (unique & facteur multiplicatif prés) définis-
santF enm. Ceci signifie que I'espace tangent a la feuillefdenm est le noyau de la forme linéai#y,. Lorsque
ce noyau est de codimension 1 le paiméest régulier, sinom est singulier et la forme s’annule em L'ensemble
Sing.Z est I'union des points singuliers ; c’est un sous-ensermigkbeique de codimension 2 @,
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a l'intersection de ces trois branches on en déduit queiltodeXxpxi %o, et en fait I'adhérence
de cette orbite, est contenue dans le lieu singulier de.%ing

On note SingZ le lieu singulier du feuilletage? deP!’ introduit dans la Proposition 1.23 ;
I'ensemble SingSing’ désigne I'ensemble des points singuliers de I'ensemblébaigue
SingZ. Commey est submersive ef®, 0,0) on obtient ques, et doncz3, est dans Sing Sing.
Nous verrons plus loin que I'adhérence fedansP!’ est aussBir,. On obtient le :

Théoréeme 1.24— L'adhérence deBir, est une composante irréductible 8ang SingZ.
On peut mener des calculs identiques en les éléments
Qo= (X3 : %2 : x3) et Q1 = (G + X% 138 1 %8)
pour lesquels on a detj&l = detjadjl = 8xpX1X2. Comme on I'a dit I'orbite deﬁl est de
dimension 15; de plus det jac est de rang deux dans une traakveQ;. On en déduit, comme
précédemment, que I'orbite @@ est contenue dans Siggjet pour des raisons de dimension
son adhérence est exactement une branche deZSiAmsi :

Proposition 1.25 — L'adhérence degq (X3 +X1X2 : X5 : X3) est une branchg du lieu singu-
lier SingZ.

Remarque 1.26— Un calcul explicite montre que dans une transversalg, &(Qo) en Qo
I'application detjac est équivalente a I'applicati(st, u) — (tu,su st), i.e. a I'application in-
duisanta!

Posons

Qui= (& +xxe X8 :x3), Q=0 % +xx1), Q= (X xX§+ XX X3);
voici le modéle local d& enQp dans une section 3-plane :

0ga.(Q))

0ga.(Q)
Qo

Og.d. (61)

Si T désigne l'orbite degxixz sous I'action de PGJ(C), alors on note au passage que
est une composante de deré(:T) qui est donc de dimension 1Remarquons aussi que
Og.d. (Ql) Ogd. (Q’) etO0g4. (Q”) sont en fait égales, Ie’sl, Q’ etQ” étant échangées par per-
mutation de coordonnées. Nous les avons distinguées earaglparaissent de fagon naturelle
localement erf)y au travers des déformations Qg :

(X5 +tx1X2 - X5 2 X3), (X5 X2 +txoXa : X3), (X5 X2 2 X5 + tXoX1 ).
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Eno on a la description suivante dans une section 3-plane :

les trois branches locales faisant partie de I'image réqipe par detjac de I'adhérence de
I'orbite d’'une conique et d’une droite en position générale

1.5.3. Orbites spéciales. —On a vu précédemment qug q (o), c'est-a-direZ3, est de di-
mension 14 Nous I'avons obtenu par un calcul d'espace tangent. On pedi d faire en
explicitant le groupe d'isotropie de noté Isots. Ce calcul peut s’avérer intéressant dans la
mesure ou il donne des exemples de relations dans le group®El@ONA. En effet soient
(A,B) dans Sk(C) x SL3(C) tels queAo = oB; alors(A,B) appartient a :

<<<§:X_§:GBX2>7 <GX0:[3X1:&(—ZB)),yGXy6‘GJBGC*>

ou.% = {id, (X0 :X2:X1), (X2:X1:%0), (X1 :1%X0:X2), (X1:X%2:X%0), (X2:X0: xl)}. Ceciimplique
que dimlsot = 2.

1.5.3.1. Orbite dp. —

Proposition 1.27 — La dimension d&? = 044 (p) est13.

Démonstration — Calculons Isap sous l'action g.d.i.e. cherchonsA etC dans Sk(C) tels
queAp = npC oun désigne un complexe non nul. Rappelons que

Indp=1{(0:1:0,(1:0:0};

la relationAp = npC assure qu€ laisse Ing invariant. Or les points d’indétermination ge
ne sont pas de méme nature au sens ol ils n’ont pas la mémeapliitdt». Il en résulte qu€
fixe (0:1:0) et(1:0:0); par suiteC est de la forme

(ax0+bx:cx +dx : ex)
avecace# 0. Un calcul conduit a
A= (Nydxo+NPdX; : NO*Xy - NAdXy), C = (yXo+ PXz : X1 : OXp)
oun®a?d = ayd = 1. La dimension du groupe d'isotropie est donc 3 O
Le calcul de Isop assure qu’on a les relations suivantes :

(YOXo + BdX : X1 : OX2)p = P(YXo + BX2 : OX1 : X2), y,0cC*, BeC.



42 CHAPITRE 1. TRANSFORMATIONS RATIONNELLES ET BIRATIONNELES QUADRATIQUES

1.5.3.2. Orbite da. — Calculons le groupe d’isotropie de= (x% D XoXq x% — XoX2). Rap-
pelons que le lieu d’'indétermination deest réduit & (0: 0: 1)}; la relationAt = n1C, ou
n désigne un élément dé* et A, C deux éléments de SIC), assure qu€ laisse(0:0: 1)
invariant. Par suit€ est de la forme

(a0Xo + boxq 1 a1Xo + b1x1 : @xXo + boXg + CoXo)
aveccy(aghy — aibg) # 0. Un calcul élémentaire conduit &

A= (Ne®xo : Ne(B—a +€)xo+Naexy : N(E(B+d—a—y—g) —2ap+ 2a+ B?)xo
+n(ag+ ey +2ap — a?)xg + naxy),

a a a
C= (sxo (B+e—a)Xo+0OXy: (B—a+2€+y—6—g)xo+ (a—y—g) X1+ EXZ)

ot a? =n33a = 1. Par suite dimIsot = 4. On en déduit la :

Proposition 1.28 — La dimension d&? est12.

D’aprés ce qui précéde on a les relations suivantas=: 1B lorsque

oe 0 Be a B O
A= | ey+2aB a? (e3+P?) |, B=|0 ¢ 0
0 0 g2 y & aje

avecB,y,0€C,a,eec C*.

1.5.3.3. Orbite deg(xp: X1 : X2). —
Proposition 1.29 — La dimension d&° = Og.d. (Xo(Xo : X1 : X2)) est10.

Démonstration — On peut calculer le groupe d’isotropie xigxo : X1 : X2) mais on peut aussi
calculer T x,x:x) Ogd. (Xo(Xo : X1 : X2)); cet espace tangent est précisément

{ (011G + 0aXoX1 + Oi5XoX © P1XG + B2XE + BaXoXe + PsXoXz + BeXaXe :
YL X5+ BeX5 + VaXoXa + Vs XoXo + BaxaXe) | i, By, i € C
qui est de codimension 7 dans I'espace des triplets de fogoedratiques. O

1.5.3.4. Orbites danBir; \ Bir,. — (voir [63], tome 2 page 304)

Soit f une transformation dBir, \ Bir; il existe une suite de transformations birationnelles
quadratiqueg f;); dont f est la limite. On peut d'ailleurs, comme nous le verrons darro-
position 1.30, choisir le§ dansz3. Montrons par I'absurde que detjfe= 0; supposons donc
gue detjad # 0. Les f; contractent det jaf; = 0 qui est I'union de trois droites (Théoreme 1.6) ;
par continuitéf contracte donc trois droites qui sont nécessairemenhdiet et concourantes
sinonf serait birationnelle. En reprenant la démonstration dwiémée 1.6 on en déduit gue
s’écrit & équivalence g.d. prég : X2 : xox;) d’oll detjacf = 0 : contradiction.

Puisque detja€ = 0, on sait d'apres la Remarque 1.2 gliest, a équivalence g.d. prés, de
la forme (Qo : Q1 : 0) ou du type(x3 : X : Xox1). En déformant les transformations du type
(resp.Ap, resp.At), ol A désigne un automorphisme B&, on obtient des transformations du
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type Ao (resp.Ap, resp.At) avec deh = 0; les orbites de tels éléments sont dBfig \ Biry;
par exemple

Og.d. (X2(X1 1 %0 : 0)), Ogd.(Xox1(0:0: 1)), Ogd.(X2(X2 1 % : 0)),
0gd. (%3 : 0 : XoXq), 0gd.(%:0:0), Ogd. (XoX1 1 X5+ X%z : 0),
0gd.(0: x0+x1x2 X3), 0gd. (6 +%ox1: 0: 0), Ogd. (XoX1 : X3 : %3),
0gd.(0:%G ).

1.6. Conditions d’incidence ; lissité deBir, et non lissité deBir»

On se propose d’abord d’étudier les conditions d'incidezmiee less! et la lissité de Bis :
Proposition 1.30 — On a les inclusions :

5051, slc 32, 32 53,
en particulier>® est dense darBir-.
Démonstration — En composant a droite panXy : X1 : €Xp+ X2) on a
07 = (X1(eX0 +X2) : X2(EX0 + X2) © XaX2)
qui est donc poug # 0 dansogq.(0). Mais 0 est g.d. conjugué a
= (XoX1 : (X0 +X2)X2 : X1X2).

On remarque qusng)mg = (XoXg : x% : X1%2) = p; d’ou l'inclusion 22 53,

Soitge = (—&X1X2 + X2 — XoXo x(%/s_2 1 XoX1/€); poure # 0 la transformatiorge est dans?
etgo = 1. Par suitez? est inclus dang?2.

Si € est non nul, & équivalence g.d. préss'écrit (x§ : XoX1 : €2%5 + XoXz); poure = 0 on
obtientxg(Xo : X1 : X2) qui est dang?®. Il en résulte qu&® c 1. O

Récapitulons

Théoréme 1.31— Les adhérences étant prises dddis, on a :

50=50 s1=3%st 2 =3%0stuz?,
Bir, = s1Us2Us3, Bir, = 53 = 50ustus2ys®
avec
dim=° = 10, dim=! =12, dim=? =13 et dim=3 =14

Théoréme 1.32— L'ensemble des transformations birationnelles quadrsiest lisse dans
'ensemble des transformations rationnelles.
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Démonstration — Le fait que chaqué&' soit une orbite et les conditions d’incidence im-
pliquent qu'’il suffit de montrer que 'adhérence Heest lisse le long d&°.
L'espace tangent Jiy,x,x,) Z° aZ° enxo(Xo : X1 : Xz) est donné par :
{(01)G + OlaXoXy + AsXoXz : BrxG -+ B2XE + BaXoxe + BsXoXz + BexaXe |
V13§ + BeX3 + YaXoX1 + Y5 XoXz + BoXaXe) | oti, Bi, i € C 1.

L'espace vectorieb engendré par
(x2:0:0), (33:0:0), (x1%:0:0), (0:x3:0), (0:0:x3), (0:0:x3), (0:0:x1%)

est un supplémentaire dg,fx,x,)Z° dans Rat Soit f dans=>N {xo(Xo : X1 : X2) + S}, il
s’écrit
(G -+ A% + B3 -+ CxuXo : XoXy + @G © XoXz -+ O] + BXG + yXaXo).
Nécessairemerntt a trois points d’indétermination.
Supposonsa # 0; on remarque que la seconde composante d’'un point d’imdigtation

de f est nécessairement non nulle.(% : X : x2) appartient & Ind, alorsxg = —ax%/xl. On
a:

f(—ad/x1:x1:%) = (adG+AX+Bxx3+Cxxz:0: —ax +ax; + Pxpd + yxéxp)
= (P:0:Q).
Commef doit avoir trois points d’indétermination, les polyndniest Q doivent s’annuler sur
trois droites distinctes. En particuli€r divise P :
a>x4 + AXG -+ BxXox3 + Cxixa = (Mxq 4 Nxg) (— a8 + 00§ 4 Bxp3 + yxéxa).
De sorte que
(1.6.1) B=-p>—-ay, C=-Py—aa, A=—ap.

Ces trois équations définissent un graphe lisse, passahepay(Xo : X1 : X2), de codimension 3
commez3.

Si maintenanta est nul un point d’'indéterminatiofXo : X1 : X2) de f satisfaitxgx; = O.
SiXg =0 on aura

f(0:%1: %) = (A + B3 +Cxyxz : 01 X2 + BX3 + yX1X2)

etsiy=0onaf(x:0:x)= (x(2,+ Bx% 10 XoXo + Bx%). Pour quef ait un point d’indé-
termination de typéxo : 0 : x2) il faut que B = —B? et c’est en fait une équivalence. Si tel
est le casf ne possede qu’'un point d’'indétermination de ce type. Confirdeit avoir trois
points d'indétermination, deux sont de ty(f: x; : X,) et les polyndme#\é + Bx3 + CxiX; et
ax2 + BX3 + yx1%, sontC-colinéaires. On obtient les conditions

e a=0B=—p% A= —apetC= —Pysip estnonnul;

e a=B=B=Ay—aC=_0sinon.
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Onremarque que dans ce secondfcae peut avoir trois points d’indétermination. Finalement
on constate quEN {Xo(Xo : X1 : X2) + S} est contenu dans le graphe déterminé par les équa-
tions (1.6.1). Il en est de méme de I'adhéred@e) {xo(Xo : X1 : X2) + S} qui, pour des raisons

de dimension, coincide donc avec ce graphe. Par Ediiést lisse le long d&°. O

Remarque 1.33— Comme nous I'avons dit le fait que® soit lisse le long d&° implique a
cause, entre autres, des conditions d’incidencez_élﬁst lisse le long da? et>!. Nous allons
toutefois démontrer ces deux affirmations en construisesfaimilles linéaires de transforma-
tions birationnelles.

La déformationpe := p+€(0 : X2 : 0) dep compte, pouk non nul, trois points d'indétermi-
nation donc est daris®. Par aiIIeursg—E =(0 :x% : 0) n"appartient pas aaz? On retrouve ainsi
la lissité de>3 enp et par suite le long d&2.

Montrons quez3 est lisse le long d&. Soit
Ti= (XoXy : XX+ X8 1 x4 € L.
L'espace tangent;E! a 3! enT est donné par :
{ (013G + 02XG + OlaXoXy + OlsXoXo + OeXeXp © B1XG + B2XE + AsX5 + BaXoXe
+BsXoX2 + BeXaXo Y1 X + Y2 Xe + YaXoXe + (Y1 + 205)X1%2) | i, Bi, Vi € C}
Considérons le sous-espace vectdBide Rag engendré par
(x5:0:0), (XoX2:0:0), (0:0:x3), (0: 0 :%oX2), (0:0 :XoXq).

On constate que di®= 5 et T>1NS= {0}, i.e. Sest un supplémentaire de3"* dans Rat
Déterminons3N {T + S}; soit

f =T+ (x5 + PXoXz : 0 1 X3 + SXoX2 + EXX1 )

un élément d&3 N {T+ S}. On note que tout point d&? de la forme(xo : X1 : 0) ne peut pas
étre d'indétermination pouf; ainsi un point de Ind est du typeXo : —X3/%2 : %2). On a:

f(Xo: —%5/% 1 %2) = (—XgXa -+ 01X3 -+ BX0X3 1 01y + BXoX5 — EXGXG + X0).
Commef atrois points d’indétermination ; les polynémes
— XX + WG + BXoX et ¥)G + 0% — X6+ X5

s’annulent sur trois droites communes. Pour que ceci aiilliaut quey=0, d = —a ete = f3.
Il en résulte qued N {T+ S} est contenu dans le 2-plandéfini par

P = { (XoX1 + 03 + BXoXp 1 X§ + X1 Xz : —OXoXz + BXaXe +5) o, B € C 1.

Puisque dinZ® N {T+ S} =2, on aZ3N {T+ S} = 2. CommeZ! = 044 (T) on vérifie de
nouveau qué3 est lisse le long d&?.

Proposition 1.34 — L’adhérence déir, dansP!’ ~ Rab n’est pas lisse.
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Démonstration — Soit f la transformation rationnelle dégénérée définiexpéxy : x; : 0).
L'espace tangent agq. () en f est donné par

Tr0ga.(f) = {(00XG+ 03X5 + aXoXy + UsXoXz + UX1X2 © 014XE + BaXs
+011X0X1 + PsXoX2 + BeX1Xz | Y5 XoX2 + YeXaXe) | i, Bi, Vi € C}.

Un supplémentair&de T;0g4.( ) est I'espace de dimension 8 engendré par
(x3:0:0), (0:x3:0), (0:%:0), (0 :%0x1 : 0),

(0:0:x3), (0:0:x3), (0:0:x3), (0:0:x0%1).

Nous allons montrer que l'intersection eﬂé_+ S} avec=3 contient un sous-ensemble analy-
tiqgue non lisse de codimension Buiique23 est aussi de codimension 3 on constatera, en
utilisant I'action g.d., la non lissité d&3 le long de I'orbite def. Pour cela nous donnons une
condition suffisante pour qu’un élément fie+ S} soit dansz3, i.e. ait trois points d’indéter-
mination. Un élémen® de { f + S} s’écrit
(XoXo + @X : X% 4 18 + 0 + dxox : @8 + X2 + gé + hxoxy ).
Les points d'indétermination sont donnés par les trois ggpm suivantes
XoX2 + a3 =0, X1X2 + bxg + 0 + dxoxg = 0, e+ X2 +hxx =0
ce qui conduit aprés élimination dgaP; = P, =0 ou
PL= —a% + bxg + cxx + dxgx, P, = e 4 X554 + a’gx + hgxy.

Notons que si, pour certaines valeurs des paramé@yesannule sur trois droites distinctes et
divise P,, la transformatiorQ correspondante aura trois points d'indétermination &t denc
birationnelle, en fait dankS. La divisibilité deP, parP; s’exprime par

e=DbA
f =cA+dB
(1.6.2) P,=(A%+Bx)P < a’g= —aB
h=dA+bB
aA=cB
On remarque que I'ensembfedes parameétres tels que
a=0, bf—ce=0, bh—de=0

satisfait le systéme (1.6.2) (avAc= e/b etB = 0). L'ensemble\ est de codimension 3 et n’est
pas lisse, l'intersectioN’ des quadriquels f — ce= 0 etbh— de= 0 ne I'étant pas. On constate
en effet que\’ contient I'espace linéaire donné pab = e = 0 mais ne se réduit past: par
exemple I'espace défini par=c=d = e= f = h est contenu dand’ et pas dan&. Comme
codimE = codim/\’ I'ensemble/\’ n'est pas irréductible et par suite n'est pas lisse ; il en est
donc de méme pouk. Maintenant sa=b=e=0 (resppb=c=d=e=f=h=1a=0)

le polyndmeP; vautcxox2 + dxdx; (resp.xs -+ XoXs + xéx1) et s'annule génériquement sur trois



1.6. CONDITIONS D’INCIDENCE ; LISSITE DE Big ET NON LISSITE DEBIr, a7

droites distinctes. Ainsi on a construit dafi®N { f + S} un ensemble analytique non lisse de
codimension 3 O

Probléme.Comme nous I'a indiqué le rapporteur les énoncés 1.32 etsli§dérent de mener
une étude similaire pour d'autres ensembles invariantsturela » sous I'action g.d. : par
exemples ceux constitués des applications quadratiquesgié topologique 23, ...






CHAPITRE 2

GERMES DE FLOTS BIRATIONNELS QUADRATIQUES

2.1. Généralités sur les germes de flots birationnels quadigues

2.1.1. Quelques rappels utiles. —

2.1.1.1. Nceud col— SoitX un germe de champ de vecteurs holomorphe

0 0
X=A—+B—
% 0w
a singularité isolée en l'origine d€?, ce qui signifie que les zéros communsAlet B se
réduisent &0}. A un tel champ on associe un feuilletagesingulier en 0 : les feuilles de
sont ici les trajectoires d€. On noteJX(0) la matrice jacobienne d¢en 0:
xo - | %O %O
20 £
On dit que le point singulier est de tymeeud colsi I'une des valeurs propres deX(0) est
nulle et l'autre non. La théorie des formes normalé¥|j[assure que le cham} est alors
formellement conjugué & un champ rationnel du t}pe
9 Xk+1 9
Y =nxoz—+ -2

Oxg

aveck > 1, e € C, n € C*. Un calcul élémentaire montre g¥ene peut posséder d’'intégrale
premiére (formelle) méromorphe ; en particulier il en estrdame poutX.

Nous utiliserons ce fait sous la forme suivante:feuilletage algébrique d&? possédant
un point singulier de type nceud col n'a pas d'intégrale pemmrationnelle non constante.

2.1.1.2. Travaux dEANTAT et FAVRE. — Ici le lecteur se référera au travail initial tant pour
des précisons concernant le vocabulaire que les énoncéentenu de ce paragraphe n'est en
effet pas explicitement utilisé dans la suite mais en a ééuoativation.

Dans p3] CANTAT et FAVRE étudient les pairesf, 7 ) ou f est un élément de BiP?)
et 7 un feuilletage algébrique s laissé invariant paf, i.e. f*¥ = #. En coordonnées

1. On veut dire par la que dans un systeme de coordonnéeslifesiXes’écrit sous la form#.
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affines, aF est associée une 1-forme= agdxg + a; dx;; la condition f*# = # se traduit
algébriquement par la colinéarité des 1-formest f*w, i.e. WA f*w = 0. lls mentionnent en
particulier 'exemple suivant.

Exemple 2.1 — Considérons dans la carte affige= 1 la transformation birationnell& dé-
finie par

a b
f(x0.50) = (G 56, o 0| eon@:
les feuilletages invariants pdrsont associés a I'une des 1-fornteg dx, + Bxodx; ou (a, B)

Ja b
est un vecteur propre de la matri eC dl-

Soient7 un feuilletage suP? ettt: S— P2 unmodele birationneldeP? (i.e. Sest une sur-
face etrtun morphisme birationnel). On dit alors qmé&f , noté encorer par abus de langage,
est un modéle birationnel de; dans cette situation on introduit les groupes de symétries

Aut(S 7 )={f e Aut(g) | '’y =¥} et BiInS¥)={feBir(g|f'wy =m7}.

CANTAT et FavRE démontrent alors le :

Théoreme 2.2[23], Théoréme 1.2) — Soit ¥ un feuilletage sur le plan projectif complexe
tel que l'inclusionAut(S, # ) C Bir(S, # ) soit stricte pour tout modéle birationnel de. Alors
Bir(S, 7 ) possede un élément birationnel d’ordre infini et :

— soit# est une fibration rationnelle ;

— soit ¥ est birationnellement conjugué a 'Exemple 2.1 ou bien a tHe ses quotients.

Dit autrement siF désigne un feuilletage si#? non birationnellement conjugué & I'un des
exemples précédents alors ou bignest une fibration rationnelle, ou bien il y a un modéle
birationnel der pour lequel AutS, 7 ) = Bir(S, 7).

Bien que nous ne ['utiliserons pas de fagon explicite, lecfééne 2.2 nous prépare en quelque
sorte aux énoncés qui vont suivre ou I'on traite de transitions induisant des feuilletages a
« gros » groupes de symétries.

2.1.2. Propriétés des germes de flots damsr,. — On appellegerme de flodans Bip un
germe d’'application holomorphe— ¢ € Bir, satisfaisant
@ s = @4k, @ =id.

Pour abréger nous parlerons de flot, ceci sera justifié paitegéi’'un germe de flot se
globalise. Comme toujours lorsqu’il n'y aura pas d’ambiguious identifierons les notations
o etq.

L'ensemble des droites contractées par le germe d@ flotme un germe d’ensemble analy-
tique dans la Grassmanienne des droiteB4ée. dans I'espace du@?. De méme I'ensemble
des points d’indétermination dgp constitue un germe d’ensemble analytique cette fois dans
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IP2. Appelonsfamille de droites contractéesne application continue (en fait analytique) défi-
nie sur un germe de secteur ferdnéle sommet O dari§,

D A—P?
telle que pour chaquedansA la droite 9; coincide avec une droit® (t) contractée pag.
Cette définition est rendue pertinente par le théoremeuwlse®x. De méme pafamille de

points d’'indéterminationon entendra une applicatior-» m, continue définie sur un sectefyr
chaquem étant d’'indétermination poug .

Définition 1. — Soient@ un flot et ; une famille de droites contractées p@r Si D; est
indépendante de la famille est ditsmmobile sinon elle est ditenobile
On a une notion analogue pour les familles de points d'imd@étetion.

Définition 2. — Soitx un champ de vecteurs rationnel &f; on dira quex estrationnelle-
ment intégrablesi son flotg est un flot de transformations birationnelles.

Un germe de flotp dans Bip est le flot d’'un champ de vecteurs rationnellement intégrabl
= %‘““t o appelégénérateur infinitésimalde @. A ce champ est associé un feuilletage dont
les feuilles sont grosso-modo les trajectoire;de

Définitions 1L — Unefibration en droitesz de P? est la donnée d’une application linéaire
(€1 : £2): P2 —» P! ou les/; sont des formes linéaires non proportionnelles. Les fibees d
la fibration sont les droites/; + p/> = 0. Le point de basade £ est le pointm intersection
commune des droites précédentes. On parle aussindeaude droitesc passant pam, ou
du feuilletage en droites singulier au pomt

Soit f une transformation birationnelle @&. On dit que la fibration en droites estin-
variante par f si chaque droite d& est envoyée paf sur une autre chaque fois que cela a
un sens. Ceci se traduit pgh /¢2) o f =h(¢1/¢2) ouh(t) = %’ est un élément de PG(C).
Lorsqueh = id on dit quef préserve la fibrationc fibre a fibre

La donnée d’une fibration en droites se ramenant a celle diint,pge point base, elles sont
toutes équivalentes a automorphismePdgreés ; on peut prendre par exemple comme modéle
la fibrationx, = cte (donnée en carte affizg = 1). Si f préserve cette fibration, alors, dans

cette cartef s’écrit sous la forme suivante :
axo+
f(xe, %) = | f1(Xq,X
(17 2) <1( 1, 2)’VX2+6>7
La fibration est préservée fibre a fibre si et seulemeat=sid et =y =0.

ad— Py #0.

La remarque qui suit nous sera utile.

Remarque 2.3 — Soit Do C P? une droite (plus généralement une courbe quelconque) inva-
riante par le germe de fla¥, i.e. simappartient &, alors®;(m) appartient &, chaque fois

que cela a un sens. Le générateur infinitésignde ®; est tangent &g, toujours la ol cela a

un sens. En particuliepg est invariante par le feuilletage associg. &n fait on a la propriété
inverse : six est tangent &g, alorsDg est fixée parb;.
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Remarquons que gi est un feuilletage en droites @8, alors# est un pinceau de droites :
les feuilles deF sont les droites passant par le point basgrivées de ce point). La démons-
tration élémentaire est laissée@tercice ([28)).

En résulte la:

Proposition 2.4 — Si le flot®; laisse invariante une infinité de droites, i.e. ®;(Ds) = Dg
pour une infinité de droite®s, alors lesDg font partie d’un pinceau de droites. Dit autrement
@, laisse invariante une fibration en droites fibre a fibre.

Démonstration — Le champx est tangent a une infinité de droites ; ceci impligetescice)
gue le feuilletage associé)aest un feuilletage en droites. Ce feuilletage définit done un
fibration en droites qui satisfait I'énoncé. O

Proposition 2.5 — Soit@ un germe de flot darBir,. Supposons qu@ contracte une droite
mobile ; alors@, laisse une fibration en droites invariante.

Démonstration — Notons®; la droite contractée pag etm son image@ (D) = m.
i. Commencgons par montrer gue ou bianest immobile, ou bieiy laisse une fibration inva-
riante fibre a fibre. Ecrivons qug et ¢s commutent :

@ (D)) = (o (1)) = @ (my).

Comme, asfixé, ¢¢ contracte un nombre fini de courbes et gqueest mobile, génériguement
surt, asfixé, ¢5(D:) est une courbe. Si cette courbe est contractéefpan aurags (D) = Dy
(toujours parce que Exg est fini etqf) = id). Ainsi tous lesgt laissentp, invariante ;0; étant
mobile, @ laisse une infinité de droites invariantes et la Proposiidnnous donne le résultat
souhaité.

Sipy n'est pas invariante p&g, alors@g (D) n'est pas contractée p@t (toujours parce que
Excq® est fini). Il en résulte quen appartient a Ingg; la transformationg ayant un nombre
fini de points d’indéterminatiom est immaobile.

ii. Montrons que sim est immobileq® préserve une fibration en droitesy, étant immobile,
nous le notonsn. Puisquegt et@ commutent on a

(D) = (@™ (M) = ¢ (@5 (M) = ¢"(Ds)

que I'on peut réécrire sous la forng, (D) = Ds. Par suite chaquef préserve la famille
infinie de droitesp = (D).

— Supposons quer appartienne &' pourt générique ; alorsp s'écrit ATB; ol A, B
désignent des éléments de P@GL). Un calcul direct montre gqu’un ensemble de droites
dont I'image part est encore un ensemble de droites fait partie du pinceauaiesr
passant paf0 : 0 : 1). Par suite, en raisonnanttixé, on constate que la famille infi-
nie » = (Ds) fait partie d’'un certain pinceau de droites, a priori dégendiet, mais
évidemment indépendant tleCe pinceau produit la fibration invariante.
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— Si@ est dangZ?, alors, pourt génériquep est de la forme\pB; avecA;, B; des auto-
morphismes d@?. Comme précédemment on constate qu’un ensemble de droités do
I'image parp est encore un ensemble de droites est inclus dans les dexeapin aux
points d'indéterminatioril : 0: 0) et(0: 1 :0) dep. On montre la aussi que est contenu
dans un pinceau de droiteskercice).

— Lorsqueq admet trois points d'indétermination, il est du typeB;. Les droites dont
Iimage par I'involution de REMONA sont encore des droites font partie des trois pin-
ceaux de droites passant par les pojts0: 0), (0:1:0) et(0:0:1). Il sS’en suit queD
est contenue dans I'union de trois pinceaux de droites. teflaisse donc ici encore un
pinceau de droites invariané{ercice).

O

Remarque 2.6 — En fait la preuve montre que la famille de droites conéastfait partie
d’une fibration qui se trouve étre invariante par chaque éférdu flot.

Exemple 2.7 — Soit f un élément du groupe abélien

G = {(Xo(X2+ Bx1) : X1 (X2 + 0X0) : (X2 + PBx1) (X2 + 0X0) ) |1, B € C};
on a Excf = {xp =0, X2+ Pxy = 0, X+ axp = 0}. La droite mobile d’équation; + Bx; =0
(resp.x2 + 0xg = 0) est contractée sur le point immobil@: 1 : 0) (resp.(0:0: 1)). Dans la
carte affinex; = 1, un élémentf de G est du type
X
(XO( 2+B_)>X2+B> ;
X2 + 0Xg

le groupe G laisse donc la fibratiepn = cte invariante.

Dans le groupe G ci-dessus il y a beaucoup de flots par exemple :

@ = (Xo(Xe+1tx1) 1 X1 (X2 +1tX0) 1 (X2 +tX1) (X2 +1X0)).
Ce flotq contracte les deux familles mobiles +txg = 0 etx, +tx; = 0. Il laisse ainsi les
deux fibrations< /Xp et xp/x; invariantes avec permutation des fibres.

Lemme 2.8 — Soit@ un germe de flot darBir,. Un point mobile éclaté pap, I'est sur une
droite immobile.

Démonstration — Notonsm le point mobile éclaté pag® et »; la droite sur laquelle il est
éclaté. Ecrivons la commutation ggetq® :

@ (eE(m)) = @@ (M) = (D).
Puisque In@g est fini etm mobile, 'image dem par @ est un pointps pours, t génériques.
Si D¢ est mobile s (D) est en général une courbe (car kest fini) ; alors I'égalité
@ (ps) = @(D1)
assure ques est un point d’'indétermination dgf ce qui contredit le fait quef ne compte
qu’un nombre fini de points d’indétermination (noter qt’'ixé s+— ps = ®2(m) n'est pas
constant puisque pogr=t on a®;(m ) = D). O
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Exemple 2.9 — Soit G le sous-groupe abélien de @if) défini par
G = {((Xo+0%2)? : XoX1 + B¥5 : Xo(Xo + 0X%)) |0, B € C}.

Chagque transformatio(i(Xo + a1x2)? : XoX1 + BX3 : X2(Xo + aX2)) €éclate le poin(—a?: B : a)
qui est donc mobile sur la droite d’équatirg= 0 qui est fixe.

Lemme 2.10 — Soitq un germe de flot darBir». Il y a au plus une droite immobile contrac-
tée par@ .

Démonstration — Ecrivons@ sous la formegQq; : Q21 : Q1) ou lesQ;; sont des formes
quadratiques dépendant analytiquement. d@ommeg = id, les Q; o sont divisibles par une
méme forme linéaire que I'on peut supposer &re.e. on peut supposer qug est du type

(XoXz + tAL (X0, X1, X, t) 1 XaXo + tAx(X0, X1, X2, ) : X5 + tAg(X0, X1, X2,1)).

On constate en coordonnées homogeénes que lotsg0el’'unique droite contractée est = 0.
Il suffit, pour terminer, de remarquer que si une draitest contractée pour une infinité tle
elle I'est par tous legf. O

Remarques 2.11— i. On peut avoir cohabitation entre droites mobiles et draiteaobiles
contractées. Considérons le flot

@ = (XoX2 : X (tXo+X2) : X (tXo +X2));

on constate que’ contracte les droiteg = 0 (immobile) etXy+ X2 = 0 (mobile), ces dernieres
sur le point(1:0:0).

ii. On pourrait penser que le Lemme 2.10 se généralise en deglggque, a savoir qu’un
flot birationnel a au plus une courbe rationnelle immobilatactée. Il n’en est rien comme
le montre I'exemple qui suit. Soit4e un flot linéaire générique ; alorse”o est un flot de
transformations de degré 4 ayant trois droites fixes et taiggues mobiles contractées.

Définition 3. — Soit @ un flot de Bip; on dit que@ est unflot polynomial s'il existe une
carte affineC? invariante telle quqxt“(cz : C? — C? soit polynomial pour chaque

Proposition 2.12 — Soit@ un germe de flot darBir,. Si@ contracte une unique droite qui
de plus est immobileg est un germe de flot polynomial.

Démonstration — S'il s’agit d’un flot linéaire il n’y a rien a faire. On peutipposer a conju-
gaison prées que 'unigue droite contractée qagst la droite d’équatiory = 0. Pour chaqué
tel que@® soit vraiment quadratiqug® est g.d. conjugué g i.e. pour ceg le flot @ s’écrit

A(XG : XoXq 1 X5 — XoX2)By

ou A, B; désignent des éléments de P@BL) tels queB; préserve la droite d’équatiof = 0.
Par suite I'unigue point d’indétermination de

@ = A (G 1 XoXe 1 X5 — XoX2) B
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est situé sur la droite d’équatioy = 0. Ainsi les points d’indétermination et les courbes
contractées sont a l'infini dans la casig= 1 pour presque tout donc pour tout, ce qui
signifie queg’® y est polynomial. O

Le groupe AufC?] des automorphismes polynomiaux @& contient le groupe, digroupe
affine,

A = {(x0,%1) — (a1Xo + byxa + C1,82%0 + box1 + C2) | &, by, ¢ € C, agb, — agby # 0}

des automorphismes affines et le groupe des automorphiséseryant la fibratiom; = cte,
encore appelgroupe élémentaire

E={(X0,%1) — (aXo+P(x1),Bx1+Y)|a, B C*,y € C,Pe Clx]}.

Plus précisémentuNG a montré que AUC?) est le produit amalgamé de E et A le long de
leur intersection §9, 77). Le groupe des automorphismes polynomiaux a fait I'odghom-
breuses études. En particulieRIEDLAND et MILNOR (voir [53]) ont montré qu’un élémernit
de AufC?] est ou bien conjugué a un automorphisme élémentaire, oucbigagué a un au-
tomorphisme s’écrivant comme la composée d’'un nombre fitiadesformations de ENON;
dans ce dernier cas on dit qfieestde typeHENON.

La classification des groupes abéliens de transformatiohggmiales a été établie par
MoOLDAVANDSKI ([71, 79, 97). A conjugaison prés dans le groupe des automorphismgs pol
nomiaux, un tel groupe H vérifie 'une des assertions suasnt

— H est contenu dans le groupe élémentaire E ou le groupe Affine

— H=UjH; ot les H, i € N, satisfont H c Hj 1 et sont individuellement conjugués a des

sous-groupes finis de AE;

— G=Fx (f) ou f désigne un automorphisme de typénbN et F un sous-groupe fini de

l'intersection ANE.

Parmi les trois types ci-dessus seul le premier est subteepte contenir un groupe a un
paramétre, les deux derniers étant dénombrables.

Nous allons utiliser le résultat suivant qui fait partie dikfore.

Lemme 2.13 — Soit f un automorphisme polynomial de degrée C? qui ne soit pas affine.
Alors, a conjugaison affine prés,

f = (axo+P(x1),axq +b) ou f = (x1,P(x1) — ®%0);

dit autrement, f est, a conjugaison affine prés, un autonisnph élémentaire ou une transfor-
mation deHENON.

Démonstration — Posonsf := (P,Q) ou P et Q désignent des polyndmes de degré inférieur
ou égal a 2EcrivonsP (resp.Q) sous la formePy + Py + P, (resp.Qq + Q1 + Q») avecPy, Qo
constant et delg = degQ; =i pouri # 0.

Puisque le déterminant jacobien flest constant,e. dPA dQ = cte, la quantit@P, A dQ,
est nulle. Il en résulte qu® = €19 etQ, = €,q ou lesg; désignent des complexescatne forme
guadratique ; notons que lessont non tous nuls sinohserait affine. L'égalitdlPA dQ = cte
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implique alors quée,dP, — €,dQ;) Adg= 0; la forme quadratiqug et la forme linéaire non
triviale €,P; — €1Q1 ont donc les mémes niveaux. Par suite

q=¢g(e2PL—&1Q1)?, geC*.
On peut supposer que I'automorphisrhest de la forme
(Po+Py+ €154, Qo+ Qu+€2%4).

Si g5 est nul, le déterminant jacobien deétant constantQ, ne dépend que de et f est
élémentaire. Sg, est non nul, alors, & conjugaison linéaire prés (par- €1X1/€2,x1), I'au-
tomorphismef s'écrit (I50 + I51,60 + 61 + sgxf). Puisque le déterminant jacobien deest
constant, on obtient qu& = P(x;); & conjugaison linéaire préfsest alors un automorphisme
de HENON. O

Soit @ un germe de flot polynomial quadratique non affine. On chaoisé valeur du pa-
rametretp telle queq? = f soit purement quadratique. Puisque le centralisateur duto-
morphisme de type ENON dans AufC?] est dénombrable 7[l]), le Lemme 2.13 assure qu'a
conjugaison affine prég s’écrit de la fagcon suivante

f = (axo+B+x3,ax +b), aa#0.

En fait la classification de MLDAVANSKI donne aussi ce résultat mais pas de fagon directe.

Lemme 2.14 — Soit g un automorphisme quadratique commutant a I'autoimsrpe poly-
nomial

f = (axo+B+x2,ax +b), aa+ 0.

Alors g préserve la fibrationx= cte.

Démonstration — Posong) = (01,02). La commutation dg a f assure en particulier que
(2.1.1) pof=agp+b

Ecrivonsg, sous la formep + piXo -+ PoXa + PaX3 + PaXoX1 + psx2. En développant (2.1.1) on
obtient les égalités suivantes

P3=ps=(a0—a)pr=bps=p1+al@a—1)ps=0.

Commepz = ps = 0, la fibrationx; = cte est invariante paysi p1 = 0; c’est le cas sit # a.
Supposong; # 0 alorsa = aeta(a— 1) ps # 0; en particuliela# 1 etb = 0. Par suitef s’écrit
(axo + B+x2,ax ). Commea est distinct de lla transformationf est affinement conjuguée a

f = (ax +x,ax). Un calcul direct montre que gicommute af, alorsg est du type suivant
(K2 +a(1—a)ap)Xo + arxy + aXs, Ux)

et en particulier préserve la fibration = cte. O
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Proposition 2.15 — Soit@ un germe de flot polynomial quadratique. Alggdaisse un pin-
ceau de droites invariant. Le flat est affine ou, a conjugaison linéaire pres, de I'une des
formes suivantes :

(o +t(0+4),x0);
((xo + od)e/ o — cxx%,xl) ,a #0;

P1
2

t3
+X1) + =

37X1+t> ) pi S Cv

Xo +t(po+ p1X1+X1)+t2(

(%o + 203 +20%x; + axd) €/ — a (20% + 20 + X4 ) — 20t (a1 +x1)t—0(t2,x1+t> ,a#£0;

<X0+£t+ (e — ),Xle“t>78€ {0,1}, u#0;
<Xoeo(t 41 (ezm at) X eut) , 7& 2“-;

X0 4 exgte™ + 2L (e2°‘t e, xle“‘>,se{o,1},a7é0;

(xoe + X2te” xet/z)

Démonstration — On suppose non affine. D’aprés les Lemmes 2.13 et 2. @dest, a conju-
gaison affine pres, de la forme suivante :

@ = (a(t)xo+P(x1,t), W(t)xs +b(t))
ou a, peth sont holomorphes enet P(x3,t) est un polynéme du second degréxgra para-
métret. Le générateur infinitésimal = %‘“ ‘t:O est donc de la forme

9 9
X = (a0 + Po+ Paxa + IOzXE)aX0 (W3 +b)5 -

Comme on peut exclure le cas @uest affine pour tout, on suppose, = 0 et par homothétie
on se raméne @ = 1. Nous allons a conjugaison affine prés donner des formes tegma
des champg ci-dessus suivant les valeurs des paraméirgs, ... A transformation affine
prés erx; on peut supposer que la seconde composanjeedt de I'un des trois types g)’(—l,

0
MX1 3y -

— Supposons que = (0xXp + Po+ pix1 + xl) ; Si o est nul@ est donné, a conjugaison
prés par un élément du typry, x; + €), par :

@ = (Xo+t(B+X),x1).
Si a est non nul, on se raméne, a conjugaison pres par des traasions du type
(Xxo+a+bx,x1), &apo = p1 = 0. Dans ce cas le flot s'écrit :

2 O(t X2
(v e dn)
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— Supposons qug soit du type(axo + po+ p1Xa +x§)% + 6%1 ; comme précédemment on
distingue les cag nul eta non nul. Sia = 0, alors

2 3’
Lorsquea # 0 on peut de fagon analogue au cas précédent suppgsep; = 0, ce qui
conduit & intégrefaxo +4) 3% + 52-; on obtient

@ = <(XO+Q(X1))th_Q(X1)— <§+ 2X1>t—§ x1+t>

a

3
(Rz<X0+t(po+p1xl+x§)+t2(p1+x> x1—|—t>

ouQ(x) = % + 24 +

— On considére le cas ol

) )
X= (axO+po+p1xl+x1)a—+u R H 0.

Sia = 0 le champy est linéairement conjugué (a+x1) + “Xlax ; le flot d'un tel
champ est de la forme :

@ = <XO+et+ Lt _ ),xlem>.

Lorsquea est non nul et distinct da et 21, alors a conjugaison linéaire préss’écrit
(ax0 +2) 32 + W 33 et son flot est

@ = <xoe +2u (et — ey, xe'“)
9

Poura = p on constate qug est linéairement conjugué (&xg + €x1 + xf)& + 0X1 g5
avece dans{0,1} qui conduit a

@ = (xoe“t+sx teat_|_ (ezo(t ort) Xleat> )
Enfin poura = 2uil vient a conjugaison linéaire prés

@ = (xoe +x3te™ xet/2>

D’aprés les énoncés 2.5, 2.10,2.12 et2.150n ale:
Théoréme 2.16 — Un germe de flot danBir, préserve une fibration en droites.

Définition 4. — Soit@ un flot birationnel quadratique de générateur infinitésigndlne sy-
métrie forteY dex est un champ de vecteurs rationnellement intégrable deflel que :

— @ ety commutentj.e.[x,Y] =0;

— s appartient & Bir pour touts;

— X etY ne sont pa§-colinéaires.
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Soit@ un germe de flot birationnel quadratique ; par définition ant pereprésenter comme
une application holomorphe du disque de rajRdvaleurs dan®’ :

D(0,R) — Birp c P, t &
avec la conditiorps, ; = PP, = P Ps dés ques, t ets+t sont simultanément dans le disqig), R).

Lemme 2.17 — Soient § dansD(0,R) et k un entier; I'itéré k—iémeﬂ){‘o de @y, est encore
birationnel quadratique.

Démonstration — L'ensembleT c D(0,R) constitué des tels quedk soit de degré inférieur
ou égal a 2 est un ensemble algébrique du diS)@®R) (exercice). Cet ensemble contient
le disque ouverD(0,R/k) dans lequel on &y = ®f. Par suiteT = D(0,R) et Iesd){‘0 sont
quadratiques. O

Il s’en suit que pouty dansD(0,R), to fixé, Iesd){;, k € Z, forment un groupe abélien de
transformations quadratiques. On peut d'ailleurs en aédyie les transformation.'s'gb sont,
poursdans|0, 1] etk dansZ, bien définies et quadratiques ce qui permet d’introduiredeioe
des transformations quadratiquess, |s€ R}. En fait en poursuivant cet argument on constate
que les{®y, |t € D(0,R)} engendrent un groupe abélien de transformations quadeatigue
I'on peut noter{ ®; |t € C}; en ce sens notre germe de groupe a un parametre est en ffiaik glo
De sorte que, bien que Bine soit pas un groupe, les notions qui suivent sont pergésent

Soient@ un flot dans Big et x (resp. 7y) le champ (resp. feuilletage) associé. On no-

te (@) C Bir5 le groupe engendré par lgset <(pf>z son adhérence deaRiIskI dans Bip. En-
fin G(X) désigne le groupe abélien algébrique maximal contenu dﬂgs&ontenanﬁz.
Avec les notations précédentes on a le :

Théoréme 2.18— Soit@ un germe de flot darBir, de générateur infinitésima]. On a les
assertions suivantes :

i. SiG(x) est de dimensiof, alors 7y est undfibration rationnelle 2.

ii. SidimG(x) > 2, alorsx posséde une symétrie forte.

Dans les deux cagy est défini par une forme fermeée rationnelle.

Démonstration — i. Si dimG(x) = 1, alors {gf)~ est la composante neutre dé)G Ce
groupe en tant que groupe deelest isomorphe &, aC* ou encore & un tor€ /A. D’'aprés le

Théoréme 2.16 le groupr) - préserve une fibration en droites, disoms= cte. Ceci induit
un morphisme

T @Z — PGLy(C)

décrivant en particulier I'action dg sur les fibres. Si préserve la fibratiow; = cte fibre a

fibre (.e. mest triviale), alorsry = {x; = cte} et la conclusion est évidente. Sin¢gf) ne
peut étre un tore car il n'y a pas de tore complexe parmi les-gooupes de PGI(C); par

2. Delaméme fagon que nous avons défini une fibration en droite fibration rationnelle est la donnée d’une
application rationnelle : P2 --» P! telle que les fibred —1(c) soient des courbes rationnellés. paramétrées
parPL. Dans notre contexte cela signifie que les trajectoires stent contenues dans les niveauxfde
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suite 'adhérence (topologique) d >Z dansP!’ ~ Rab est une courbe rationnelle. On sait
depuis D:rRBOUX qu’un feuilletage dé@? dont toutes les feuilles sont d’adhérence des courbes
algébrigues possede une intégrale premiére rationnalleastante g8]). Dans notre cas ces
courbes sont rationnellesx{ercice) donc 7y est une fibration rationnelle.

ii. Supposons que dim(@) > 2. On peut alors trouver un germe de groupe a un parame-
tre Ys dans Gx) non inclus dansg’). SoitY le générateur infinitésimal dgs; alorsx etY
commutent et ne sont p&s-colinéaires. Pour terminer sai une 1-forme rationnelle défi-
nissant7y, i.e. ikw = 0; six etY sont génériquement indépendatts= w/iyw est fermee et
definit 7. Si ce n'est pas le ca¥,s’écritrx avecr rationnelle non constante et la commutation
impliquex(r) = O; alorsdr est fermée et définity . O

Remarque 2.19— SoitY une symétrie forte dg; le flot deY est contenu dans(®). Comme
le groupe Gy) est un groupe delk, ax + BY est encore une symétrie forte glelés que est
non nul.

En reprenant les démonstrations conduisant au Théoreredhlconstate que @) pré-
serve une fibration en droites, disaas= cte ; un élémentp = (¢, @) de GX) est donc du

type (en carte affine)
a(x1)xo+b(x1) >
X)) = | ———F—= V(X
0. ) <c(x1)xo +d(x1) 0a)
ouv appartient & PG4(C) eta, b, c etd sont des polyndmes eq. Dans la carte affing, = 1
on peut donc écrire les champ®tY sous I'une des formes

0 0 0 0
X—Xl% +X2(Xl)a—x1’ Y—Ylﬁ +Y2(X1)a—xl

avecxa(x1) = 0, 1 ouax;. Puisquex etY commutent quitte & chang® enY; — €x on peut
supposer lorsque, # 0 queY, = 0.

2.1.3. Deux résultats sur les germes de flots daB&,. — Nous présentons des généralisa-
tions des énoncés précédents dont les preuves nécesaitgattériau légérement plus sophis-
tiqué. Nous n’en ferons toutefois pas usage.

Pour un germe de flot quelconguee. dans Biy, (la définition étant la méme que pour un
flot dans Bip), le Théoréme 2.18 se généralise de la fagon suivante :

Théoréeme 2.20— Soit@ un germe de flot darir,, de générateur infinitésimgl. SoitG(x)

le groupe abélien maximal algébrique contenu dBirg et contenan@z. Ona:
— SiG(x) est de dimensiofh, alors 7y est une fibration rationnelle ou elliptique.
— SidimG(x) > 2, alors X posséde une symétrie forte.
Dans les deux casgy est défini par une forme fermée rationnelle.

Démonstration — La seconde assertion se démontre comme au Théoreme 248ldpre-
miére situation les feuilles dg, sont d’adhérence (ordinaire) algébriquesrgtpossede une
intégrale premiére rationnelle ; ses fibres sont nécessairerationnelles ou elliptiques. [
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Le Théoréme 2.16 se généralise comme suit :
Théoréeme 2.21— Tout germe de flot birationnel laisse une fibration rationa@hvariante.

Esquisse de démonstration— Soient@ un germe de flot birationnel et le feuilletage as-
socié au générateur infinitésimal ¢gg on a@¥ = 7. Les transformations de type =
(x8x0,x5xd) ne se plongent pas dans un flot; en effet le degré des Férémoit, ce qui n'est
pas, comme nous l'avons vu dans le Lemme 2.17, le cas pouénreét d'un flot. Par suite,
d'aprés le Théoréme 1.2. d2]] (rappelé au Chapitre 2, 82.1.1.2), ou bierest une fibration
rationnelle, ou bien B{iS ¥ ) = Aut(S, # ) pour un certain modéle birationnel de

Lorsque BiS 7 ) = Aut(S, # ) les@ induisent un groupe a un paramétre global (le flot du
générateur infinitésimal vu s@ d’automorphismes d8qui bien slr sont isotopes a I'identité.
Par suite ils fixent tous les diviseurs exceptionnel$S@¢ on peut donc supposer la surféte
minimale,i.e. P* x P! ouP? ou une surface de IHZEBRUCH. Un calcul élémentaire - au cas
par cas - montre qu’un flot d’automorphismes sur une surfaoémale laisse une fibration
rationnelle invariante. O

Dans la suite le$ seront la plupart du temps omis.

2.2. Classification des germes de flots birationnels quadigues

Soit @ un germe de flot dans Bird'aprés la Proposition 2.5 on sait qdg préserve une
fibration en droites. Par suitg s'écrit a conjugaison linéaire prés

[ AlXg,t)Xo + B(xy,t)
- <c<xl,t>xO+D(xl,t>’v<xl")>

avec :
— V(Xq,t) =X OUXg +1t ou éxq;
— A B, CetD sont polynomiaux en; et

deg, A<1, deg, B<2, deg, C=0,i.e. C(xs,t) =C(t), deg, D <1;
— B(x1,0) =C(x1,0) = 0 etA(x1,0) = D(x1,0), conditions qui traduisernby = id.

Le générateur infinitésimal := "a—‘{* o deq est de la forme :

2
oxg+£(X1)Xo +P(x1) 0 0
ax+b 0Xg +e0a) 0X1

ou
— a, a, b désignent des éléments @e
— ( etP des polyndmes de degré 1 et 2 respectivement ;
— a conjugaison linéaire prés et multiplication scalairéspirenormalisation du tempg),
vaut Q 1 ouxz.

Stratégie :Nous allons classifier, & automorphismes Rfeet renormalisation prés, les
champs ci-dessus et détecter parmi eux ceux qui sont ratlemrent intégrables. La démarche
est la suivante :
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— lorsque cela est possible on calcule explicitement le Hoiqtégration ;

— pour éliminer certains cas on montre gagn’a pas d'intégrale premiere rationnelle en
cherchant une singularité de type nceud-col dans un modek®obinel defy; la présence
d’'une telle singularité est évidemment une obstructioredistence d’'une intégrale pre-
miére rationnelle. On montre ensuite (en généralMaple) qu'il n'y a pas de symétrie
forte. Le Théoréme 2.18 assure alors gugest pas rationnellement intégrable ;

— une autre procédure consiste a faire dégénéfear renormalisation) sur un champ
gue I'on sait ne pas étre rationnellement intégrable.

L'approche se fait en trois étapes suivant les valeurs de

2.2.1. La seconde composante du flot est trivialé,e. ¢ = 0. — Dans ce paragraphe on
s'intéresse aux champs du type

Y&+ (X)X + P(x1) 0

ax;+b 0Xo
A conjugaison prés dans Al?) prés on se raméne aux cing familles suivantes :
0 x5 +P(x)) 0 (axg + WX+ P(x1) 0
2
= P P — = Y— = -

X = (o +P(x1)) %, X = (oxox1 + P(x1)) %

aveca, pe CetP e C[xy], degP < 2.
Nous allons dans les Remarques et Lemmes qui suivent éugdiatifférentes éventualités.

Remarque 2.22— Considérons la famill¢px + P(x1)) &; si pest non nuly est linéaire-
ment conjugué iw«wxﬁ) & dont le flot s’écrit
2
<x0em + El (¢"—-1) ,x1> .

Sipest nul, le flot de( est linéairement conjugué(&o +t(o+ xf),xl).
Tous les deux sont des flots « polynomiaux » quadratiguesongrés dans la Proposi-
tion 2.15.

Lemme 2.23 — Soit P un élément d€|x;] de degré inférieur ou égal 2 Les champs

1= 0+ Plx) . o #0
o= BP0 5 P20
X3:(C(XOX1—|—P(X1))&, aeCr

X4 = (GX1+“)>ZO+P(X1)%’ aeC, pect

ne sont pas rationnellement intégrables.
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2
Le champ ;- est rationnellement intégrable et a pour f o;%,m) .

Démonstration — La preuve se fait dans tous les cas par une intégratione@l&ine directe.
A titre d’exemple l'intégration de; se fait comme suit. On écriy = (Xo(t),x1(t)); on a
x1(t) = x; et I'’équation du flot conduit ﬂ% = x3(t) + P(x1), soit

dxo(t)
Xo(t)? +P(x1)
On écrit formellement I'équation différentielle ci-desssous la forme

=dt.

1 ( dot)  dw) >:dt
2i/P(xa) \Xo(t)+iy/Plxa) Xo(t)—iy/P(x0) '

On obtient par intégration directe :
g [ 200 +1v/PO4)
Xo(t) —iy/P(x1)
soit encore en utilisant la condition initiaf&y(0), X1 (0)) = (Xo,X1)
() +ivPX) _ Xo+ivPX) o /Fre)
X(t) —iy/P(x1)  Xo—iy/P(x)

Ce qui donne une expression explicite pewft); puisqueP est non constant le flaj est
transcendant (multivalué Bin'est pas un carré). O

) = cte— 2i/P(x)t

Les cas restants se traitent comme suit ; lordgjest constant on écrit le chanyp sous la
forme

0

2 42

—0c) —, ae C.
(06-a%) 5,

Ce champ est rationnellement intégrable ; son flot, qui ext &y, s'écrit

X0 X1 | poura =0 a(e ™+ Dxo+a’(e 20 — 1)
1_txo7 s

(et —1)xo+a(e 2t 41)
Lorsquep est nul et non nul le champ

,x1> sinon.

_ aXox+P(x) 0
X4 = T 0%

est conjugué %& dont le flot est

_i_|_eat _|_i X
oX1 X0 OX1 e

Enfin sia est nul, le flot de(4 est donné pa(xm—tm,xl) .

X1

On déduit de la Remarque 2.22 et du Lemme 2.23 la:
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Proposition 2.24 — Un flot birationnel quadratique qui préserve une fibration dmoites
fibre a fibre est, a conjugaison linéaire prées, de 'une demfes suivantes

P 2
(XO+t(a+X%),X1), <%axl>a <X0+t E()il)axl)7 (X0é1t+X_J(élt_l)xl>7

XX 1 L M(e 2+ 1)xo+ (e 2 —1)
(Xl—th’Xl) ’ ( o T (X°+ uxl) ’Xl) ’ ( (e —Ljxo e 21 1) "
ou Pe C[x],degP <2,a € C, pe C*.

2.2.2. La seconde composante du flot est une translatiore.e = 1. —
Pour ce type de flot le générateur infinitésimal a la formeasue

GX(2)+€(X1)X0+P(X1) 0 n 0

ax +b d%o | 0%
aveca dansC, ¢ affine etP polynbme de degré inférieur ou égal dlXe trouve que tous ces
champs ne sont pas rationnellement intégrables et nousisldigter ceux qui le sont. Dans

un premier temps on démontre de facon élémentaiter(cice) que ces champs font partie, a
automorphisme dB? prés, de la liste suivante :

3 0 21P(x) @ @ 3 9
(x§+P(x1))%+a—Xl, XOT%JFG—M’ (O(Xo+po+p1X1)%+a—Xl,
@o g +a, (Rl tan (POt o
WoX1+ po 0 0 Oxg 0 0 Xo+X1 0 0
orpaf 0 0 wordd 0 wend D

X1 oxo 0%’ Xy  0Xp OXq’ Xi+baxg 0xy’

Woxi+1 9 0
Xi+b 0xg 0xg’

aveca, b dansC*, p; dansC et P dansC[x;], degP < 2.

Parmi ces champs certains s'intégrent de fagon élémenizist le cas des®8'¢ 4°me et °me
qui conduisent a des flots de transformations polynomidlesis n'allons pas présenter en
détail toutes les preuves des lemmes mais en donner tautpfeiques-unes typiques.

Commencons par considérer le casyos (x(2,+ P(xl))& + a—‘)’(l Dans un premier temps
supposon® constant :

Lemme 2.25 — Le champ

0 0
2 2\ Y v
(X O()axo+0x1



2.2. CLASSIFICATION DES GERMES DE FLOTS BIRATIONNELS QUADRIQUES 65

s'intégre en :

a(e—Zat+1)XO_|_a2(e—2at_l) o it
(et _1)xo+a(e2ty1) "H )"

Démonstration — Le champ(x§ — a?);2- est conjugué viget% au champ-2axy;3- dont le
flot est e 29tx, d’oul le résultat. O

Remarque 2.26 — On peut mentionner le fait suivant. Suivant les valeussggameétres on a
: 217 A1
@=ide2°, meZl,VtelT\{O}, (pteZZ,VthIT

ce qui montre que pour une infinité de parameétres on passeXdass étant génériquement
dansz?.

Nous présentons en détail I'étude du Pason constant qui est typique.

Lemme 2.27 — Considérons le chamyp défini par
d 0 oP
2
- = P degP <2 — #£0.
X=X+ (xl))axo+axl, € Clxq], degP < e £

Le flot dex n’est pas dansir».

Démonstration — Nous allons utiliser le Théoréme 2.18.
i. Commencons par montrer qug n'admet pas d'intégrale premiere rationnelle.
PosonsP(x;) = po+ p1X1 + P2X3. Le feuilletage 7, associé & est décrit par la forme
différentielle « duale » dg
Wy = G+ Po-+ Prx1 + P2x) dxg — dxo.
Quitte & changexg en 1/xg etx; en 1/x;, on obtient :
Wy = (3% +X3(PoXs + prxa+ P2)) dxq — X{ dX.

Nous allons montrer qu’aprés un certain nombre d’éclatésngnprésente une singularité de
type noeud-col. Pour cela posons= txg; alors a facteur multiplicatif prés

0y = t(t2+ pot?3 + prtxo+ P2 — t3%3) dxo -+ Xo (1% + pot®x§ + patxo + p2) dt.

Supposong, # 0. Le 1-jet au point singulieO, —/—p2) est de la formedxo; la singularité
est de type nceud-col gt n"admet donc pas d'intégrale premiere rationnelle.
Lorsquep, = 0 la méme suite de transformations conduit a :

Wy = (X + Poxog + o) dxa — x4 dx.
On fait alors deux éclatements, plus précisément on ppsetx3, et on obtient la forme
t (2t + 2potXo + 2p1 — t53) dXo + Xo (t + PotXo + p1) dt;

on remarque qu'efixg,t) = (0,—p1) celle-ci présente une singularité de type noeud-coPcar
est non constant dorm non nul. Ainsi#y ne peut posséder d’intégrale premiere rationnelle.

ii. Pour finir montrons qu& n'a pas de symétrie forté
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D’aprés la Remarque 2.19, on peut supposer qu’uvi gécrit %;“’fé) e avecQ polynéme

de degré inférieur ou égal & 2@tD dansC?\ {(0,0)}. On remarque que les poles¥eloivent
étre invariants pax. Mais le feuilletagery ne possede pas de courbe du type- cte invariante
autre quex; = 0; ainsi(C,D) est a valeurs dang0,1), (1,0)}. Lorsque(C,D) = (1,0) (resp.
(C,D) =(0,1)) un calcul direct montre qué est nul dés qu® est non constant. O

Ensuite on étudie le champ= "% 0+ 0 an gistinguant le caB constant du caB
nsuite on étudie le champ= 224 3.4 2. istinguant le ¢ nstant du
non constant.

Lemme 2.28 — Le flot de
G-a20 0
X1 OXg O0Xp

est birationnel si et seulement 2ix est dansZ \ {0} et appartient aBir, si et seulement si
=1/4.
Lorsqueor2 1/4le flot@ s’écrit

(t+2x)%—t/2
t).
( (a2 0T

Démonstration — Sia est nul, on a

Xo
_ Xq+t
@ <1+xo(lnx1—ln(x1+t)) L )

qui n'est évidemment pas birationnel.

Sia n'est pas nul, une intégration explicite donne

_ 02 (X8 — (xq +1)2%) + o (X2 + (xq + 1)) %o it
(X% + (X +1)2) o+ (X4 — (xp +1)2) %0

d’ou I'on déduit le résultat. O
La démonstration détaillée du résultat suivant est laiasdecteur éxercice).

Lemme 2.29 — Le flot@ du champ

Xo+po+p1x1+p2x1 0 0
_|_
X1 g 0%y’

X= pi € (Cv (p17 p2) # (070)7

appartient aBir, si et seulement $ipg, p1) = (—1/4,0).
Si (po, p1) = (—1/4,0), alors @ s’écrit

(1=t 2o o 2% + 4pats + 4pp4d) o)

2 F(t) +9(t) (1 - 2x0))
avec fit) = 2,/pzcoq,/pzt) et gt) = sin(,/Pat).
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Esquisse de démonstration— On cherche d'abord sous quelles conditignesséde une sy-
métrie forte que I'on peut choisir sous la fon%%f%)& ouQdésigne un polyndme de degré 2
etC, D deux complexes non tous deux nuls. Un calcul direct monteesgi€, D) = (0, 1) alors
Po+ P1X1 + P2X2 est constant, ce que I'on a exclu. Lorsq@D) = (1,0) c’est encore un cal-
cul direct qui montre que I'existence d’'une symétrie noviate implique(po, p1) = (—1/4,0),
cas ou l'intégration du flot est explicite. Lorsqugy, p1) # (—1/4,0) on trouve quefy a une

singularité de type nceud-col apres une suite d’éclatenaeibec éxercice). O

Remarque 2.30— On remarque que
( f(t)(2txo —t 4+ 2xox1) + g(t) (1 — 2% + 4patxy + 4poX3) ‘" +t>
2(xf (1) +9(t)(1- 2%)) ’
avecf(t) = 2,/p2cog\/pzt) etg(t) = sin(,/pzt) a pour ensemble d’'indétermination
{(1:0:0,(2:0:2), (tf(t)—g(t) : 2g(t)t : —29(t)) };

notons queg s'annule pout € Z1/,/P; et, pour ces valeurs des paramétkgsgst dansz?,
sinong est dang3.

Lemme 2.31 — Le champy = (WoX1 + ) 32 + 5% h'est pas rationnellement intégrable
lorsque W est non nul.

Démonstration — Raisonnons par I'absurde : supposons que le flog deit birationnel.
Posonsf (xg,X1) := (€Xg,X1). Notons

Xe = (KXo 4—:-:0()14—i
e = (HX0X1 % | oxg
le conjugué de par f etf = f@ f~1 le flot deX.. Par le théoréme deAUCHY appliqué en
un point générique dB? lorsquee tend vers O¢f tend versgf, i.e. le flot dex, est birationnel ;

or le flot dexo S'écrit (x4t HH?/2 x, 1 t) et n’est pas birationnel. O

Cet énoncé traite aussi la famille des
X = (WoXe + Po+ Pixa + p2xe) 9,2
0%y 0Xq
oupe C*, p eC, (p1,p2) # (0,0) ; en effet un tel champ est linéairement conjugué & un champ
du type(wxox1 +a) 53 + 53 dont on sait d'aprés le Lemme 2.31 qu'il n'est pas ratioramednt
intégrable.
C’est encore cette méme méthode de dégénérescence (irerimil(Xo, £X;)) qui est utilisé

dansle:

Lemme 2.32 — Le champ
X1+ po O 0
X = HXoX1+Po O + 2
X1 0Xg O0X1
est rationnellement intégrable si et seulementgsiED, i.e. si et seulement s'il est linéaire.

Les énoncés 2.33, 2.38, 2.35 s’obtiennent par intégrafrectd exercice).
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Lemme 2.33 — Le flot de

_a 0 9
T oxg 0% 0Xq
appartient aBir; si et seulement i appartient a{—1,1} auquel cas il est donné par
XoX1 Xo
—— X1+t resp. | —(Xz+t),xg+t | .
<x1+t’ 1+>, p <x1(1+)’ 1+>
Lemme 2.34 — Le champ
_ Xo+Xxg 0 n 0
Xy OX 0Xg

n'est pas rationnellement intégrable.

Lemme 2.35 — Le flot de

g otPxatx 0 0
N X1 0Xo 0X1
appartient aBir, si et seulement sip= 0, auquel cas il vaut
t
<XO+ L2t x +t> :
X1
Dans le résultat qui suit on utilise encore un procédé derdirgécence que nous détaillons.

Lemme 2.36 — Le flot de

X1 OXg 0%
est dansBir, si et seulement si est dang—1,1}.
Sia = 1, on retrouve le cas précédent ;@i= —1 le flot dex s'écrit

tx2 +t2x x1+1t3/3
(rumonsia, )

axg+x2 a d
:L +

X1+t
Démonstration — Le champy est linéairement conjugué a

aXo+&x2 0 d

T T e o
poure # 0. CommeX, est rationnellement intégrable et dans,Biret seulement si appartient
a{-1,1} (Lemme 2.33), le champ n’est pas dans Birpoura ¢ {—1,1}. O

Lorsquea = 0 on a le résultat suivant (intégration directe) :

Lemme 2.37 — Soitx le champ

+ pixa+ pox2 0 a
Po + P1X1 + P2 19,9 b e C.
X1 0Xg 0%
Le champy est rationnellement intégrable si et seulement si=0 et dans ce cag est

linéaire.
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Lemme 2.38 — Leflot de
Woxy 0 0
T
est dan®Bir; si et seulement si b +£1, ce qui conduit aux flots :

i Xa+1/p ([ Xi+t—1/p
(Xoeu <X1+t+1/u>’xl+t>’ (Xoeu ( X1 — 1/ >’X1+t>'

Enfin nous détaillons la démonstration du dernier cas quirfg@rvenir des arguments un
peu différents.

beC*

Lemme 2.39 — Le champ
Woxy+1 0 0
T x+b O Ox
est rationnellement intégrable si et seulement sihliet dans ce cas

beC*

g/b
— _pet/by =
G ((Xo(xl-i-b)-i-b be )xl—i—b—I—t’xl—H)'

Démonstration — Poure £ 0 le champy est conjugué a
WXy +€ 0 0
 Xg+b oxg 09X
d'aprés le Lemme 2.38 le chanXg est rationnellement intégrable si et seulemetusi +1
et cette condition est nécessaire pour gle soit. Il faut donc intégrer I'équation
O%o(t) _ Hxo(t)(xa+1)+1
ot X1 +b+t

que I'on traite comme une équation linéaire avec second meen@n cherche(t) sous la
formeC(t)e"(x, +t + b)~PH (variation de la constante) ; on obtient

c') =

X1+t + b)1-bK’

, bu=+1

e Mt

Sibu=1on ale flot suivant :
it e
= x+1)+1l—-e ") —— X1+t
@ <(Xo(u1+ )+ )uxl+1+ut’ 1+>
qui est bien dans Bijr
Lorsquebu= —1 on obtient

C’(t) B e—m B efu(xl+t+b) eu(Xl+b)
(X +t+b)2 (xg+t+b)?
_ (b 1 . (—W)"(xa +t+b)"2
e 5 + z | )
(x1+b+1t)>2 xg+b+t & n!

Il s’en suit que
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_ aHOxattib) [ 4 (=" (X +t+b)"
Xo(t)=e <1 u(X1+t+b)In(x1+t+b)+rg2 (=1

) +DeM(xq +t+ D).

La condition initialexg(0) = Xp permet de calculeD; on constate alors que le flot obtenu
n'est pas birationnel (présence de In en particulier). O

2.2.3. La seconde composante du flot est une homothétie. —

_Dans cette situation le chamypa pour seconde com|_oosarmz_slaix1 avecp € C*. Dans la
suite nous supposerons gueaut 1 pour ne pas alourdir I'exposé. Nous obtenons donc une
classification a « renormalisation prés du temps » par unetisttie.

Le champy est de la forme

&G+ L(x)xo+P(xa) 9 9

X N
Ax;+B axojL 1ax1

ou P désigne un polyndme de degré inférieur ou égal aluetpolyndbme de degré 1

Quitte & faire agir une application diagon&eq, bx; ), on peut supposer qée=1 oud =0
et que(A, B) prend les valeur§0,1), (1,0) ou (1,1).

Suivant les valeurs des différents paramétres et a autdnsanps deP? prés les champs
a étudier correspondent a des flots linéaires ou polynomiapgaraissant dans la Proposi-
tion 2.15) ou sont décrits dans les lemmes qui suivent. Lesvess purement calculatoires ne
sont pas détaillées.

Lemme 2.40 — On désigne pag le champ(x3 —a?) 32-+xa1 3% Le flot dex appartient aBir,
et s'écrit

o (e 4 1)xo+a(e 2t —1) y
(e _1)xo+a(e2at+1) "t

Remarque 2.41— Le flot précédent compte génériquement deux points diémdénation
qui sont immobiles ; on constate que

Excq = {x =0,(e*" — L)xo+a(e " + 1)x, = 0}

est constitué d’'une droite fixe et d’'une droite mobile.
On note que

@ € =0, pourt dans¥ et @ € 22, sinon

Lemme 2.42 — Le flot du champ
0 0 oP
2
P — — P degP <2, — #0
(x5 + (xl))axo+xlaxl, € C[xq], degP < ’axl#

n'appartient pas aBir».
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Démonstration — On montre query N'a pas d’intégrale premiere rationnelle en montrant
que 7y a une singularité nceud-col apres un certain nombre d'éctates.

Ensuite on montre que admet une symétrie forte si et seulementpsi p1) = (—3,0) . Si
(Po, P1) = (—%,0) on peut supposer, puisqien’est pas constant, gug = 1; une intégration
explicite montre que le flot n'est pas birationnel. O

Par intégration élémentaire on obtient le :

Lemme 2.43 — Le flot de
xt—a? a 0
— + X =— acC
X1 axoJr 1axl’

appartient aBir, si et seulement i = 0; dans ce cas

XoX1 e[
= ————éx ).
@ <X1 —Xo+ € % 1>

Remarque 2.44— Le flotq = (H%%,e‘xl) vérifie :

@ =id e 2% vt € 2inZ, @ € 2, Vvt ¢ 2.
Dans le lemme qui suit on utilise un procédé de ramificaticalgun détaille.

Lemme 2.45 — Soity le champ défini par

X(2)+ Po + P1X1 + pz)(% i i |
X1 0Xo +Xlax1’ peC, (p1, P2) # (0,0).

Le flotq dex est birationnel si et seulement s § p1 = 0. Dans ce cas

_ (1000 +o) ~200a) +90) (o@D +2px1) g
(0 (a(l— o)~ 20) + 90 (20— +a))

avec
o=+/1-4py, f(t) = gl—(1+t/2), gt) = el(a=1)t/2).

Démonstration — En utilisant la Remarque 2.19 on constate guemet une symétrie forte
si et seulement spg = p; = 0. Lorsque pp = p1 = 0, l'intégration du flot est immédiate.
Supposons désormais qum, p1) # (0,0). Le feuilletagesy est décrit par la 1-forme

Wy = @+ o+ puxa + P2x) dxg —xE .

Le 1-jet au point singulief,/—pg,0) est du type nceud-col §ip est non nul ce qui interdit
I'existence d’'une intégrale premiere rationnelle. Voioiranent on procede lorsqumg = 0, i.e.
lorsque la 1-formeoy, s’écrit

(G + Paxa + p2x) dxg — X5 do.
Nous faisons d’abord une ramificatioxy, x;) — (Xo,X3) pour obtenir

2(X6+ poé + pxg) dxg — X3 dxo;
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puis nous éclatons I'origing<, x1) = (0,0) en posanky = Sx :
2(pL+ S+ poxé —sx) dxy — ¢ ds

On remarque alors puisqum est non nul qu'au points,x;) = (1/—p1,0) cette 1-forme pré-
sente une singularité de type nceud-col ce qui une fois desgiiist I'existence d’une intégrale
premiére rationnelle pouy. O

La démonstration du lemme qui suit n'a rien de particuliemjstelle montre gu'il y a des
champs de vecteurs rationnels quadratiques dont le floirabhnel mais de degré aussi grand
gue I'on veut. Nous avons déja vu un tel phénomeéne dans larg&#ration du Lemme 2.28.

Lemme 2.46 — Le flot du chamgy défini par

x5—a? a d
S tXi5
X1+ 1 0Xg 0X1

aeC,

appartient aBir» si et seulement gio? = 1.
Lorsqueda? =1,0n a
o= e(doxt+20-1)+20+1
2(8(2a+1-20)+1+20) )

Démonstration — Supposonst nul. L'équation satisfaite pag a pour solution

XO .
<1+ xo(IN(€x +1) —In(x; +1) —t) ,e‘m) ;

le champy n’est donc pas rationnellement intégrable.

Sia est non nul,
o= (—0( (Xo+0) (€% + 1) + (o — o) (xq + 1)2%e?™ 1>
(X0 — 0)(Xg + 1)20e20t — (xo+ ) (Exg + 1)2° ’
expression invariante lorsque I'on changen —a. On remarque que est birationnel si et

seulement si@ est un entier non nul ; on constate qu’il est quadratiquesg@ementsi@ =1
auquel cas il s’écrit

e (dxoxa+ 20— 1)+ 2%+ 1
2(€(2a+1-2x0) +1+2x)

Remarque 2.47 — Un calcul montre que

[ E(Boxa+20-1)+2%+1
T\ 2(8(2a+1-20)+1+20)

appartient &2 sauf lorsqué € 2iTZ ol I'on a@ = id.
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Dans la démonstration du lemme qui suit on fait appel a unrémée de linéarisation de
PoINCARE ([2]). Toutefois on pourrait se ramener a une procédure de typétsie/nceud-col
en faisant quelgues éclatements.

Lemme 2.48 — Soity le champ défini par

X3+ po+ prxa + p2xé 0 d

2 e o pi € C, (p1, p2) # (0,0).

Le flot dex appartient aBir; si et seulement $ipg, p1) = (—1/4+ p2,2py).
Si(po, p1) = (—1/44 p2,2p2) et p # 1/4, le flot dex s’écrit

sin(Bt) (¢hxy(X1 — 2Xo) + 4B2(x1 + 1) (€1 + 1)) + 2BcogBt) (€' — 1)x1 + 2(ex1 + 1)X0) oy
2(2Bcos(Bt) (x1 + 1) — sin(Bt) (2x0 — x1)) =

avecp = 4p,—1/2.
Si (po, p1, p2) = (0,1/2,1/4), on obtient

[ 2exqtxo — €3t — 4exgXg — 26 X1 — 4Xo + 2K dx
® = 2(—2X1—2+2th—tX1) el

Remarque 2.49— A priori B est défini au signe prés mais on constate que I'expression du
flot est invariante pag — —f.

Démonstration — Six a une symétrie fort¥, on peut supposer gu’elle est de la forme
Qo %) 8
Cx + D 0xg
ou Q désigne un polynéme de degré inférieur ou égal & de@x Btdes complexes non tous
deux nuls yoir Remarque 2.19). Un calcul montre que I'existence d’uiYtehplique que

(Po, P1) = (—1/4+ p2,2p2) ou (Po, p1) = (—1/4,0)

(dans ce dernier cag, est non nul). Poufpg, p1) = (—1/4+ p2,2p2) le flot s’obtient par
un calcul direct. Lorsquépo, p1) = (—1/4,0) on distingue le cap, = 1/4 du casp, # 1/4.
Pourp, = 1/4 on constate que

o= (} (2x0—x1—1)(€x1+1)In (e;)l(ljll) —2(2%0— X1 — 1)x1€" — 2%1 (€'%1 + 1) Xl)

2 (2x0—x1—1)In (%) —2X1

n'est pas birationnel. i, # 1/4, on obtient

o= (}+ﬂ(1—v>(éxl+1>V<2xO—1—xl—yxl>+<1+y><xl+1>V<1+x1—zxo—vxl> etx>
“\2' 2 (X1 4+ 1)Y(1+x1 — 2% — yX1) + (€1 + 1)Y(2x0 — L — X1 — yx1) =)

avecy = /1—4py; ainsi@ n'est pas quadratique.
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Supposons désormais g, p1) # (—1/4,0) et (po, p1) # (—1/4+ p2,2p2) (rappelons
que (p1, p2) # (0,0)). Quitte a faire une translation eq et a faire agir(xp,€x1) sury, on
obtient le champ

v BP0t e D+ pa(ea—12 0  ea-129
€= e -

Xy 0o € 0x

PosongY; = €Y;. On constate que

g, _XtPo—pitpd 0
0 X1 oXg 0%

et on remarque que giest rationnellement intégrable, aldgsaussi. Posons

o= —(po— p1+ p2);

d'aprés le Lemme 2.28 le flot & appartient a Biy si et seulement si®vaut 1 ou—1. Par suite
pour que@ appartienne a Bjril faut que 2x = 1, i.e. p— po— p2 = 1/4. Le feuilletagery
est décrit par la 1-forme

(X5 + Po+ Prxa + P2x§) dxq — xq (X1 + 1) dxg
soit a translation er; prés
(06— 1/4+ paxa + PG — 2poxa) dxy — Xa (g — 1) dp.
Au point singulier(—1/2,0) le 1-jet de la forme s’écrit
(—x0+ (p1—2p2)x1 + termes de degré supérigdi + X; dxo;

d'apres RINCARE ([2]) le feuilletageFy est localement conjugué au feuilletage linéaire donne
par

(—Xo+ (P1— 2p2)x1) dX1 + X1 dXo.

Sip1—2p; estnon nuI,( —Xo+ (p1— 2p2)x1) dx; + X, dxy n'a pas d'intégrale premiére méro-
morphe. En effet par homothétie on peut se ramemgr-a2p, = 1; on constate alors que

(—X0+X1)dX1 + X1 dxg

a pour intégrale premiere exp(%) .Reste le casop; —2p, =0, I'égalité p; — pp— p2=1/4
conduit a(po, p1) = (P2 — 1/4,2p2), cas que I'on a justement exclu. O

Remarque 2.50— Pour les flots précédents on a

@=id ez’ @ € 3%, vt € 2z \ {0}, @ €33 Vt ¢ AT
Lemme 2.51 — Le flot de*t24 2~ 4y 0, avece dans{0,1}, s'écrit
- ! +te e & x
X0 X1 X, 1 -

Une intégration directeskercice) conduit au :
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Lemme 2.52 — Le flot du champ

_Ppotpxatpxdd 0 _
X= Xg+1 o oxy pieC,

appartient aBir, si et seulement siip= po+ p2 et dans ce cas le chanypest affine.

Une fois de plus c’est la technique de symétrie/nceudeair(cice) qui permet d’établir
le :

Lemme 2.53 — Considérons le champ

b+ € 0 0
X= ” 0xo+xlax1’ b, peC.

Le flot dex appartient aBir, si et seulement si$ 0 auquel casp. est linéaire.
Les champs suivants s’integrent et donnent des flots tradaoés éxercice).

Lemme 2.54 — Si p est non nul, le champ
we 9 0

— +X
X1+ 10X * 16x1

X =
n'est pas rationnellement intégrable.
Par intégration directe on montre I'énoncé suivaniefrcice).

Lemme 2.55 — Le champ
b 0 0
=20 9 + X153,
X1+ 10%g 0x1
a son flot dan®ir, si et seulement si& 1, resp. b= —1 auquel cas on a

b0

X0+ e > (m@m+b >
= (22— dxq ), resp.@ = | ————= &x | .
@ ((ém+n ' b-® i+
Remarques 2.56— i. Lorsqueq = (X‘(’(X;:fl))é ,éxl) on constate que
@ =id e 2%, vt € 2inZ; @ € 22, Vt ¢ 2.
ii. Les flots
Xo(u + D > (m@m+b )
— T EX et i
( (Ex+1) i+
sont conjugués Viél/Xp, x1) qui est dans Bijr.
Lemme 2.57 — Soity le champ défini par
Mi X 0 b’ e C*.

xit1l oxo  toxg
Le flot dex est dansBir, si et seulement si b valitauquel cas on a

X+ XXy — ¢ + g€
(R_< ! é,éx1>.
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Démonstration — Six admet une symétrie for¥e on peut supposer (Remarque 2.19) qu’'elle

est de la formeC(XLfg b ol Q désigne un polyndme de degré inférieur ou égal a@, &
deux complexes non tous deux nuls. On peut trouver un tel gpiasnet seulement § = +1.

Sib =1, le calcul du flot est immédiat.

Lorsqueb vaut—1, le flot ¢ est du type

_t _ M B XoX1 + M 2_u x1+1 .
<(X1+e )<“et x(€x + 1) “+‘x1(x1+1)+x1|n<etx1+1>>’etxl>'

le champy n’est donc pas rationnellement intégrable.

Supposons qui? # 1. Le feuilletagery est décrit dans la carte = 1 par la 1-forme
((b—1)XoX2 + H—Xo) dX + Xo(1 4 X2) dXo.
Le 1-jet au point singuliefy, 0) est du type
X 0%+ (—Xo+ (b—1)px) dxo.

Par un argument analogue a celui utilisé dans le Lemme 2.48tent quer, n'a pas d’inté-
grale premiére rationnelle. Le Théoréme 2.18 assure al@$egflot dex n’est pas birationnel
quadratique. O

Lemme 2.58 — Le flot du champ

X0+X1+|J)€i+ 0
x1+1 0% 16x1

est de la forme

(X (t -+ pe'xy) +Xo(xq + 1) — e ) € dx
GIX]_—I—l L]

Lemme 2.59 — Le flot du champ

) )
X = (axoX1 +bXo + W) 5~ + X1 2— aeC’, b, peC,

0% 0x1’
n'est pas birationnel.

Démonstration — En utilisant la Remarque 2.19 on peut montrer guamet une symétrie
forte si et seulement ivaut—1 oup=0.
Sipu=0oub= —1, l'intégration est immédiate ; on obtient respectivement

@ = (Xoe—axleae‘xl—&-bt’ etxl)

(et B g )
axy axy

Dans les deux cas le chamgm’est pas rationnellement intégrable.

et

Supposongt# 0 eth # —1. Le feuilletage est défini par la 1-forme
Wy = (axoxy + bxg + M) dxg — Xq dXo.
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Quitte & changexg en 1/xg etx; en 1/xq, la formew, s'écrit
(ax0 + bxoxa + Wx1 ) dxg — X dxo;

au point(0,0) la singularité est de type nceud-colsmt n'admet pas d'intégrale premiere ra-
tionnelle. En particuliei ne peut étre rationnellement intégrable. O

La preuve de I'’énoncé qui suit se fait par un calcul diregefcice).

Lemme 2.60 — On désigne pax le champ

T%"Fxla—)(l, acC, peC .

Sia# —1, resp. a= —1, alors a conjugaison linéaire prés

_ o (a+1)t
o= <<x0+ %) eat,etx1> , resp.@ = ((xil +xo> et,e‘x1> .

Les deux flots précédents sont d&is.
Comme souvent c’est encore la technique symétrie/nceuglicslavére efficace ici :

Lemme 2.61 — Le flot de

_axoXt+bx+u 0 0 N
X= ) % Xlaxl, beC*, a pueC,
n'appartient pas aBir».
Parmi les champs qu'il reste a étudier il y a la famille
_ bxo+H 0 0 b, peC.

PR T

Sib est non nul, alors, a translation pres, on peut supposal, cas déja traité (Lemme 2.55).
Le champ

M0 0
R T
est rationnellement intégrable si et seulemeptest nul ; dans ce cag, est linéaire.

Pour le résultat qui suit on utilise les techniques de dégérénce et de symétrie/nceud-col ;
nous mentionnons le plan de la preuve.

nec,

X:

Lemme 2.62 — Soity le champ défini par
axox1+bxp+u 0 « 0
X +1 0Xo 16x1’
Si p est nulg, appartient aBir, si et seulement si-ab prend les valeurs-1, 0 ou 1.
Lorsque a b appartient & —1, 0, 1}, on obtient respectivement :

(x4 1) B [ Pxo(Ex+1)
(ﬂ_(mvéxl)a (R—(Xoebt,etxl), (ﬂ—(TaéXl)-

acC*, b, ueC.
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Si n est non nul, le flot de est birationnel si et seulement si-&b = —1 auquel cas

_ (bo(at+1)+p—pe™ o
<|Jt—< b(ex - 1) ™. ex, sib+0;
@ = (%,e‘m) sinon.

1

Démonstration — En conjuguank par (Xo/€,x1), on obtient
_doutbotend 0.

N X1+ 1 X0 | ox’
notonsy le flot dexe. La limite deWf lorsquee tend vers Qi.e. le flot de

axoX1 +bx 0 0
o DOt 0 0
x1+1 0% 0x1
est birationnel s I'est. Or le flot dexg est
e (exg + 1)3 Pxg
7xlet ;
(X]_ + 1)a—b
il est dans Bis si et seulement s1— b prend les valeurs-1, 0 ou 1 On doit donc étudier ces
trois possibilités. Notons qugg correspondant au cas= 0, on peut dans la suite suppoger
non nul.

€

i. Considérons le cas @i= b; nous allons montrer quen’est pas rationnellement intégrable.
En utilisant la Remarque 2.19, on montre gue des symétries fortes si et seulement si

(a,b) =(1,1), (a,b) =(2,2), (a,b) =(—-1,-1).
— Sia=b=1, leflot est

(et(XoJr 1) — €pxgt — P+ px € In <e;)1(1+ 1> ,éxl>

+1
qui n’est pas birationnel.

— Lorsquea = b = 2, on obtient le flot transcendant

@ = (eZ‘uxf (t+|n (ei(i:;ll)) +epx + e (xo—ux1+ g) - Lél,e‘xl) .

— Poura= b= —1 on a un phénoméne analogue

_t P— etX1—|—l

=le =In éxy ).

a= (e (ot pin (ST ) @n

— Supposons désormais qaesoit distinct de 12 et —1. Le feuilletage 7y, n'admet pas
d'intégrale premiere rationnelle. En effgg est décrit par

oy = (a0 (X1+ 1) + M) dxa — X1 (X + 1) dXo;
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quitte & changexo en 1/xo, on obtientw, = Xo(a(x1 + 1) + kxo) dxq + X1 (X1 + 1) dxg soit
a translation ernx; prés(ax; + Wxo)Xodx + X1(x1 — 1) dx. Au point (0,0) la singularité
est de type nceud-caky n'a donc pas d'intégrale premiére rationnelle. Le Théor@rt8
permet de conclure.

ii. Envisageons I'éventualité suivanta:+ b = 1. On va encore appliquer le Théoréme 2.18.
En utilisant la Remarque 2.19 on constate guedes symétries fortes si et seulemertt si0
ou 1 Dans chacun de ces cas, le flot s'écrit respectivement

H X1+1 Xo—H
<(etX1+1) <Ht+m+uln <etxl+1> +X1—|—l> 7etxl>a

éxi+1 X M Xo+2ux + |
(et(etX1+1) (2”)(1'“ ( Xl+1 ) —Zqu_t— éX1—|—1 - g v) ,eth_) 5

aucun des deux n’étant rationnellement intégrable.
Supposons quie soit distinct de 0 et 1Le feuilletagery est décrit par la 1-forme

(b4 1)xoX1 + bxo + W) dxq — Xa(x1 + 1) do;

en reprenant 'argument du Lemme 2.48 au p@int-1) et en utilisant le fait qug(b+1) #0
on montre query N'a pas d'intégrale premiére rationnelle.

iii. Pour finir lorsquea—b = —1 un calcul direct permet d’obtenir le flot. O

Par calcul directdxercice) on obtient le :

Lemme 2.63 — Le flot du chamgx = ;‘ffb& + Xlaixy avec b dan<’, est donné par

<7X0(etxj' * b) ,éx1> .
X1+ b
Le champ
XoX1+ X2 @ y d
X1+b % 16_)(17
n'est pas rationnellement intégrable.

beC

Nous mentionnons la preuve de I'énoncé suivant car ell@fgiaraitre des flots intéressants.

Lemme 2.64 — Le flot du champ

XoX1+Xo 0 0
=0T T b 1
X1+b 6x0+xlax1’ cC\{L)

est dan®Bir; si et seulement si& % auquel cas

- X1—|—1/2
o= (o (G512) 1)
Remarque 2.65— Pourb =1 le champy est linéaire.

Démonstration — En effet par calcul direct on obtient :
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— lorsqueb = 0 le flot s’écrit

<e‘Xo exp (L ;le_t ) exp (71 _Xle_t > ,e‘X1>

et n'est pas rationnellement intégrable ;

— lorsqueb#0o0on a
éx +b\ P
— /o (ZTH
@ (xoé <x1+b> x|

Remarque 2.66 — Le premier flot est global en transcendant et holomorphe dans le com-
plément de; = 0. Les seconds sont birationnels poubZEntier.

O

Lemme 2.67 — Le flot du champ

_xoatx+X d

— b
X1+b  9x laxl’ €C

appartient aBir, si et seulement si& % auquel cas

@ ((2tx§+xo(2x1+1))e2t éx1>.

2éX1 +1 ’
Démonstration — Le champ
XoX1+X0+X§ 9 w9
xitb X ox
est linéairement conjugué a
2
X ex; 0 0
:X01+X0+ 1 Y X1_7 8#0
X1+ b 0Xg 0X1
Or d’aprés le Lemme 2.64 le flot d& appartient a Biy si et seulement 4 = %; ainsi par dé-

générescence pour que le flotylsoit birationnel quadratique il faut quee= % Par intégration
directe on obtient pous = % le flot annoncé. O

Xe

Remarque 2.68 — On constate que

(2 +x0(2a+1))e?
@= ( 2ex; +1 €%

vérifie
@ =id, @qel Vteamnz\ {0}, @ez? Vtg2Anz.
Pour finironale :

Lemme 2.69 — Le champ
 XoX1+Xo+ P+ P @ 0
X= ao- T X1
x1+1 0Xg 0Xq
est rationnellement intégrable si et seulement;si, auquel cas il est linéaire.
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Démonstration — Un calcul montre que le flot des’écrit

dx; +1
@ = <Xo+ patx1 + (P2 — pl)X1|n< x11+1 >,etX1>-

O

2.2.4. Récapitulatif. —
Rappelons qu’a conjugaison linéaire prés les champs fegat leurs flots sont en carte
affine du type suivant :

champ de vecteurs flot associé
= (X0, X1 +1)
0X1 s AL
Yoz + 3 (%€, X1 +1)
(%1 + 1) 52 + X % (Xo+x1 (€ — 1) +1,€%xy)
9 9 gt x, gfat
01X0 g5 T 02X 5 (XM, 1 €72)
(0X0 +X1) 52 + OX1 52 (%0 +1tx) €™, x, €M)
2
X130+ o <x0+tx1+t7,x1+t>

On dit que le flotg appartient &' si c’est le cas pout générique. Lorsque la seconde
composante du flot est du type homothétie nous avons, poplifiémla présentation, fait une
renormalisation dans le temps de sorte que la seconde cantpai générateur infinitésimsal
soitxlaix1 (ceci revient a considérer les champa multiplication prés par une constante). Les
tableaux qui suivent donnent la liste des flots dans;Riour chaque flot sont mentionnés le
générateur infinitésimal, une symétrie forte et une intégoeemiére. Leur lecture doit donc
étre comprise a automorphisme Bfeet renormalisation prés ; au niveau des chappsla se
traduit par une lecture a conjugaison linéaire prés et pligéition scalaire prés.

Dans ce qui suit certaines valeurs des paramétres protidisefiiots linéaires ; nous ne les
avons pas mentionnées.



champ de vecteurs flot associé symétrie forte P
P 2 (0+t752 x) % %
o (~a v (o ) ) s g g
(0x0+x8) 3%, a #0 (xoe“t+xé(e“‘—1),x1) — 250+ O X1
. (0+8) 52 (xo+t(a+x8),x1) = X1
(X0 +3) 2+ 32, 4 £ 0 W (1+axl+£zxf+“37x0)& (xo+a—23+%+’§)e*“1
(0 +) 52 + 5 (Xo+t(a+X3) +t24 + 5 x1 +1) i ax1+§—xo
(LX) & + X1 (Xo—x—2%+t+@,etx1) o xlexp(x—zf—xo)

2
avecly = (xoef“+ (§3+%+%) (e —1)— (%JF%ZJFG%) ,xl+t)

28
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champ de vecteurs

flot associé

symeétrie forte

zl

14+x1 0

d
S o T e

axoxat+l 9 0 _
X1 6)(0—’—)(16)(1’(17é 1
1-XgX1 @ d
T oo T Mag
2\ 9 F]
29 2
2\ 0 a 1.2
(X0 +Xf) 3o + X150, O & {1,2}
(X0 +X1+8) 3% + X1,

0 0
(X0 +XF) 5s + X1 3%

(2x0+ xf)% + X1%

(xo+ Lt ex—?e‘xl)
((x% —|—Xo) e*t,e‘xl)
(Xo+t+5 (& 1), x¢€)
(o+ 3 - 1).xs€)
(roe + 25 (2 — &) x1€)
(%€ +xatel +x2(e? — &), x€})
(%08 +X2(* — &), %)

(%0 + X2te? , x:€')

0

0Xo

1+(1+0)xox1 @
X1 0%

|

)

1 0%

x

&l

xlexp(—x—l1 — xo)

1+a
X

1+(14a)xoxy

Xlefxoxl

X2
X
X1 exp( 3 xo)

x21+(0(—2)x0
X1 exp(xl - x&i)
X1 — X&i

1 X
Fexp(3)
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champ de vecteurs flot associé symeétrie forte IP
2.0 X0 3 0
s (%) %1 3% *
%5 0 XoXg 2 9
X1 9% (xrtxo ,xl) *09% X
—X 0 0 Xo(€xq+1) 9 XoX1.
ariog T Xlag ( oatDe ex1 X0 3% X1
X9 4 9 XX 9
oo T (x1+t’xl+t) X093 XoX1
X 0 a X0 b X0
Cae T o (X—l(xl+t),xl+t) (X0 +X1) 3 o
22
Xo+X8 t
Xll&_FO_?Q (m+%+t2+x1t,x1+t) X1& Xl—)%
2 2. 2 3 3
X% 9 |, 9 Xgt+xgte+xoxg +°/3 1.9 X
X1 0Xg + ox1 ( X1+t X1+t X1 9o 3 — XoX1
2.0 d %o b 1
X006 T oa (HXO,le) o X+ 5%
a®ox1 @, 0 t [ oxg+l 3 ™1
ox1+1 0xg + X1 (xoe“ (ax1+at+1 X1+t XOaxo Xo(0X1+1)
a?xox; 9 ) at { axg+at—1 F (oxq —1)e®*1
axa-106 o € (Tax-1 ) et X035 T

¥8
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champ de vecteurs flot associé symétrie forte P
0§ + . a0 (Sl et +t) B e (818
T ((oba+d) +3-5) i tt) | 2@ g | e™(Lixotmon)
(0(+12<>1<oﬁ+0(><o 0 4y laxl ((e‘x;;ll %o, éxl) Xo% xg(>)<%+1)
w18 X5 (o) %03 D
S et (R P Esa o) (1-4); bt
2 S+l (52 ) X3 + X%, =
(&~ a2) 2 +xzl, o £0 (alemiporae 70 ¢x) X1 g8 K (e%)
XS& +Xlaix1 (1 tXo,etxl) xg% xlexp(%)
S e ke (32, ) i .
B heee o ap 4o (Pt o ) g | e
sk (3528 ¢ %) o s
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champ de vecteurs

flot associé

symeétrie forte

gt | (SSEee) | eowg | Sl
i
XO+18X1 +Xl@xl B¢ {03} Pt XO% +xl% X1 iEL:E;EX:;B v
><%+XT% 9 Ly 0 Exy(20-bo1y) oy 0y 0
X1 0Xg 16x1 ( 2(2txg—tx1—2xq) 1) Xoaxo +X16x1 X1 eXp(Zxo xl)
52 ><o+X>l<1++lu>€ g axl ( (Xl(t+uéxl);)§fixf+l)*u>€)et @ Xl) Xlilr : % X1 €Xp ( uﬁfxﬁfmxl)
e ai"‘xlaxl (% ex ) Xo& %’
W7 g+ Xag (xer‘ (3%) ’etxl) X035 XO(XQ? -
%’1{7;& G + X1 5 Oxl (% , etxl) 2x)1(%+1 0?(0 % eXp( (2X1;%1)X0)
avecyy = (— egii);)/tz/)z()’z‘)’fllnggg:ﬁ;::i;x; Ezf Xl()f fg;‘; x1€, xle‘) eta = /1—4B

98
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champ de vecteurs flot associé symeétrie forte IP
-3 (t+2x4)%— 5 2 1) .0 201
oo o (thxo%HjLszl X1 +t) (6 —2) 3% X (20tD)
1/4+08 X0—1/2 9 9 2xp—1+2i/0x :
5 X 10X0+0X1 a#0 Pt X 0% T 9q 2X071*2i\/5xi exp(2i/ax,)
2
2,44k 26 txgxg —Etx — A xox1 — 26 Xq —AXg+2X 7X%7x1+xox F
7 Xox;ilT +Xigy ( a2 2% ) -, ex ) FrEs xlexp( )
B—Lta(x+1)? 3 P — (Xo+3)x1 2B(xa+1)—i(2x0—x1) 2B
Zx1+11 %'FX:LM’ W x1+21 axo +X16x1 2B(Xi+l)+l (2%0— xi Xi )
ag {03} B=Vda—1/2
avec
o= 2/acog\/at)(2txo —t + 2x1Xo) + sin(/at) (1 — 2% + 4atxy + 4ax3) _r
L 2(2x11/0 cogv/at) + sin(y/at) (1 — 2xg)) T
_ sin(Bt) (e'xq(x1 — 4B%(x1+1)(éx1+ 1)) + 2BcogPt) ((€ — D)xg + 2(e'xg + 1
t_( (B (¢00 ~ 200) + 4B20 +1)(éx + 1) + 2BeosB) (€ ~ D + 2+ 10 4 | _vEie

2(2BcogBt)(x1+ 1) +sin(Bt) (x1 — 2xo))
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L'examen au cas par cas de tous les modeles de flots biratsomuedratiquesct. tableaux)
montre que la dimension de I'espace des symétries fortesupstieure ou égale a Rous
pouvons donc maintenant préciser I'énoncé 2.18 :

Théoreme 2.70— Soit@ un flot birationnel quadratique de générateur infinitésirgaDn a
linégalité dimG(x) > 2.

Dans un contexte complétement différent (celui des apmits birationnelles de degré dy-
namique strictement supérieur a 1AICTAT et FAvRE démontrent gqu’une transformation bira-
tionnelle qui préserve un feuilletage en préserve un denidistinct (R3]).

Remarques 2.71— i. Ceci généralise le fait suivant : les groupes abéliens mainde PGE(C)
sont de dimension.2

ii. 'y a des exemples ou dim(@) > 3, par exemple poug = xf&.

ii. L'éventualitéi. du Théoréme 2.18 ne se présente donc pas. Toutefois |aitezna été
utilisée dans les preuves.

Remarque 2.72— On constate en fait a posteriori quepsest un germe de flot, alors pox, X1 )
générique fixé, I'applicatioh— @ (Xp,X1) est une fonction méromorphe globale.

Remarque 2.73— On vérifie sur chaque exemple quensiest un point d’indétermination
mobile, alorsm parameétre une feuille dgy. En fait soitpg une droite telle que_t(Do) = m
et fixons une valeuty det; on am = @_+(Dg) = @,—t(Mp) ce qui confirme l'affirmation ci-
dessus.

Remarque 2.74— Les configurations de droites contractées et points@&xtai'on a rencon-
trées sont les suivantes (chaque configuration est prémis&eun exemple) :
— une droite immobile, un point immobile :

(G +xox1)e ™" 1 € xa%0);
— une droite immobile, une droite mobile, deux points imntexbi
(XoX2 : X1(X2 — tX0) X2 (X2 — tX0));
— une droite immobile, une droite mobile, un point immobila,point mobile :
(XoX1 1 (X2 +1tx2)% : Xo(X1 +tX2) ) ;
— une droite immobile, deux droites mobiles, deux points ahites, un point mobile :
(€' (dxox1 + 2XoX2 — X3) + X2(2X0 +X2) : 26X, P : 2%P),
avecP = & (2xg + Xz — 2Xg) + X2 + 2Xo.

Remarque 2.75— Soit f une transformation birationnelle quadratique non pégoeitelle

que, pour toun dansN, I'élément f" soit encore dans Bir Alors G = (f'n>z est un groupe
algébrique abélien non dénombrable. Le groupe G a un normbiefcomposantes connexes.
Comme dans un groupe dedLabélien connexe I'application exponentielle est sunyectil y

a un itéréf' de f qui se plonge dans un flot; par suitepréserve une fibration en droites.
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Probléme.l'adhérence danBir, de I'ensemble des flots birationnels quadratiques forme une
variété algébrique singuliére invariante sous 'actionaipique de PG4(C). On peut s’inter-
roger sur la nature de cette variété.

Probléme.Nous n’avons pas Vérifié si la classification établie danshepitre présente ou non
des redondances. La fagcon dont on I'a effectuée tend plyiéhser que non.

Probléme.On peut aussi s'intéresser a la classification biratioarddks flots quadratiques ; les
flots ¢; et@ sont conjugués s'il existe une transformation biratiolengl (dont on ne précise
pas le degré) telle quid; = @ . Noter que la présence de droites contractées mobiles fait qu
existe des flots quadratiques non birationnellement cogisig des flots d’automorphismes.






CHAPITRE 3

TRANSFORMATIONS RATIONNELLES, FEUILLETAGES,
CONJUGAISON DANS LES 5!

3.1. Généralités
Un feuilletage de degré surP? est donné par une 1-forme différentielle homogéne :

w=FydXy+ F1dx + Fodx,

lesF désignant des éléments @<, X1, X2]y-+1 Satisfaisant

pgcd(Fo,Fi1, ) =1 et XoFo + X1 F1 +%F = 0 (identité d’'BJLER).
Le lieu singulier Singr, du feuilletager,, associé a est le projectivisé de
Singw = {Fy = F1 = F, = 0}.
L'identité d’EULER montre que cet ensemble est toujours non vide ; plus préeisem
#SingFe, =Vv2+Vv+1,

chaque point singulier étant compté avec multiplici&g]].

Le théoréme de division dee RHAM-SAITO ([88]) sous sa version la plus élémentaire
implique I'existence de polyndmes homogeéiiks G; et G, de degrév tels que I'on ait avec
des notations évidentes :

Fo Xo Go
F = X1 | A | &1
F Xo G,

Evidemment les coefficients de la 2-formi@ produisent en fait directement c€s

Une courbec d’équation réduiteh = O est dite invariante par le feuilletagr, si la 2-
formewA dhest divisible pah.

On note7, le projectivisé de I'espace vectoriel des formesatisfaisant I'identité d'BLER :

Fv =P{w=Fydx + F1dx + Fdx | XoFo + X1F1 + XoF> = 0, degR = v + 1}.

A chaque élément de, on peut associer un feuilletage de degré inférieur ou égadiéx

- ® , . e s e
fini par AR L'espace des feuilletages de degré inférieur ou égakat notér,’; les
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feuilletages de degré précisémerntorrespondent aux formestelles que pgctro, F1,F) = 1.
Il s'agit donc d’un ouvert de ZRISKI noté #,. L'application naturelle

;:V'_)}-V.

est injective ce qui permettra des abus de langage.
Un feuilletage défini par la 1-formEydxy + F1dx + F>dX est décrit dans la carte affine
X2 = 1 par la 1-forme polynomiale

W = FO(X(),X]_, l) dxg + F]_(XQ,X]_, l) dxg.

Le Fhamp de vecteuns= F1(xo,X1,1) % — Fo(X0, X1, 1) 32- Iui est tangenti.e. iy = 0.
A toute transformation rationnellé on peut associer un feuilletage(f) de la facon sui-
vante :

f= (foZ fq: fz) — T(f) = (leg—ngl)d)Q)—F(Xzfo—Xofz)Xm—l—(Xofl—leo)dXZ.

Proposition 3.1 — Soient f une transformation dBREMONA et 7 (f) le feuilletage associé.
Si A est un automorphisme &8, alors 7 (A~1fA) = A" (f).

Démonstration — Le feuilletager () est déterminé par les champs de vecteurs associés a id
et f; son conjuguéA’ 7 (f) est donc donné pak tidA = id et A~1fA. Or ces deux champs
sont tangents au feuilletage(A~1fA) d'ou le résultat. O

Soit f un élément du groupe deREMONA ; un point fixede f est un pointp tel quep n’ap-
partienne pas a Intluind f~1 et f (p) = p. On note Fixf 'ensemble des points fixes deSi f
est un endomorphisme @2, i.e.une application rationnelle dont 'ensemble d’indéteration
est vide, Fixf est I'ensemble des points fixes au sens usugel,

Fix f = {me P?| f(m) =m}.

Exemple 3.2 — La transformationf = (x2 : x2 : x3) définit un endomorphisme quadratique
du plan projectif complexe ayant sept points fixes, qui seat&ment les points singuliers de
son feuilletage associg (f) ; notons quer (f) est défini par la 1-forme

X1X2 (X2 — X1) dX0 4 XoX2 (X2 — Xo) A1 + XoX1 (X1 — Xo) d%.
Par suite ce phénoméne persiste pour une transformationmalie générique.
Exemple 3.3 — Linvolution de CREMONA compte trois points d'indétermination
(1:0:0), (0:1:0), (0:0:1
et quatre points fixes

(1:1:1), (1:-1:1), (-1:1:1), (1:1:-1).
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Le feuilletage associ¢ (o) est donné par la forme
X0(X5 — X3) dXo + X1 (X5 — X3) dxg + X2 (X — X3) dxe

1
= 506.6,%0)" (02 —X1) o+ (X0 — X2) dx1 + (1 — X0) d).

2 2 ) ~ ,
On remarque qu'il posséde l'intégrale premié%g%; ses feuilles (plutdt I'adhérence de ses
1 72
feuilles) sont les coniqueg — X3 = a(x? — x3). Le feuilletage associ¢ (o) est de degré 2; il
possede 7 points singuliers qui sont exactement les poxes ét les points d'indétermination
deo. On en déduit la :

Proposition 3.4 — Si f est une transformation birationnelle quadratique génée 7 (f)
possedéd points singuliers distincts ; quatre sont des points fixe$ des trois autres sont des
points d’'indétermination.

Dans la Proposition 3.4 générigue signifie dans un ouvertadaski de Bir,. L'exemple
qui suit montre que les points fixes ne sont pas toujoursdsolé

Exemple 3.5 — Considérons I'involutionf de >3 donnée paf = (XoXz : XX : XoX1). On a
Indf=Indf*={(1:0:0,(0:1:0,(0:0:1}.

L'ensemble des points fixes deest précisément la coniqyes — xox; = 0} privée des deux
points(1:0:0) et(0:1:0) qui sont d’indétermination. En fait est bien défini en restriction
a la coniqueFix f sur laquelle elle coincide avec l'identité.

Dans une telle situation nous disons dupossede uneourbe de points fixes

Notons quer (f) estici le feuilletage en droit% = cte dont la seule singularité est le point
(0:0:1); bien que la transformation soit quadratique son feutjetassocié ne I'est pas : il
est de degré.QU’énoncé qui suit précise cela :

Proposition 3.6 — Soient f un élément du groupe @@EMONA et ¥ () le feuilletage asso-
cié a f. La transformation f a une courbe de points fixes si et seulesieiegs () < degf.
Si ¢ est une courbe de points fixes deafors degc < degf.

Démonstration — On écritf sous la formé fy : f; : f2); dire que degr (f) < degf c’est dire
que la 1-forme

w= (X1f2—X2f1)d)Q)+(Xzfo—Xofz)Xm—l-(Xofl—leo)dXZ

est divisible par un polyndme homogépele degré strictement supérieur.d 4 courbedp =0
est visiblement une courbe de points fixes (un calcul immédantre quep = 0 ne peut pas
étre contractée).

On peut écrirew = ¢y, la forme w’ s’annulant sur un ensemble de codimension 2 (une
union de droites). Comm® et doncw’ annulent le champ radial on a<ldegd < degf. O
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Les points fixes peuvent étre de « multiplicité » strictenseqitérieure a 1 : ainsi la transfor-
mation (33 + XXz : X3 + XoXz : X3 — XoX1) compte trois points d'indétermination

(1:1:-1), (1—ix@:1+i\/§:2), (1+iﬁ:1—iﬁ:2),

et trois points fixeg1:0:0), (0:1:0), (0:0:1); on peut vérifier qug0 : 0 : 1) est double.
La transformation

f = (Xo(X2 — X1) : X1(X2 — Xo) X3 + OXyX2 + BXoXe — (1+ a + B)Xo%q )
satisfait
Ind f={(1:0:0), (0:1:0), (1:1:1)}, Fix f={(0:0:1}

et(0:0: 1 est de multiplicité 4Les droites d’équationy = Xo, X1 = X2 €t X3 = Xp — X2 sont
contractées et celles d'équatirpn= 0, x; = 0 etx; = Xy sont invariantes. On peut vérifier qu’un
point fixe peut aussi étre de multiplicité 3

En général un élémeritdu groupe de EEMONA ne préserve pas son feuilletage associé ;
il en est ainsi pour I'involution de REMONA. Ceci signifie en un certain sens qu’il n'y a pas
de lien dynamique entreéet 7 (f). Il y a quelques cas spéciaux intéressants. Supposont que
préserve une fibratioA en droites fibre a fibrg,e. /o f = ¢; on peut se ramener &= %.
Alors f s’écrit

f=(%0:x10:y), degy = degd + 1.
Un calcul élémentaire montre que(f) est la fibration% = cte, et dans ce calspréserve le

feuilletage# (f). On peut démontrer (c’est long et fastidieux) que dans le cadrgtique c’est
la seule possibilité : si € Bir, laisser (f) invariant, alorsf préserve une fibration en droites
fibre a fibre.

Toutefois certains invariants de( f), en particulier aux points singuliers, vont posséder une
traduction naturelle pouf.

3.2. Transformations birationnelles quadratiques et fedletages

Lorsquen = 2 on a Rat ~ P! et 7, ~ P4, ainsi 'application f — # (f) induit une ap-
plication linéaire notée encore(.) deP’ dansP'4 Nous allons démontrer que I'application
¥ (.) est dominante en restriction & Bir

Pour cela on se donne un feuilletagegénérique au sens ou son ensemble singulier Sing
est constitué de 7 points en position générale (pas d’atigné 3 a 3). Comme on I'a dit on
peut trouver une transformation quadratidue- (Fo : F; : F,) telle que soit défini par

(x1F2 — XoF1) dxo + (X2Fo — XoF2) dxq + (XoF1 — X1Fo) dxo;

'ensemble Singr est alors précisément I'ensemble des pomtgour lesquels il exista
dansC tels queF(m) = nm. Choisissons trois pointsy, m, et mg dans SingrF. Comme
lesm ne sont pas alignés on peut trouveune forme linéaire telle qu'avec les notations ci-
dessug(m) = —n;; 'application f = F + ¢id satisfait7 (f) = # (F) = # etles pointsn sont
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d’'indétermination pourf. En particulier f est birationnelle. On en déduit que la restriction
de 7 (.) a Bir, est dominante et par suite a fibre générique finie puisque dimaBdim 7.

On sait d’apres7] gu’un feuilletage de degré 2 est déterminé par la posit®aes 7 points
singuliers et que toute configuratiomZiski générique est réalisée. On hérite d’'une propriété
analogue pour les éléments Heé:

Proposition 3.7 — Une transformation birationnelle quadratique génériqust déterminée
par la position de ses points d’'indétermination et de sestgdixes.

Démonstration — Si Q; et Q, sont deux transformations birationnelles ayant trois tsoin
d’'indétermination communs on peut supposer gu'elles somypkA;0 et A,0; si de plus elles
ont les mémes points fixes, on a, puisque les sept points squisition généralef (Q1) =

F (Q2). Il existe donan dansC et/ une forme linéaire tels qu&\ — nAz)o = £.id. Un calcul
direct montre qué = 0 et doncQ1 = Qo. O

On en déduit que la fibre générique de I'application
T(-)|Bir2 . Bir, — >

a exactement 35 C? points ; il s’agit en effet de désigner parmi 7 points 3 pottfitadéter-
mination. CommeBir, est algébrique de dimension,ldn constate que toute configuration
générique de 7 points est réalisée par une (en fait 35) tranafion birationnelle quadratique.

Remarquons que& (.) a des fibres non finies. Par exemple}siest le feuilletage donné
par x; dxy — Xodx; qui définit la fibrationx; /xg = cte, toutes les transformations qui laissent
invariante fibre a fibre cette fibration sont dans?( 7 ); en particulier toutes les transforma-
tionsAc de la forme

(X1 X2 + *X0X2 © #X1X2 + *XpX2 : *¥X1X2 + *XoX2 + #X0X1)

sont dans cette fibre.

Il'y a aussi des fibres multiplése. ayant moins de 35 points. C’est le casdel(7 (o))
que nous allons déterminer. Remarquons qu’un élément o 7 (o)) est nécessairement
dansz3, i.e.s’écrit AoB. Ainsi les élément€; de ¥ ~1(7 (o)) sont du type :

Qi = A0B; =0+ (Xl : X1t 1 X20)), A, B € PGL3(C), ¢ forme linéaire.
On obtient donc la :

Proposition 3.8 — L'ensembler ~1(7 (o)) est constitué des transformations birationnelles
quadratiques suivantes :

Qo =0, Q1 =0+ (Xo+X1+X)id, Q2 =0+ (X0 — X1 — X)id,
Q3 =0+ (X —X1+X)id, Qs =0+ (X +X1—X)id.

Remarquons que 169;, i # 0, sont conjugués entre eux par des éléments qui commutent
aveco :

Q2= (—X0: X1 :X%2)Q1(—Xo: X1 : X2), Q3= (Xo:X1:—X2)Q1(Xo: X1 : —X2),
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Qa=(Xo: —X1:%2)Q1(Xo: —X1: X2).

La configuration des points fixes et d'indéterminationadest schématisée par la figure
suivante :

ou les croix représentent les points d'indéterminatiorestdercles les points fixes. On note
gue cette configuration n’est pas générigue dans le sensaguelpoint est en alignement avec
deux autres.

Remarque 3.9 — Soit f dans Bip telle que deg (f) = 2. Supposons que trois points fixes
de f soient alignés, par exemple situés sur la dmjte- O; alors# (f) a trois points singuliers
surx; = 0 qui est donc invariante par( f). Ceciimplique quex; = 0 est aussi invariante pér

la restriction def ax, = 0 s'identifie a une transformation ded8ius avec trois points fixes
c’est donc l'identité. Par suite la droite = 0 est une courbe de points fixes fle

Revenons a la figure précédente.fRist un élément dg ~1(7 (o)), alors
Fixfulndf = FixoUIndo

avec les contraintes suivantes : trois points defliigsp. Fixf) ne peuvent étre alignés. On
retrouve ainsi # ~1(7 (o)) =5.

Des arguments du méme ordre montrent gae ¥ 7 (p)) = 15. Notons que dang ~1(7 (1))
on trouve a la fois des éléments Be(par exemple, T — xid, T+ x.id) et des éléments d&?
commet + (—2x; + X2)id. Ainsi la donnée du feuilletage ( f) ne permet pas de déterminer de
I'orbite g.d. def.

3.3. Relations de type [EFSCHETZ, BAUM-BOTT

Certains invariants de conjugaison initialement intreglgiour les feuilletages s’adaptent
aux transformations birationnelles. En 20041G.0T a montré le :

Théoreme 3.1q[61]). — Soit B un polynéme sur I'espace des transformations lir&age
C", homogeéne de degré< n et invariant par conjugaison. Soit:fP" — P" une application
rationnelle de degré algébrique X 2 définie en tout point et dont les points fixes sont isolés et
simples. Alors
B(Dfx —id)
xe;xf det(Df(X) — Id)
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est un complexe qui ne dépend que du polynéme B et des engieds n
LorsqueB = 1 on retrouve un cas particulier du théoréme @&$CHETZSuivant :

Théoreme 3.11[73, 59). — Soient M une variété complexe compacte de dimension n et f
une application holomorphe de M dans elle-méme dont legpiikes sont simples et isolés.
Alors

1
z det(Df(X) — Id)

xeFix f

= (~1)"L(f,0)

ou L(f,0) estle nombre deEFSCHETZqui ne dépend que de 'action de f sur la cohomologie
de DOLBEAULT de M.

Pour un endomorphismé de P" vérifiant les hypothéses précédentes]1)"L(f,0) vaut
(—=1)" (voir [59]).

Comme l'indigue @ILLOT le théoreme s’adapte aux transformations birationneljfesta
des points d'indétermination simples pourvu que Blegl. En effet en un tel point on peut
considérer les valeurs propres comme infinies. On obtiepadictulier le :

Théoréme 3.12— Soit f un élément d&° ayant quatre points fixes en position générale ;
alors

tr(Df(y) —id) 1
(3.3.1) — 2 L —_4 et — -1
XGZXf det(D f(x) — Id) xe;xf det(D f(x) — Id)
Démonstration — I suffit de le vérifier pour I'involutionc de CGREMONA. O

Remarque 3.13— Si f satisfait les hypothéses du théoréme, en chaque pointriixm a
deux valeurs propres;(m), &(m) pour Df(y. Il'y a donc en tout 8 valeurs propres qui sont
reliées par les relations (3.3.1). Ces valeurs propresmariantes par conjugaison dynamique
et on sait que 'orbite dynamique d’'un élément génériqu&test de codimension 6/¢ir
Chapitre 1). Nous verrons que la donnée de trois couples ldarsagpropres génériques peut
étre réalisée (démonstration du Théoreme 3.23).

La multiplicité des points fixes d'une transformation himanelle se lit sur celle du feuille-
tage associé. Par exemple on a la proposition suivante @@nélve est élémentaire.

Proposition 3.14 — Soient f une transformation birationnelle &8 et m un point fixe de.f
On noted; et & les valeurs propres de la partie linéaire de f en $i lesd; sont distinctes
de1l, le point m est une singularité non dégénétée. de multiplicitél) du feuilletager (f)
associé a f

On sait que pour un automorphismeRfegénériquei(e ayant trois points fixes distincts) les
trois points fixes ne peuvent pas étre contractants. Encapit le Théoréme 3.10 poBr=tr,
on obtient une généralisation de ce fait :
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Corollaire 3.15 — Soit f une transformation d&2 ayant quatre points fixes distincts. Les
valeurs propres de la partie linéaire de f aux points fixes @event pas toutes étre de module
strictement inférieur & ; autrement dit les points fixes ne peuvent pas tous étre destatirs.

Démonstration — D’aprés le Théoréeme 3.12,0na:
tI’(Df(m) — Id)

(3.3.2) T8 m 7,
;Xf det(Df ) — id)

Notonsd (m), 82(m) les valeurs propres def,); on remarque que (3.3.2) se réecrit

1 1
1-8(m) T 1-o(m)

(3.3.3) -y

meFix f
Pour j = 1,2 posonsnj(m) := (1—3;(m))~* puisn;(m) = y;(m) +iz;(m). L'égalité (3.3.3)
est équivalente a

meFix f

2 2
yj(m) =4, zj(m =0

le me;xf le

Supposons que pour tout point firede f on ait|d1(m)|,[52(m)| < 1; les 1— 5;(m) sont alors

dans le disque de rayon 1 centré erPar I'applicationw — 1/w ce disque est transformé en

le demi-plan Rev > 1/2 de sorte que

1 1 :
yi(m) > > yo(m) > > vYme Fix f;
il en résulte qued; (m)| = [82(m)| = 1 pour tout point fixende f. O

Par contre on peut produire des exemples ou les points fixgsssit contractants, soit
dilatants {.e. aucun des points fixes n’est hyperbolique). De méme il existeexemples ou
toutes les valeurs propres sont de module 1

Soit.Z un feuilletage suP?. Plagons-nous darf¥?, carte affine dé?; on désigne pax un
champ polynomial définissar# et parmun point singulier de#. La matrice jacobienne de
au pointm, notée ja(m), appartient a»(C) et admet 2 valeurs propres(m) etnz(m). La
gquantité

_ tr¥(acx(m)) _ na(m)  na(m)

detjacx(m))  n2(m) = ni(m)
ne dépend pas du choix du champg]) ; c’est I'indice deBAuM-BOTT de.# au pointm.
Remarquons que cet indice est encore défini pour un poot le déterminant jacobien s’an-
nule ([4]).

BB(.Z(m)) +2

Lemme 3.16 — Soient f g deux transformations rationnelles quadratiquesretf), 7 ()
les feuilletages induits par f et §oit m(resp. p un point fixe simple pour fresp. 9. Sup-
posons que les germeg, &t g, soient holomorphiquement conjugués ; alors

BB(7 (f)(m)) =BB(7 (9)(p))-
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Démonstration — C’est un calcul immédiat. Quitte a faire une translationpeut supposer
quem= p=(0:0:1). Dans la carte affing, = 1, la transformationf s’écrit

(apXo + a1X1, boXo + b1x1) 4 termes de plus haut degré
autrement ditf est du type suivant :
(X5~ (@agX0 +aux1) + X020+ ...+ 0n X5 L (boXo +baxy) X0 2o+ A XS s . )

avecq;, ri, s dansC[xg, X1J;.
Ainsi

tr(jacfg)) = a0+ &y, detjacf () = aghy — azbo.
Le feuilletage7 (f) est décrit dans la carte affimg = 1 par
W= (Xg — boXo — byX1) dxo + (agXo + arxy — Xo) dxq + termes de plus haut degré

Ici encore intervient la condition de généricité usi= adx + bdx alors pgeda,b) = 1. Il en
résulte que
(ao +by — 2)2
(a0 —1)(by1—1) —abo
= (tr(jacfi)) — 2)2 (detjacf g —tr(jacf(g)) + 1) -t

BB(7 (1)(0) =

Puisquef g etg o sont holomorphiquement conjugues, on a les egalités
tr(jacfg)) = tr(jacgg)), detjacf ) = detjaayg);
par suite BB (f)(0)) = BB(# (9)(0)). O
Pour tout feuilletageZ de degré surP?, on a (g]) :
BB((.Z)(m)) = (d+2)2.

meSIng#

On en déduit une formule pour toQtgénérique dans Ratel que degr (Q) =2

tr?(jacxo(m))

. =16
o detjacxo(m)

(3.3.4)
ouQ = IndQUFixQ etxq désigne un champ local définissant le feuilletage) enm.

De la méme maniere que précédemment cette formule esteglabl tout élément géné-
rique dex3.

Remarque 3.17 — La formule (3.3.4) n’est pas valable pour les éléméte>2 et > : au

-
oint basem de multiplicité strictement supérieure ala quantité"03XeM) piagt has bien
définie.
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3.4. Conjugaison birationnelle entre éléments d@GL;(C)

Le probléme de la classification des automorphismeB%d@modulo conjugaison biration-
nelle est traité danslp]; 'auteur y démontre que tout automorphismelRfeest birationnel-
lement conjugué a une transformation soit diagoralg : a1X; : 02x%2), soit de la forme
(X0 : X0+ X1 : aX2). Il montre par exemple que deux transformations diagonatasidnnel-
lement conjuguées le sont par umansformation monomialei.e. une transformation de la
forme

(YX5X1, X3, y,8€C, { f 2} € GLo(Z).

Voici un cas spécial (générique) :

Proposition 3.18 — Soit A un automorphisme diagonal #; on suppose que I'adhérence
de ZARISKI du groupe engendré par A est tout le groupe diagonal :

WZ = {(axo,Pxa) |0, B € C*}.

Soit B un automorphisme @& birationnellement conjugué a Alors :
e B est linéairement conjugué a un élément diagdea), dx; );
e A et(cxp,dx ) sont conjugués via une transformation monomiale.

Démonstration — EcrivonsA sous la formeaxy, bx, ). Il suffit d’étudier les cas ou
B = (cx,dx) et B = (cxp, X0+ Cx1).

Supposons quB = (cxp,dx ); soit f = (fo, f1) une transformation birationnelle conjuguant
aB.Ona

(fo, fl)(a”xo, an]_) = (Cn fo,dn fl), YneZ.

Puisque@Z = {(axo,Px1) |0, B C*}, 0na
(fo, f1) (ax0, Bxa) = (n(at,B) fo,Z(a, B) f1), Va,BeC*.

Un calcul élémentaire (du méme type que celui qui suit) neogtre

(fo. 1) = (2o 53623, wsec| P conm.

X - . ) —Z
Reste a considérer le cas Bu= (Cxp,CX + Xo). Comme l'adhérence deARiski (A) ~ est

de dimension 2 I'égalitd o B" = A"o f implique que I'adhérence deARISKI (B>Z est aussi
de dimension 2ll en résulte que

<B>Z = {(s%,5% +1tx)|s€ C*,t € C};
par suite on a

f($%,5% +1x0) = (a(s,t)X0, B(S,1)X1), vseC* teC.
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Considérons la premiére composante :

(3.4.2) fo(sx,5% +1tx0) = a(s,t) fo(xo,Xa);
comme le membre de gauche est dérivable par rappocedui de droite aussi. On obtient en
dérivant par rapport aet en évaluant efs,t) = (1,0) :
ofg 0o _da
X"axo 1oax,  os
il s’en suit quefg est homogéne. Dérivons (3.4.1) par rappdrt &

oa

of
Xo=— (S%,5% +1X0) = — (s.t) fo (X0, X1).-

0Xq ot
Puisquefy est homogéne on a pout= 0
xog—;(l)(sm,sxl) = s"xog—)i(l)(xo,xl) = %—?(s, 0) fo(X0,X1)

autrement dit

0fo/0x1  cte

S x
On constate alors que nécessairenddptox; =0, i.e. fy = fo(Xp). Un raisonnement analogue
conduit af; = f1(xg) autrement ditf = f(Xg) ce qui est impossible. O

SERRE établit un résultat analogue en toute dimension :

Théoréme 3.19[91]). — Soient A et B deux parties du tore T B&L,,1(C) et soit f un
élément deBir(P") tel que fAf! = B. Alors A et B sont conjuguées via une transformation
monomiale.

3.5. Conjugaison birationnelle entre éléments d&3

Evidemment deux transformations birationnellement ogu§ies ne sont pas nécessairement
linéairement conjuguées. Par exemple

Q1= (2(Xo +X1)X2 : X1(X2 — X0) : (X0 +X1) (X2 — X0))
et
Q2= (Xo—X2:2(X1 +Xo) : 2X0)
sont birationnellement conjuguées paipar contre elles ne peuvent pas I'étre via un automor-
phisme déP? (elles n'ont pas méme degré).
Néanmoins les transformatiod® et 6A sont birationnellement conjuguées dat linéai-
rement conjuguées via 1. Ainsi pour tout élémen® de >3 il existe une transformation &,

en général distincte d@, birationnellement conjuguée@par une transformation quadratique
mais aussi par un automorphismekfe
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Proposition 3.20 — Soient A et B deux automorphismegPdeels que les transformationsoA
et Bo aient quatre points fixes en position générale. Supposoag\gresp. By) ne laisse pas
de courbe rationnelle invariante. SizPet Bo sont birationnellement conjuguées garalors ¢
est un difféomorphisme local holomorphe en chaque pointfix&. De plus, a conjugaison
linéaire prés, on a

¢ Fix(Ao) = Fix(Bo);

® O|Fix(Ac)=Fix(Bo) = id;

e et pour tout point fixe m dedA

tr(jacAo(m)) = tr(jacBoy)), detjacAc(m = detjadBo ).

Remarque 3.21— Si chaque matricé et B a ses coefficient®-algébriguement indépen-
dants, alors, comme nous le verrons au Chapitre 4, les tranafionsAc et Bo satisfont les
conclusions de la Proposition 3.20.

Démonstration — Soit m un point fixe pourAc; alors$(m) = Bad(m). Par hypothes®o
ne fixe pas de courbe rationnelle ; il en résulte que’est pas d’indétermination pogr. En
particulier¢ est holomorphe en chaque point fixeAte et 'image parp d’'un point fixe deAc
est un point fixe d8o. De mémed ! est holomorphe aux points fixes Be. Par suite

¢ (Fix(Ao)) = Fix(Bo)

et ¢ est un difffomorphisme local en chaque point dg/&0§. Comme deux quadruplets de
points en position générale s’échangent par un automanghisn obtient le résultat annoncé.
]

Pour une transformation de type ayant quatre points fixes en position générale on obtient,
par un bon positionnement des points fixes, des formes nesngal s’averent utiles.

Proposition 3.22 — Soit A un automorphisme @ tel que les points fixes et les points d'in-
détermination de & soient en position générale. AlorssAest linéairement conjugué a une
transformation de la forme

(X5 4 Aox1 X2 + Boxoxa +CoXoX1 1 X5 + ArxgXa + B1XoXa +CiXoxXi : X5+ AgXaX + BaXoXa +CoXoXg )
les A, Bj, C étant des éléments desatisfaisant :

Bo — AoC1 B A1 —B1Co 1-GoCy

T ABo-ABL  ° ABo-ABl  AiBo—AgBr’
Remarquons que par la Proposition 3.7 un automorphisg@nérique vérifie les conditions

de I'énoncé.

A1Bo —AoB1 # 0, A

Démonstration — Soit f une transformation linéairement conjuguégade sorte que
(1:0:0,(0:1:0,(0:0:1) e Fixf,;
alors f est du typgQop : Q1 : Q2) ou
Qo = NoX@ + AoxaXe + BoxoXe + CoxoX, Q1 = N + ArxaXe + BixoXe + CiXoxi,



3.5. CONJUGAISON BIRATIONNELLE ENTRE ELEMENTS DE?3 103

Q2 = NS + ApxgXa + BoXoXa -+ CoXoXy.

Comme les points fixes sont distinctgnin, est non nul et, a conjugaison par homothétie
prés, on peut supposer ggge= N1 = N2 = 1. Considérons l'intersectiog des deux coniques
Qo = 0 etQ1 = 0; on remarque que contient les trois points d’indéterminatiqn, p; et p3
def etle point(0:0: 1). Puisque ces quatre points sont en position générale lescdeiques
sont transverses. Par suitdPsest un polyndme homogene de degr®annulant suc, alorsP
s'écrit

DoQo + D1Qy, Di € Cxo, X1, %]y —2-
On remarque queyQ, s'annule en(0: 0 : 1) et en lespy;; il en résulte quepQ, s'écrit
(0oXo + BoX1 + YoX2) Qo + (0t1X0 + BaXa + Y1 %2) Q-

Remarquons quéAg,Bp) est non nul : siAg et By étaient nuls, l'intersection dgy = 0
etQ; =0en(0:0:1) serait multiple ce qui contredirait 'hypothese sur lesng®ifixes ; de
méme(Ag,B;) # (0,0). Ainsi BpA; — B1Ag = 0 si et seulement s'il existedansC* tel que
(A1,B1) =t(Ap,Bp); si tel était le cas l'intersection d€)y— Q1 =0etQ;=0en(0:0:1)
serait multiple. Il s’en suit quByA; — B1Ag # 0.

A partir de

(00%0 + BoXa + YoX2) Qo + (A1X0 4 Baxs + Y1 X2) Q1 = X3 -+ ApxgXa + BaXoxa + CoXoXg

on obtient
Az =93(Bo —ACy), B2 = 8(A1 — B1Co), Co=9(1-CoCy)
avecd = (BpA; — B1Ag) 1 d’oli la forme normale annoncée. O

L'énoncé suivant est un résultat de rigidité ; il dit que déxansformations quadratiques
génériques birationnellement conjuguées sont linéamesmnjuguées.

Théoréme 3.23— Il existe une hypersurface dansx® ayant la propriété suivante : soient f
et g deux éléments @&\ # sans courbe invariante et ayant leurs sept points spéciaux e
position générale ; si f et g sont birationnellement conjggyuils le sont linéairement.

Démonstration — D’aprés la Proposition 3.20 les traces et déterminargsnuggrices jaco-
biennes dd etg aux quatre points fixes correspondants coincident. La Bitomo 3.22 nous
permet d'écriref sous la forme normale

(Xcz) + AgX1Xz + BoXoXa + CoXoX1 1 X2 + AxgXp + ByXoXa + CiXoXs -
X5 + N (Bo — AoC1)X1X2 + N (A1 — B1Co)XoXz + N (1 — CoCy)XoX1)

avecn = (BoA; — B1Ag) . Les points(1:0:0), (0:1:0) et(0:0: 1) appartiennent a Fik;
notonsm le quatrieme point fixe dé. Pour démontrer I'énoncé il suffit d’établir queest
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uniguement déterminé par la connaissance des traces ghilétets aux quatre points fixes.
Posons

t1 ;= tr(jacfo.0.1) = Bo+Ag, &, .= detjacf(g.0.) = 1/,

tz :=tr(jacf(o.1.9) = Co+nN(Bo—ACy), 0, := detjacf(o:1.0 = N(CoBo— Av),
t3 :=tr(jac f(1.0.0) = C1+ N (A1 — CoB1), 03 := detjacf(1.0. = N(C1A1—By),
ty = tr(jacf(m)), Oy = detjact .

Considérons I'applicatio® définie par
©: C’—C’, (Ao, A1, Bo, B1, Co, Cp) = (ta, 81, to, 82, 13, 83).

Le calcul de®@~1(a, B, v, €, 4, {) se raméne a résoudre le systéme constitué des équations
suivantes :

Bo+A1=aq, BoA1 — B1Ag =B, CoB+Bo—AC1 =Y,
CoBo—Ap =&, CoB+A1—B1Co =1, CiA1—-B1=C.

A l'aide deMaple, on obtient

—af?+B(a2 +e+PB)AL — a(2B+€)A2 + (e + B)AS

Po= —aBZ+ (B — B+ ap)A; — pA2 '

_ _ —0Bl+ (B —B+apwA —pA?
BO——IA\]_‘F(X7 Bl— GB*(B+8)A1 ’
Co— PEELB) + (Bt pe)As — (e+ BJAT . _ Mo —B—el—pA

—aPl+ (B~ B+apAy —pA YT B (Bre)Ar

Quant aA, il satisfait I'équation quadratique
B(pa+ayl — (B+2e)(1+B)) + (aB(B+2C — ag) +B(ke — y{ — p+Yy) +a(le — yW)As
+(YH—e(C+B) —B(B+0))A; =
Ceci montre en particulier que poxr= (a, B, Y, €, 4, {) générique dans l'image de, la
fibre ®1(X) contient exactement deux poings, X2 : c’est cette condition qui détermine I'hy-

persurfacer = {x]#@*l(x) + 2}. Pour conclure il suffit de trouver une valeur explicitexde
pour laquelle on aura(x1) # ta(X2). Un calcul conduit a

1 7 7€ 3
%757_5-7___§7 E+_ __E__>

9—1(0,1,1,1,—1,2):<— 526 > 2 2

ou

ae{zl— 1+1|\/E7752— “ilﬁm}.

On constate qui(x1) (correspondant au choB= &;) etts(x2) sont distincts :
t4(X1) ~ 3.6740.16.10 8 # t4(X2) ~ 3.67—0.16.10° 8
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Remarques 3.24— L’hypersurfacex n’est pas explicite dans notre énoncé ; un examen plus
précis de I'applicatior® permettrait sans doute d’affiner notre résultat.

La démonstration précédente montre deux choses :

e si I'on se donne trois couple&;, ;) génériques, on peut les réaliser comme valeurs
propres en 3 points fixgs d’'une certaine transformation quadratique. Par exemplg Je
H; peuvent étre des complexes de module 1 génériques.

e soit g = Ao génériquem ses points fixes,= 1,...,4. On notet(g,m) et d(g,m;) les
traces et déterminants de la matrice jacobiennéaen my. Si un élémentf de >3 a
guatre points fixeg; en lesquels

3(f,p) = 3(g,m), t(f,p) =t(g,m)

alorsf etg sont dynamiquement conjugués via un automorphisni® den effet commef
est dang? il ne peut avoir trois points fixes alignés donc [@peuvent étre envoyés sur
lesm; par un automorphisme et on conclut aisément.

3.6. Conjugaison birationnelle entre automorphismes de BENON

Ce qui suit étend le Théoréme 3.23 aux transformationseedtl quadratiques.

Proposition 3.25 — Soient f et g deux automorphismesHENON quadratiques. Si f et g
sont birationnellement conjugués, ils le sont linéairemen

Démonstration — A conjugaison linéaire pré$ est du type(1+x; — ax3,bx) et g de la
forme (1+x; — ax3, BXo). Notonsg la conjugante birationnelle. Saitun point fixe def; on a
¢ (m) = gd(m). En utilisant la théorie des courantE BFORD et SMILLIE ont démontré qu’un
automorphisme de type#ioN ne fixe pas de courbe algébrique d&rgvoir [10]) ; le pointm
n'est donc pas d’'indétermination pajurPar conséquent est holomorphe au voisinage aeet
¢(Fix f) = Fixg. Le méme argument montre qoe! est holomorphe et(m). Ainsi puisque
Dc])(*qjl(m))Dcl)(m) = id, la transformatiord est un difféomorphisme local aux points fixgset po
def. Silesq; = ¢(pj) sont les points fixes dgon a :

(3.6.1) (detjacf(p,), tr(jacf(y))) = (detjacgq), tr(jacgy;)))-
Or un calcul immédiat montre qu’a permutation des indicés pr
. 1-b-%6 1 . 1-b+0d 1
jacf(p) = { b 0 } jacf(p,) = { b 0 ] d=4/(1-b)2+4a,
. 1-B-3 1 . 1-B+d 1 ~
JacY(a) = l E 0 ] ’ 1aCY(qy) = l E+ 0 ] , d=1/(1-P)?+4a.

A partir de (3.6.1) on obtiertt = 3 et
(3.6.2) (1-B—8)(1-B+8)=(1—b—3)(1—b+9)

soit(a,b) = (a,B). Remarquons quéetS sont définis at1 prés mais les produits (3.6.2) sont
eux bien définis. O
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Probléme.Comme I'a suggéré le rapporteur I'énoncé qui suit semblenaat : soientf etg
deux automorphismes de type&NON conjugués par la transformation birationnéilealors f
et g sont conjugués par un automorphisme polynomial. On pew a&spérer qué soit lui-
méme polynomial.

Probleme Deux transformations birationnelles quadratiques ggnés topologiquement conju-
guées le sont-elles par un automorphisme holomorphe (oh@omorphe) ?



CHAPITRE 4

QUELQUES PROPRIETES DYNAMIQUES DES
TRANSFORMATIONS BIRATIONNELLES QUADRATIQUES

4.1. Stabilité algébrique

Rappelons une notion introduite dal]. SoientSune surface ef : S--+ Sune transfor-
mation birationnelle. On dit qué estalgébriquement stablei pour toute courbe de S et
tout entiern positif, f"(¢) n’est pas un point d'indétermination de Dit autrement pour une
transformation algébriquement stable la situation quirsarrive pas :

f f f f f

Le théoréme suivant est un cas particulier d’'un résulta général donné dand).

Théoréme 4.1 — Soit f un élément du groupe @&REMONA; f n’est pas algébriguement
stable si et seulement s'il existe un entier k pour legleglfk < (degf k.

Démonstration — Soitk le plus petit entier pour lequel défj < (degf); il existe alors une
transformation birationnellé de degré strictement inférieur (degf )< et ¢ un polynéme
homogéne tels que en tant que triplet de formes homogé&tiés= ph. On constate que I'image
par ¥ de tout point de la courbe d’équatign= 0 est d’'indétermination pofr, i.e. f contracte
une courbe sur un point d’'indétermination.

Ce raisonnement donne en fait I'autre implication. O

Il'y a d’autres fagons de caractériser la stabilité algétarifoir [46]).

Introduisons un invariant birationnel pour les transfatiotes de REMONA. Si f etg dési-
gnent deux éléments de Bi?), alors en général dégfg?) +# degf; par contre il existe deux
constantes positives et 3 telles que pour tout entieron ait (j45], Proposition 1.15) :

a degf” < deggfg™?) < B degf".
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Le «taux de croissance des degrés » est donc un invariatipbival : on appellgpremier
degré dynamiquele f la quantité

A(f) := liminf (degf™)¥/".

On peut aussi définir cette notion pour une transformaticatibnnelle d’une surface complexe
compacte kahlérienned)).

Lorsquef est algébriquement stable, ol @f ) = degf. En particulier pourf = Ac avecA
générique on a(Ao) = 2; ceci est précisé ci-apres.

Dans @5 DILLER et FAvRE montrent que toute transformation birationnefleS--» S
d'une surface complexe compacte peut étre rendue algéoniept stable : il existe un mor-
phisme birationneft: S — Stel quert1ft soit algébriquement stable. Bien que ce résultat
soit important, nous ne l'utiliserons pas.

SoientA = (apXo + box1 + CoXz : @1Xo + b1x1 + Cixz : @xXo + beXg + C2X2) un automorphisme
deP? et ¢ une courbe contractée p@a)P sur un poing, I'entier p étant minimal. La courbe
¢ = (AG)P(c) est contractée pao; par suitec est I'une des droites de Emc disonsx, = 0,
et doncg = (o : €1 : Cz). Supposons qu'il existe un entikrtel queq soit éclaté pafAc)<t
(aveck minimal) dit autremen{Ac)X(q) est un point d'indétermination de, i.e. deux des
composantes de\o)¥(q) sont nulles. Ecrivon$Ac)X sous la formePy : Py : P); visiblement
les P sont des polyndmes €, x1,X2) dont les coefficients sont eux-mémes des polyndmes
universels a coefficients entiers positifs en les variabdedo, Co, a1, by, c1, a, by, co. Ceci
permet de produire des exemples explicites de transfasnwmfic algébriquement stables;
en effet siA est une matrice a coefficients réels tous strictement f®&8R (cp,C1,Cy) sont
strictement positifs. On obtient donc la :

Proposition 4.2 — Soit A un automorphisme d& dont les coefficients sont des nombres
réels strictement positifs ; la transformatioroAresp. Ap) est algébriquement stable.

Remarque 4.3 — C’est la « positivité des coefficients » detp qui permet d’obtenir I'énon-
cé 4.2. On trouve des coefficients de signes contraires tapsdssion da ce qui ne permet
pas d’avoir de fagon rapide un énoncé de type 4.2. Voici comorepeut I'obtenir. Sil’élément
h de>?! est un automorphisme degNoN, degh" = 2" = (degh)" de sorte qué est algébrique-
ment stable ; c’est par exemple le cab sist de la forméy, y? +x). PourA linéaire générique
Ah est algébriquement stable de sorte qu’'un élément généligki® est aussi algébriquement
stable.

Définition 5. — Nous dirons qu’un automorphisme ®é a sescoefficients algébriquement
indépendants surQ s'il possede un représentaAtdans Glg(C) dont les coefficients sont
algébriguement indépendants §ur

De méme une transformaticko a ses coefficients algébriquement indépendants si c’est le
cas pourA.

Remarque 4.4 — La condition ci-dessus est invariante sous I'action dégsraorphismes du
corpsC. En fait deux automorphismes @8 & coefficients algébriquement indépendants sont
échangés par un automorphisme du cdtpsn particulier toutes leurs propriétés de nature «
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algébriques » sont conservées et il en est de méme pofioldzar contre la condition d’indé-
pendance des coefficients n’est pas invariante par cosjugalynamique. En effet 8ic a ses
coefficients rationnellement indépendants ®uelle posséde quatre points fixes distincts tous
situés en dehors dex;x; = 0. En conjuguant par une homothétie ad-fiagxo : a1x; : 02X2)

on peut supposer par exemple dde 1 : 1) est point fixe : on obtient ainsi une nouvelle trans-
formationAc conjuguée a la précédente mais dont les coefficients ne ssntationnellement
indépendants.

Notons AutC, +,.) I'ensemble des automorphismes du catp$i A appartient & PG4(C)
etk a Aut(C,+,.), on désigne paA* I'élément obtenu en faisant agirsur les coefficients
deA.

Corollaire 4.5 — Soit A un automorphisme @ dont les coefficients sont algébriquement
indépendants su@; alors Ao et (Ac) ! sont algébriquement stables.

Démonstration — Soit B un élément de G4(C) dont tous les coefficients sont réels posi-
tifs et algébriquement indépendants €l Les coefficients deB font partie d’une base de
transcendance dé sur Q. Donnons-nous un élémeAtde GL;(C) dont les coefficients sont
algébriquement indépendants §uril existe un automorphismee du corpsC tel queA = BX.
Alors Ao = (Bo)* est algébriquement stable puisdde I'est.

Comme une transformation birationnelled’'une surfaceS dans elle-méme est algébrique-
ment stable si et seulementfsi® I'est ([67]) 'inverse deAo est algébriquement stable. [

Remarque 4.6 — Dans le cas dB? on peut démontrer que le degré algébriquef @st aussi
celui def 1 (pour plus de détails voir la Remarque 6.3). En I'appliquant f¥, on obtient que
f et f~1 sont simultanément algébriquement stables ou non.

Remarque 4.7 — On a un énoncé analogue lorsqu’on remplacepar Ap ou At.
Sous les mémes hypothegé®)" (resp.(Ap)", resp.(At)") est algébriquement stable.

4.2. Feuilletages et courbes invariants pour des transforations du type Ao

4.2.1. Feuilletages invariants. —Comme nous l'avons déja évoqué au Chapitre 2 l'arti-
cle [23] de CANTAT et FAVRE porte sur I'étude des feuilletages laissés invariantsgsatrans-
formations birationnelles. Nous nous intéressons a celgmabdans le cadre quadratique en
utilisant des techniques élémentaires.

Dans l'introduction nous avons mentionné que tout autofierpe deP? posséde des feuille-
tages invariants ; nous avons d’autre part rencontré desftranations birationnelles qui pré-
servent une fibration rationnelle. Comme I'indique I'exdenguivant il existe des transforma-
tions birationnelles qui laissent invariant un feuilletage définissant pas une fibration. Consi-
dérons dans la carte affing = 1 la transformatiorf de degré 3 définie par :

f (X0, X1) = (XgX1, XoX1).-
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L'élémentf préserve les feuilletages associés aux formes diffétiastie

e BV
2

dont les feuilles sont transcendantes ; elles sont donraédsgx niveaux » de log + nlogx;.
On peut démontrer que les seuls feuilletages invariant$ pant les deux précédents.
La Proposition qui suit montre que la présence de feuiletagvariants est rare.

Wy = X1dx +NXodx, n

Proposition 4.8 — Un élément génériquéau sens deBAIRE) de Bir, ne possede pas de
fibration invariante. Plus précisément un élément généridgeBir, ne posseéde pas de feuille-
tage algébrique invariant.

Démonstration — Les notations étant celles du Chapitre 3, on considers légoroduitf,, x
Bir» le sous-ensemble fermé

Mo = { ([0, @) € #n % Birz | @A w=0}.

Si ([w],) appartient &\, le feuilletage associé @ est invariant pakp. Soit T, la projec-
tion de 7, x Biry sur Bir. La projection de\, par 1 est un fermé car les fibres de sont
compactes. Par suitg(/\,) est fermé algébrique dans BiIBRUNELLA montre qu’un auto-
morphisme de type ENON ne posséde pas de feuilletage invariad®[ p. 293). Le com-
plément3, de Tp(/A,) est donc un ouvert deARISKI non vide dans Bj. En réinvoquant
gu’un automorphisme de #HNON n'a pas de feuilletage invariant et que Bast irréductible,
on obtient que l'intersection3, est non vide, d'ou le résultat. O

Remarque 4.9 — Il semble raisonnable de penser que si les coefficienta detriceA sont
indépendants sup, alors f = Ao ne possede pas de feuilletage invariant ; mais I'élimimatio
directe dew dans l'identitéf*wA w = 0 s’avére pénible. Le Corollaire 4.11 qui établit ce fait
est conséquence de la remarque qui suit.

Remarque 4.10— Dans la Proposition 4.8 le terme « générique » signifie daweemplé-
ment d’une union dénombrable d’ensembles algébriquesgsae Big, en fait de chaqué’
(pouri =1, 2, 3). En particulier pouA dans le complément d’'une union dénombrable d’'en-
sembles algébriques propres desGL) la transformationAc ne posséde pas de feuilletage
invariant. Puisqu’on ne peut écrire PGIC) comme une union dénombrable d’ensembles al-
gébriques propres il existe des matridgsa coefficients indépendants sQrtelles queAqo
n'ait pas de feuilletage invariant. Mais alors (toujoursuéiiisant un automorphisme de corps
ad hoc) pour toute matric& a coefficients indépendants s@ron a la méme propriété d’ou
I'énoncé suggéré dans la Remarque 4.9 :

Corollaire 4.11 — Soit A un automorphisme @2 dont les coefficients sofit-algébriquement
indépendants ; la transformationa®ne possede pas de feuilletage invariant.
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4.2.2. Courbes invariantes. —Nous allons prouver qu’une transformation quadratique gé-
nérique de typéo ne posséde pas de courbe invariante. Nous proposons deaxatiés La
premiére ne concerne que les courbes invariantes irrétketielle donne une classification
des transformations ayant certains types de courbesamias. On pourrait penser procéder
comme nous l'avons fait dans le cas des feuilletages, p&ngégscence sur un automorphisme
de HENON, applications pour lesquelles cet énoncé est connu maésd&narche ne convient
pas.

Pour la premiére approche nous allons invoquer des argsngenhature dynamique. La
seconde, qui s'appuie sur la premiére, traite des courbegmdoluctibles i(e. des courbes in-
variantes par les itérés) et invoque des arguments d'imdigmee algébrigue et de points fixes.
Avant toute chose il faut rappeler qu’une courbe contrgoégeine transformation birationnelle
est une courbe rationnelle, autrement dit de genre aritoeézérd?). C’est une conséquence
directe du théoréme dedsirHER ou, comme nous I'a signalé le rapporteur, une conséguence
du théoréme de &STELNUOVO.

De nombreux auteurs se sont intéressés au probleme degsawvhriantes. Dans sa thése
JACKSON décrit les transformations birationnelles quadratigtigsi préservent une courlge
et qui satisfont Ind UInd =% C ¢ (voir [67]).

Comme une surface delRMANN compacte de genmg@> 2 ne posséde qu’'un nombre fini
d’automorphismes, on devine que pour une transformati@titinnelle le fait de posséder une
courbe invariante de genge> 2 est tres restrictif ; ceci est précisé par la :

Remarque 4.12— Si f est une transformation birationnelle laissant une courbwariante,
alors f|- est un automorphisme de En particulier si le genre arithmetique deest supérieur
ou égal a 2il existe un itéréf" de f tel quec soit une courbe de points fixes @&

Commencons par mentionner un cas particulier d’'un rési#t@LLER, JACKSON et SOM-
MESE :

Théoreme 4.13[46]). — Soit f une transformation dEREMONA algébriqguement stable telle
queA(f) > 1. Sic est une courbe invariante par, &lors le genre(arithmétique de ¢ est0
oul

Ce résultat est précisé paswdans B4 :

Théoréme 4.14[84]). — Soitc une courbe irréductible dB? de genrearithmétique stric-
tement plus grand quk Soit f une transformation dEREMONA qui préservec. On a :
e A(f) =1etlasuite(degf"), croit au plus linéairement ;
e si f est conjugué a un automorphisme d’une surface ratideriksse), f est d’ordre fini;
e sila normalisation de~ n’est pas hyperelliptiqué?, f est d’ordre fini.

1. Soitc une courbe plane ; on peut désingulariseaiu sens suivant : il existe une courbe ligseet un mor-
phismert: ¢’ — ¢ tel que #T1(c) = 1 pour tout point non singulierde ¢ . La courbec’ s’appelledésingularisée
ou normaliséede . Le genre arithmétiquede ¢ est par définition le genre topologique dé

2. Le prototype d’'une courbe hyperelliptique est donnéexparP(y) = 0 avecP polynéme scindé de degré
supérieur ou égal a 3
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Définition 6. — SoitM un élément de G4(C). On dit que les valeurs propreg, N, deM
sont résonnantes s'il existe des entigxrset m, non tous deux nuls tels qug *n5% = 1. Un
point fixe p d'une transformation birationnell¢ sera ditrésonnantsi Df, a ses valeurs
propres résonnantes.

Proposition 4.15 — Soit A un automorphisme @ dont les coefficients sofit-algébrique-
ment indépendants. Les points fixes des@nt non résonnants.

Démonstration — On constate que

{Bo|B e PGL3(C)} = {Ac|k € Aut(C, +,.)}

ou I'adhérence est prise au sens ordinaire. Remarquonsegugoints fixes déo sont en
position générale ; en effet si trois d’entre eux étaiergreds, alors cette propriété, invariante
par action d’un automorphisme de corps Auserait vérifiée par tous l&o ce qui est absurde.
SoitC un automorphisme d@? tel que les points fixes dg:= CAcC~* soient

(0:0:1), (0:1:0), (1:0:0 et (1:1:1).

On noteQ I'ensemble des éléments de Bfixant ces quatre points ; I'orbite desous I'action
de AutC,+,.) est dense darQ. Supposons quéc possede un point fixe résonnant; algrs
etgt, aveck dans AufC, +,.), en possédent un aussi, disons le p¢iht0 : 1). Maintenant il
est facile de trouver un élément @non résonnant e(0 : 0 : 1), par exemple en utilisant la
forme normale donnée par la Proposition 3.22¢frcice). O

Proposition 4.16 — Soit A un automorphisme @2 dont les coefficients sont algébriquement
indépendants su@. La transformation(Ac)" n’a pas de courbe de points fixes pour chaque n
dansZ\ {0}.

Démonstration — Supposons que soit une courbe de points fixes poko)"; sid est le
degré dec, pour toutk dans AutC, +,.), I'itéré n-ieme deA*o a une courbe de points fixes
de degréd. En passant a 'adhérence deriski on obtient que pour tout dansz2 l'itéré
n-iéme def admet une courbe de points fixes de defjnpuisquez® est dense dans Bion en
déduit que toute transformation birationnelle quadratjai en particulier tout automorphisme
de HENON, vérifie une telle propriété ce qui est interdit par la dyrgumi des transformations
de HENON ([53)). O

Remarque 4.17 — Tous ces énoncés se généralisent aux transformatiogpeliAp)" et (AT)".

Remarque 4.18— L’hypothése d’'indépendance sur les coefficientdest indispensable :
on remarque par exemple quefsest du type

(axo — Oxg + Xz : BXo — BX1 +X2 : X0+ (1— 8)xa)
aveca # 3, I'élémentAa laisse la droitexg = x; invariante.

Proposition 4.19 — Soit f = Ao une transformation birationnelle quadratique laissaneun
courbe rationnellec invariante. Supposons que f soit algébriguement stableieies itérés
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de f n'aient ni courbe de points fixes, ni point fixe résonnaalbrs ¢ est une droite, une
conique lisse ou une cubigue a point double.

Démonstration — Si ¢ est lisse de degre, la formule d’HuRwITZ dit que le genre de est
W ce qui assure que est une droite ou une conique lisse.

Supposons désormais quesoit non lisse et que soit un point singulier de .

Montrons queAc est un difffomorphisme local gni.e.quep n’est pas dans ExazuUIndo.
D’apres §6] le point p n'est pas d'indétermination powr. Si p appartient & Exa \ Indo,
alorsAa(p) est un point d’indétermination dé\o) 1. Le germe deAo j, est du type

(u,v) — (u,uv)

a conjugaison locale g.d. pres. En particulier il envoierbewsinguliére irréductible sur courbe
singuliére ;Aa(p) est donc un point d’indétermination d&c)~! mais aussi un point singulier
ce qui est exclu (toujours d’aprésd]). Ainsi Ao est un diff@omorphisme local gnetAc(c p)
est singuliere.

SiTt: ¢ — ¢ est la normalisation de etAg le relevé & de la restrictiorAg|., on note

A=T0(Sing(c)) = {pu..... ps}-

CommeAo est un difffomorphisme local en chaque point singuliecdéensembleA est
invariant parAA\&. Puisquec est isomorphe ®1, AG est conjugué a une translation ou une
homothétie ;A compte donc au maximum deux points. En effetAi# 3, la transformation
Ao est périodique en restriction & il existe alors un entien tel quec C Fix(Ao)" ce qui
est exclu d’aprés I'hypothése. Notons qu'a chaque brarad@dd dec , correspond ump;; par
suite on a l'alternative suivante :

e ¢ aun seul point singuliep (qui est donc fixe) et a au plus deux branches pn

e ¢ adeux points singuliers distinag, gz et Cq,, C g, SONt irréductibles.

Etudions ces différentes possibilités.

Remarquons que si un germe de difféomorphisme holomorph@?¢d fixe une courbe

singuliére irréductible ou bien deux courbes lisses taregete point fixe est résonnant.

e Puisque les valeurs propres de la partie linéairdalen p ne peuvent étre résonnantes,

a un unique point singulier &t est un croisement ordinaire ; la formule du genre assure
quec est une cubique a point double.

e On remarque quéAo)? fixe les pointsy; etqp; commec g, est irréductible non lisse, les
valeurs propres de la partie linéaire (@e)? eng; (resp.gz) sont alors résonnantes ce qui
est impossible.

O

Comme toujours il y a un énoncé analogue pour les transfansagénériques de? et>1.

Comme on le voit les cubiques cuspidales n'apparaisserdgrasla Proposition 4.19. Cer-
taines transformations quadratiques possédent de telliques invariantes ; dan8][BED-
FORD et KiM étudient la famille de transformations d&EMONA définie par :

Qap: P? - P2, (X0 & X1 2 X2) — (Xo(X1 + bX) = Xo (X1 + bXo) = Xo (X2 + ax)).
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Notons que leg, p ne sont pas algébriquement stables : la dngjte O est contractée pag
sur(0:1:0), point qui est éclaté paj,, sur la droitex, = 0.
Cette famille possede, pour certains parametres, unewribigspidale invariante. Introdui-

sons l'application
t—t3—t% 1-t°
(1+1)% "t2(1+t)

et le polynbme
Prab(X0,X1,%2) = at — L)tHe 4 t(t — 1)xaxa(txg + X2)
+Xo (2bt3x1% + t3(t — 1)xE + (t — 1)(1+ bt)x5)
+t3(t — 1)x3 (alxq 4 tx2) +t(xe + (t— 2b)x2))
BEDFORDet KiM établissent I'énoncé suivant.
Théoréme 4.2q[8]). — Soitt dansC\ {0, 1, —1,j,j?}. Alors pour(a,b) = ¢(t)ona:
P,aboJap =tdetjadap - P .ap

qui indique que P,p = 0 est invariante par gp.

Sous les hypothéses du théoreme, la cubique irréductilgudtionR 5, = 0 invariante
pargap contient les deux points fixes dgp :

A & ot B R G S B R
PL=\17v 1t P= ey ey

et a son cusp ep;.

Proposition 4.21 — Soit f = Ao une transformation birationnelle quadratique laissantan
riante une courbe irréductible de genre arithmétiqué. Supposons que f soit algébriquement
stable et que les itérés de f n'aient pas de courbe de poims fadorsc est une cubique lisse.

Démonstration — En utilisant des arguments de la démonstration de la Bitgo 4.19 on
montre quec est lisse. La restriction dé a ¢ induit un automorphisme de la normalisée
qui laisse invariant le relevé de I'ensemble singuliercdéMais sur une courbe elliptique un
automorphisme qui posséde une orbite finie est d’ordre fingui est exclu par hypothése ;
ainsi ¢ est une courbe elliptique lisse # donc une cubique lisse. O

Nous allons dans un premier temps nous intéresser auxdraragfons birationnelles qua-
dratiques préservant une cubique lisse :

Lemme 4.22 — Soit ¢ une cubique lisse. On suppose qtfe= o(¢) est aussi une cubique
lisse ; alorsc passe par les trois points d'indétermination ae

Démonstration — Soienth eth’ dansC[xo, X1, %2]3 définissant respectivemeatet ¢’; I'hy-
pothése implique que :

hoo =xxExIH, o, B, yEN, a+B+y=3.
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A permutation des coordonnées prés le trigtet, y) prend les valeur3,0,0), (2,1,0) ou
(1,1,1). Dans le premier cas un calcul direct montre guest I'union de trois droites et dans
le second que est singuliére. On vérifie, dans la derniére éventualité hggst du type

a@x1 + bxdxa + Cx0X + dx0x6 + XX + FX1X3 + gxoXaXe.
0

Notons que si” et¢’ sont comme dans I'énoncéréalise un automorphisme entrest ¢’ de
sorte que ces deux cubiques ont méme invaijigoim en déduit I'existence d’un automorphisme
deP? échangeant et ¢’ (voir [62]).

Soit 7 I'espace des polynémes homogénes de degré 3 s’annulanbiigadints d’indéter-
mination deo. L'application o induit un isomorphisme linéaire : 7 — 7 défini dans la base

{XGX1, XX2, X0X2, X0X5, XEXp, X1X5, XoX1 X2 } par
o: (ab,cde f,g)— (f,edcbanqg).

Les cubiques invariantes parcorrespondent a I'espace linéaire Bixui est de dimension
projective 3

Soientc une cubique lisse associée a un élément @é&c’ = o(¢). SoitAun isomorphisme
linéaire tel queA(c’) = c¢; la cubiquec est alors invariante pako. Notons qu'il existe un
nombre fini de tels isomorphismes. L'ensemble des élénfedesPGlg(C) tels queAo laisse
une cubique lisse invariante est d’adhérence une varigébadjue définie su@ de dimension
dimP7 = 6.

Plus généralement sait une cubique lisse ; donnons-nous trois poipis p2 et ps non
alignés surc. A ce triplet de pointsp = (py, p2, p3) on peut associeop une transformation
quadratique de REMONA telle que Indbp = {p1, p2, p3}. Limage dec paro, est encore une
cubique isomorphe & et il existe une application linéair, (en fait il en existe un nombre
fini) telle queAy0p(C) = ¢. Nous noterong , les transformation8,op. L'espace des cubiques
lisses est de dimension €elui des triplets de points sur une cubique de dimensiom$; l&es-
pace des éléments @& qui laissent invariante une cubique lisse est de dimensior8g= 12.

En particulier on obtient le :

Corollaire 4.23 — Génériquement une transformation Hene posséde pas de courbe inva-
riante de genre arithmétique

Soit A un automorphisme @; si les coefficients de A sont indépendants@ualors Ao
ne préserve pas de telle courbe.

Démonstration — Le premier point résulte des considérations de dimerminprécedent.
Pour le second, gio possédait une courbe elliptique invariante il en serait @mmpou”AXc

et ce pour touk dans AutC, +,.); comme les orbites dynamiques d&® sont denses daixs

ceci contredit les calculs de dimensions ci-dessus. O

Dans B6] PAN a démontré que le groupe Bir) des transformations birationnelles qui
laissent invariante la cubique lisgeest engendré par les transformatigns= Ap0p.
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Montrons que tout automorphisme abstraitcest la restriction ou bien d’'u@ip, ou bien
d’'un isomorphisme linéaire. On désigne par @utle groupe des automorphismes devue
comme courbe elliptique abstrait& A. En suivant une idée deaR ([85]) nous allons démon-
trer que le morphisme de restriction

Bir(c) — Aut(c)
est surjectif. Pour cela fixons deux points génériquesm, de ¢ etT un élément de AUt ).
SoitM un point générique du plan projectif complexe ; on noie M} etM/ (resp.mp, M} et
M?) les points d'intersection de la droif®m,) (resp.(Mmy)) avec la cubique :

Les couples de poinf§(M;) et T(M!") déterminent deux droites dont I'intersection est no-
téeT(M). L'application T coincide aved sur ¢ et est visiblement birationnelle puisqlie
inverseT, d’oul la surjectivité de I'application de restriction : Bir) — Aut(¢).

Revenons aux transformations quadratig@igsEn fait chaque triplep produit un nombre
fini de telles applications, autant qu’il y a d’automorphésdelP? qui fixentc. L'application
R: p— ¢p‘f peut donc étre vue comme une application algébrique miuéeade I'espace des
triplets de points distincts de dans Aufc). En général Autc) s’identifie topologiquement a
I'union de deux exemplaires; etc_ dec (sauf pour les cubiques spéciategZ[i] etC/Z]j]) :

cr~{z+alac C/A} et _~{-z+alacC/A}.

Si on écritc sous forme normale de BVERSTRASSXZ = Xo(Xo — 1)(Xo — N) on constate que
I'automorphisme/ : (xo,X1) — (X0, —X1) laissec invariante et sa restrictiofi. est dans la
composante_; I'image deRintersecte donc, etc_.

Remarquons quR est non constante en tant qu’'application multivaluée jsi'était {q>plc}
engendrerait un groupe dénombrable dang Aute qui contredirait la surjectivité de

Bir(c) — Aut(c)

puisque Bifc) est engendré par lgs,.

Il en résulte, dans le cas des cubiques génériques, quegineR évite au plus un nombre
fini d’éléments de Auic) (en particulier I'identité). Ainsi tout automorphisme desauf peut-
étre un nombre fini, est restriction d’'un certgip.

Remarque 4.24— Soientp = (p1, p2, p3) un triplet de points distincts appartenant &t a

un élément de la cubique que I'on considére avec « sa» structure de groupe. Alors, pou
chaquea, I'application ¢4, avecp+a= (p1+a, p2 + a, p3 + a), est bien définie. Comme

est compacte I'applicatioa— ¢, - €st constante (sinofy, serait surjective).
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Nous passons maintenant a I'étude des transformationsobinalles de typeAc laissant
une courbe de genre nul invariante.

Proposition 4.25 — Soit A un automorphisme @& défini par
(aoXo + bgXq + CoXo : agXg -+ b1Xq + C1X%o : aoXg -+ boxq + C2X2) .
La transformation A& laisse une droite invariante> si, a conjugaison dynamique par une
permutation de coordonnées pres, on a:
a0C% + CoC1 (b — ag) — by = 0.
Démonstration — Remargquons qu® passe nécessairement par un des points de, Ipdr
exemple(0 : 0 : 1). Plagons-nous dans la cantg = 1 et supposons qu® soit paramétrée
parxo — (Xo,tXp); en écrivant I'invariance de on obtient
Xo(aot2 —I—t(bo — a]_) — bl) +tX(2)(tCO — Cl) =0.
Commet ne peut étre nulxg = 0 est une droite contractée p&o) on constate que; = tcy
d’ou l'alternative :

e Co =1 =0 etagt? + (bg—ay)t —b; = 0;

e t = C1/Co; en substituant cette valeur tdans(agt? +t(bp —a;) — by) on obtient

a()C% + CoC]_(bo — a]_) — b]_C(z) =0.
Dans les deux cas la condition annoncée est satisfaite. O
Remarque 4.26 — Le cascy = ¢; = 0, qui apparait en cours de preuve, correspond aux trans-
formations de typé\o qui laissent la fibratiorx; /%o invariante.

Remarquons aussi que si une transformafionlaisse invariante une fibration en droites,
alors, a permutation prés des coordonnées, il s’agit de fatifim x; /xo = cte. LesA conve-
nables sont du type

(apX0 + box1 1 a1Xo + b1Xg : @xXo + boXg + Cox2);
ces transformations forment un groupe.

Remarque 4.27 — Les éléments de Bipossédant une droite invariante forment un ensemble
algébrique dont la trace sBF est une hypersurface.

Passons maintenant a I'étude des transformations présemea conique. Soit une co-
nique lisse ;o(¢) est une conique lisse si et seulement si, & permutation pesabrdon-
nées,c est du type suivant :

Cab: X5+ axgXo + bxoxa + XoX1 = 0, a, beC, 2ab—1+#0.
L'image paro de cap est la coniquery, de sorte que la permutation
P: (X0:X1:X%2) — (X1:X0:X2)

échange ces deux coniques. Soit Ao une transformation laissant invariante une conique
A permutation prés des coordonnéesst de type_ap, les égalités

Cab = A0(Cab) = A(Cba) = AP(Cab)
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impliquent la :

Proposition 4.28 — Soient f= Ac laissant une conique lisse invariante et P I'involution
définie par(xy : Xo : X2). A permutation prés des coordonnée®st donnée par

X5+ ax Xz + bXoXz + Xoxg = 0
et AP appartient au groupe orthogon@l(x% + axg X2 + bxoXo + Xox1).

Remarque 4.29 — Lorsquea = bl'involution o laissec,, invariante et dans ce césest dans
le groupe orthogonaD(Caa)-

Pour terminer le cas des courbes rationnelles apparaidaasia Proposition 4.19, étudions
les cubiques a point double. L'image pad’'une cubique a point doublé d’équation

(4.2.1) axdx1 + 08Xz + Cx0X6 4 dxoX3 + eXxa + gxaxs + hxoxyxo = 0

est encore une cubique a point double (il s'agit ici de culggpassant par les trois points
d’'indétermination de). Mais il y a d’autres formes normales ayant la méme propiiébrres-
pondant a d’autres choix qu#, 1, 1) pour le triplet(a, B, y) apparaissant dans la démonstration
du Lemme 4.22). Ainsi la cubique d’équation

(4.2.2) a3 + bxoX4 4 CxoX3 + dxXxa + %45 + gxoXiXp = 0
est envoyée pas sur
ax0X2 + bxX3 4 CXx2 + dxoxX3 + XX X2 4 g¥ X3 = 0

(induisant dailleurs I'application(a,b,c,d,e g) — (b,a,d,c,g,e)). Pour des valeurs géné-
riques dea, b, ¢, d, e g la cubique correspondante posséde un point doublgler® : 0)
qui est précisément d'indétermination paur
On vérifie facilement que les cubiques données par (4.2(#)2R) sont, a permutation de
coordonnées pres, les seules cubiques a point double ayaminage pao encore cubique.
Soit f = Ac une transformation birationnelle quadratique laissavariante une cubique
a point doublez’; alorso(%) est encore une cubique a point double. Comme a conjugaison
linéaire prés toutes les cubiques & point double sont leseséinexisteAy dans PGk(C)
tel quea (%) = Ao(€) de sorte qu&” = AAy(%). Le groupe des transformations linéaires qui
laissent invariante une cubique a point double est fini. Ramele si%p est la cubique de
WEIERSTRASS: X2%, = X3(Xo — X2); on vérifie que ce groupe est formé des transformations :

id, (Aoxg + 4%y : 4xg — 4axg : 90Xg + 3x1 — 8axp)
(X0 @ —X1:X2), (daxg — 4Xq : 4Xo +4axg 1 9axg — 3x1 — 8axp)

oU a satisfait &2 = 1.
Pour résumer nous obtenons la :

Proposition 4.30 — Soit% une cubique a point double. L’ensemble des transformatans
qui laissent invariantes” est fini.
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Remarque 4.31 — Puisque deux cubiques & point double d&Asont linéairement conju-
guées, une telle cubique est invariante par une infinitéatestormations quadratiques B&
on peut préciser cela par un argument essentiellementiqden& celui des cubiques lisses
(choix des triplets p1, p2, p3) 'un desp; pouvant étre au point double).

De la méme facon on établit que génériqguement un élémexit de posséde pas de cubique
a point double invariante.

Finalement on en déduit la :

Proposition 4.32 — Soit A un automorphisme @2 dont les coefficients sont algébriquement
indépendants su@. La transformation quadratiqgue &\ne possede pas de courbe irréductible
invariante.

En utilisant ce fait nous allons montrer un résultat pluségéh

Théoréme 4.33— Soit A un automorphisme d& dont les coefficients sof@-algébrique-
ment indépendants. La transformation quadratiquen® posséde pas de courf@entuelle-
ment non irréductiblginvariante.

Démonstration — Raisonnons par I'absurde ; nous réutilisons ici les mmtatf pour I'ap-
plication quadratique d&2 dansC® et f* pour I'application induite sur I'espace projechf.
Soientl" une courbe invariante pdr* = A*c® etl’ =T, U... Ul s la décomposition d€ en
facteurs irréductibles, chaquie étant décrit par une équation irréductiliie= 0. Bien sir la
surfaceh; = 0 est invariante par I'application polynomiafe Les coefficients dé\ étant al-
gébriguement indépendants €Qrla transformationf® est algébriquement stable ; il s’en suit
que

(4.2.3) Vie{l,...,s}, Ile{l,...,s} telque f*(I;)=T,.
Ecrivons qud™ est invariante paf*® :
ho f =hn avec h=h;...hg

notons que le théoreme de la fonction implicite, appliquéiemoint générique dE, assure
quen n'est pas divisible par lelg. Remarquons que = 0 est formé de branches de

Exc f*={x=0, x; =0, X =0}.

En effet supposons quesoit une branche des zéros gealorsh(f(y)) = 0. Siy n'est pas
contractée paf*, alors f*(y) coincide avec I'un deBy; d'aprés (4.2.3) il existe ¥ i < stel
quef*(y) = f*(I'i) ce qui n'est pas possible. L'invariance dee réécrit donc

h(Ac) = uhyxix,, (p,a.r) € N*\ {0}, peC.

PuisqueA a ses coefficients algébriquement indépendahta quatre points fixes en position
générale qui sont non résonnants. Aprés une conjugaisandgoe du typaxo : BX1 : YX2)
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le point (1:1: 1) est fixe parf = Ao : C3 — C3. Ceci revient & supposer que la matrice

a bo Co
A= | a3 by c; | eststochastique
a b2 Co
(4.2.4) a+b+c=1 i=0,1, 2

Evidemment cette conjugaison détruit I'hypothése@ndépendance des coefficients Ae
mais puisque cette modification est faite par conjugaisogayde par exemple la propriété
qu'il N’y a pas de courbe irréductible invariante. A partir d

ho f = pOEXX5)h

on obtienth(1,1,1) = ph(1,1,1). Sih(1,1,1) =0, le germe dd” en(1:1: 1) est invariant

par f*. Mais ce point fixe est comme nous I'avons dit non résonnanthéarie élémentaire
des difffomorphismes locaux{) assure que le germe d& en(1: 1 : 1) posséde exactement
deux germes de courbes invariantes (qui sont d’'ailleussdigt transverses). Mieux tout germe
de courbe invariant par un itéré d& est encore I'une de ces deux branches. Par suite le germe
delaen(l:1:1 une ou deux branches locales et chacune de ces branchegagisiniie

par f*. Par suite la composante irréductiblefdqui contient I'une de ces branches locales est
une courbe irréductible invariante, cas exclu par gériéridien résulte qué(1,1,1) est non

nul etp vaut 1 Comme l'un des entierp, g, r est hon nul, nous allons supposer qug O.
Considérons maintenant la transformatios: Ac définie par

(@p(X1 — Xo)X2 + XoX1, &1 (X1 — Xo) X2 + XoX1, 82(X1 — Xo) X2 + XoX2).

Pourag, a3 eta génériques?induit une transformation birationnelle et on constate que

f(1,1,1) = (1,1,1), f(1,1,2) = (1,1,2).
On remarque que le poirfl, 1,2) n'est pas sur la surfao%xfxr2 = 1. En particulier parmi les
transformationg) = Bo satisfaisant (4.2.4) la propriété suivante est générique

(4.2.5) g posséde un point fixe situé en dehors dgxix; = 1.

Il en est donc ainsi pouf; en effet si ce n'était pas le cas, alors, pour tout autonisnpd de
corpsk, les élément$* = A¥g auraient tous leurs points fixes sgJ{x, = 1 ce qui contredirait
la propriété (4.2.5). Pour un tel point fireon a

h(m) = h(f(m)) = (x§x}%;) (m)h(m),

égalité qui conduit &(m) = 0. Le méme raisonnement que précédemment assuré qué-
serve une composante te= 0 passant pam et donc quef® a une courbe irréductible inva-
riante : contradiction avec la Proposition 4.32. O

Théoréeme 4.34— Soit Ag une transformation déirz algébriguement stable. Supposons
querly, ..., I's soient des courbe@rréductibles ou nopinvariantes par &. Dés que $> 5,
I'élement Ao préserve une fibration.
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Démonstration — Chaqud; est donné par une équation réduite= O; I'invariance dd"j par
la transformationf = Ao se traduit par

hio f = pxxiihi, W eC”, (p,Gi,1) € N3\ {0}.
On en déduit pour tous les entiars ..., ng I'égalité
T T T I |

Dés ques > 5 on peut trouver des entiensdansZ non triviaux tels que

degh;
S
Pi
n; =0;
i;l oG
Fi
I'élément f préserve alors la fibration définie daff ... hls. O

En faisant un raisonnement analogue sur les branches defdegur une transformation
birationnellef de degré quelconque on obtient le :

Théoreme 4.35— Soit f une transformation dEREMONA algébriquement stable de de-
grév. Il existe un entier Nv) tel que : des que f possede plus des/Ncourbes invariantes f
préserve une fibration.

Remarque 4.36— Dans R1] CANTAT traite un probléme analogue dans un contexte plus
général.

4.3. Exemples de transformations quadratiques préservanine fibration rationnelle

Donnons quelques exemples de transformations biratispiéservant des fibrations ra-
tionnelles qui peuvent étre des fibrations en coniques, Bigees a point double, en cubiques
cuspidales, etc. Ces exemples proviennent de la classificdés flots Yoir Chapitre 2).

e Soitp un rationnel ; la famille de transformations

1— e B+t
Opt = <<X0+ W) eBt7etX1>

. . . . 1B . < e .
préserve la fibration rationnelle donnée % = cte fibre a fibre. Elle préserve

aussix; = cte mais en déplacant les fibres. Pour[A = n entier cela donne la fibration
ax] —x3 —nxpx5—2 =0.

On constate qugy; laisse une fibration en cubiques a point double invariannsda
cartexo = 1 la famille des courbes invariantes est donnéeopér- x3 — 3xix; = 0.
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(e 4 1)x+P(e 2P —
(e )xo+B(e*2l3‘+1
nelle xfﬁ (g—f@ = cte fibre a fibre ; lorsqu@ vaut 1 c’est une fibration en cubiques a
point double.

e Pour toutf rationnel la famille(B éx1> préserve la fibration ration-

. t+xgt2 . . . .
e On constate que les transformatm(%l+X1X++1+3 X1 +t> laissent invariante la fibra-

tion en cubiques a point doubié — 3xox; = cte fibre a fibre.
e La famille de transformationé (f(éfl“ ,éxl) laisse la fibration en conlqu$’<—1 = cte
invariante fibre a fibre ; dans la case= 1, cette famille de paraboles tangentes est don-

née par_;% - (1+x) = cte.

e L’élément <x0+t([3+x§)+t2xl+§,x1+t> de Bir, préserve la fibration en cubiques
cuspidales 3x; + xf — 3Xp = cte (se placer dans la carte affiae= 1).

e Soit  dansQ \ {2}; on note que(xoeBtJr (e2t ), xle‘) préserve la fibration ra-

= cte fibre a fibre.

<x0(x1+ 1) vtx1> ’

tlonnellem

e Les transformations

(GIX]_—I— l) ’
resp.
<é(4xox1+2xo—1)+2xo+1 )
2(8(2x+1—2%0) +1+2%)’
resp.

(L_t?é)@)
X1 —Xo+ €

préservent fibre a fibre les fibrations en coniques

X1 X1(14 2Xo) XoX1
— = =t resp. = ct resp.
eI P § P

= cte
(x1+1)(1—2x%) X1 — Xo

4.4. Transformations ayant une courbe de points fixes

Dans ce paragraphe nous examinons les différentes cougheaints fixes possibles pour
une transformation quadratique.

Comme on I'a vu au Lemme 4.16 dés gMeest un automorphisme d& dont les coef-
ficients sont algébriquement indépendants @uila transformation(Ac)" (resp. (Ap)") n'a
pas de courbe de points fixes, phénoméne que I'on observepdejdles automorphismes.
Commencons par énoncer le :

Théoréme 4.37[86], Théoréme 1.3.[17], Théoréme 1.1.) — Soientc une courbe algébri-
que irréductible dan®? et f une transformation dEREMONA non linéaire laissant inva-
riante.
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e Sic estlisse de genre plus grand ou égadl,alors ¢ est une cubique lisse.

e Si le genre géométrique de est supérieur ou égal A et si f est l'identité sur, alors
ou bien f est conjuguée a une transformationJd&IQUIERES ou bien f est périodique
de période inférieure ou égalea

Exemple 4.38 — SoitP un polyndme de degréi2- 2 sans racine multiple ; la transformation
de DNQUIERESdéfinie par
(Xo +P(x1) >
— 1 X

Xo+1
fixe point par point la courbe hyperelliptiqug = P(x1).

Rappelons gu’une courbe invariante point par point par amsformation birationnelle qua-
dratique est nécessairement de degré inférieur ou égal @Ra$ition 3.6). En fait danslfl]
BLANC montre le :

Théoréme 4.39[14]). — Soientc une cubique plane lisse &tle groupe des transformations
birationnelles qui fixent point par point. Un élément non trivial d& est de degré au moirss
De plus, les éléments de de@éle G engendrent.

On décrit maintenant les transformations quadratique®iguune courbe de points fixes;
les trois énoncés qui suivent s’obtiennent par des caldégantaires.

Comme on I'a déja dit, pour que I'image d'une droite gasoit encore une droite, il faut
gu’elle passe par I'un des trois points d’'indéterminatierodt soit distincte detg =0, x; =0
etx; = 0; de méme 'image pas d’'une coniquer est encore une coniquegipasse par deux
des points d’'indétermination de D'ou la :

Proposition 4.40 — A conjugaison dynamique par permutation et homothéties pnéa :
e les transformations & qui possédent une droite de points fixes s'écrivent

(0 (X1 — Xo)X2 + XoX1 © (X1 — Xo)X2 + XoX1 : Y (X1 — X0)X2 + XoX2)

aveca, y € C\ {1}, a # y (ici la droite de points fixes est la droite d’équatiof=x x1) ;
e la transformation & a une conique lisse de points fixes si elle est du type :

(XoX1 : AXgX2 — XoX2 + BXoX1 : X1X2)
aveca, 3 € C, aff # 1. La conique de points fixes est alors donnée par
X§ — 01X Xz -+ XoX2 — BXoXq = 0.

Cette conique dégénére en deux droites lorsafdie- 1.

Remarque 4.41— On constate quéxpX; : 0X1X2 — XoX2 + BXoXy : X1X2) préserve la fibration
Xo/%e = cte fibre & fibre et ceci montre que tout élémentdeyant une conique de points
fixes préserve fibre a fibre une fibration en droites. En faittdisant les deux propositions qui
suivent nous allons voir que toute transformation birat@le quadratique ayant une conigue
lisse de points fixes préserve une fibration en droites fibteré. fi



124 CHAPITRE 4. PROPRIETES DYNAMIQUES DES TRANSFORMATIONS BARIONNELLES QUADRATIQUES

La caractérisation des droites (resp. coniques) qui sansfiormées pap en des droites
(resp. coniques) permet d’établir 'énoncé qui suit.

Proposition 4.42 — La transformation A a une droite de points fixes si elle s’écrit
(a0XoX1 + DX + CoxXo : @rXoxX1 + b1X3 + CixaXa : @xXoXy + boX3 + CoXyXo)
avec :
bya3 + aya; ¢ — ayazhy, —a2c, = 0 ou apboby + cob’ — axh3 — bobycy = 0.
La transformation A a deux droites distinctes de points fixes si elle est de I'@sefarmes
suivantes :
(00XoX1 + X1X2 : BXoX1 4 YXG + BX1X2 : EXoX1 + NX1X2), (n—a)>+4e#0;
(aXoX1 + PXG + YX1Xo © X3 + OX1Xo © EX5 4+ NX1X2), (e—3)2+4n #0.
Enfin la transformation A posséde une conique lisse de points fixes si elle est de l5n de
types suivants :
(XoX1 : —XoX1 — X5 — BXaXa : X1X2),  (XoX1 4 0X3 +axXyXz i X1X2 1 X3), BeC, aeC”

Dans le premier cas la conique est donnée pgt; ¥ x% +x§ + Bx1x2 = 0, dans le second
par X1 + ax3 + axy X2 — XoXz = 0.

En ce qui concerne les transformations>den a le résultat suivant.

Proposition 4.43 — Soit A= (apXp + box1 + CoXz : @1Xo + b1X1 + C1X2 : @xXo+ baXg + CoX2) un
automorphisme di?.
Latransformation A possede une droite de points fixesgoa; + bocf — alcg —bycgey =0.
La transformation A a une conique lisse de points fixes siest de la forme

(233 2XoX1 : OX3 + PXoX1 — X5 + XoX2), a,BeC;
la conique en question a pour égquatiogkx— axg — BXox1 + xf =0.
Remarque 4.44— Les itérés de2x3 : 2xox; : ax3 + PXoX1 — X + XoX2) sont dans Big. En
effet, dans la cartgy = 1, cette application induit la transformation polynomiale

a B 2
<X17X2+ 2 + 2X1 X1> .

4.5. Points d'indétermination des itérés, points périodiges

4.5.1. Points d'indétermination, ensembles exceptionrel — Soit f un élément du groupe
de QREMONA. On note Ind f = ] Ind f" I'union des ensembles d'indétermination des ité-
n>1
rés positifs def. De méme on introduit Indf = U Indf~". De facon similaire on définit
n>1
Exc” f = | JExcf" ainsi que Exc f = | Excf™".

n>1 n>1
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Soit A un automorphisme d&? dont les coefficients sont algébriquement indépendants
sur@Q. La transformatiorAc est alors algébriqguement stable ; soipntp; et ps les points d'in-
détermination déo. On remarque que, pourdansN, les (Ac)"(p;) sont des points d’'indé-
termination dglAc)™1. En particulier laQ-indépendance implique que I'ensemble Tido)
est infini; il en est de méme pour In¢Ao).

Théoréme 4.45— Soit A un automorphisme @ dont les coefficients sont algébriquement
indépendants su@. Alors Ind™ (Ao) estZARISKI dense.

Nous proposons deux fagons d’établir ce résultat.

Démonstration — Supposons que IndAo) soit contenu dans un sous-ensemble algébrique
proprel” deP?. Alors il en est de méme pour IndAXo) pour tout automorphismedu corpsC.

Par densité il en est encore de méme pour tout élémexnt der nous donnons par la suite des
exemples du type

ax+b axx+p
cx +d yxo+0

pour lesquels ce n'est pas vrai donc TiAo) est ZARISKI dense.

—7
La deuxieme approche est la suivante. 8alt (Ac) I'adhérence de Zriski de Ind (A0).

—7 —_— 7
Notons quénd™ (Aco) estinvariant paAc. Supposons qu&d™ (Ag) soit strictement contenu
dansP?; comme il est infinion a :

—7
Ind~(Ao) =TuU{ps,...,ps}

our désigne une courbe algébrique etpedes points d®2 non situés sur. LaQ-indépendance
des coefficients daA fait quel’ n'est pas contractée pAo. On constate alors gue est inva-
riante parAc; or génériquement une transformation du tyene laisse pas de courbe inva-
riante (Théoréme 4.33) : contradiction. O

Comme le montre la remarque qui suit on ne peut pas espéretesseules hypotheses de
la Q-indépendance obtenir la densité (au sens ordinaire) detsmbindétermination.

Remarque 4.46— SoitA un automorphisme d&? dont les coefficients sont algébriquement
indépendants su@). Supposons quéac ait un point fixem tel que les valeurs propres de la
partie linéaire dd enmsoient de module 1 et satisfassent les conditionside 8. ; alorsAc
est linéarisable au voisinage de ce poif®([d). En particulier il existe un ouvert (polydisque)
invariant parAc; pour toutn les éléments de Iféo)" et ExqAo)" ne peuvent rencontrer cet
ouvert.

Si A est un élément de 3LZ) (resp. Sls(R)) les points d’'indétermination dé#ao)" sont
rationnels (resp. réels). En particulier 1680)" sont holomorphes dans le complément de
P2(R) dansP?; mais cet ensemble n'est pas invariant puisque les cour@sactées, qui
I'intersectent évidemment, le sont sur des points réelsc&atre le complément des courbes
contractées privé d&?(R) est invariant.



126 CHAPITRE 4. PROPRIETES DYNAMIQUES DES TRANSFORMATIONS BARIONNELLES QUADRATIQUES

On se convainc facilement qu'’il n’est pas aisé de décriretasembles Excet Ind*; c’est
possible dans des situations trés spéciales, non géneggugnéral. Un des exemples les plus
simples est le suivant :

B _ (ax+b axp+B
h=(h,hp) = (cx1+d’ yxz+6>'

On note queh fait partie d’'un sous-groupe de Bjrici PGL,(C) x PGLy(C), et peut étre vu
comme un automorphisme mais &irx P1. On constate déja dans cette situation des phéno-
menes « intéressants ».

Si les points fixes de chaqiesont distincts de 0 @ dansP?, alorsh est dang?, les trois
droites contractées parétantx, = — 3, x, = —% et la droite & l'infinixg = 0. Supposons que
chaqueh; soit une rotation irrationnelle ; alors les adhérencesilfaites)

ST e =

sont des cercles. Il en résulte que

Excth= | J Exchn,
neN
qui est aussi dans ce cas
Exc h= [ J Exch™",

neN

est 'union de deux cones réels quadratigHe®t H, dansP? et de la droite & I'infinixg = 0 :

(0:0:1

Ha

(0:1:0

Lintersection des deux droiteg = h;" (—3) etx, = h," (—%) contractées pdr" est un

point d'indétermination da" (les deux autres étaf:1:0) et(0:0:1)). Par suite 'adhérence

Indth= U Indh" = Ind"h= U Indh—n

neN neN
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est constituée des point® : 1: 0), (0: 0: 1) et de l'intersection des quadriques réellés
etHy; c’est une surface quartique réelle qui est topologiqueémeroreS* x S*.

On peut bien sir décrire sans difficulté Esc™ h et Ind™ h pour n’importe quelles valeurs
des parametres b, c, d, a, ...

Voici quelques exemples tirés de la classification des flotsltatiques qui permettent de
visualiser quelgues configurations d’ensembles Ind et Exc
e On considére

t
@ = ((2x +tx2)x0 — EX% D (X1 +1X) (—2X0 + 2X1 +1X2) & Xo(—2tXo + 2x1 + X))
Un calcul montre que :
Excql’ = EXCy = {1 = 0, X1 4+ ntxp = 0, —2ntxp + 2x1 + nNtxp = 0}

et
Indg' = Indgy = {(1:0:0),(1:0:2), (1:2nt: -2)}
ce qui permet une description immédiate des ensemblésdnBxc".

e Pour le flotq donné par
(26 (t — 2)xox1 — E1XC + 2(1 — & )xy X0 — AXoX2 : 26 X1 P (X0, X1, X2) : 2%2P(X0, X1, X2))
oUP(Xp,X1,X%2) = 2tXg — (2+t)xg — 2% 0n a:
Excq = EXC @ = {X1+X =0, €% + X = 0, 2ntx — (24 nt)xy — 2% = 0}
et
Indgf'={(1:0:0), (1:2:-2), (2+nt—2€" : 2nt: —2nte™) }.
Rappelons que, pour cet exempie,appartient &2 sauf pourt € 2iTZ ol @ est soit

I'identité, soit dan<?.

4.5.2. Points périodiques. —Soit f un élément du groupe deREMONA. Un point pério-
diquede f est un pointp tel que les germefsfg) soient holomorphes et

o (f)={p,f(p),...,f"(p),... }

soit un ensemble fini qui ne rencontre pas indind f~1. La période dep est par définition le
cardinal deo ™ (f).

Remarque 4.47 — Un point fixep de f" n’est pas nécessairement un point périodiqué;de
il se pourrait en effet que, pour un cert&ir: n, I'itéré k-ieme dep par f soit d'indétermination
pour f 1 par exemple.

Un point périodiquep de périodek esthyperboliquesi les valeurs propre§;(p) et d,(p)

k .
deD f(p) satisfont

101(p)| <1 < [&(p)|-
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L'ensemble des points périodiques hyperboliques d'unraatphisme quadratiqué de
HENON est ZaRISKI dense. En effet, suivanbd], c’est un ensemble infini dar&? et donc
dansP?; s'il n’était pas ZARISKI densef laisserait une courbe invariante ce qui, comme on
I'a déja mentionné dans la démonstration de la Propositiah, 2st impossible. Considérons
t — fi une famille analytiqgue de transformations birationnelide que

o fg soit une transformation degoN,

e pour toutt non nul f; appartienne 3.

Soit pp un point périodique hyperbolique de périddgour fy. FixonsD un polydisque centré
en po tel queD ne rencontre pas la droite a I'infini. En particulier

DNExcf§ =DnNInd f§ =0, Y1<n<N.

Si N est fixé et|t| suffisamment petit, Ex¢N et Ind fN ne rencontrent paB. En appliquant
le théoreme de stabilité des points fixes hyperboliques anfalle de difffomorphismes ho-
Iomorphesft"\'D on constate qu'il existe une application analytique; p(t) telle que, poutt|
suffisamment petitp(t) soit un point fixe hyperbolique d& de périodeN.

Soit A un automorphisme dB? & coefficients algébriquement indépendants@uPuisque
{A" | K € Aut(C,+, .)} est topologiquement dense nsést fixé, il existe un automorphisnre
du corpsC tel gu’'un conjugué linéairg de A¥o soit tres proche déy; par suiteg” est proche
de f{' et posséde au moins autant de points fixes fjua de points fixes hyperboliques (ou
plus généralement de points fixes simples). Il en est de méung Ao)". Cette construction
produit donc pouAc au moins autant de points périodiques de périnffeas nécessairement
tous hyperboliques) qué& a de points périodiques simples. On peut évidemment falee ce

pour toutn.

Théoréme 4.48— Soit A un automorphisme @ dont les coefficients sont algébriquement
indépendants sup). L'ensemble des points périodiques de éstZARISKI dense.

Démonstration — Posonsf = Ac. D’aprés ce qui précédé a une infinité de points pério-

diques. Notons Péf) I'ensemble des points périodiques fld 'idée est toujours la méme. Si
z

I'adhérence de ERISKkI Per(f) Z de Pe(f) est strictement contenue daP$ alorsPer( f)
s'écrit comme I'union d’une courbe algébriglieet de pointsp; deP? non situés suF :

Per(f) z:l’u{pl,...,ps}.

Puisquef (Per(f)) est contenu dans Rédr), la courbel” est invariante paf ce qui n’est pas
possible en vertu du Théoreme 4.33. Il en résulte quéflPest ZaRISKI dense. O

Remarque 4.49— On peut aussi procéder comme suit.

Posonsf = Ac. D’'aprés ce qui précedea une infinité de points périodiques et une infinité
de périodes distinctes apparait (ceci est vrai pour lescapipins de HENON). Notons Peff)
I'ensemble des points périodiques fleSi Pe(f) est contenu dans un sous-ensemble algé-
brique proprd, alorsI” est du type :

r:rlu...UrnU{pL"" pS}



4.5. POINTS D'INDETERMINATION DES ITERES, POINTS PERIODUES 129

ou lesp; sont des points isolés et I€s des courbes irréductibles. On en déduit I'existence
d’entiersj etk tels quefi(Iy) =i et litéré fi a une infinité de points périodiques avec une
infinité de périodes distinctes ; ceci implique que la noiséal dd™, estPt. Comme un élément
de PGly(C) ne peut posséder une infinité de points périodiques aveodasridistinctes, on
obtient une contradiction.

Dans p0] FAVRE donne une estimation du nombre de points périodiques démeiit gé-
nérique du groupe deREMONA de degréd > 2; puis il montre, avec DLER, un résultat sur
les transformations biméromorphes d’'une surface deillcR compacte que nous énongons
dans le cas particulier de? :

Théoréeme 4.5q[45]). — Soit f une transformation dEREMONA algébriqguement stable telle
queA(f) > 1. Supposons que f n'ait pas de courbe de points périodiquegns®ei le
nombre de points périodiques de périgdivisani k. Il existe une constante S 0 telle que
pour tout k> 0 on ait

|Pek—A(f)¥| <C.

Remarquons que les Corollaire 4.5 et Lemme 4.16 permetteppljuer ce Théoréme a
toute transformatioo avecA automorphisme générique 8.

Remarque 4.51— Il'y a des transformations birationnelles de degré 2 d&hgui sont al-
gébriguement stables et qui ont un nombre fini de points gigies ; par exemple pour, 3
génériques les applicatiorfgﬁ, ou

OXp + X1
tun = (521 )

sont de ce type. Leur degré dynamique vaut 1

La transformationf vérifie lacondition deBEDFORD etDILLER (Voir [7]) si

ZA

Cette condition implique la stabilité algébrique.
Le théoréme qui suit est trés important ; il montre 'abormdade points périodiques hyper-
boliques. Nous I'énoncons dans le cadre restreirftate

ist(f"(Ind 1), Ind f))‘ <o

Théoréme 4.57[7, 4§). — Soit f un élément non linéaire du groupe GREMONA. Sup-
posons que f vérifie la condition d&EDFORD et DILLER. Alors f posséde une infinité de
points périodiques hyperboliques qui s’équidistribuenitvant une mesure de probabilité f-
invariante.

Nous allons en déduire I'énoncé qui suit.

Proposition 4.53 — Soit A un automorphisme @ a coefficients réels strictement positifs.
La transformation birationnelle quadratiquecAvérifie la condition ddBEDFORD et DILLER ;
en particulier Ag possede une infinité de points périodigues hyperboliques.
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a bo ¢

Démonstration — Onnotef =AcetA=| a; by c¢; |.Lespointsdindéterminatioa, b
a b o

etcde f~1 sont donnés par les colonnesAle

= (ap:ay:ay), b= (bp:by:hy), c=(Cp:C1:C).
Dans la carte affin® = 1, on note® I'ensemble réel défini par :
©:={X >0, x1 >0}.

On remargue que laisse invarian®. Comme les coefficients d& sont positifs on a I'inclu-
sion A(®) C ©; par suitef(©) C ©. En fait f(©) est le triangle de sommets b etc. |l
en résulte que"(Ind f~1) ¢ © pour toutn > 0. Soit dist la métrique de BBINI-STUDY de
diamétre 1 et &< € < 1 la distance dé(0O) a

Indf ={(1:0:0,(0:1:0,(0:0:1};
ona
e =dist(f(©),Ind f) <dist(f"(Indf~1),Indf) < 1.

Les coefficients ded Otant positifs, I'applicationf est algébriquement stable don¢f) =
degf = 2. Comme la série

ZO)\

est convergente on peut appliquer le Théoréme 4.52. O

ist( f"(Ind 1), Ind ) |<(|ogs|z02n

Suite a une discussion avec RomainJARDIN, que Nous remercions, nous avons établi le :

Théoréme 4.54— L’'ensemble des éléments Be&, possédant une infinité de points pério-
diques hyperboligues est dense dBirs.

Démonstration — L'ensemble des transformations de Bjui vérifient la condition de BD-
FORD et DILLER est le complément d’'un ensemble « pluri-polaire ¥])([LorsqueA est a co-
efficients réels strictement positifs satisfait cette condition, on en déduit que cet ensemble
est non vide et donc dense : c’est une propriété des ensepibiepolaires. O

Remarque 4.55— On peut démontrer la densité des transformations ded®ssédant une
infinité de points périodiques en partant d’'une transfoionafc avecA dans PGE(R) a
coefficients algébriguement indépendants et en faisantfagiC, +,.). Mais cette démarche
ne contrdle pas I'hyperbolicité.
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4.6. Transformations birationnelles quadratiques de caré quadratique

Soit f une transformation de REMONA telle que ded" = 2 pour toutn > 1; il existe un
entierk tel que fk se plonge dans un flot. En eﬁ@z est un sous-ensemble algébrique
de P17 et (fn) % (\Bir, est un groupe algébrique. Par suffe) % (Bir, a un nombre fini de
composantes connexes ; une puissancé det dans la composante connexe de l'identité et
cette puissance se plonge dans un flot.

Nous avons vu que la non stabilité algébrique était reliéaeahaisse du degré des itérés.
Dans cet ordre d’idée nous allons décrire les transformstiguadratiques dg® (resp. 2,
resp.>1) dont le second itéré est encore dans Blela produit des exemples de familles de
transformations birationnelles non algébriquement etaliles flots rencontrés au Chapitre 2
sont comme cela. Mentionnons que dab4] [FURTER s'est intéressé a la suite des degrés
des itérés d’'un automorphisme polynomfadlu plan : cette suite est contrélée par le quotient
¢= ‘Li%ff ; par exemplef est polynomialement conjugué a un automorphisme élénmerstiaet
seulement st < 1.

Commencons par un exemple. La famille des transformatioatidnnellesf, g définie par

OXo+ X1
f
ap = ( ol B 1)
oua, B désignent des nombres complexes a été étudiée dans [

degfq =2 degfa =23 degfq =3 degfa =4 degfa =4 degfa 8=

Lorsquea et 3 sont de la forme exj®itmn) et exg2itn) avecn, n dansR \ Z, cette famille a
une dynamique curieuse4@]). Ces exemples montrent que la condition flég- 2 n’est pas
suffisante pour que tous les itérés soient de degré 2

Examinons de plus prés les éléments>dedont le carré est quadratique. La transforma-
tion (BoC)? est quadratique si et seulement€iBo I'est ; on se raméne donc a déterminer les
élémentsA de PGl3(C) tels quecAo soit quadratique.

Proposition 4.56 — Les éléments A deGLs(C) tels quedegoAc < 2 s’écrivent /g avec
= (axg+ PBx2 i X 1 YXo + OX1)
aveca,d € C,B,ye Cret f, ge ..

Démonstration — PosondsAo := (Fy: F1 : ). La transformatioroAc est de degré inférieur
ou égal a 2 si et seulement s'il exispeet g; dansC|xg, X1, 2|2 tels que

(FiF2: FoF2 : FoF1) = Y(do - Q1 : O2).

Si était irréductible b diviserait deuxr distincts ;Ao ne serait alors pas inversible ce qui
est absurde. Aingp s’écrit YigP1, lesy; désignant des formes linéaires.

Si Yp et Yy coincident & multiplication prés par un scalaire, alors @ lheux des com-
posantes dé&c sont multiples I'une de l'autre, ou bielo est linéaire ; ces deux éventualités
étant exclues)y ety; ne sont pas multiples 'une de l'autre.
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Quitte & réindicer leg); on peut supposer qug divise 'un desF; et les deux autres. A
permutation préson a:

Fo = Wofo, Fi=yafy, Fo =1 fo,
les f; étant des formes linéaires. On obtient alors
0Ac = (W1 fifa: Wofofa: Pafofs).

Puisqueapy doit divisercAc et quelp et Y1 ne sont pas multiples I'un de l'autre, on a l'alter-
native suivante : ou biepg divise fg et fo ou bienyy divise f;.
Supposons dans un premier temps ggalivise fg et f, alors d’une parfg est un multiple
de Lp% et d’'autre parfy est par définition de la formex X + *XoXo + *XgX1 : contradiction.
Supposons quayg divise f1; notons queq étant de la formex;xo + *XgXo + *XgX1 0N a
Wo = agXo + bpx; & permutation des coordodes pres. Sagbgy # 0, nécessairement

fo = c3xo, fo = axXo +boxa et Y1 = C1Xe;
la transformationAc est alors linéaire ce qui est impossibleb§i= 0, alors
fo = baxy + Cax2 et Y1 = biXg + CrXo.

Lorsqueb;c; # 0, on constate qué = apxxg et Ao est linéaire. Sby est nul,fo = axXo+boxg
et

A= (kX + %X T %X 1 *Xg + *X1).
De méme quand; = 0 on obtient queA est du type

(X1 + X2 & #X2 © *Xg + *X2).

L'énoncé précédent conduit avec les mémes notations a la :

Proposition 4.57 — Soit Q une transformation d&®. SidegQ? < 2, alors Q est, & conjugai-
son linéaire dynamique pres, de I'un des types suivants :

axx+1 cxe+1 CX + X
_ <17+27+> 0= <a+bxl7£>7
X1 X2 X
ax+1 cx+d CXy + X2
= —)— =(a+x
Q3 < Xo ) X1 > ) Qa < + X2, X1 >
ou a b, c et d sont des nombres complexes satisfaisast bd
Remarques 4.58— i. Les transformation®; et Qs sont des automorphismes &é x P

tous leurs itérés sont de degré 2

ii. On obtient des transformatiorfsde =2 dont le carré est dars’, par exemple; lorsquea
oucest nul.

iii. Les transformations étudiées pae®0ORD et Kim ([8]) sont a conjugaison dynamique
prés de la forme.

En généraly, et Q4 ne sont pas de cube quadratique.
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Proposition 4.59 — La transformationQ, = <a+ bx, %j“) est de cube quadratique si et
seulement si nous sommes dans I'un des deux cas suivants :

e C=0;

eC#0,b=—-1let+a=0.

Dans les deux cas les itérés de sont tous quadratiques.

La preuve est laissée erercice.
Par un calcul élémentaire on démontre la:

Proposition 4.60 — La transformationQs = (a+ Xo, %) est de cube quadratique si et

seulement si a et ¢ sont nuls ; dans ce ggest dynamiquement conjugué(ég, ﬁ—i) qui est
périodique de périodé. Tous ses itérés sont quadratiques.

Les calculs qui suivent vont nous permettre de distinguedifférentes classes de conjugai-
son des transformations quadratiques de carré quadraBgientQ dans Bip etmun point du
plan projectif complexe ; on noi&(m) la multiplicité enmdu feuilletage défini pa@. Nous
allons montrer comment on calcule les différentes mudi@s par exemple pour les éléments

OXg + X
fa.5=< X+ BX1>;

Xo+1'
ces transformations comptent trois points d’indéterniimat
(1:0:0), (0:1:0), (-1:0a:1)

et deux points fixe$0:0: 1) et (a—1:0:1). Le feuilletage associé & g est donné par la
1-forme

(1—B)xaxz(Xo + X2) dXo + X2 (X2(0X0 +X1) — Xo(X0 +X2)) dXg
+ X1 (BXo(Xo + X2) — X2(0X0 +X1)) dX%.

Placons-nous dans la caxg= 1 pour calculerufu‘ﬁ(o :1:0); le feuilletage associé & g
est donné par

(1= B)X2(Xo + X2) dxo + (BXo(Xo + X2) — X2(aXo + 1)) dXp.

La quantité(1— B)xz(Xo + X2) est nulle si et seulement i = 0 ouxy = —Xp. Lorsquex; =0
(resp.xg=—x2)ona:

BXo(Xo +X2) — Xo(aXo + 1) = BxX3

(resp.Bxo(Xo +X2) — X2(0Xo + 1) = —(0Xo + 1)Xo) ; il s’en suit quepr, ,(0:1:0 =2+1=3.
De méme on obtient

Mi(1:0:0) = U, ,(0:0:1) =g (0 —1:0:1) =pg,(1:—a:1) =1

Onala:
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Proposition 4.61 — Soit Q un élément de® dont le carré est de degré inférieur ou éga.a
On suppose qudegf (Q) = 2. Notons p, pz et p; les points d’'indétermination de .Qe
tableau suivant donne les multiplicités aux points d'iedétination :

valeurs deg(po(p1), Ho(P2), Ho(ps)) Q est dynamiquement
a permutation prés conjuguée a

(1,1,1) (a+d.c+2)
(1,1,3) (1+ bxi, ¢+ i—;) ,b¢{0,1}
(1,5,1) (1+x1, ct %)
(2,3,1) (bxl, 1+ i—;) ,bg{0,1}
(2,3,1) (£.1+2).b# {01}
(3.3.1) (b, ). b2 {01}
(1,22 (%214 2),bd#0
(1,2,2) (1+x2,c+dx—xl2),d¢o
(1,2,4) (£.1+2)
(2,2,2) (e c+2),c# -1
(32,2 (x; 2 - 1)

Remarque 4.62— La condition degr (Q) = 2 impose que les paramétrash, c etd ci-
dessus prennent des valeurs génériques. Lorsque lesstrdgenultiplicité de deux transfor-
mations sont distincts elles ne peuvent étre dynamiqueowpaguées.

Remarques 4.63— i. On constate que les deux modé(etsq, 1+ i—;) et (X—t;, 1+ x—11> ont,
a permutation prés, méme multiplicité aux points d’ind@ieation mais ne sont pas dynami-
guement conjugués ; en effébxl, 1+ %) laisse la fibratiorx; = cte invariante alors qu’un

calcul montre que(x—g, 1+ X—ll) ne préserve pas de fibration en droites.
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2 2
ii. On note que(%’, 1+ X%) préserve deux fibrations en droites alors téﬂler Xo, C+ dx—’f)
n'en préserve qu’une ; par sui(é%’, 1+ x%) et <1+x2, c+ i—f) ne sont pas dynamiquement
conjugués.

On peut erexercice calculer les premiers degrés dynamiques des transfomnsadio ta-
bleau.

4.6.1. Cas non génériques. —

Pour classifier les éléments Béde carré quadratique on s'intéresse aux automorphigmes
deP? tels quepAp appartienne a Bjt La démarche qui nous a permis d’établir la Proposition
4.56 nous conduit a lagercice) :

Proposition 4.64 — Tout élément A dBGLg(C) tel quepAp soit de degré inférieur ou égal
a 2 est de 'un des trois types suivants :

(0Xo+ Bxy + 02 Xq & €X1 + YX2), (oxy+ BXz : yXo+ 0%z 1 X2),
(0Xo+ Bxz : yXg +0X%2 1 X2)
avecp3, 6,e€ C,a,y € C*.
Cette proposition technique permet d’obtenir le :

Corollaire 4.65 — Soit Q une transformation d&. SidegQ? < 2, alors Q est, & conjugaison
linéaire dynamique pres, de I'un des types suivants :

9 — axoxp+yx1+p 1 9, aXoXi+x1+B 1
! 140X ’1—|—6X1 ’ 2 X1 7X;|_ ’

a
o@3: <_+17VX0+1>7 094: <_>VXO>7
X1 X
a a
095_<X_1+17X0>7 QG_<X_17XO+1>7
_ 4 - y
D7=(ax+1,—+1], Dg=[0axg,—+1],
X1 X1
1 1
D9 = <0X0+1,—> ; Q10= <0(X0,—> .
X1 X1

Remarque 4.66— On remarque que deg" < 2 pour toutn.

Toute transformation appartenanE&s’écrit BtC; elle est de carré quadratique si et seule-
ment sitCBr I'est. On s’intéresse donc aux élémeAtde PGlg(C) tels quetAt appartienne
a Birz.
En suivant la démarche utilisée pour la Proposition 4.56kdient la gxercice) :
Proposition 4.67 — Tout automorphisme A d&? tel quetAt soit de degré inférieur ou égal
a2estdutype
(Xo 1 0Xg + BXq 1 YXo + OX1 + €Xp)
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aveca, y,0€C,B,ecC*

Corollaire 4.68 — Soit Q une transformation de'. Si ? est de degré inférieur ou égalZ
alors Q est, a conjugaison linéaire dynamique preés, de lmnfor

(0 + B0, Y + O+ X3+ £x1)
oua,y,deC,B,ecC".

N’importe quel itéré d’'une telle transformation est toupquadratique.
Onadoncle:

Corollaire 4.69 Soit q une transformation d&? ou =1; dés que le carré de q est quadra-
tique, tous les itérés le sont. En particulier leur degré atyigue vautl.

Comme on I'a signalé ceci n’est pas vrai pour les élémenks gear exemple pour leg, p).
Probléme.Classifier les transformations birationnelles quadratsgpossédant un feuilletage
invariant.

Probléme.Existe-t-il une application quadratiquepour laquelle Ind f est toplogiquement
dense ?

Probléme.Existe-t-il une application birationnelle quadratiqueaefficients dang) tel que
Ind™ f contienndP?(Q), les points rationnels de??



CHAPITRE 5

PROPRIETES ALGEBRIQUES DU GROUPE DE CREMONA

5.1. Le groupe de REMONA ne se plonge pas dans uGLn(k)

Bien que Bi(P?) posséde de nombreuses propriétés des groupes linéairda pn a

Proposition 5.1 — Le groupe deCREMONA ne se plonge pas da®L,(k) ouk désigne un
corps de caractéristique nulle.

Avant de démontrer ce résultat rappelons I'énoncé suiviaat BRKHOFF :

Lemme 5.2[12]). — Soientk un corps de caractéristique nulle et B, C trois éléments
de GL,(k) satisfaisanfA,B] = C, [A,C] = [B,C] = id et C d’ordre p premier ; alors p< n.

Démonstration — On peut supposéralgébriguement clos et I'on identifie B etC a des au-
tomorphismes linéaires de I'espace des vecteurs colo@uesmeCP = id les valeurs propres
de C sont des racinepieme de l'unité. Si toutes les valeurs propres@sont égales a,1
alorsC est unipotente ep < n. On suppose dans la suite qaeest une valeur propre de
distincte de 10n considére I'espace propeg = {X]Cx: ax} deC associé a la valeur propre
o. CommeA et B commutent & I'espacek, est invariant paA et B. Puisqu’en restriction a
Eq on aC, = aid g, I'égalite [A, B] = C implique :

(B™'AB) g, = A,

Etant donnés qu&est un automorphisme et gag:, et(B~*AB)g, sont conjuguégB~'AB) g,
etAg, ont mémes valeurs propres ; celles-ci sont non nulles pei&gst un automorphisme.
En particulier, s est valeur propre dég,, alorsaa, a?A, ..., aP~I\ aussi. Comme est
premier et est distinct de 1 leq, a?, ..., aP~1 sont distincts et dir, > p; doncn>p. O

Démonstration de la Proposition 5.2~ Supposons gu'il existe un morphisme injeaitiu
groupe de ®EMONA dans Glg(k). Pour tout nombre premigp considérons, dans la carte
affinex, = 1, le groupe

((e‘zm/ pr,xl) , (X0, XoX1), (XO,eZi”/ pxl>>.
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Les images pat des trois générateurs satisfont le lemme dexBioFF doncp < n; ceci étant
valable pour tout premigp, nous obtenons le résultat annoncé. O

Toutefois le groupe de REMONA posséde de « nombreux sous-groupes linéaires ». Il con-
tient, outre les groupes PG(C) et PGLy(C) x PGL,(C), le sous-groupe du groupe den-
QUIERESpréservant la fibratior; = cte fibre a fibre qui s’identifie 8 PGLC(x3)).

5.2. Centralisateur d’une transformation Ao générigue

Dans R2] CANTAT montre I'énoncé suivant :

Théoréme 5.3[22], théoréme B) — Soit f une transformation birationnelle d’'une surface
complexe compacte S dont le premier degré dynamique egestent plus grand quk Si g
est une transformation birationnelle de S qui commute avélexkiste m dan&N* et n dansZ
tels que §' = f".

Nous allons démontrer, seulement pour les transformakimasonnelles du typ&ao, avecA
générique, un résultat un peu plus précis :

Proposition 5.4 — Soit A un élément deGLs(C) dont les coefficients sont rationnellement
indépendants ; le centralisateur devAlansBir (P?) est{ (Ac)¥|k € Z}.

Pour ce faire commencons par établir le :

Lemme 5.5 — Soit A un élément dBGL;(C) dont les coefficients sorip-algébriquement
indépendants ; le centralisateur devAlansBir (P?) est abélien.

Démonstration — Notonsmy, m,, mg et p les points fixes déa. PuisqueA est générique, les
valeurs propres de la partie linéaire Ae en lesm; sont « indépendantes », celles au pgint
dépendant des six autres. Désignons par @entle centralisateur d&c dans BiP?) :

Cen(Ao) = { f € Bir(P?) | fAc = Aaf}.

Soit f un élément de Ce(Ao).

Montrons que nécessairemehtest holomorphe en tout point fixe de. Supposons par
I'absurde quéef ne soit pas holomorphe, par exemplenanalorsmy est un point d’'indétermi-
nation def dont I'image sera notéle. PuisqueAc est holomorphe emy; on constate quE est
invariante parAc. Or d’apres le Théoreme 4.33 la transformatidm n'admet pas de courbe
invariante ;f est donc holomorphe em;.

Commef est holomorphe en tout point de FAo), elle permute les points de Fiko).
« L'indépendance » des couples de valeurs propres de la findaire deAc en lesm;, assure
que f fixe au moins deux desy, le troisieme pouvant étre a priori permuté aye(on peut
penser que cela n'arrive pas génériquement). Supposoésiciexation prés, quey soit fixé
par f. Par généricité il existe un germe de difféomorphispra&fini au voisinage dey tel que

AT m 01 = (8%, NX1)
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oud, n sont les valeurs propres de la différentiellefdeenm,. Un calcul élémentaire montre,
puisqued etn sont non résonnants, qoed ,, ¢~ est linéaire de la forméaxy,bx ). Le centra-
lisateur deAo est donc abélien. O

Démonstration de la Proposition 5.4— On reprend une idée déJ].

Soit g un élément du groupe deREMONA qui commute dc. Notonsp; les points d'in-
détermination dedc. D’aprés le Corollaire 4.5 I'orbite positive dg sous I'action deAc est
constituée de courbes. Ou bipnest d'indétermination pouy; ou bien puisque Exgest une
union finie de courbes, il existe un entier positithoisi minimal) tel quéAc)X(p;) ne soit pas
contenu dans Exg. Quitte & remplaceg par @ := g(Ao)¥ on constate qug(p;) est un point
d’indétermination dé\c; on a :g 3(p;) = p; pour touti.

Comme l'orbite négative d@ par Ao est Zariski dense (Théoréme 4.45),2 coincide
avec l'identité eig® est une puissance de. Le centralisateur dAo dans BifP?) s’identifie
donc &Z x Z/pZ avecp < 3.

Supposons qup soit supérieur ou égal a #l existe alors une transformation birationnelle
non triviale @ qui commute aAo et telle quegP = id; c’est donc le cas pour les éléments de
la formeBo avecB = AX, kK automorphisme du corfS, puis par densité pour tout élément de
type Bo avecB dans PGL(C) (remarquons qu’une famille & un paraméprede transforma-
tions birationnelles périodiques telle ghg= id est constamment I'identité). Le centralisateur
de la transformation

fap = (Xo+axy:B(Oxy+X2) 1 X1)0(Xo+ Xz 1 X1 — OXp I Xp)
= ((axo+x1)X2 : Bxe(Xo+X2) : X2(Xo + X2))

s'identifie, poura, B génériques, & (voir [43)) ; la démonstration est analogue a celle qu'on
vient de présenter pour une transformatiam avecA a coefficients algébriquement indépen-
dants surQ. L'absence du facteuf./pZ s’explique par le fait qu'on peut « distinguer » les
orbites des points d’indétermination figg

Xo=0
—\
Xs./
(0:1:0
Xo = —X2 X2 =0
A
X >< ~—

(1:0:0 (0:1:0
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X1 =ap
X
(-1:a:1)
Le résultat découle du fait qu'a conjugaison pfgg est du typeBa. O
Remarque 5.6 — Il'y atoutefois des transformations de la forfa@qui possédent un « gros »

centralisateur ; les flots quadratiques génériques détaits le Chapitre 2 fournissent de tels
exemples.

5.3. Construction de sous-groupes libres

En général le groupe engendré par un nombre fini de transfiomsabirationnelles quadra-
tiques est libre.

Proposition 5.7 — Soient A, ..., A, des automorphismes génériques dehors d’'une union
dénombrable d’ensembles algébriques propre®@3(C)") du plan projectif complexe. Le
groupe(Aq, ..., Ay, 0) engendré par les fet o est le produit libre

n

e N—
Lx...xLx(Z7)27).

En particulier le groupe engendré par les transformationsdratiques Ao, ..., A,o est
libre.

Démonstration — On va démontrer la Proposition paue 1; dans le cas général il suffit de
remplacer le produit libré& « Z /27 parZ ... x 7 x (L 27.).

Sile groupe engendré pareto n’est pas isomorpheZ«Z /27, il existe un moMp dansZ
7./ 27 tel que (avec des notations évidentes) oivaitA, o) = id. Remarquons que I'ensemble
des motsvia est dénombrable et que pour un mot dohhEensembleRy = {A|M(A, o) =id}
est algébrique dans PG(C). Considérons une transformatiérdu type suivant :

A= (axo+Pxy 1 yXo + X1 1 Xp).

Comme le pinceau de droiteég=tx; est invariant par les deux transformatighetc on hérite
d’une représentation linéaire
at 1

+ B, o:t——
yt+90 t
qui décrit I'action du groupéA, o) sur les fibres du pinceau. Dans P&C) le sous-groupe
engendré par les matrices

2] . 5]

(A, 0) = PGL(C), A:t—
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est génériquement isomorph&a (Z/2Z) (voir [35]) ; c’est le cas par exemple po%ré i ]

et [ 2 (1) ] lorsquee est générique. Ceci implique que<g +€X1 : X1 : X2), 0) est isomorphe
aZx7/27. Les complémentERy sont des ouverts denses et leur intersection est dense par
propriété de BIRE. O

Remarque 5.8 — La preuve ci-dessus montre que la dynamique du groupendrig@arc

et A= (axp+ Bxy : yXo+ Ox3 : X2) est plus ou moins triviale, au sens ou elle se réduit a la
dimension 1En effetA et g se relévent par I'application de I'éclatement de I'origitens la
carte affinex; = 1 en les applications

~ ot + ~ 1
A (t,xg) — (V'[—%-[;’Xl) o: (t,x1)— (I,x1>.

Notons que le groupe engendré pgaet o est 'exemple d’'un groupe qui se reléve en un
groupe d’automorphismes d’une surface rationnelle.

5.4. Au sujet de la simplicité

Lors de la soumission de ce livre en 2009 nous ne savions paggiupe de EEMONA
était simple ou non. En 2010ABITAT et LAMY ont démontré le théoréme suivant :

Théoreme 5.9[24]). — Le groupe deCREMONA n’est pas simple.

Soient G un groupe €t un élément de GOn désigne par (\If,G) le sous-groupe normal
de G engendré parf :

N(f,G) = (hfht hith | heG).
Nous nous proposons de calcule( NG) pour quelques transformations d®EMONA f
particulieres.
5.4.1. Premiers calculs dé( f,Bir(IP?)) et conséquences. —
Le groupe PGL(C) est simple par suite tout élément non triviatle PGl (C) satisfait
N(A,PGLs(C)) = PGLg(C).

On en déduit la :

Proposition 5.10 — Le sous-groupe normal engendré madans le groupe dEREMONA est
le groupe deCREMONA tout entier :

N(o,Bir(P?)) = Bir(P?).

Démonstration — Soit f une transformation de REMONA. Le Théoréme de M THER per-
met d’écriref sous la forme

f = (A1)0A20A3...An(0), A € PGL3(C).
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Puisque PG(C) est simple on a
N((—%0, —x1),PGLs(C)) = PGLs(C)
et toutA; possede une écriture de la forme

hy(—Xo, —X1)hy *ha(—xo, —x1)h5 ... hn(—x0, —x1)hy %, h € PGLg(C).
Or linvolution (—xg,—X;) est conjugué€’) a (%,%); on en déduit que tout élément du
groupe de ®EMONA s’écrit comme un produit de conjugués ale- (%, X—11> . O

Ceciimplique le :

Corollaire 5.11 — Toute transformation d€EREMONA s’écrit comme une composée d'invo-
lutions toutes conjuguées.

Nous donnerons plus loin (Chapitre 5, 85.5) une version urppes forte du Corollaire 5.11.
En ce qui concerne le groupe normal engendré par un autoior@lieP? nous avons la :

Proposition 5.12 — Soit A un automorphisme non trivial @&; alors
N(A,Bir(P?)) = Bir(P?).
Démonstration — Comme NA,PGLs(C)) = PGLs(C) I'nvolution (—Xo, —X1) s’écrit comme
un produit de conjugués de Il en résulte, puisqué—Xop, —X;) eto sont conjugués, que
o = hAh thAR . oAl hi € Bir(P?);
d’oti l'inclusion N(a, Bir(P?)) C N(A,Bir(P?)). L'égalité
N(o,Bir(P?)) = Bir(P?)
permet de conclure. O

Commep et T sont birationnellement conjuguées a des involutions desfGLon a une
propriété analogue pour ces transformations :

Corollaire 5.13 — On a:
N(p, Bir(P?)) = Bir(IP?) et N(t, Bir(P?)) = Bir(PP?).
A partir de la Proposition 5.12 et de
N(A,PGLs(C)) = PGLs(C), ¥ Ae PGL3(C)
on obtient le :

Corollaire 5.14 — Toute transformation d€REMONA s’écrit comme un produit de conju-
gués de la translatiorixp, X; + 1).

Puisque la translatiofixo, X + 1) = [(X0,3%1), (X0, ¥5%)] est un commutateur, le Corol-
laire 5.14 entraine le :

1. via I’éIément(xxg—fi, X1+1> de PGLy(C) x PGLy(C)

X1—1
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Corollaire 5.15 — Le groupe déCREMONA est parfait, i.e. le groupe dérivé dir (P?) est le
groupeBir (P?) entier :

[Bir(P?),Bir(P?)] = Bir(IP?).

5.4.2. Description du sous-groupe normal d@ir(P?) engendré par une transformation
birationnelle quadratiqgue. —

Proposition 5.16 — Soit A un automorphisme @; on a
N(Aa,Bir(P?)) = Bir(P?).

Démonstration — Supposons qua? # id. La transformationAc est conjuguée &A via o;
ainsioA appartient a I‘(IAO, Bir(IP’Z)). On constate alors que

A? = (Ac)(0A)
est aussi dans (o,Bir(P?)); or la Proposition 5.12 assure queA¥,Bir(P?)) = Bir(P?)
donc N(Ag,Bir(P?)) = Bir(PP?).

Supposons qu& soit de carré trivial. SoB I'élément de PGE(C) donné pafaxg : Bx1 : YX2);
on a N(Ac, Bir(IP?)) = N(BAoB 2, Bir(P?)). Notons queBAcB~ = BABo. Un calcul montre
qu'il existe a, B ety tels que(BAB)? soit distinct de l'identité ; ce qui précéde permet de
conclure. O
Proposition 5.17 — Si A désigne un automorphismeBfe alors

N(Ap, Bir(P?)) = Bir(IP?).
Démonstration — LorsqueA? # id, on peut reprendre I'idée de la Proposition 5.16.

Supposons qué? = id. SoitB 'automorphisme d&2 donné parxg : ax; : X2 ); par définition
N(Ap,Bir(P?)) = N(BApB~1,Bir(IP?)). Remarquons quBApB~! = BABp d'oll

N(Ap, Bir(P?)) = N(BABp, Bir(P?)).
Un calcul assure I'existence d’'un complexéel que(BAB)? ne soit pas trivial. Ce qui précéde
entraine donc que (p, Bir(P?)) = Bir(P?). O
Proposition 5.18 — Si A désigne un élément 8&L3(C), on a
N (At, Bir(P?)) = Bir (P?).
Démonstration — SiA? est non trivial, on reprend la démonstration de la Proposi 16.
SiA? =id, on considére I'élémerB de PGlg(C) du type
(b?Xo : @xo -+ bexy : dxo + ex + o)

avecb,ce C* a,d,ecC.
On a N(At,Bir(P?)) = N(BATB~,Bir(P?)); de plustB~* s'écrit aussiCt ol C désigne
I'élément de PGE(C) donné par

(b*%o : abPxo + bcxq : (82 — b?d)xo + b(2ac— be)x; + b?c?xy).
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En particulierBATB! = BACt. Dés queA n'est pas de la forméxg : X1 : 0Xp + BX1 — X2) on
peut trouvem, b, ¢, d etetels que(BAC)? # id; on peut alors conclure comme précédemment.
Reste a traiter I'éventualité cliest du typexp : Xg : 0Xg + BX1 — X2). Soit B 'automorphisme
de P? défini parB = (X0 : 2X1 1 —4x2). Un calcul montre que la transformatigxiBATB 1 de
N (At, Bir(P?)) s'écrit
(X0 1 X1 1 —30%0 — BX1 + X2).
D'aprés ce qui précéde BP?) = N(AtBATB 1, Bir(P?)); l'inclusion
N(AtBATB 1, Bir(P?))  N(At, Bir(P?))
conduit & NAt, Bir(P?)) = Bir(PP?). O
Les Propositions 5.16, 5.17 et 5.18 impliquent le :

Théoréme 5.19— Pour tout élément f dBir, on aN( f, Bir(IP?)) = Bir(P?).
5.4.3. Calculs deN(f,Bir(P?)) dans un cadre un peu plus général. —
Le groupe PGL(C(x1)) est simple :
N(f,PGLy(C(x1))) = PGLy(C (1)), Y f € PGLy(C(xy)).

Soit f une transformation de KEMONA préservant la fibration rationnellg = cte fibre a
fibre. Alors f s’écrit

<a(X1)Xo+b(X1) x1>
c(xa)x+d(x1) /)’
i.e.s’identifie & un élément de PGIC(x;)). On écrit alors abusivement :est dans PG C(xy)).
Proposition 5.20 — Pour tout élément f danBGLy(C(x1)) on a

N(f,Bir(P?)) = Bir(P?).
Démonstration — Considérons un élémerit de PGly(C(x1)); puisque PGE(C(x1)) est
simple, I'involution (—xg,X1) s’écrit comme un produit de conjugués HeComme

VY Ac PGLg(C) N(A,Bir(IP?)) = Bir(P?),

on a le résultat annonceé. O

On obtient comme conséquence la :

Proposition 5.21 — Soit f un élément du groupe deNQUIERES; alors
N(f,Bir(P?)) = Bir(IP?).

Démonstration — A conjugaison prés on peut écrifesous la forme( f1 (o, X1),y(x1)) oty
est une homothétie ou une translation. 3oit (hy(xp,X1),%1) un élément de PGI(C(x1));
I'élémentg défini parg = [f, h] appartient & Nif, Bir (P2)) NPGLy(C(x1)). Pourh bien choisig
est différent de l'identité. La Proposition 5.20 permet dadure. O
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Corollaire 5.22 — Soit f un élément d&ir(P?). S'il existe une transformation dERE-
MONA h telle que[f, h| préserve une fibration rationnelle, alors

N(f,Bir(P?)) = Bir(P?).
On en déduit la :

Proposition 5.23 — Soit f= (x1,P(x1) — 8Xo), & € C*, P € C[x], degP > 2, un automor-
phisme deHENON; on a

N(f,Bir(P?)) = Bir(P?).

Démonstration — Posong = (Xo, 2% ); le commutateuff,g] de f etg préserve la fibration
rationnellexg = cte. Le Corollaire 5.22 implique le résultat. O

5.5. Une version un peu plus forte du Théoréme de 8THER

Théoréme 5.24— Toute transformation birationnelle d& dans lui-méme s’écrit comme un
produit d’involutions standards :
AgOAG ALOAT T . ApaALt

les A désignant des éléments B&L;(C).

Démonstration — Soit f dans le groupe de EMONA. A conjugaison prés pas et/ou un
élément de PG4(C) on a l'alternative suivante :
e ou bienf est un automorphisme @:
e 0ou bienf s’écrit
OAQOA; ...0Ap 10Ap
avecA; € PGLg(C), pe N.
Introduisons I'ensemble G défini par

G = {Ag0A ... AoA T | A € PGLs(C), pe N},

Remarquons que G est un groupe qui contgat sur lequel PG4(C) agit par conjugaison.
Notons que sD est un automorphisme diagoniag. D est du typgoaxg : BX; : yX2) avecafy
non nul, alors

DoD !=D%c=0D2
Considérons un élément de G du tyﬁxeA*lchDlezngl OU A (resp.D;) désigne un élé-
ment de PGL(C) (resp. un élément diagonal de P£C)). On constate que
AcA 'D;0D;'D,0D,t = AcA1D?D,?

doncAoA*lDng 2 est dans GPuisque PG(C) agit par conjugaison sur,@& transformation
oA~'DA appartient & G pour touk dans PGk(C) et toutD diagonal. Dit autrement 8 est
un automorphisme de? diagonalisablegB est dans G; ce qui implique, puisqoest dans G
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que B est dans GMaintenant soiC un élément quelconque de P&L). On peut écrireC
sous la formeNTN~1 ot T est triangulaire. Pour tout automorphisiele P2 on a

C=NTN I=NTN INDNINDIN"1=(N(TD)N"1)(ND"IN"?).

En choisissanD diagonal convenable, on constate @ue’écrit comme produit de matrices
diagonalisables, et dorliest dans G
Finalemento et PGLg(C) sont dans G; on conclut en appliquant le théoréme aaihER
]



CHAPITRE 6

TRANSFORMATIONS BIRATIONNELLES DE DEGRE 3

Il s’agit dans ce chapitre d’établir la classification g.dsdransformations cubiques. Alors
gue dans le cas quadratique on distingue trois orbites deé d&gur, ici il y a une infi-
nité d'orbites. L'espace quotient est en fait de dimensioh&décomposition de #THER
A10A20 ... AnOA, 1 fait penser que le degré général d’une transformationibimaglle est une
puissance de.dl n’en est évidemment rien et en quelque sorte des phéna@romedégéres-
cence sont nécessaires pour faire apparaitre les autrassdagetant le premier. Par ailleurs
certains spécialistes ont suggéré que I'on pouvait obs@wenouveaux phénomenes dyna-
miques en degré. Notre classification donne une liste de formes normales guirpnt par
exemple permettre d’'effectuer des expériences numériques

6.1. Généralités

Commencons par un énoncé élémentaire valable en tout degré :
Lemme 6.1 — Soit f un élément du groupe @REMONA ; on a l'inclusion :Ind f C Exc f.

Démonstration — D’aprés la Proposition 1.5 il suffit de vérifier quemiest d’indétermi-
nation pourf = (fo: f : f2), alors detjad(y = 0. On travaille dansC2; soit m dans Indf
alors

fo(m) = fl(m) = fz(m) =0.

Comme les hypersurfaces d’'équatifhr= 0 sont invariantes par le champ radial

0
+Xo5—

0 0
E=X—+X1— %

0Xo 0x1

il existe des coordonnées localesv,w) enmtelles queE soit le champd%v et les hypersurfaces
d’équationf; = 0 soient données par(u,v) = 0 lesg; étant holomorphes :
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Localementf; s'écrit dondJig; (u,Vv), avedJ; holomorphes, et ceciimplique que detfag = 0.
O

Si f est une transformation birationnelle purement cubiqugadé est un polynédme ho-
mogeéne de degré 6 dont les zéros sont contracté$.ghest immédiat de constater que les
composantes irréductibles de detfasont toutes de degré inférieur ou égal. &2 effet si la
courbe irréductible” d’équationP = 0 est contractée par exemple $0r. 0 : 1), alors les deux
premiéres composantdg et f; de f sont divisibles paP; par suite de® < 3. Si degP? = 3
les composante$, et f; sontC-colinéaires, ceci conduisant a la dégénérescence de en
déduit que les courbes contractées pdorment un arrangement de droites et de coniques.
Nous verrons que seules les configurations spéciales sesvpauvent arriver :

{1} {2} {3} {4}

{5}
{6} {7} {8} {9} {10}
\/ N/
{11} {12} {13} {14} {15}

Les configurations de droites contractées ne caractésentomplétement les orbites de
I'équivalence gauche-droite comme nous le verrons.
Avant de justifier ceci mentionnons le fait suivant qui st@émportant :

Fait. Soit f une transformation dEREMONA. Puisquelnd f C Excf la restriction de I'appli-
cation f aP?\ Excf est bien définie et holomorphe sB#\ Excf. Comme il en est de méme
pour =1 on en déduit que f induit un biholomorphismeRfe, Excf surP?\ Excf~1.
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Soitl’ =T U...Ul, une courbe plane dont les composantes irréductiblesnt de degré
di. On notex = P2\ T le complément d€. Le premier groupe d’homologie &, Z) s’iden-
tifie au groupeZ"/(ds, ..., dy); lorsque la courb€& est a singularités ordinaires le groupe fon-
damentalm (Z, ) est abélien encore égalZ&/(dy,...,d,) (théoréme de BLIGNE-FULTON,
voir [36]).

Une conséquence immédiate est la suivante valable en tgé de

Proposition 6.2 — Soit f un élément du groupe GREMONA. Les ensemblesxcf etExcf—1
ont le méme nombre de composantes irréductibles.

Remarque 6.3 — On note Inv I'application qui a une transformation bioatielle associe son
inverse : Iy f) = f~1. Linvolution Inv respecte la « filtration » par le degré :

degliny f) = degf.
En effet, soient et »’ deux droites génériques @8; puisque
f,, f*: HYL(P?) — HY(P?)
sont auto-adjointes/6ir par exemple45]) on a
degf =deg f*p) = (f*0)p’' = 0 (f,2') = deq f,»') = degf .

6.2. «Classification » des transformations birationnellesubiques

La classification repose en grande partie sur la descriggdiensemble des courbes contrac-
tées.

6.2.1. Le lieu exceptionnel contient une conique. —

Comme on I'a dit nous allons examiner au cas par cas les eliffés configurations de ces
arrangements de droites et coniques. Dans ce qui suit orudihe conique estéduite si
elle est ou bien lisse, ou bien constituée de deux droitémcliss. Lorsque la conique est
constituée de deux droites; et D, distinctes nous dirons que est contractée si les deux
droitesD et D, le sont sur un méme point. Modulo cette convention on ale :

Lemme 6.4 — Un élément f déirg ne peut pas contracter deux coniques réduites distinctes.

Démonstration — Soit f une transformation birationnelle purement cubique cotdrd les
deux conigue®); = 0 etQ, = 0. Dans tous les cas on peut vérifier gli@e peut contracter
Q1 = 0etQ, =0 sur un méme point. On se raméne donc a I'éventualité seivant= 0 est
contracté sufl:0:0) etQ, =0 sur(0:1:0); on constate alors que la troisieme composante
de f est divisible par le produi®. Q> ce qui est absurde. O

Il en résulte que Exd est une courbe de degré 6 constituée de droites et d'au pkis un
conique réduite.
Dans le méme ordre d'idée on ale:
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Lemme 6.5 — Soit f une transformation birationnelle purement cubiqleljeu exception-
nel de f ne peut étre réduit a une conique lisse.

Démonstration — Raisonnons par I'absurde : supposons que Esoit réduit a une co-
nique ¢ d’équationP = 0. A conjugaison prés on peut supposer guest contractée pafr
sur(1:0:0. Il s’en suit quef est de la formd fo : (1P : (2P), les¢; désignant des formes
linéaires nécessairement indépendantes. A conjugaisoprgs on peut supposer gtie= Xo
et/, = x;. La transformationf étant birationnelle, la Proposition 1.5 assure que

. dfg OP dfg 0P  0fg oP oP
detjacf =P — —+P
etac < 6xo 6x2 X5, 6x1 6x2 + 0Xo ( axo X 16x1 + >>

est divisible paP3. Par ailleurs on a d’aprés l'identité dLEER :

. oP afo 0fo oP 0fo oP
detjacf =P — [ —3fo+ — [3P—xo=— | | =3P |P——f
elac <0X2 < o+ aX > + 6x2 < X20X2>> < 0X2 00X2>
On en déduit qudy est divisible paP; la transformationf est alors de degré inférieur a 3

Lemme 6.6 — Soit f dansl°3ir3 contractant une conique lisse. Supposons que f contracte
deux droitesp; et D, (au moing; alors D1 N D, appartient ac.

En particulier si f contracten,, ..., Dy, toutes ces droites sont concourantes avec point
d’intersection surc.

Démonstration — On peut se rameneray : (xo = 0) et D, : (X, = 0). On peut aussi supposer
quec : (P=0) est contractée sifl : 0: 0) et D1 sur(0: 1:0); ces conditions étant satisfaites
la transformationf est du type suivantxoq : /P : xoP) avecq forme quadratique et forme
linéaire. La droiten, est alors contractée, a conjugaison prés{(8ui0 : 1) ou sur(A: B: 0).

Si D, est contractée syA: B: 0), alorsP est divisible pax; ce qui contredit I'irréductibilité.
Ainsi D, est contractée syb : 0: 1) et f = (x4 : X4P : XoP). On pose

0= axp+ bxq + cx, P := o3 + BX2 + YX3 + SXoX1 + EXoX2 + HXaX2

et on veut montrer que1 N D, appartient &, i.e.quey = 0.
On va utiliser la birationnalité dé que I'on écrit dans la carte affing = 1 :

f (x0,%0) :< X1 (ax -+ bxg + C) ﬁ)

G+ Bxd 4y + Bxox + EX0 + xa Xo
On doit exprimer les conditions sur les coefficients pour §0&,x1) = (u,v) ait générique-
ment une seule solution. On obtieqt= vx, et

(6.2.1) VXo(axg + bvxg + €) = u(ax3 + Bv2xG + Y + V& + X0 + LVxp).

On remarque que si le discriminant de I'équation (6.2.1)desttiquement nul et # 0 alors
a=b=c=0, cas exclu. Donc pour que cette équation quadratique, @it génériquement
une unique solution il faut que le trindbme ci-dessus possigeracinexg = | indépendante
de (u,v). C’est le cas par exemple gi= 0 (N = 0). Un calcul direct montre que c’est la seule
possibilité. O
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Remarques 6.7— i. Soit f une transformation rationnelle purement cubique. La preuv
dessus montre en fait que fstontracte une conique lisse et deux droites qui S'inteesecur
la conique, alord est birationnelle ; de plus on dispose de la forme normale

(Xox1L3 : X1 (XoL1 +x1L2) : Xo(XoL1 +x1L2)),

lesL; désignant des formes linéaires (satisfaisant des congditénériques évidentes).
ii. On peut voir que, génériqguement pour unftell y a deux autres droites contractées néces-
sairement du typ&; = nxg. Dans la carte affing = 1, sur la droitex; = nxg, on a avec les

notations précédentes :
n(a+bn)x+nc )
f = .
Do) ((G+Bn2+6n)xo+s+un’
On cherche alors leg pour lesquels la premiere composante est une constamtg ie: lesn
pour lesquels

a+bn c
a+Pn®+3n e+pn
est nul; génériquement il y a deux solutions.

= (bu—cB)n>+ (api+be — cd)n + (ae — ca)

Proposition 6.8 — Soit f une transformation birationnelle purement cubique @pntracte
une conique lisse; f contracte au plddroites et a au plu$ points d’indétermination dis-
tincts.

Démonstration — Si f contracte une conique, alors Excf n’est pas réduit & (Lemme 6.5)

et les autres courbes contractéesfpsont nécessairement des droites (Lemme 6.4). Désignons
par®Ds, ..., D les droites contractées péypuisque detjat est de degré,8'entier k est ma-

joré par 4 De sorte que Ex€ a au plus 5 composantes et d'aprés la Proposition 6.2 I'dnisem
Excf~1 aussi. Mais les courbes exceptionnellesfdé sont contractées sur les points d’indé-
termination def. O

D’aprés les Lemmes 6.4 et 6.5 une transformation biratibmmebique qui contracte une
conigue lisse contracte au moins une droite. On a I'énondérdee normale suivant :

Lemme 6.9 — Soit f une transformation birationnelle purement cubique @pntracte une
conique lisseget donc au moins une droitell existe a b dansC et Ly, Ly, L3 trois formes
linéaires tels qu’on ait a conjugaison gauche-droite prés

f = (x(ax0+ bxi)Ls : Xo(XoL1 +X1L2) 1 X1 (XoL1 +X1L2)).

Démonstration — Notons fy, f; et f, les composantes dé Soit P = 0 I'équation de la
conique lissec que I'on peut supposer étre contractée (dur0 : 0). On en déduit I'existence

de deux formes linéaires indépendantgset a, telles quef = (fo: a1P : 02P). Soit¢; =0
I'équation d’une droiten; contractée paf. Si »; était contractée sur le poifl : 0: 0), les
formes linéaires; seraient multiples et ne serait pas birationnelle ; on peut donc supposer, a
conjugaison g.d. prés, qug est contractée sur le poif@: 1: 0). Il s’en suit quen; coincide, &
multiplication par un scalaire prés, avacet qu'il existe une forme quadratiqagelle quefy =

02q, i.e. f=(azq:ai1P: azP). Commea; eta, sont indépendantek s’écrit & conjugaison
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g.d. prées(xiq : xoP : x1P), soit (%,Xﬁi) dans la carte affing = 1. La transformationf est
birationnelle si, pour toug, |, le systéme constitué des équations suivantes

q-¢P=0, Xo—HWxq =0
a une unigue solution en dehors des points d'indétermimafit autrement tout élément
du pinceau de coniques défini pgr- (P = 0 doit couper les éléments du pinceau de droi-
tesxg— W = 0 en un unique point en dehors de IhdPuisque génériguement une droite
coupe une conigque en deux points, chaque conique du pineceéR = 0 passe pa(0,0), i.e.q
etP s’annulent er(0,0); ainsi f est du type

(Xl(Xo€1 —I-X]_Eg) : Xo(XoL]_ +X1L2) : Xl(XoL1+ X1L2)).

Le pinceau défini pan(Xof1+ X1¢2) +V(XoL1 + X1L2) = 0 contient une conique dégénérée ;
étant lisse, cette dégénérescence n’a pas lieu lorsgsénul et il existe tel que

Xol1 + X102 + Vv(XoL1 + x1L2) = (axp + bx)Ls.
Il en résulte qu'a conjugaison g.d. préest de la forme

(x2(ax+bxa)Ls : Xo(XoL1 +X1L2) : X1 (XoL1 +X1L2)).

Ce Lemme s’avere utile pour établir la :

Proposition 6.10 — Soit f un élément déirg. Supposons quExcf soit constitué d’'une
seule droite et d’'une conique lisse. A conjugaison gauchiéedprés on a :
¢ lorsque la droite est tangente a la conique, f est de la forme

(x00@ +x1%2) : 38 1 X1 (3G + X1%2)) {8};
e lorsque la droite n’est pas tangente a la conique, f est de gpvant

(X2x2 : Xo(XoX2 +X3) 1 X1 (XoXe + X3)) {9}.

La notation{k} signifie que I'ensemble exceptionnel de la transformationsérée pré-
sente la configuratiofk} (voir §6.1).

Démonstration — D’aprés le Lemme 6.9 et sa démonstration la transformdtiest, a conju-
gaison g.d. pres, du type (axo + bxa)Ls : Xo(XoL1 + X1L2) : X1(XoL1 + X1L>2)), la conique
contractée étant définie pajl, + x1L, = O et la droite contractée p&r = 0. Un calcul montre
que

. oL O(XoL1+x1L
detjacf = 3(xoL1+x1L2)x1(axo + bxy) <(X0L1—|-X1L2)a—xj — L3W> )

Puisque detja€ s’annule uniqguement sur les courbes contractées et s lisse, le coeffi-
cienta est nul. De plus

oLs 0(XoL1 +x1L2)
Li+Xxlb))— - Lg——————~~
(xoL1+x1L2) %) 3 %y
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est un multiple de} (xoL1 +x1L2)9, le couple(p,q) appartenant &(2,0),(1,1)}. Posons
Li == &Xo + biXy + CiXe.
Si p =2, alors ou bien(a;,ap) = (% %@) , ou bienc; = ag = ¢ = 0. Dans
le premier casgz est non nul et on peut supposer due= x,; on obtient pour modéle a
conjugaison g.d. prés (x4x; : Xo(X2 + XoX2) 1 X1 (X 4+ XoX2)). La configuration des courbes
contractées est donnée par :

X2 +XoX2 =0

On constate que les points d’indéterminationfd&ont les points d'intersection de la droite
d’équationx; = 0 avec la coniquaf + XoX2 = 0.
La seconde éventualité conduit & conjugaison g.d. pf&s P : x;,P) avec
P = ap§+ (b1 + a)XoXe + b2X + CoxaXe;

toujours & conjugaison g.d. prés on obtiexi(xg +X1%2) 1 X5 : X1 (X§+X1X2)) . La configuration
des courbes contractées est alors donnée par :

X%—i—Xle:O
Q Xj_:O

Notons que l'unigue point d'indétermination deest le point de tangence entre la droi-
tex; = 0 et la coniqueé + XoX, = 0.
Lorsque I'exposang] vaut 1, on note ques; etc, sont nuls d’ou le modéle suivant :

(X2 (agXo + bX1 + C3%2) : XoP & X1P)

avecP = alx(2,+ (b1 + a2)XoX1 + bzxf auquel cag n’est pas lisse. O
Remarques 6.11— i. L'inverse def = (Xo(X3 + X1%2) : X3 : X1 (X5 + X1 X2)) est

(XoX1Xo : X1XG : 33 — X8X41);
on constate que Exc ! = {x; = 0, x, = 0}. Les lieux exceptionnels deet f ~* « ne sont donc
pas de méme nature »f :contracte une conique et une droite tangente a cette coatgue
deux droites. Ce phénomene n’arrive pas en degré deux olcdares les configurations de
Excf et Excf~! sont linéairement les mémes. Remarquons, comme l'indigmencé 6.2,
que les groupes fondamentaux des compléments des deuxl#desamxceptionnels sont iso-
morphes.
ii. Linverse def = (x2x; : Xo(XoX2 +X2) : X1 (XoX2 +X3)) est

(%0(33 — XoX1) : X2 (X8 — XoX1) 1 X0X3);
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on remarque que EXc! = {x; = 0, X5 — xox; = 0}, dit autrementf et f ! contractent une
conique et une droite non tangente a la conique.

Remarque 6.12— Soit f une transformation birationnelle purement cubique dolieleex-
ceptionnel contient une conique réduie= 0 et au moins deux autres droites. Ces courbes
ne peuvent pas étre contractées sur 3 points distinctstalidgin effet a conjugaison g.d. prés
on peut supposer que Eke= {xo =0, x; = 0, P = 0}. Raisonnons par I'absurde : supposons
queP =0, Xp = 0, x; = 0 soient respectivement contractés sur les pgit : 1), (0:1:0
et(0:1:1). On constate que la premiére composanté dst divisible paxox; P : ce qui n’est
pas possible.

Le lemme qui suit est 'argument fondamental de la classifinades transformations bira-
tionnelles cubiques.

Lemme 6.13 — Soit f une transformation birationnelle purement cubiqDa.suppose que f
contracte une conique réduite et au moins deux droites distinctes. Alors f est, & conjagais
gauche-droite pres, de I'un des types suivants :

(a)  (Xo(0XG + BXE -+ yXoxa + BXoXz + EX1X2) © X1 (00 + BXE + YXoX1 + BXoXz -+ EX1X2)  XoX1X2);
(b)  (Xo(0X3 + BXZ + yXoX1 + BXoXo + EX1X2) © X1(0XG -+ BXE + yXoX1 + BXoX + EX1X2) : XoX3 );
() (%0 + XXz +yXoXa) : X1(XE + X1Xz -+ YXoX2) : XoX1(Xo — X1));
() (XoX2(X1+YXo) : X1Xa(X1 + YX0) : XoX1(Xo — X1)).
Tous ces modéles sont birationnels dés qu’ils sont purecubques.
Démonstration — Supposons que les deux droites contractées aient poati@uy = O,

resp.x; = 0 et quec soit donnée paP = 0. On se raméne, grace au Lemme 6.4 et a la
Remarque 6.12, au cas &gl= 0, x; = 0 et¢ sont contractées sur

(0:1:0), (1:0:0 et (0:0:1

respectivement. Il existe alors une forme linéditelle quef = (XoP : X1 P : xox1£). A conjugai-
son prés on peut supposer dquest I'une des trois formes linéair@s, x; — Xg, X;. EcrivonsP
sous la formeng + bxe + cxox + dXoXz + €x X2 + €x3. Puisquef est purement cubiqu® n’est
divisible ni parxg, ni parx;; dans la carte affingy = 1 la transformatiorf s’'écrit

14
f(Xe, %) = | Xq, .
0a, %) ( ! a+bx§+cx1+dxz+ex1xz+sx§>
La birationnalité def implique que les équation§(x;,x2) = (u,v) possédent génériquement
une seule solution ; on démontre alors sans difficultéequed. Lorsquel = X, (resp.f = Xq)
on obtient la premiére (resp. deuxieme) forme normale. 8sqs qué = X; — Xg. Observons
gqued ete ne peuvent pas étre simultanément nuls ; comgret x; jouent un rbéle symétrique
on peut supposer que=1 et
P = axg + b + cxoxa + dXoXz + X1 Xo.
A composition & droite prés péxo : X1 : X2 — (C— bd)xo — bx,) la transformationf s'écrit

(Xo (00X + X1X2 + YXoX) © X1 (0XG + X1 X2 + YXoXo) * XoX1(Xo — X1))-
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On note quenx ety ne sont pas simultanément nuls.cSést non nul on se raméne a la forme
normale :

(%00 + XaX2 + YXoX2) © X1 (3G + XX + YXoXz) : XoXa (X0 — X1)) ()

qui contracte la conique Iiss% + X1X2 + YXoX2 = O et les droites

Xo = 07 X1 = 07 X1 = X07 X1 = _VXO

Ces droites sont au nombre de quatrg i {0, 1}; de plus, la droitex; = —yxg est tangente
a la conique lisse d'équatiox§ + x1x + yXox2 = 0. Lorsquea est nul, on obtient la forme
normale

(XoX2 (X1 +YXo) * XaXa(Xe + YXo) : XoXa (X0 — X1)) ()

qui contracte les cing droiteg = 0, X; = 0, X1 = Xg, X1 + YXo = 0, Xo = 0. O

Dans I'Appendice A on réduit le nombre de paramétres apgsaat dans les différents mo-
déles du Lemme 6.13 a conjugaison g.d. prés (8A.1). On cagmuite les modéles possé-
dant la méme configuration de courbes contractées ; on ¢tenstautilisant les configurations
de Indf~1, que certains sont g.d. conjugués, d’autres non (8A.2).eGstide conduit a la
liste de formes normales suivante dans laguelle nous avéngseg la configuration des droites
contractées entre accolades.

Proposition 6.14 — Soit f un élément déirg. On suppose que f contracte une conique
réduite c et au moins deux droites distinctes. Alors f est, a conjagagauche-droite pres, de
I'une des formes suivantes :
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L (Xo(Xo+X1) (X1 +X2) : X1 (Xo+X1) (X1 +X2) : XoXaX), {5};

2. (Xo(Xo+X1+X2) (X0 +X1) : X1 (X0 + X1 +X2) (X0 + X1) : XoX1X2), {5};

3. (xoXe(Xo+X1) 1 XiXe(Xo+X1) i XoXF), {5};

4. (x00&+X+yxox1) : x1(G + 8 + yxox1) : Xoxaxe), Y2 # 4, {6};

5. (XoX2(X1+X0) : XaXa(X1 4 Xo) : XoX1(Xo —X1)), {7};

6. (X0(X§+ X4 + YXoX1 + Vi XoXo + X1Xp) © X1 (%G + X2 + YXoXe + Vi XoXo + XaXp)  XoXaXe), Y2 #4, {7}
7. (xo(xl +X0%2) 1 X1 (%€ + XoXo) : Xox1x2), {10};

8. (o0& +Xo%2) 1 X1 (X +XoX2) 1 XoX§), {10};

9. (0@ +xx) 1 X1 (G +X1x2) 1 %oX§), {10};

10, (Xo(XG -+ XaXz + XoX2) : X1(X§ + XXz + XoX2) © XoXaXz), {11};

11 (Xo(XoX1 4 XoX2 + X1X2) : X1(XoX1 + XoX2 + X1X2) : XoX1X), {11};

120 (o0& +x1X2) - X1 (X + XaX%2) : XoXa (X0 — X1)), {12};

13, (Xo(X§ +XoXe + X1X2) © X1 (X§ + XoX1 + X1Xe) : XoX1Xe), {12}

14, (Xo(XE + yXoX1 + X1Xp + XoXz) © X1 (X4 + YXoX1 + X1Xp + XoXe) © XoX1X2), Y ¢ {0,1}, {13}

15, (Xo(XG -+ XE + YXoX1 -+ XoX2) © X1(XG + X§ + YXoX1 + XoXz) : XoX1Xz), Y2 # 4, {14};

16, (Xo(X§+ X1Xo + XoX2) © X1(X§ + X1Xo + XoXa) : XoX1(Xo — X1)), {14};

17 (X006 + X4 + YXoX1 + BXoXa + X1Xz) X1 (3G + + YXoX1 + DXoXa + XaXz) i XoXaXe), Y2 #4, d# Ve, {15}
avecy. %.

Remarque 6.15— Considérons la transformatidnde la Proposition 6.14 définie par :

(XoXa(X1+Xo) : X1Xo(X1 +X0) : XoX1 (X0 — X)), {7};
On vérifie que

Excf={%=0,x=0X=0X+X=0X=X};
Indf ={(0:1:0,(0:0:1),(1:0:0,(1:1:0}.

On constate en particulier que le nombre de points d'indétetion differe du nombre de
courbes contractées ce qui n'arrive pas en degré 2; la raistda suivante : les droiteg =0
etx; +Xp = 0 sont contractées sur un méme point, le pdt0 : 1) (ici la conique réduite est
constituée de ces deux droites).

Puisquef est une involution, son inverse présente la méme configarain éclatant le
point (0: 0: 1) on constate que le diviseur exceptionnel est envoyésr0 et sur ce diviseur
exceptionnel il y a encore un point d’indétermination quidst envoyé suxg -+ X; = 0.

Mentionnons d’autres élémenfsdu groupe de EEMONA pour lesquels un point d'indé-
termination est éclaté sur plusieurs courbes et pour ldguemportement dé 1 différe de
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celui def (voir [9]) :

((xoX1 —X§) "Xz : X0 (X — %) (X0 + X2) + %2 Z;aj (Xoxa —X8)" (%6 — Xox1 — X1 X)) :
J:

Yo (XoX1 — X§)" (X3 — XoX1 — X1X2)).

Pourn > 2, i.e.degf > 5, ces transformations ont quatre courbes exceptionnelles
X0 =0, Xo = X4, X2 =0, — X5+ XoX1 + XXz = 0;

les trois premiéres sont contractées sur le pd@ntl : 0). Les composantes de ! sont données
par

n -
e ( s a,-xslx;—xs%xwxo) ,
=0

n

2
(X0 + %) (ZanB“'Xé—><8‘1><£—><8‘1(><o+xl)> :
=

n o
X871X2 (Xgl(X% + XoX1 + X1X2) — (Xo + Xz) %aj X81X12> ;
J:
son ensemble exceptionnel est formé de
n -
X0 =0, X2 =0, X5+ -y axg =0
J=0

et

n -
ot — (X0 +X%2) <x8 + X)X — Z)ajxglxlz) =0.
J:
Les deux premiéres courbes sont contractéegGud : 0), la troisieme suf0:0: 1) et la
derniére suf1:1:0).

6.2.2. Le lieu exceptionnel ne contient pas de conique. —

Nous continuons la classification en étudiant les transdtions cubiques dont I'ensemble
exceptionnel est un arrangement de droites.

6.2.2.1. Le lieu exceptionnel est réduit a une droite
Soit f une transformation birationnelle qui contracte exactdmpa droite que I'on suppose
étrexo=0.0na:

H(P?\ {x, = 0},Z) = H'(P?\ Excf 1, Z) =0
ce qui implique que ExE~! est aussi une droite. A conjugaison g.d. prés on se raméne a :
Excf =Excft = {x =0}

de sorte que induit un automorphisme polynomial de degré 3 dans la @fte (x, = 1).
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Proposition 6.16 — Soit f une transformation birationnelle purement cubiquatcactant
exactement une droite ; f est gauche-droite conjuguée afstormation

(X0X3 + X3 : X1X5 1 %3), {1}.

En particulier ces transformations forment une seule erkibus I'action gauche-droite.
La démonstration de cette proposition utilise le :

Lemme 6.174[78]). — Soit f un germe de fonction holomorphe a l'origine@é& écrivons f
sous la forme ... fSp avec pgcdfy, ..., fy) = 1. On suppose que les dont irréductibles et
que les psont premiers entre eux, i.e. f n'est pas une puissancegawitgerme de fonction
holomorphe satisfaisant dfdg= 0. Il existe un germe de fonction holomorpha I'origine
deCtelle que g= /o f.

Remarque 6.18— Si f etg sont de plus des polynbmes homogénes, sous les hypothéses du
Lemme 6.17 on obtierg = € f* avece dansC etsdansN.

Démonstration de la Proposition 6.16— D’aprés ce qui précéde on peut supposer fjue
duit un automorphisme polynomial dans la cagte= 1. On écrit f sous la forme

f=(P,Q)=(Po+P1+Po+P3,Q+Q1+Q2+Qs)

lesP etQ; appartenant &[xo,X]i. A conjugaison g.d. prés on peut supposer Biie Qo = 0
et queP; est non identiguement nul. Comnfieest un automorphisme polynomial, il existe un
complexe non nuf tel quedPAdQ=ndxy Adx;. SiPs n'est pas une puissance le Lemme 6.17
assure qu&s = aPs; a conjugaison g.d. prés, on se rameiiga= 0 puis aQ1 = Q» = 0 ce qui
est impossible. De sorte qiRg est une puissance et la seule possibilité a conjugaisoaiiaé
prés esP; = x3; on peut ici encore se ramenefg = 0 etQ, = ex3.

Sie est nul,f s’écrit (P + P+ Xf,Ql) et nécessaireme®; = [x ce qui fait qu’'a conju-
gaison g.d. prés on se rameéng@+ xi’,xl).

Reste a s’assurer qae= 0; si ce n’est pas le cas on peut supposerequeaut 1 Toujours en
exploitantdPA dQ= ndx A dxq, il vient dP A dE +dxé A dQy = 0 qui conduit &

d(2P2 — 3X1Q1) Adx =0

de sorte qu®, = 242 1 Bx2. A conjugaison g.d. prés est du type

(Pl + 3X12Ql +Bx3, Q1+ Xf)

avec la conditior(3Q§/4— 2P1x1) A dxg = 0; celle-ci implique queQ; est divisible parx; et
empéche qué soit un automorphisme. O

Remarque 6.19— Le rapporteur nous a signalé que la Proposition 6.16 ig'ob& partir des
travaux de $3] qui décrivent les classes de conjugaison des automorgkisimlomorphes.
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6.2.2.2. Le lieu exceptionnel est constitué de deux droies

Soit f un élément dd°3ir3 gui contracte exactement deux droites. Comme fEacdeux
composantes, il en est de méme pour Ext Les arguments topologiques précédents nous
indiquent que Exé ! est constitué soit de deux droites distinctes, soit d'uméque lisse et
d’'une droite tangente a la conique. Rappelons que le congpléde ces deux types de courbes
dansP? sont biholomorphes. Quoiqu’il en soit on peut supposer,rjugmison g.d. prés, que
Excf = {xo =0,% = 0} et que Exd ~! est de I'un des deux types suivants :

Excf = {x=0,x =0}; Excf ! = {x=0,x — XX, = 0}.

Traitons la premiére possibilitéf; induit un biholomorphisme d€2\ {x, = 0} dans lui-
méme. Sion écrif = (fo, f1) dans cette carte, on note qgfiget f; n'ont pas de pble en dehors
dexo = 0 et quefp n'y a pas de zéro. Par suite il exigteq dansZ etg; dansC|xp, x| tels que

fO(X07Xl) = X87 fl(X07X1) = ngl(X07Xl)-
Mais le déterminant jacobien deest

_109
p—1Y9Y1 .
PX ox1 (X07X1)'

commef est un automorphisme @& \ {xo = 0}, on ag—?&(xo,xl) = axy. Ainsi & conjugaison
linéaire pres :
f= (6% X+ XW(x0))

avecy € C[xg]. Visiblementp vaut+1 ; il nous reste a listay, n+ q ety pour lesquels ce type
de transformations est de degré 3 exactement. On obtieahjagaison g.d. prés, les modéles
suivants :

(X0X5 : XGX1 1 %3), (X0X5 : Xg + XoXaXp 1 X3 ),

(X2 X3+ 33 + XoX1 X2 : X0X3) , (X2 Xex1 + 3 : X0X3).

Considérons pour finir la seconde éventualité : Ext= {x1 =0, x% — XoXo = O}. La Pro-

position 6.10 donne la description de! :

(%3 2 Xo (00X + BXoXq + VX2 + BX1Xp) © Xq (00X -+ BXoXe + VX4 + BXqX2) )

soit & conjugaison g.d. prégo(x5+X1xz) 1 X5 1 X1 (X +X1%2) ); I'inverse de cette transformation
est donné pafxoXiXz : X1X3 : X3 — X8X1).
Il s’en suitla:

Proposition 6.20 — Soit f une transformation birationnelle purement cubiquéapntracte
exactement deux droitgg2}). Alors f est & conjugaison gauche-droite pres de I'une des
formes suivantes :

(XOX% DXGXy X‘Z’), (XOX% LXg -+ XoX1X2 : Xg)v (X(2)X2 DXG G + XoX1 X - XOX%),

(XBX2 : XoX1 + X3 1 X0X3),  (XoXaXe : X1XG 1 X3 —XgXa).
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6.2.2.3. Le lieu exceptionnel est constitué de trois dsoite-

On procéde plus ou moins comme précédemment. fSait élément déirg qui contracte
exactement trois droites. Ces trois droites sont

(i) ou bien concourantes ;

(ii) ou bien en position générale.

Nous allons traiter ces deux éventualités I'une aprésrkaut
(i) Supposons que Excsoit constitué de trois droites concourantes. CommefEtExcf —1
ont méme nombre de composantes et ont leurs complémendsrdidfphes, on a les deux
possibilités suivantes :

e Excf~1 est formé d’'une conique lisse et de deux droites réalisartréiguration{11}.

En inversant les modeéles réalisant cette configuratlonet 11.dans la Proposition 6.14)
on constate que cette situation n'arrive pas.

Excf~! est formé de trois droites qui sont nécessairement conu@staDans ce cas on
peut supposer, a conjugaison g.d. prés, quefEx&xcf—1:

Proposition 6.21 — Soit f un élément déil’g dont le lieu exceptionnel est constitué de
trois droites concourante§{4}). Alors, & conjugaison gauche-droite prés, f est de I'un
des types suivants :

(XXXt (Xo—Xu)xaXe),  (XG(Xo— X1) : XoXe(Xo—X1)  XoXaXo + 3G ).

Dans les deux éventualités 'ensemBbecf—1 est aussi formé de trois droites concou-
rantes.

Démonstration — D’apres ce qui précede il suffit d’examiner le cas ou
Exc f = Exc f 1 = {XoX1 (X0 — x1) = 0}.

Sous cette hypothéserespecte la fibratiow; /xo = cte. En effet considérons une droite
X1 = Bxp avecP ¢ {0,1,}; introduisons I'application holomorphe

P: C— C?\ {Xoxt (% —x1) =0} C P?\ {xo% (X —X1) = 0}
définie patt — (&,B€). Commef est, par hypothése, un automorphisme de
P2\ {xo% (%0 — 1) = 0},
I'application$ = f o est une application holomorphe @ea valeurs dans
P?\ {XoX1 (X0 —X1) =0} ~C\ {0,1} x C.

Une application directe du théoréme deRRD assure que est a valeurs dans une droite
X1 = B'%p et ceci pour touf3, d’ou I'affirmation. Par conséquerfts’écrit en coordonnées
homogénes :

f=((cxo+dx)Q: (ax+bx)Q:C), ad—bc+#0,

avecQ quadratique &€ cubique. Comme) est contracté paf on peut supposer qu@=
Xof ou ¢ est I'une des formes linéaireg ou xg — X;. Finalement & conjugaison g.d. prés
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on seramene a:
f = (x§¢: %%l :C), degC=3.
Mais le calcul explicite de detjacconduit a
C = x2C1(X0,%1) + Ca(X0, X1)-
En écrivant que;; = 0 est contracté on constate dDigxp,0) = 0 et
f = (X80 : XoXal : X1%oL (X0, X2) +Co(X0,X1))

aveclL linéaire et = xg ou? = Xg — X;. Un tel f contracte effectivement les droitegs—= 0
etx; =0.

Sil =xo, la droitexp = x1 sera contractée si et seulemerit(si, Xo) = 0; & conjugaison
g.d. présona

f= (0§ X1 1 (Xo— X1)XX2 +Co (X0, X)), degC, = 3

qui définit bien une transformation birationnelle cubigumtcactant exactement trois
droites. On se raméne alors a conjugaison g.d. prés au pretodele annoncé

(X3 : X8X1 © (X0 — X1)X1%2) -
Lorsquel = xg — x; I'application f est du type
f = (X§(x0—X1) : XoX1 (X0 — X1) : XaXoL (X0, X1) +Ca(X0, X1)).-

Pour que la droitex; = 0 soit contractée il faut quie = cte xg, la constante pouvant étre
supposée égale a ®n se raméne alors par conjugaison gauche-droite a

f = (G0 —Xa) 1 XoXa (X0 —Xa) : XXX +35).
Les transformation$x3 : xgx1 : (Xo — X1)X1%2) et
(%0 —X1) : x0Xa (X0 —X0) : (X0 = X1)XaXz +3)

ne sont pas g.d. conjuguées : contrairement a la secondentague contracte une droite
avec multiplicité 4 O

(i) Supposons que Extsoit formé de trois droites en position générale. Il y a denssjbilités
suivant que Exé ! contienne ou non une conique lisse.

Lorsque Exd ~1 contient une conique lisse, Exc! contient aussi deux droites ; il s’agit de
la configuration{10} ou {11} :

{10} {11}
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Le complément de la configuratidri0} dansP? est difféomorphe au complément de trois
droites en position générale. Un calcul explicite montre gour les trois modélekde la Pro-
position 6.14 présentant la configurati¢t0} I'ensemble Excf ~* est I'union de trois droites
en position générale (configuratigi}). Concernant la possibilit€11} ou bien on remarque
que le complément dgll} n'est pas difffomorphe au complément{@a (les groupes fonda-
mentaux sont différents), ou bien on inverse les deux medéte la Proposition 6.14 présen-
tant la configuratio{11} pour constater que Extc! est encore de typgl1}. Cette derniére
situation est donc a exclure.

Proposition 6.22 — Soit f un élément déirg qui contracte trois droites en position généra-
le ({3}). SiExcf~! contient une conique lisse, il contient deux droites damé' est tangente
a la conique ; de plus, f est, a conjugaison gauche-droites pdé I'une des formes suivantes :

(B (x1 — X2) : XoXa (X1 — X2) 1 XeX2), (a2 Xox1Xz : XX — X8%a),

(XoX1Xz 1 XeXp & Xo(X§ — XoX2)).

Le cas restant est celui ol Ekc! est lui aussi formé de trois droites en position générale.
A conjugaison gauche-droite prés nous pouvons supposer que

Excf =Excf ! = {xoxx2 = 0}.
Dans la carte affin€? = (x, = 1) la transformatiorf induit un automorphisme du complément
P q
r

de xox; = 0. On en déduit quef s'écrit (xoX7, X5x5) avec[ <

] € GL2(Z). Lorsque I'on
homogénéisd on trouve une expression du type

(G g HAER)
ou les sommeg; + g +ri valent 3 et les produitpop1p2, Godi02, Forir2 sont nuls. Le déter-

minant jacobien dé vaut, & multiplication prés par une constante,

Xéz pi)—lx(lthi)—lx(ZZri)—l

et puisque Exd est constitué de trois droites il faut que

Ypi>1 >ai>1, Sri>1
Comme la transformatiofi s’écrit (x§°~Px{° ™% xf*~P2x{ %) dans la carte affing, = 1, on
a de plus
det Po—P2 CGo—Q2
Pr—pP2 1 —Q
L'examen de toutes les éventualités nous conduit a la :

Proposition 6.23 — Soit f une transformation birationnelle purement cubigeketque les
lieux exceptionnels de f et} soient formés de trois droites en position générgfa}).
Alors f est, a conjugaison gauche-droite prés, du type sitiva

(X3 2 XExXo © XoXaXp).
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6.2.2.4. Le lieu exceptionnel est formé de quatre droiteglosi —
Les démonstrations des deux énoncés suivants sont laissgsmeice.

Lemme 6.24 — Soit f un élément céirg. On suppose gu’'a conjugaison gauche-droite pres f
contracte les droitespe= 0, x; = 0 et % = 0 sur trois points distincts { p, et ps; on suppose
en outre que f contracte une quatrieme drdite 0. Alors les p ne sont pas alignés.

Proposition 6.25 — Une transformation birationnelle purement cubique ne s contrac-
ter quatre droites en position générale.

Les configurations de quatre droites contractées (au moamslennent donc au moins trois
droites concourantes. Comme on I'a vu si les quatre droiias cntractées paf sur trois
points, alorsf est, a équivalence prés, un des modeéles de la Propositidn @rilpeut donc
supposer que les quatre droites sont contractées sur gudatte distincts et que trois d’entre
elles sontkg = 0, x; = 0 etx; = Xo. On consideére tour a tour les cas ou les draxtes 0, x; =0
et xg = X1 sont contractées sur trois points alignés, puis non alighdistincts.

Proposition 6.26 — Soit f un élément déirg. Supposons gu’a conjugaison gauche-droite
prés f contracte les droitegx= 0, resp. ¥ = 0, resp. X = Xp sur trois points(1: 0 : 0), resp.
(0:1:0), resp.(1:1:0) et(au moing une quatriéme droite. Alors f contracte cing droites et
est, a conjugaison gauche-droite pres, le modelde la Proposition 6.14.

On termine en supposant que les drokgs- 0, x; = 0 etx; = Xg sont contractées respecti-
vementsul:0:0),(0:1:0) et(0:0:1). Ladémonstration de I'énoncé qui suit est laissée
€nexercice.

Lemme 6.27 — Soit f un élément déirg. Supposons qu’a conjugaison gauche-droite prés f
contracte la droite =0, resp. % =0, resp. X =Xpsur(1:0:0), resp.(0:1:0),resp(0:0: 1)

et (au moins) une quatrieme droite de la forme=mx avecn ¢ {0,1}. Alors f contracte une
conique réduite ; en particulier, les hypothéses de la Psitman 6.14 sont vérifiées.

Proposition 6.28 — Soit f une transformation birationnelle purement cubig8epposons
gu’a conjugaison gauche-droite pres f contracte les deod&quation ¥ =0, x; = 0, Xg = X1
sur(1:0:0),resp.(0:1:0), resp.(0:0:1) etla droite % = 0. Alors f appartient & l'orbite
sous l'action gauche-droite de I'une des transformationisantes :

e modéle2. de la Proposition 6.14, {5};

o (X1(Xo—X1)(Xo+X2) : Xo(Xo — X1) (X2 — X1) : X1X2(Xo + X1)) , {7}.

Démonstration — D’aprés les hypothésedsest de la forme

(xa(%o — X1) (01X + PX2) : Xo(Xo — X1) (X1 + OX2) : XoXa (€(Xo — X1) + X))

Notons queB, d et ne peuvent étre nuls puisquieest purement cubique ; on peut apres action
d’homothéties ad-hoc les supposer égaux ®d remarque qu’une transformation du type
ci-dessus est birationnelle si et seulement si nous somares|dine des situations suivantes :
e y=£=0;
e a=y=0;
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ey=-le=%.
Dans les deux premiers cas on obtient a conjugaison g.d. prés

f1 = (X2 (Xo — X1) (X0 + X2) : XoXa(Xo — X1) : XoX1%2), {5};

la derniére éventualité conduit(?al(xo —X1)(0Xp +X2) : Xo(Xo — X1) (X2 — X1) : X1 X2(OX0 + xl))
soit a

fo = (XoXe(Xo —X1) : Xo(Xo — X1) (X2 — X1) : XeXp), {5}

ou a

fa = (X1 (X0 — X1) (X0 +X2) : Xo(Xo — X1) (X2 — X1) : X1X2(Xo + X1)) , {7

suivant quedx est nul ou non.
On vérifie quef; et f, sont g.d. conjugués comme suit :

fo= (=X —Xo:X1+X)f1(—X1: X0 —X1: %)

La transformationf; est g.d. conjuguée au modé&dede la Proposition 6.14 que nous note-
ronsg:

f1= (X2 1 X0 X1)Qg(X1 — X0 : —X1 : X0+ X2).

Remarque 6.29 — La transformationfs

(X2 (X0 — X1) (X0 + X2) : Xo(Xo — X1) (X2 — X1)  XaXo(Xo+ X1))

n'est pas g.d. conjuguée aux modéles de la Proposition 8ékémptant la configuratiofv }.

Elle n’est pas g.d. conjuguée au modélale la Proposition 6.14 : sur la composante de
det jac de multiplicité 2 chacun de ces deux éléments admegtpients d'indétermination dont
la position differe (dans le cas dgces points ne sont pas nécessairement des points d'intersec
tion avec d'autres courbes de Efg¢ccontrairement au modelg). Elle n’est pas non plus g.d.
conjuguée au modéle de ce méme énoncé ; en effet le modglpossede la propriété suivante
que f3 n'a pas : on peut trouver dans le lieu exceptionnel de cettestormation trois courbes
contractées sur trois points distincts alignés. Voici dessths qui illustrent ce discours; on
adopte les notations suivantes. Les droites correspomdentourbes contractées par la trans-
formation considérée ; quand la multiplicité (dans le déteant jacobien) de I'une d’elle est
strictement supérieure a 1 elle est précisée entre pasenthés « cercles » correspondent aux
points sur lesquels les éléments du lieu exceptionnel sonitactés ; on précise entre crochets
le nombre de droites contractées sur un point lorsque ce&st strictement supérieur alles
carrés caractérisent les points d’'indétermination dealasformation étudiée.



6.2. « CLASSIFICATION » DES TRANSFORMATIONS BIRATIONNELLE CUBIQUES 165

P Hxitx=0

modéele5. Proposition 6.14 modéle6. Proposition 6.14

6.2.3. Récapitulatif. —

Le tableau qui suit donne, a conjugaison g.d. pres, lesrdiffé modéles de transforma-
tions birationnelles purement cubiques ; pour chacun tBemtix on a mentionné la configu-
ration des courbes contractées de la transformation (€leexcolonne), la configuration des
courbes contractées de son inverse (troisieme colonnadénknsion de son orbite sous I'ac-
tion gauche-droite (quatrieme colonne)y$iésigne un complexe, on rappelle que

_Y+VY* -4 _Y-VY* -4
N 2 N 2
sont les deux racines du trinrite— yt + 1.

Rappelons qu’on obtient la dimension de I'orbite d’une $farmation birationnelle en dé-
terminant son groupe d’isotropie. Donnons un exemple. dérens la transformatiod =
(XoX3 +3 : x1%5 : X3). Cherchong\, B dans Sk(C) etn dansC* tels queAf = n fB; on obtient
que nécessairement

A et Yo

Ve
&
avecn38® = 1 ety* = 8. La dimension du groupe d’isotropie est dona8lle de I'orbite def
sous l'action gauche-droite 163 = 13.

A= (ny3xo+na62x1+r][362x2:ny62x1:n63x2>, B:< xo+0(x1+[3xz:yx1:6x2>



(%03 +3 1 38 1 3)
(0 %52 3)
(08 126 + X000, )
(XB%2 : X3 + X3 +XoXa Xz : XoX3)
(e -+ - x023)
(XoXaXz : X1X3 : X3 — X3%1)
(33 1 X8z : XoXaX2)
(x3(x1 — X2) : XoXa (X1 — X2)  X2Xp)
(x8x2 : XoXaX : X2 (X0 — X2))
(XoXaX2 1 X8X : X0 (X2 — XoX2))
(8 3% 1 (X0 — X1)X1%a)
(R (%0 —x1) : XoXa (¥ — X1) : XoXxe +3)
(XoX2(Xo +X1) : X1 Xz (X0 +X1) : X0X2)
(X0 (X0 +X1) (X1 +X2) X1 (X0 +X1) (X1 +X2)  XoX1X2)
(Xo(X0 + X1+ X2) (X0 -+ X1) : X1 (X0 + X1 + X2) (X0 -+ X1)  XoX1X2)
(%0 (06§ +X] +yxox1) : X1 (G +X] +YXoX1) : XoXaXe), Y2 # 4
(XoXa(X1 +X0) * XaX2(X1 +X0) : XoX1 (X0 — X1))
(000G + 54 + yXoX1 + V- XoX + XaX2) 1 X1 (%G -+ + YXoX1 + Y+ XXz + X1 Xa) : XoX1%2)
(X2 (X0 —X1) (X0 +X2)  Xo(Xo — X1) (X2 — X1)  XaXa2(Xo +X1))
(X0 +x1%2) 1 3 : X1 (3 + X1%2))
(8% : Xo(XoX2 +X2) 1 X1 (XoXo +X2))
(X0(3 +XoX2) X1 (& + XoX2)  XoX1%2)
(X032 +XoX2) 1 X1 (X2 + XoX2) : XoX2)
(%0 (X3 +x1%2) 1 X1 (X + X1 X2) : X0X3)
(Xo(XoX1 +XoX2 + X1%2) © X1(XoX1 + XoX2 + X1X2) : XoX1X2)
(X0 (X8 + X1 X2 + XoX2) © X1.(X8 + X1 X2 + XoX2) © XoX1X2)
(X0 (X3 + XoX1 -+ X1X2) : X1 (X3 + XoX1 + X1X2) : XoX1X2)
(0 (G +x1%2) 1 X1 (4G + X1X2) : XoXa (X0 — X1))
(X0(3 + YXoX1 + X1 X2 + X0X2) : X1.(X§ + YXoX1 + X1 X2 + XoX2) 1 XoX1X2), Y # 0, 1
(X0 (X3 + X2 + yXoX1 + XoX2) 1 X1 (X8 + X2 + YXoX1 +XoXe) : XoX1X2), Y2 # 4,
(Xo(X + X1 X2+ XoX2) : X1 (X + X1 X2 + XoXz) : XoX1 (X0 — X))
(X0 (X3 -+ X2 + yXoXy + BX0Xz -+ X1 X2) : X1 (X +XE + YXoX1 + BXoXz + X1X2) 1 XoXaXz), Y2 # 4, 8 # Yu
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Parmi ces modéles cing familles dépendent effectivemet itioins un parametre. Ces pa-
rametres, attachés a des configurations de courbes céesapeuvent étre reliés a des confi-
gurations de points sur la droite projective, précisémenit1 $ points suivant qu’il y a un ou
deux parametres. Le lecteur intéressé pourra décrirealbesgdes invariants ; il y rencontrera
l'invariant j des courbes elliptiques.

Remarque 6.30— Dans le tableau les modéles apparaissant dans des ligfégsrdes ne
sont pas g.d. équivalents. On le vérifie en examinant lesianva suivants : type et nombre
de composantes des zéros du déterminant jacobien et letiplit€, configuration des points
d’indétermination (par exemple alignement ou non), etir(Appendice A). Néanmoins il peut
y avoir des redondances dans les lignes : par exemple lefdrarationsg, 5 et§_, 5 sont
g.d. conjuguées ; les coefficientsd ne sont pas des invariants complets.

Notons qu’on pourrait vérifier que les modéles apparaistams des lignes différentes ne sont
pas g.d. équivalents en examinant minitieusement lesgpad@@oints base deet f 1.

Remarque 6.31— Toute transformation birationnelle cubique est donc@jumaison dyna-
mique prés du typA f ol A désigne un automorphisme Béet f un élément de la liste donnée
ci-dessus.

Comme nous I'avons fait dans le cas quadratique on peutegtliespace des relations li-
néaires associé a une application birationnélileBirs. Si f = (fo, f1, f2) on introduit I'espace
vectoriel

RL( f) = {L = (Lo, Ly, Lg) application Iinéaire{ Lofo+Lifi+Lofo = 0}

En utilisant la classification précédente on vérifie sansgpgue pour toute transformatidn
purement cubique dimRlf) = 1. De plus, siL est un élément non trivial de RE), alorsL
est de rang 2. On obtient alors un énoncé analogue au Thédréme

Théoreme 6.32— Soit f un élément céirg. Il existe une application linéaire & (Lo, L1,L2)
et une application quadratique © (Qop, Q1,Q-) telles que

f=LAQ=(L1Q2—L2Q1:L2Qo—LoQ2: LoQ1 — L1Qy).

En particulier les éléments dgirs sont des applications déterminantielles.

Exemple 6.33 — Pour I'élément générique présentant la configurafith} on constate que

L = (X1, —Xo,0) et Q = (0,XoXo, — (X§ + X2 + YXoX1 + OXoXp + X1X2))
conviennent.
Toutefois I'énoncé 6.32 est moins complet que le Théorérh® ;len effet, siL est une

application linéaire de rang 2 € une application quadratique, aloktsn Q ne définit pas
nécessairement une application birationnelle.
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6.3. Irréductibilité de Birs

Poury? # 4 etd # y. on désigne paky s la transformation
(X0 (%G + X2 + yXoXq + BXoXo + X1X2) X1 (%G -+ X§ + YXoX1 + BXoXe + X1X2) T XoX1Xe)
qui présente la configuratiofi5}. Considérong\ et B deux automorphismes @2 tels que
(6.3.1) AL sB=¢&y 5.
On constate que EX&E, sB) = B™1(Exc&,s) = Exc&y 5. Comme
ExC&ys = {X0 =0, X1 = 0, X3+ X -+ yXoX1 + SXoXo + X1 X2 = 0, X§ -+ 4 + yXox1 = O}
I'ensemble des automorphismastB deP? satisfaisant (6.3.1) est fini.

Remarque 6.34— On retrouve ici que la g.d. orbite dgs est de dimension 16

Posons
2= {Aav,éB |A7 Be PGL3((C)7 Ys d¢ (Ca V2 7é 4, o) 7é yi} C I°3ir3;

il s'agit d'une réunion d’'orbites gauche-droite qui regnéent les transformations dont I'en-
semble exceptionnel est constitué d’une conique lisst quatre droites non tangentes a
(configuration{15}).

La Proposition qui suit est conséquence directe de ce qoeges:

Proposition 6.35 — L'adhérence deZ” dansRag ~ P?° est une variété algébrique irréduc-
tible de dimensiori8.

Dans les traités anciens on trouve le discours suivant :dafes du réseau homaloidal
associé a une transformation birationnelle cubique satisés équations suivanted]):

YW=8 > H=6, WeN
ou | désigne la multiplicité aux points base (qui rappelons lesot pas nécessairement
propres) et le nombre de points base. Ce systéme d’équations a pouiosplatréindexation
prés, (W, U, M3, g, bs) = (2,1,1,1,1). Ces formules sont satisfaites par tout élément « géné-

rique » deZ” qui compte cing points d’indétermination dont un d’ordret2jeatre d’ordre
1

Proposition 6.36[Décomposition de NETHER des éléments de?’)
Soit f un élément d&; alors f possede une écriture du type :

BoAcC
avec A, B, G= PGL3(C).
Démonstration — Considérons un automorphismaleP? de la forme spéciale suivante :

A= (boX]_ + CoXo @ b1Xg + C1Xo : @apXg -+ boxq + C2X2) .
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La transformatioro Ao s’écrit

((baxa 4 €1%2)Q : (boxy + CoX2)Q : Xo(boXy + CoXz) (b1Xq + C1X%2) )

avecQ = axx1 X + boXpXo + CrXpX1. On constate qu’elle est cubique pure dés gpl®c, est
non nul, condition qui caractérise la lissité de la coniQue 0. Visiblement les courbes

Q=0, bpxy + Coxo = 0, biX1 + 1% =0, Xx1=0 et Xo=0

sont contractées. Ainsi pour des valeurs des paramétreshensdd’'un ensemble algébrique la
configuration des courbes contractées @ao est du type{15}. Notons que la configuration
de Exq0Ao) détermine les lignes de la matriéea multiplication scalaire prés (ce qui corres-
pond & I'action a gauche du groupe diagonal) et permutdignx; : x;) prés. On en déduit
facilement que I'ensemble des transformations du @AcC, avecA comme ci-dessus, est
de dimension 18Par suite aux configurations de typt5} est associée une décomposition de
la formeBoAcC avecB, C € PGL3(C) et

A= (boX]_ + CoXo : biXg + C1Xo : apXg + boxg + C2X2) .
O

Remarque 6.37 — L'énoncé précédent donne une nouvelle justification @udié des trans-
formationsA telles que le degré deAc soit anormal, étude faite au Chapitre 4.

NotonsC.2" = Birs\ 2"; chaque élément d2” est g.d. conjugué a I'un des modéles repré-
sentant toutes les configurations except@ég. Comme ces modéles dépendent au plus d’un
paramétre, on en déduit que la dimension de I'adhérene2dest en tout point inférieure ou
égale a 17

D’aprés la Remarque 6.3 et pour des raisons de dimensionmuf.d) = 2”, ce que I'on
peut voir de fagon explicite en inversant igs.

Pour démontrer I'irréductibilité déirg on procéde comme suit; on cherche a joindre tout
élémentfy deC.2” a 'adhérence de?” par un chemin rationnel— fs de sorte qués_g = fo
et fs appartiennent & pour les valeurs génériques dell est souvent plus commode de
travailler avec des formes « prénormales » qui font intérvemeaucoup » de parametres,
comme celles données dans le Lemme 6.13, plutét qu'aveotaws finales (par exemple
celles de la Proposition 6.14). On procede au cas par cansugvnature du lieu exceptionnel.

6.3.1. Le lieu exceptionnel contient une conique. —
Nous allons essayer de joindre les formes prénormales duneednl3 de typéb) a celles
de type(a) qui sont nécessairement da#s. Soit fo = (X0Q : X1Q : XoX§) oU

Q = X3 + BX8 4 yXoX1 4 dXoXz + EX1 %2

un élément de typéb). On considére la transformatidig = (XQ : X1Q : XoX1(S¥% +X1)) . Pour
s= 0, on atteint la transformation initial& et fs est dansZ” poursnon nul.
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Maintenant on cherche a relier un éléméntle type(c)
fo = (Xo(X§ + YXoXa + X1X2) : X1 (X6 + YXoXz + X1X2) : XoX1 (X0 — X1) )

a2 . On introduit fs 1= (Xo(X§ + YXoX2 + X1X2) : X1 (X3 + YXoX2 + X1%2) : XoX1(SX% + X0 — X1)).
Pours= 0, on obtient la transformation initiale et posie£ 0 on constate qués est dansZ’;
en effetfs (xo : xq : 22944 s'écrit (xoP : 1P : XoX1X2) ol

X2 -1 X1X
P= (1—\—5/)Xc2>+§1+yTXoX1+\—S/XoX2+1T2-

Pour les élément§ de type(d) :
fo = (XoX2(X1 + YX0) : XaXo(X1 + YX0) : XoX1(Xo — X1))
on peut procéder simplement comme suit. Les transformmation
fs = (Xo(SX + YXoXo + X1X2) : X1(SX + YXoXz -+ X1X2) © XoX1 (X0 — X1))

sont conjuguées posr~ 0 a fs—; que I'on sait étre dang” car de la formec). Pours =0, on
a I'élémentfy de type(d).

6.3.2. Le lieu exceptionnel est constitué de plus dedroites. —
Il s’agit de montrer que la transformation

f = (x1(Xo—X1)(Xo+X2) : Xo(Xo — X1) (X2 — X1) © (X0 + X1)X1X2)
obtenue dans la Proposition 6.28 est d&isOn constate que
(Xo+ X : X1 %) F(Xo—Xq : X1 & %),
qui s’écrit aussi
(Xo(XG + 2X& — 3xoX1 + XoXa — 2x1%2) : X1 (X + 2X¢ — 3XoX1 + XoX — 2X1Xa) © XoX1X2) ,
est du typga) & homothétie prés aingiappartient bien &’

6.3.3. Le lieu exceptionnel est constitué de trois droites—

Les éléments d8irs dont le lieu exceptionnel est constitué d’'une conique lsisdeux
droites appartiennent &"; on déduit de l'invariance d&” par Inv que les modéles obtenus
dans la Proposition 6.22 sont dans I'adhérence?de

Considérons une transformation de type Sia = e =1 et =y=38=0 elle s’écrit

f = (%X +X1X2) : X (3§ + X1X2) © XoX1Xz)-

Posons

—X
Os:= (XO S 2 x2> f(sx 5% 1 %) = (& X1 (S + X1 %) : XoX1X%e);

on remarque qugs—o = (X3 : X3Xz : XoX1X2) est le modeéle de la Proposition 6.23.
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Reste a considérer les deux modéles dont le lieu exceptiesheonstitué de trois droites
concourantes. Lorsque= =1, y= 2 etd = € = 0 une transformation du type) est de la
forme : (Xo(Xo +X1)? : X1 (X0 +X1)? : XoX1X2); ON constate alors que

(Xo+ X1 1 X1 1 X2) (Xo(Xo +X1)? 1 X1 (Xo + X1)? : XoXaXo) (Xo — Xq & Xq © Xp)

coincide ave0{>€ : xcz,xl : XX (X0 — xl)), I'un des deux modéles de la Proposition 6.21.
Considérons la seconde transformation obtenue dans la$tiop 6.21

(B (%0 —X1) : XoXa (X0 — X1) * XoXaXp +33);

elle s’écrit dans la carte; = 1 comme suit(xo, xﬁ‘fﬁﬂ)) . On peut la pertuber de la facon
suivante :

XoXo + 1 >
T | seC;
<X° Xo(Xo—1)+sx

on remarque que c'est une homographiecerEn homogénéisant on obtient I’élémente3
suivant :

(xo(xo(xo —X1) +5%X%2) : X1(Xo(Xo — X1) + SX1X2) : XoXaX2 + x?) ,
élément qui contracte la conique lissg(Xo — X1) + S X2 dés ques est non nul; or un tel
élément est dang” (voir §6.3.1) dond(x3(Xo — X1) : XoX1(Xo — X1) : XoX1X2 +X5) I'est aussi.

6.3.4. Le lieu exceptionnel est constitué de deux droites. —
Le modele(Xox1Xz : X1%5 : X3 — x8x1 ) de la Proposition 6.20, dont l'inverse
(Xo(X1Xe +XG) 1 %3 : Xq (XaXe +XG))
contracte une droite et une conique, est, de par l'invagialiec?” par Inv, dans.Z .
Voici rapidement comment on procéde pour les cas restaatsi@érons une transformation
de la forme(b) que I'on sait étre dang’”. Aprés conjugaison dynamique pag : Xo : X2) on

obtient lorsqueB =3 =1 eta =y=¢& =0 I'élément f = (X3 + XoXaXz 1 X5X1 + X3%p : XgX1 ).
Posons

X| — X
Os = (xz: ! < 2 :x0> f(Xo 1 X0 S%) = (X0%G 1 XgX1 1 X3 + SXoX1Xe);
alorsgs—o = (XX : X3x1 1 X3) est le modele obtenu dans la Proposition 6.20.
Partons encore d’une transformation du type Lorsquea =B=e=1ety=0=00na

(X0 + X2 + X1%2) : X1 (X6 +%E + X1Xp) : X0X2).
Posons

X2 Xo— X
s 1= <§2 : X°§ 2 :x1> (Xo(XG + X2 +X1X2) : X1 (}§ + X2 +X1X2) : X0X4 ) (S%0 : X2 © %1,

soit

Os = (X0X5 1 X3 + XoXaXp : Xp(SPXG + X5 -+ X1 X2) ).
On remarques_o = (XoX3 : X3 + XoX1 X2 : X3) est un des cas de la Proposition 6.20; il est donc
dans.2".
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Le modele(x3x, : Xgx1 + X3 : Xox3) de la Proposition 6.20 a pour inverse
(X3 : XoXaXo — X3 & XX2).
On vérifie que
(—X2 1 X1 1 X0) (X XoXaXo — X3 : Xg%2) (—Xp 1 X1 1 X0) = (X0X3 : Xg + XoXaXp 1 X3).

On vient de voir queXoX3 : X3+ XoX1Xz : X3) appartient a2”; comme.2” est invariant par Inv
la transformation(xgx : Xgx1 +X3 : XoX3) est dans I'adhérence d#’.

Pour finir prenons la transformatioh = (x%xz : >€ + XS + XoX1X2 : xoxg) de la Proposi-
tion 6.20. Soitfs la transformation birationnelle définie par

fs = (X2 1 X3+ 33 + XoX1 (X2 — $X0) : XoX2 (X2 — $%0) ).

On constate que posmon nul fs contracte trois droites donc est da#set quefs_g = f; ceci
implique quef appartient aussi & .

6.3.5. Le lieu exceptionnel est constitué d'une droite. —
Considérons le modelggXs : X3+ XoX1X2 © X3) qui contracte exactement deux droites. Po-
sons

Os = (X1 — X2 1 X0 — S% © Xo) (X0X5 1 X3 + XoXa Xz © X3) (x1+sx2:%—3sx1:x2>;

on constate qugs = (X3 + X222 4 x5x3 : x1%5 1 X3) . Lorsques tend vers+oo, la transforma-

tion gs tend vers(x; +XoX3 : X1%5 : X3); on reconnait I'élément obtenu dans la Proposition 6.16
qui contracte précisément une droite.

Finalement on obtient le :

Théoréme 6.38— L'adhérence(ordinaire) de .2 dansl°3ir3 estl°3ir3. En particulierl°3ir3 est
irréductible.

6.3.6. Non irréductibilité de Birz en tant que sous-ensemble d&?°, —

Alors que Bip est lisse et irréductible, il n'en est pas de méme poug Bit comme
sous-ensemble d&*°); comme nous I'avons vBir3 est irréductible (en fait rationnellement
connexe).

Théoréme 6.39— Le sous-ensembRir; deP?° a deux composantes irréductibles.

Démonstration — Considérons un élément de Bidu type suivantfp = /Ao ou ¢ est une
forme linéaire générique, disoms+ x; + Xo. Il est clair quefy en tant que triplet de formes
homogenes ne peut étre limite de transformationid@car aucun élément cé:irg contracte
quatre droites en position générale. Ceci impligue que Bast pas irréductible ; plus préci-
sément les composantes irréductiblesitg sontBirs etBir} ou Birs désigne I'ensemble des
transformations de typéQ avec/ forme linéaire eQ dans Bip. On note qud?r’3 est de di-
mension 16 Toutefois chaque élément de Bie représente danﬁh1§_r3. Plus précisément avec
les notations habituelles Bir= (I°3ir3)'. O
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6.4. Décomposition de lETHER

Rappelons que = (X2 — X1 : X1 — X : X1)0(X1 + X2 : X2 : X0)O(Xo+ X2 : X1 — X2 : X2) €t
T=(X1—X:2X —X0:X2—X1+X0)O(Xo+X2: X0 : X1)O
(—X1 i X+ X2 — 3X1 1 X0)O(Xo+ X2 1 X0 : X1)O(X1 — X0 : —2X0+ X2 : 2X0 — X1).

Nous avons vu dans la Proposition 6.36 la décomposition@gHNER des éléments d&’;
voyons ce qu'il en est pour les autres éléments dg Bious reprenons les notations et I'ordre
du tableau obtenu au 86.2.3 ; introduisons les automor@sigyB et C définis par

Y-+ 8 —28 20y +y ¥ +1-9%
Va8 —yr =3 yy-d-vys

Vo +y 82 —25 5(\/ V2 —4— 2y, — 2y, Y5+ 3%y, + 45— 62y) )
+ %),

Xo+ Xy

A= ((1-3y )%+

" V+(v6—62—1)X1_ 1-yd+8 —y6+y 8%y — &y,
. 12 (12V(53V*l*52)*45V2(l+52vz+53v)+662y3+y+64y3+364y+46) +682(1—y2)+Ay3(y25%+1)—1—8y33+54(3y2—y*—1)
oue=- Vi (53y57453y37y2+36y37352y4735276y5+462y2+353y+1) +y-+38(1-y2)+3yd2(y2—2)+83(3y2—1-y4) 7
B= <x1+xz PXy— y;éxz : xo+y+6x1+x2>
y+Oy —d—v4
et

(By+ —1)(1-y3+%)
0—Vy_

C= <—x0+6x1+6x2: xlz(l—y6+62)x2>.

Théoreme 6.40— La décomposition ddETHERdes transformations birationnelles cubiques
est donnée, a conjugaison g.d. prés, par la liste qui suitp&riculier la décomposition de
N&THER d'une transformation birationnelle cubique fait interiieau plus huit fois I'involu-
tion deCREMONA :

—~

X0: X2 i X1)P(X2 1 X1 1 X0)T(X2 i X1 1 —X0)p(Xo : X2 : X1), {1}
(21 x1:%0)p)°, {2}

DX0 i X1)P(X2 1 X1 1 Xo)T(X2 i X0 1 —X1), {2}

IX21X0)T(X1 i X0 —X2)T(Xo : X2 1 —X1), {2}

TX0 1 X2)P(Xo X1 X0 X2)P(Xe : Xa 1 Xo)P, {2}

1Xo i —X2)T(X2 1 X0 1 X1)p, {2}

p(xl:xz:xo))z, {3}

X0+ X2 X2 1 X1)P(—Xo+ X1 : X2 — X1 : X0)0, {3}

X1:X2 X0+ X2)P(—Xo— X1+ X2 : X0 : X1)0, {3}

X1:Xo: —X2)10, {3}

XX X X =
[N A S

—~

o~ o~ o~
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(Xo+X2:X%2:X1)0 (X0 : X1 : X2 — Xo)P(X1 : X2 : X0), {4}
(X1+X2 1 X2 X0+ X2)P(—Xo+ X1+ X2t X1 Xo — X1)T(X0 & X1 © —X2), {4}
(X1+X2:—X2: —X0—X)P(—Xo — X1+ X2 : —Xo : X0+ X1)0, {5}

(—Xo: PX2: 0PX1)0(X2 : Xo+ OX1 : X1+ BX2)0 (—;(—E : —% : xo+x1> , {5}
X0

X Xo X
o(xo+xz:—xo+xz:4x1+2xz)p(—5+§1:xz: §+El), {5}

O — o+ dx1 1 Oy Xo — Oy—X1 1 X2)O(Xo+ Y+ X1 1 Xo+Y—X1 1 X2), {6}
(2(x1+%2) 1 2(x1 — X2) : 2(xo+xz))p(—§ —%erz: —%er—zl ; %er—zl) o, {7}
0(dy+Xo — Oy_X1 : —OXg+ OXq : X1 +X2)O(Y4 X0+ X1 : Y_Xo+ X1 : X2), {7}
(Xo+X2: X2 —Xo: X1 —X2)P(Xo — X1+ 2%z 1 —Xo+ X1 : Xo+X1)0, {7}
P(X1 X2 X0)T(X1: X0 : —X2), {8}

(X1 : %0 :X2)P(Xo 1 X0+ X1 : X2)P(X0 : X2 : X1), {9}

(X2 1 %0 1 X1)O(X0 : X0+ X1 : X2)P(Xo : X2 : X1), {10}

O(X1: X2 X0+ X1)p(X2 : X0 : X1), {10}

(X0 1 X2 :X%1)0(X0 : X0+ X1 : X2)p(X1 : X2 : Xo), {10}

(X1 : %2 :X0)O(Xo+ X1+ X2: X : X2)P(X1 : X2 : X0), {11}
o(X1:%2:X0+X1+X)0, {11}

(—=X0:X1:—X2)0(X1+X2: X2 : Xo+X1+X2)0(X2 : X0 : —Xo— X1) {12}

(X0 1 X0 — X1 :X2)O(X1 — Xo : X1 : X2)T(Xy : Xo : —X2), {12}

X X
O(—yX2:X1+X2: —Y2X0—|—X1+ (1-vy)x2)o (Xz: —71 “Xo+ 71> , {13}

? — 4)x2)0(~B(x0+Y-X1) : 8(x0 +Y+4X1) 1 X2), {14}

X X X
O(—2x1+ 48X : 21+ 48X 1 — 48X+ X1 + 4X%2) P (E+—l+xz: X . —&+71), {14}

4" 4 4 4 2
AcoBaoC, {15}.

O(—X0 — X1 1 Y-Xo+Y+X1 1 Y-X0 +Y+X1 + (Y

Remarque 6.41— Les décompositions présentées dans I'’énoncé qui préedent peut-
étre pas de «longueur optimale ».

6.5. Transformations birationnelles cubiques et feuilledges

On mime ce qui a été fait au Chapitre 3 pour le cas quadratiepredes notations analogues.
Puisque Rat~P? et 73~ P> 0on a

F():P® — P2
f= (foZ fll fz) — (lez—Xzfl)dXo—l—(Xzfo—Xofz)dX]_—l- (Xofl—leo)dXQ
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Soit f dansBirs. Lorsque le feuilletager () est vraiment de degré 8e. lorsque 7 (f) ne
s’annule pas sur une hypersurface, les points singuliers g sont la réunion des points
d’'indétermination et des points fixes de Alors qu’en degré 2 cette méme application res-
treinte a Bip est essentiellement surjective, il n’en est pas de mémegné GeCommeI°3ir3
est de dimension 1&on image par (-) est a priori de dimension au plus.18

Rappelons que?” est I'orbite des transformatiordg s de la forme

(X0 (G 4 + YXoX1 + BXoXa + XaX2) X1 (G + G + YXoX1 + BXoXa + X1X2) © XoXaXz)

induisant la configuratiof15}. Un élément de2” s’écrit B, sC pour certaind, C dans Glz(C)
ety, d dansC. Notons queB¢,, sC est conjugue &B¢, 5 et par suiter (BE, sC) est linéairement
conjugué & (CB¢, 5). Dans la suite on se concentre donc sur les transformatiotypeé,, 5.
Elles s’écrivent

(20%0Q + X1 Q + CoXoXa Xz : A1X0Q + P1X1Q + C1XoX1 X2 : 8X0Q + DX Q + CoXoXaXz2)

a bo ©o

OUA=| a7 by ¢ |etQ= x(2,+x§+yxox1 + OXoX2 +X1X2. Un calcul direct montre que (A, 5)
a b o

est donné par la 1-forme :

0 = (x(a0Q+ bpx1Q + CoXoXaX2) — X2(81%0Q + b1x1Q + CrXoXaX2) ) dXo +
(X2(20%0Q + box1Q + CoXoX1X2) — Xo(82X0Q + boXx1 Q + CaxoxaX2) ) dxg +
(xo(@1%0Q + b1x1Q+ C1XoX1X2) — X1(80%0Q + boX1Q + CoXoX1X2) ) dXp

On remarque que, écrit dans la carte affine = 1, a son jet d’ordre 1 nul efD,0); ce type de
feuilletages a des propriétés dynamiques spécia®®}) (En fait son 2-jet er{0,0) est donné
par

(— 8ax§ + (81 + b1+ C1)XoXq + b1X§) dxo + (880XG + (a0 + Dd+ Co)XoX1 + boxd ) dxy.

En particulier, toujours pouy, & et A génériques, la multiplicité du point singuli€d, 0) pour
west 4 Ceci semble indiquer gu'il y a génériguement 10 points dirggi Pour confirmer cela
on constate que #i= id, les points singuliers d&y y 5 poury, d génériques sont au nombre de
9

(1:1:0), (1:-1:0), (1:-y;:0), (1:-y-:0), (0:0:1),

(0:-1:1), (=38:0:1), ((14+93):(1+3):—(1+y)), (d-1:8-1:1-y)
avec la notation habituelle, = %‘.

On remarque alors que le 2-jet € 0) de w5 N'est pas de type général, en particulier
sa multiplicitép est strictement plus grande quelh feuilletage de degré 3 d& a 13 points
singuliers comptés avec multiplicité. Ceci implique que &utres points singuliers sont de
multiplicité 1 et queu = 5. Si A est voisin de l'identité et générique, les huit points siespl
subsistent, le point0, 0) devient de multiplicité 4 donc un dixieme point singuliepapgit. Ce
qui précéde permet d'énoncer la:
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Proposition 6.42 — Un élément générique d&” posséde dix points spéciaux. Cing sont des
points d’'indétermination dont I'un est de multiplicité les cing autres sont des points fixes
simples.

En général pour un élémefitde 2" au moins quatre des cing points fixes sont en position
générale (pas d’alignement 3 a 3). Pour cela il suffit de coinstun exemple. On se donne une
transformatior, 5 et on choisit quatre pointso, p1, P2 €t p3 en position générale tels qégs
soit un diffeomorphisme local en chacun de ces points. Opaagque les ;= &, 5(pi) sont
aussi en position générale. Alors il existe un unique autphisme linéairé tel queAg = p;.

La transformation birationnell&é, s € 2" possede quatre points fixes en position générale.

Considérons maintenant deux transformations génériqués dyant leurs cing points d’in-
détermination communs comptés avec multiplicité. (e point de multiplicité 4 est commun
aux deux transformations) ainsi que 4 points fixes commuosinte les transformations sont
génériques ces 4 points fixes sont en position générale. iaores que les points d’'indéter-
mination déterminent les 5 courbes contractées : ce somtldsrmémes pour les deux trans-
formations. On se rameéne bien slr au cas ou les deux traratfons s'écrivenf§, 5 etBEy 5.
Mais sié&, 5 et&, 5 ont méme points d'indétermination elles sont égales, ciastalcul élé-
mentaire. Les quatre points fixes communs nous permettafiiroier queA = B. Comme en
degré 2 on obtient le :

Théoreme 6.43— Une transformation birationnelle de degdégénérique est déterminée par
la position de se5 points fixes et de sé&points d’indétermination affectés de leur multiplicité.

Dans le cas quadratique pour 7 points en position générgdeutrirouver un élément de Bir
ayant ces 7 points spéciaux ; les configurations de 10 pdiats ée dimension 20 il n’est pas
possible de réaliser un 10-uplet de points génériques copuims spéciaux d'un élément
de Birs. Pour une transformation cﬁr3 générique la position de 9 points spéciaux détermine
celle du dixieme.

Probléme.Est ce que toute transformation birationnellePdeest déterminantielle ?

Probléme Existe-t-il une généralisation en tout degré du Théorema B.



ANNEXE A

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 6.14

Nous présentons ici une démonstration de la Propositich 8.4'agit de réduire le nombre
de paramétres apparaissant dans les différents modélesnuimé: 6.13 a conjugaison g.d. prés.
Pour cela a chaque transformation on associe deux invaugguoiche-droite :

e la configuration des courbes contractées avec multiplicgéle qui apparait dans la dé-

composition en facteurs irréductibles du déterminanthjago;

¢ la configuration des points images des courbes contractéesegt rien d’autre que celle

des points d’indétermination de L.

Nous allons voir que pour certaines valeurs spécifiques desnetres quelgques modéles
faisant partie de types distincts (on fait ici allusion aypes(a), (b), (c) et (?) introduits au
Lemme 6.13) présentent des configurations d’ensemble$ Eixindf — identiques.

Nous avons découpé la preuve en deux parties. La premieré)(84t une approche gros-
siére de la classification : modulo quelques conjugaisomséidiates on liste les ensembles
Excf lorsquef décrit les différents modéles du Lemme 6.13. La seconde2j8#ansiste a
comparer les transformations qui présentent une méme ooatign d’ensemble exception-
nel.

Toutes les manipulations se font a conjugaison g.d. préss(ne le mentionnerons pas
toujours) ; ceci permet souvent de normaliser certaindficagits (en général a 0 ou 1).

A.l. Premiére étape

A.1.1. Eléments de la formga). —

Soit f une transformation de typ@). Suivant que le parameéte est nul ou non, on se
raméne & =0 oua = 1.
(a) i. Commencgons par étudier I'éventualité= 0. La transformationf étant dansBir; le
parametre et le couple(B, €) sont non nuls ; il suffit donc de traiter les possibilités antes :

(B,d,¢) =(0,1,1), (B,d,6) =(1,1,0), (B,d,¢) =(1,1,1).
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(a) i.1. Supposons quiB, d,€) = (0,1,1). Notons que sy = 0, la transformationf est quadra-
tique, par suitey = 1 a conjugaison g.d. prés et

f = (Xo(XoX1 + XoX2 + X1X2) : X1 (XoX1 + XoX2 + X1X2) : XoX1X2)

pour laquelle on observe la configurati¢hl } :

Rappelons que les indices () indiguent la multiplicité goparait dans la décomposition
en facteurs irréductibles du déterminant jacobien. Cetitiplicité, qui est évidemment un
invariant g.d., n'est mentionnée que lorsqu’elle est&nent supérieure a 1
(a)i.2.Si(B,d,€) = (1,1,0), alors

f = (Xo(X€ + YXoX1 + XoX2) : X1 (X4 + YXoX1 -+ XoX2) © XoX1X2).

On a l'alternative suivante :
e ou bieny = 0, 'ensemble Excf est du type{10} :

Xo=0

x1=0 (3)

e 0u bien on peut supposer queaut 1 et on constate queprésente la configuratiofi2} :

(a) i.3. Lorsque(B,d,¢) = (1,1,1) on a
f = (Xo(X§ + YXoX1 + XXz + X1X2) © X1 (X4 + YXoXa + XoXo + X1X2)  XoX1Xp).

La conigue d’équatiorxf + YXoX1 + XoX2 + X1X2 = O est lisse si et seulement wi=£ 1. Les
courbes contractées présentent la configurdftidr}, resp.{13} lorsque la conique est lisse :
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X1:0(2)
g z X1—0(3) YXo+X1 =0
X =0 Xo =0
y=0 y¢{0,1}

et la configuration{5} lorsqu’elle ne I'est pas :

Xo+Xx2=0 Xo+X1=0(2)

X1:0(2)

(a) ii. Supposons que = 1. On observe que le coup(@,€) est non nul; comme précédem-
ment il suffit de considérer les possibilités :

(B,e) = (1,0), (B,e) = (0,1), (B,g) = (1,1).
(a) ii.1. Etudions I'éventualitép,e) = (1,0) :
f = (X000 + & + yXoXa + BXoXz) : X1(X§ + X2 + YXoXe -+ BXoXz) © XoX1X2).

Rappelons que

_Y+VYr -4 _Y=Vy -4
2 '

Yo Vo=

La conique d’équation? + x2 -+ yxox; + XX, = 0 est lisse si et seulementdsi 0. Si S est non
nul, le lieu exceptionnel dé contient une conique lisse et on observe les configurafid®s

et{14}:
Xo=0
x1=0
Xo£x1=0(2) g@mﬁ—ﬁmo
x1=0

Xo+Y-X1 =0

Xo=0

5+40,y=+2 5+0,y% #4
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Lorsqued est nul on constate queprésente la configuratiof6} :

X0 =0
Xo+YiX1=0
Xo+Y-x1=0
X1 =0
5=0,y2+4

Remarquons que poy? = 4 etd = 0, la conique est une droite double, donc non réduite,
ce qui sort du contexte étudié ici.
(a)ii.2. Si(B,€) = (0,1), alors f s’écrit

(Xo(X(Z) + YXoX1 + OXpXo + X1 X2) : xl(xg + YXoX1 + OXpXo + X1 X2) xoxlxz) .

La conique d’équatiorx% + YXoX1 + OXoX2 + X1 X2 = O est lisse si et seulementya # 1. On
observe les configuratioqd3}, resp.{12} :

X0+ Yy =0 x0=0(2) x, =0

x =0 N

0#0,y#0,y0#1 0=0,y#0

Xo+yX1=0

Lorsquey est nul, le nombre de droites diminue et on obtient les cordtgns {13},
resp.{12} :

I
o

X1

0£0,y=0 y=0=0

Enfin siyd = 1 on constate qué ne contracte plus de conique lisse ; plus précisérent
pour configuration{5} :
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X =0(2) Xo+Yyx1=0(2)

X1 =0
YXo+X =0
yo=1

(a) iii. Enfin on s’intéresse a la possibilit, &) = (1,1); on a
f = (X0 (X + X2 + yXoX1 -+ BXoXe + X1X2) © X1.(XG + X5 + YXoXq + BXoXp + X1X2) : XoX1X2).
Notons que la coniquex% + xf + yXoX1 + OXgXo + X1 X2 = O est lisse si et seulement &i¢

{vy+,y-}. Sidestdistinct dg, ety_, les configurations des courbes contractées&liit, {13}, {14}
et{12}:

Xo=0 X =0
X1=0
Xo+Y+Xx1 =0
X1=0
Xo+Yy-x1=0 Xo£x1=0(2)
Xj_:O X():O X1:0 XOZO
Xo+Y4X1 =0
X0+V7Xl:O Xo:l:X]_:O(Z)

Lorsque la conique dégénere ou bier- y., ou bien(y,0) = (+2,+1). Si on changeq
en—Xp on voit que les configurationy, d) = (2,1) et(y,8) = (—2,—1) sont isomorphes, tout
comme(y,0) = (2,—1) et (y,d) = (—2,1); de sorte qu'il n'y a que les éventualitég o) =
(2,£1) a considérer. On obtient alors les configurati¢hs et {7} :
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X =0 _ X =0
X+x1=0(3) Xo+Ysx1=0(2)
Xo+Yy+X1=0
X1 =0 X =0
X1EXo+X =0 Xo+YiX1 +yixp =0
y=2,0=+1 d=vyi, Y #4

A.1.2. Eléments du type(b). —

Soit f un élément de la formé).
(b) i. Dans un premier temps supposons que 0. La transformationf étant purement cu-
bique on peut supposer qde= 1 et (B,€) # (0,0); on distingue les possibilités suivantes a
conjugaison g.d. prés :

(B,%,¢) = (1,1,0), (B,%,¢) =(0,1,1), (B,%,¢) =(1,1,1).

(b) i.1. Si (B,3,8) = (1,1,0), alors f = (xo(X + YXoX1 +XoX2) : X1(X + YXoX1 + XoX2) : XoX)
et la configuration de Ex€ est la configuratiof 10} :

X0 =0(2)

x1=0 (2)

(b) i.2. Lorsque(B,,€) = (0,1,1) on a
f = (Xo(YXoX1 + XoXo + X1X2) © X1 (YXoX1 + XoX2 -+ X1X2) : XoX3) .-

La coniqueyxgx; + XoX2 + X1 %2 = 0 est lisse si et seulement i~ 0; nous avons donc les
configurations{12} et{5} :

Xo+X1 =0 X1+ =0
Xo+x1=0(2)
X1 =0 (2)

y#0 y=0

(b) i.3. Pour(B,d,¢) = (1,1,1) la transformationf est du type
(X0 (X2 + yXoX1 + XoXo + X1X2) X1 (X + YXoX1 + XoXz -+ X1X2) : XoX3).
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La coniquexﬁ + YXoX1 -+ XoXo + %1% = O étant lisse si et seulementysi~ 1, on observe les
configurations{12} et{5} :

_ X1+X% =0
Xo+x1 =0 Xo+x1 =0(2)

X1 = 0 (2)

y#1 y=1

(b) ii. Lorsquea est non nul, on peut supposer que= 1. Puisquef appartient éi°3ir3 ona
(B,€) # (0,0); par suite a conjugaison pres

(B.€) €{(1,0),(0,1),(1,1)}.
(b) ii.1. Lorsque(B,€) = (1,0) la transformationf s’écrit
(X0 (G + X + yXoxy + BXoX2) 1 X1(XG +X] + YXoXe + BXoXz) : Xox])

et présente la configuratigri0} :

(b)ii.2. Si(B,e) =(0,1) ona:
f = (Xo(XG + YXoX1 + BXoXz + X1X2) © X1 (X§ + YXoX1 + OXoXo + X1X2) : XoXF ).

La conique d’équatiorx% -+ YXoX1 + OXoXe + X1% = O étant lisse si et seulementys = 1 on
observe pouyd # 1 les configurationg10} et {12} :

x1=0(3) Mo+X1 =0

X0=0
5=0 3#0,y8+#1

Siyd =1 on obtient la configuratiof5} :
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Xo+0x2 =0 X +x1=0(2)

(b) ii.3. Pour finir lorsquegB,€) = (1,1) la transformationf s’écrit

(Xo(Xé 3G + YXoXa + BXoXz + X1X2) 1 X2 (06 + G + YXoX1 + BXoXz +XaX2) 1 X0XF)

La conique d’équationd + X2 + yXoX1 + 8XoXz + X1 X2 = O est lisse si et seulementdsi’appar-
tient pas &y, ,y-}. Dans ce cas Ex€ présente la configuratiofi0} ou {12} :

X1=0(3)
Mo+X% =0
Xo=0
X1=0(2)
X =0
6:0 6€{y+7y*}
Lorsqued =y on observe la configuratiofb} :
Xo£x1=0(2) Xo =0
! Xo+Ysx1=0(2)
x1=0(2) x1=0(2)
X0 =0 XX +x2 =0 X0+ VX1 +YiXo = 0
0=+l y=+2 O0=Vi,Y#2

A.1.3. Eléments de la formgc) et (2). —
Les transformations de tyde) conduisent aux configuratioqd4} et {12} :
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X1+YX =0
Xo=0 x1=0(2) Xo = X1
X1=0
y#0 y=0

Enfin pour un élément de la forn{e) on a la configuratiod 7} :

X =0 X1+ X0 =0(2)
X1 =Xo

Xx1=0

Xo=0

A.2. Deuxiéme étape

A.2.1. Configuration {5}. —
Les transformations du §A.1 ayant la configurat{®r} sont les suivantes :

f1 = (Xo(X1 +X2) (Xo +X1) : X1 (X1 +X2) (X0 + X1) : XoX1X2);

Xo(X2 + YXo) <X\‘/’ +X1> - X1 (X2 + YXo) <%+Xl> I XoXaX2);

(%o

(Xo(Xo +X1) (X0 + X1+ X2) X1 (X0 + X1 ) (X0 + X1 + X2) : XoXaX2);
(XoX2 (X0 +X1)  XaXo(Xo+X1) : X0X3);
(
(
(

Xo(X0 +X1) (X1 +X2) © X1 (Xo +X1) (X1 +X2) : X0%4 ) ;

xo< +x1> (X2 +YXo) i X1 <%+X1> (X +YXo) : X0X2);

Xo(X0 +X1) (X0 + X1+ X2) : X1(Xo + X1) (Xo + X1 + X2) : X0X2);
fs = (Xo(x +Y+X0) (X1 +Y-X0 +X2) : X1 (X1 + Y+ X0) (X1 +Y-Xo +X2) : XoXF).
On remarque que d’'une pa, fs, fg, f7 et fg sont g.d. conjuguées comme suit :

fa= f5(X0 X1 1% —X1); fa= <% X1 7) fo(yxo: X i %2 —y Xo)

fa=fr(x0: X1 X2 =X —X1); fa=(yiXo X yi%)fs (ﬁ :X1:Xz—y—xO—X1>;
Y+ Y+
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d'autre partf; et f, appartiennent a la méme g.d. orbite :

fi=(yx1: %o : %) f2 (xg%:yxz).

Les élémentd; et f4 ne sont pas g.d. conjugués : # I # Ind fy.
Les transformationd; et f3 ne sont pas g.d. conjuguées : tous les points d’'indéterimimat
de f3 sont des intersections de droites de Ex@e qui n’est pas le cas poty.
A conjugaison g.d. prés il reste donc seulement les modéligargs pour la configura-
tion {5} :
(Xo(X1 +X2) (X0 + X1) © X1 (X1 + X2) (Xo + X1) : XoX1X2);
(Xo(Xo +X1) (Xo 4 X1+ X2) : Xa(Xo + X1) (Xo + X1 4 X2) © XoXaX2);
(XoX(X0 -+ X1) © X1X(Xo + X1) : XoX3 ) -

A.2.2. Configuration {6}. —
Un seul modéle présente la configuratigi :

(X0(XG -+ +yXoxe) 1 X1 (6 + X4 +YXoX1) : XoX1X2), Y #4
A.2.3. Configuration {7}. —
Deux modeles du 8A.1 possedent la configurafioh:
f1 = (Xo(X§ + %2 + yXoX1 + V4 XoXe + XaX2) X1 (%G + & + YXoX1 + Y- XoXo -+ X1Xe)  XoX1X2);
fa = (XoXa (X1 + YX0) : X1X2(X1 + YX0) : XoX1(Xo — X1))

avec dans la premiére possibilité # 4.
Les transformationd; et f, ne sont pas g.d. conjuguées : trois des point§@excf;) sont
alignés ce qui n'est pas le cas pdu(Excf).

A.2.4. Configuration {10}. —
Les éléments obtenus au 8A.1 ayant la configurafi®} sont :
(Xo(%G +XoX2) : X1 (X§ + XoX2) : XoX1X);
(Xo(XG + X1X2) X1 (% + X1Xe) : XoX1X2);
= (00X +yXoX1 + XoX2) : X1 (% + YXoX1 + XoX2) : X0X3);
(%o
(%o

Xo(XG + %4 + YXoX1 + BXoXa) : X1 (XG + X5 + YXoX1 + BXoXz) 1 X0X5)
Xo(XG +YXoX1 + XaX2) * X1 (%6 + YXoX1 + X1X2) : X0X3);
fe = (X0(xG +¢ + yXoXa +XaXz) - X (0G +E + YXoXa + XaXe) 1 XoX5)
On constate qué; et f, (resp.fs et fy, resp.fs et fg) sont dans la méme g.d. orbite :

X_
fi=(x:x0: %) fa(xg: X0: %2); f5=fa(X0: X1 1% —X1); f3:f4<xo:x1: 26X0>.

L'élément f5 n'est conjugué ni &1, ni a f,, ni a f4; la configuration de Exi;, se distingue
de celle ded; pour 1<i <4 par la propriété suivante : la droite de Extangente a la conique
de Exds est de multiplicité 3
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L'élément f4 n'est conjugué ni &1, ni a f,, ni a fs : les deux droites de Exg apparaissent
avec multiplicité 2 ce qui n’est pas le cas pour les autresatesd

La transformationf, n'est pas conjuguée & : la droite de Ex¢; tangente a la conique
de Exd; est de multiplicité 1 ce qui n'est pas le cas pdyir

Par ailleurs on remarque que est g.d. conjugué éxo(x§+xox2) :xl(x§+xox2) :xoxf) et
que f4 appartient a

Oga. (Xo(XE +X1X2)  X1(Xg + X1X2) 1 X0X3).
Ainsi a conjugaison g.d. prés on a les modéles :

(Xo(X +XoX2) 1 X1 (X +XoX2) 1 XoXaXe);  (Xo(E +XoXe) : X[ + XoXe) : X0X5);
(X0 (36 +X0%)  X1.0G +X1X2) © X0X5).

A.2.5. Configuration {11}. —
Considérons les éléments du 8A.1 ayant pour configurgtiah :
f1 = (Xo(XoX1 + XX + XoX2) : X1 (XoX1 + X1X2 + XoX2) © XoX1X2);
fo = (Xo(XE + XoXo + X1X2) X1 (X + XoXo + X1X2) : XoX1X2);
fa = (X0 -+ XoXz + X1X2) © X1.(XG -+ XoXo + X1X2) © XoX1Xa)-
Un calcul élémentaire conduit &3 = (X1 : Xo : X2) f2(X1 : X0 : X2).

Les transformationsf; et f3 ne sont pas g.d. conjuguées : les multiplicités des droites
de Exd3 sont 3 et 1 alors que les droites de Exapparaissent avec multiplicité 2

A.2.6. Configuration {12}. —
Les transformations de configurati¢h2} sont :
f1 = (X0(%E + XXy + XoX2) X1 (X§ -+ XoX1 + XoXe) 1 XoX1X2);
fo = (Xo(X§ + X2 + 2XoX1 + XoX2) : X1 (X + X4 + 2XoX1 + XoX2) : XoX1X2);
fa = (Xo(XG -+ YXoX1 + X1X2) © Xe (X§ + YXoX1 + X1X2) : XoX1Xe);
fa = (Xo(X§ + X2 + 2XoX1 + X1X2) : X1 (%G + %4 + 2XoX1 + X1X2) : XoX1X2);
fs = (Xo(XoXe + XaXe + XoXa) : X1 (XoX1 + XaXz + XoXa) : XoX3);
fo = (Xo(X4 + yXoX1 + XoXo + X1X2) X1 (X§ -+ YXoX1 + XoXe -+ X1X2) : X0X2);
f7= (XO(Xc2> + YXoX1 + OXoXe + XaX2) © Xa (X6 + YXoXa + XX + XaXe) - XOX%) ;
fa = (Xo(Xg + X¢ + YXoX1 + OXoXz + XaXe) X1 (3G + X§ + YXoX1 -+ DXoXz -+ X1Xz) : XoX§);
fo = (Xo(X§ +X1X2) : X1 (X + X1X2) : XoX1 (X0 — X1)).
L'élément fg n'est g.d. conjugué a aucun des autfesla droite de Exdg tangente a la

conique de Exdy apparait avec multiplicité 2 ce qui n’est pas le cas pourlé®sa modeles.
Les huit premiéres transformations sont g.d. conjuguées :
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fo= (X1 :%0: %2) fa(X1 i X0 : X2); f7="fg(X0: X1 X% —X1);
f1=(yx1: X0 : %) f3 (xl : % :yx2> ; fs = fe(Xo 1 X1 : (Y —1)Xo — Xp);
fi=(—X X+X:Xo+X)f2(X0: —Xo—X1:X1+X2); f7="Ts(X0: X1 X%+ X);
fs = (Xo+X1: —X1 1 X2 —Xq) fa(—Xo — X1 : X1 : X2).
Finalement on a deux modéles :
(Xo(X§ +X1X2) X1 (0§ + X1X2) : XoX1(Xo — X1));
(X0(%G + XoX1 + X1Xp) : X1(X§ + XoX1 + X1Xp) : XoX1X2) -
A.2.7. Configuration {13}. —
Les transformations possédant la configurafiv®} sont :
f1 = (X0(3 + yXoX1 + X1X2 + XoX2) : X1 (X + YXoX1 -+ X1X2 -+ XoX2) © XoX1X2)
avecy #0, 1;
f2 = (X0(X§ + YXoX1 + X1X2 + 8XoXz) © X1.(X§ + YXoX1 + X1X2 + BXoXz) : XoX1X2)
ouyd#0,yd0#1;
fa = (Xo(X§ + X2 + 2xox1 -+ X1X + BXoX2) : X1 (X§ + X§ + 2XoX1 + X1 Xz + BXoXz) © XoX1X2)

avecd#0,1,—1.
Notons quef; et f,, resp.f; et f3, appartiennent a la méme g.d. orbite :

X
f1 = (X0 X1 : X2) (Xo(X§ + YXoX1 + X1Xa + XoX2) © X1(X§ + YXoX1 + X1 X2 -+ XoX2) : XoX1X2) (xo S Xy : 32) ,

resp.

-1 ~1
fi=A (XO (xé 3G + 2X0%1 + XaX2 + VTXOXZ) IX1 (x% + 3G + 2X0X1 + XaXz + VTXOXZ) : XOX1X2> B
avec

(Y= 1o )X Xo— 2 —(—yxo: Sy, X2
A_( v Xo: (L—y)Xo+ (1—Y)X1: %o y) et B—( VXO-VX0+X1-1_Y+1_V)-

A.2.8. Configuration {14}. —
Les modéles présentant la configuratidd } sont les suivants :

f1 = (Xo(X§ + X2 + YXoX1 + BXoX2) : X1(X§ + X§ + YXoX1 + OXoXz) © XoX1X2)
ouy?#4,5+0,
fo = (Xo(XG -+ XE + YXoXa + X1X2) 1 X1 (X§ + X5 + YXoXe + XaXe)  XoX1X2)
avecy? # 4,
fa = (Xo(XG + YXoXz + XaX2) © X1 (XG + YXoX2 + X1X2) : XoX1(Xo — X))
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avecy non nul.
On remarque qué; et f; sont g.d. conjugués

X
fg:(xl:x0:6x2)f1(x1:x0:€2);

par contref; et f3 ne le sont pas : trois des points 8g€Excfs) sont alignés ce qui n'est pas le
cas pourfy (Excfy).

A.2.9. Configuration {15}. —
Un seul modéle du 8A.1 possede la configuratio®}, il s’agit de :
(X0 (X6 + X + yXoXq + BXoXz + X1X2) : X1 (X + X2 + YXoX1 + BXoXa + X1Xp) © XoX1X2),
avecy’ #4, 8¢ {0, 1.






ANNEXE B

EN GUISE D’EPILOGUE

Nous avons procédé a quelques expériences numériquesdtablesusur le site des auteurs.
Elles concernent pour la plupart des transformationsibiraelles quadratiques a coefficients
réels pour lesquelles nous avons tenté de dessiner quelchitss. Nous avons aussi appliqué
a ces transformations la procédure permettant de dessim@&nkembles desdia des fonc-
tions rationnelles sur la sphére deeERANN. Ci-dessous sont présentées 3 orbites typiques, les

autres figures sont des ensembles de typeal
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