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TRANSFORMATIONS BIRATIONNELLES DE PETIT DEGRÉ

Dominique CERVEAU , Julie DÉSERTI

Résumé. — Depuis la fin du XIXème siècle on sait que toute transformation birationnelle du
plan projectif complexe dans lui-même, encore appelée transformation de CREMONA, s’écrit
comme la composée de transformations birationnelles quadratiques ; ceci a motivé notre travail
qui porte essentiellement sur ces transformations.

Nous établissons des propriétés de type algébriques comme la classification des groupes à
un paramètre de transformations de CREMONA quadratiques ou encore la lissité de l’espace
des transformations birationnelles de degré 2 dans l’espace des transformations rationnelles :
ceci nécessite une étude détaillée de l’action de(PGL3(C))

2 sur cet espace. On peut voir qu’un
nombre fini de transformations de CREMONA quadratiques choisies génériquement engendrent
un groupe libre. Par ailleurs nous montrons que sif est une transformation birationnelle de
degré 2 ou un automorphisme non trivial du plan projectif complexe, le sous-groupe normal
engendré parf est le groupe des transformations de CREMONA tout entier ; nous en déduisons
que ce groupe est parfait.

Nous démontrons aussi des propriétés de nature dynamique : en suivant une idée de GUILLOT

nous implantons aux transformations birationnelles de degré 2 des invariants propres aux feuille-
tages ce qui nous permet par exemple d’obtenir l’énoncé suivant : si deux transformations de
CREMONA quadratiques génériques sont birationnellement conjuguées, elle le sont linéaire-
ment ; nous nous intéressons à la présence ou non « d’objets invariants » : courbes, feuilletages,
fibrations.

Enfin nous étudions les transformations de CREMONA cubiques ; en considérant les diffé-
rentes configurations possibles de courbes contractées nous en donnons « la classification ».
Ceci nous permet de montrer que l’ensemble des transformations birationnelles exactement de
degré 3 est irréductible, et en fait rationnellement connexe.



iv

Abstract. — Since the end of the XIXth century, we know that each birational map of the
complex projective plane is the product of a finite number of quadratic birational maps of the
projective plane; this motivates our work which essentially deals with these quadratic maps. We
establish algebraic properties such as the classification of one parameter groups of quadratic
birational maps or the smoothness of the set of quadratic birational maps in the set of rational
maps. We prove that a finite number of generic quadratic birational maps generates a free
group. We show that iff is a quadratic birational map or an automorphism of the projective
plane, the normal subgroup generated byf is the full group of birational maps of the projective
plane, which implies that this group is perfect. We study some dynamical properties: following
an idea of GUILLOT , we translate some invariants for foliations in our context, in particular
we obtain that if two generic quadratic birational maps are birationally conjugate, then they
are conjugate by an automorphism of the projective plane. Weare also interested in invariant
objects; curves, foliations, fibrations. We study birational maps of degree 3 and, by considering
the different possible configurations of the exceptional curves, we give the "classification" of
these maps. We can deduce from it that the set of the birational maps of degree 3 exactly is
irreducible, in fact rationally connected.
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INTRODUCTION

Préliminaires : groupe deCREMONA . L’étude systématique du groupe des transfor-
mations birationnelles du plan projectif complexe dans lui-même, encore appelé groupe de
CREMONA, prend son essor dans les années 1860. Parmi les protagonistes on trouve CRE-
MONA, NŒTHER, DE JONQUIÈRES etc. Leur approche repose sur une correspondance entre
les transformations birationnelles et certains systèmes de courbes rationnelles que nous allons
mentionner. Unetransformation rationnelle f deP2(C) dans lui-même est une transformation
de la forme

f : P2(C) 99K P2(C), (x0 : x1 : x2) 7→ ( f0(x0,x1,x2) : f1(x0,x1,x2) : f2(x0,x1,x2))

les fi désignant des polynômes homogènes de même degré sans facteur commun. Le degré def
est par définition le degré desfi . Une transformation birationnelledeP2(C) dans lui-même
ou transformation deCREMONA est une transformation rationnelle admettant un inverse ra-
tionnel. Dans la suite pour alléger le texte nous notonsPn au lieu dePn(C). Nous désignons
par Bir(Pn) le groupe des transformations birationnelles dePn dans lui-même. Si

f : P2 99K P2

est une transformation birationnelle, leréseau homaloïdalassocié àf est le système de cour-
besH f défini par

α0 f0+α1 f1+α2 f2 = 0

avec(α0 : α1 : α2) ∈ P2 ; c’est l’image réciproque parf du réseau de droites

α0x0+α1x1+α2x2 = 0.

En particulier chaque courbe du réseauH f est rationnelle. Les points base deH f sont les
points par lesquels passent toutes les courbes du réseau ; onles appelle aussipoints basede f .
Ils peuvent être dansP2 ou infiniment proches(1) deP2; dès que l’un de ces points n’est pas
propre il appartient à unk-ième voisinage infinitésimal d’un point base. Les points base propres

1. SoientSune surface etmun point deS. Le diviseur exceptionnelE obtenu en éclatantmest appelépremier
voisinage infinitésimaldemet les points deE sont ditsinfiniment prochesdem. Le k-ième voisinage infinitésimal
de m est l’ensemble des points contenus dans le premier voisinage d’un certain point du(k− 1)-ième voisinage
infinitésimal dem. Par opposition aux points infiniment proches, les points deSsont appeléspoints propres.



2 INTRODUCTION

de f sont lespoints d’indétermination, i.e. ce sont les zéros communs desfi ; ces points sont
les points éclatés parf . La multiplicité au point basemi de f est la multiplicité d’une courbe
générique deH f enmi, i.e. l’ordre enmi d’un élément générique deH f .

On a vu qu’à toute transformation birationnelle on peut associer un réseau homaloïdal mais
il n’y a pas unicité :

Théorème 1([89]). — Un réseau homaloïdal définit une infinité de transformationsbiration-
nelles, chacune pouvant être obtenue à partir d’une autre via composition à gauche par un
automorphisme deP2.

Ainsi le point de vue homaloïdal conduit à ce que nous appellerons la conjugaison gauche-
droite.

Exemples. — i. Considérons la transformation birationnelle, appeléeinvolution deCREMONA ,
définie par

σ : P2 99K P2, (x0 : x1 : x2) 7→ (x1x2 : x0x2 : x0x1).

Les points d’indétermination deσ sont(1 : 0 : 0), (0 : 1 : 0) et(0 : 0 : 1). Les transformations
birationnelles dont le réseau homaloïdal est constitué desconiques passant par les points

(1 : 0 : 0), (0 : 1 : 0) et (0 : 0 : 1)

sont les transformations de la formeAσ avecA dans Aut(P2).

ii. Soit S1 le réseau homaloïdal formé des coniques passant par(1 : 0 : 0), (0 : 1 : 0) et
tangentes à la droite d’équationx2 = 0. Les transformations birationnelles ayantS1 pour réseau
homaloïdal sont du typeAρ avecA∈ Aut(P2) et

ρ : P2 99K P2, (x0 : x1 : x2) 7→ (x0x1 : x2
2 : x1x2)

dont les points d’indétermination sont(1 : 0 : 0) et (0 : 1 : 0).

iii. Enfin soitS2 le réseau homaloïdal constitué des coniques passant par(0 : 0 : 1), tangentes
et osculatrices àx0 = 0 en ce point ; les transformations birationnelles ayantS2 pour réseau
homaloïdal s’écriventAτ oùA désigne un automorphisme deP2 et

τ : P2 99K P2, (x0 : x1 : x2) 7→ (x2
0 : x0x1 : x2

1−x0x2).

Comme nous le verrons les involutionsσ, ρ et τ jouent un rôle essentiel dans le groupe de
CREMONA.

Soient f une transformation birationnelle etH f le réseau homaloïdal associé àf . Les
courbes deH f satisfont les équations suivantes ([1]) :

(0.0.1)
q

∑
i=1

µ2
i = n2−1,

q

∑
i=1

µi = 3n−3

où µi désigne la multiplicité aux points base (pas nécessairement propres),q le nombre de
points base etn le degré def . La première équation traduit le fait que deux courbes génériques
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du réseau homaloïdal se coupent en les points base et un unique autre point ; la seconde exprime
que les courbes du réseau sont rationnelles.

Génération du groupe deCREMONA . À partir, entre autres, de (0.0.1) NŒTHERénonce
en 1871 le

Théorème 2(Théorème de Nœther). — Le groupe deCREMONA est engendré par le groupe
des automorphismes deP2, i.e. PGL3(C), et l’involution

σ : P2 99K P2, (x0 : x1 : x2) 7→ (x1x2 : x0x2 : x0x1).

En particulier toute transformation birationnelle du planprojectif complexe qui n’est pas un
automorphisme est la composée d’un certain nombre de transformations quadratiques,i.e. de
degré 2.

La démonstration donnée par NŒTHER comportait des lacunes ([80, 81, 82]) ; il faudra
attendre 30 ans et CASTELNUOVO pour en avoir une complète (voir [26]). Depuis il y a eu de
nombreuses preuves de ce résultat ; pour une chronologie détaillée on peut consulter [1].

Soit ϕ : PGL3(C)∗Z/2Z→ Bir(P2(C)) le morphisme défini par

ϕ(A) = A sur PGL3(C) et ϕ(1) = σ surZ/2Z.

La description du noyau deϕ, i.e. la description des relations dans le groupe de CREMONA,
n’aura pas lieu avant les années 1980 (voir [55]) ; ce noyau est un groupe libre : c’est une
conséquence directe de la simplicité des facteurs Aut(P2) etZ/2Z et d’un théorème de KUROŠ

([90]).

Remarque 3. — Il n’y a pas d’analogue au Théorème de NŒTHER en dimension supérieure
comme en témoigne l’énoncé suivant dû à PAN :

Théorème 4([83]). — Soit n un entier supérieur ou égal à3. Tout ensemble de générateurs
du groupe des transformations birationnelles dePn dans lui-même doit contenir un nombre
infini et non dénombrable de transformations de degré strictement supérieur à1.

Notons qu’HUDSON avait démontré un résultat analogue pourn = 3 via des techniques
différentes ([32], Book II, Chapter VII, §3).

Sous-groupes spéciaux du groupe deCREMONA : sous-groupes finis, sous-groupes
d’invariance...Le groupe deJONQUIÈRES, noté dJ, est le groupe d’invariance de la fibra-
tion standardx1 = cte ; il est isomorphe au produit semi-direct PGL2(C(x1))⋊PGL2(C). Une
transformation deJONQUIÈRES est un élément de dJ. Une telle transformation s’écrit en carte
affine (

a(x1)x0+b(x1)

c(x1)x0+d(x1)
,
αx1+β
γx1+δ

)

avec [
α β
γ δ

]
∈ PGL2(C),

[
a(x1) b(x1)

c(x1) d(x1)

]
∈ PGL2(C(x1)).

Dans les années 1990 ISKOVSKIKH donne une présentation du groupe de CREMONA :
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Théorème 5([66]). — Le groupe des transformations birationnelles deP1×P1 est engendré
par le groupe des automorphismes deP1×P1 et le groupe deJONQUIÈRES.

De plus les relations dansBir(P1 ×P1) sont les relations internes àdJ, à Aut(P1 ×P1)

auxquelles s’ajoute la relation

(ςe)3 =

(
1
x0
,

1
x1

)

où

ς : (x0,x1) 7→ (x1,x0) et e: (x0,x1) 7→
(

x0,
x0

x1

)
.

Alors que NŒTHER s’intéresse à la génération de Bir(P2), BERTINI se consacre à la clas-
sification des involutions birationnelles à conjugaison birationnelle près ([11]) ; quelques an-
nées plus tard KANTOR entreprend de classer les sous-groupes finis de Bir(P2) à conjugaison
birationnelle près ([70]). Malgré les corrections apportées par WIMAN (voir [96]) cette classi-
fication resta longtemps incomplète et redondante. En 2000 BAYLE et BEAUVILLE présentent,
dans [5], une nouvelle démonstration de la classification des involutions birationnelles ; dès
lors de nouveaux résultats apparaissent dans le même esprit(citons par exemple [34, 6]). Pour
une chronologie détaillée de l’étude des sous-groupes finisde Bir(P2) on peut consulter [47] ;
dans cet article DOLGACHEV et ISKOVSKIKH donnent la classification des sous-groupes finis
du groupe de CREMONA. Leur démonstration repose sur le point suivant ([74, 65]) : si G dé-
signe un sous-groupe fini de Bir(P2) alors G est birationnellement conjugué à un sous-groupe
de Aut(S) oùSest une surface rationnelle satisfaisant une des propriétés suivantes :

• il existe un fibré en coniques(2) π : S→ P1 invariant par G;
• Sest deDEL PEZZO (3).

Simultanément CASTELNUOVO étudie les transformations birationnelles qui fixent pointpar
point une courbe de genre 1 :

Théorème 6([25]). — Soit f une transformation birationnelle deP2 non triviale fixant point
par point une courbe irréductible de genre strictement supérieur à 1. Alors f est conjuguée à
une transformation deJONQUIÈRESou bien f est d’ordre2, 3 ou4.

En 2006 BLANC, PAN et VUST donnent une version un peu plus précise de ce résultat en
reprenant la même démarche que CASTELNUOVO :

2. Les fibres génériques d’un fibré en coniques sont de genre 0, les fibres singulières sont union de deux
courbes rationnelles,i.e. les fibres sont de même nature que celles d’un vrai pinceau de coniques dansP2.

3. La surfaceS est unesurface deDEL PEZZO si S est isomorphe à l’une des surfaces suivantes :P2, la
quadriqueP1×P1, le plan projectif éclaté en 1≤ n≤ 8 pointspi , ces points satisfaisant les conditions suivantes
([38]) :

• il n’y en a pas trois alignés ;
• il n’y en a pas six sur une conique ;
• si de plusn= 8 lespi ne sont pas sur une cubique singulière plane dont le point singulier serait un despi .
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Théorème 7([17]). — Soit f : P2 99K P2 une transformation deCREMONA non triviale qui
fixe point par point une courbe irréductible de genre strictement supérieur à1. Alors f est
conjuguée à une transformation deJONQUIÈRESou bien f est d’ordre2 ou3. De plus dans le
premier cas si f est d’ordre fini, c’est une involution.

Ils décrivent ensuite les sous-groupes de Bir(P2) dont tous les éléments fixent point par
point une courbe irréductible de genreg> 1. Avant d’énoncer leur résultat rappelons quelques
définitions. Comme nous l’avons dit le groupe de JONQUIÈRESest le groupe d’invariance de
la fibration standardx1 = cte. SoitP un élément deC[x1] qui n’est pas un carré ; on désigne par
dJP le sous-groupe de dJ défini par :

dJP =

{(
a1(x1)x0+a2(x1)P(x1)

a2(x1)x0+a1(x1)
,x1

)
|ai ∈ C(x1), a2

1−Pa2
2 6= 0

}
.

Remarquons que sif est un élément de dJP la courbe, en général hyperelliptique,x2
0 = P(x1)

est fixée point par point parf . On peut ainsi réaliser n’importe quel genre pour les courbesde
points fixes d’éléments de Bir(P2).

Soientm1, . . . , m7 sept points deP2 en position générale etL le système linéaire formé
des cubiques passant par lesmi; il est de dimension 2. Considérons le pinceau de courbes
de L passant par un point génériquem deP2. Lesmj et m en sont des points base et il passe
par un neuvième point base que nous noteronsγ(m); la transformationγ est une involution
birationnelle de degré 8 appeléeinvolution de GEISER. Les involutions de GEISER fixent
point par point une courbe non hyperelliptique de genre 3 (voir [38]).

Soientm1, . . . , m8 huit points deP2 en position générale ; considérons le pinceau de cu-
biquesC passant par ces huit points. Il a un neuvième point base que nous noteronsm9. Soitm
un point générique deP2; le pinceauC contient une unique cubiqueC (m) passant parm.

Considérons la loi de groupe surC (m) ayantm9 comme élément neutre. Posonsβ(m) = −m;
alorsβ définit une involution birationnelle de degré 17 qu’on appelle involution deBERTINI .
Les involutions de BERTINI fixent point par point une courbe non hyperelliptique de genre 4 à
modèle lisse sur un cône quadratique.

Pour finir considérons la surface de DEL PEZZO Sde degré 1 donnée dans l’espace projectif
à poidsP(3,1,1,2) par

w2 = x3
2+P(x0,x1), P polynôme homogène de degré 6.

La restriction de la transformation

(w : x0 : x1 : x2) 7→ (w : x0 : x1 : jx2), j 6= 1, j3 = 1,

définit un automorphismeς d’ordre 3 deSdont l’ensemble des points fixes contient une courbe
irréductible de genre 2 (voir [17]).

Ces transformations produisent des exemples de groupes finis fixant une certaine courbe.

Théorème 8([17]). — Soit G un sous-groupe non trivial deBir(P2). Supposons qu’il existe
une courbe irréductibleC de genre strictement supérieur à1 invariante point par point par
chaque élément deG. Alors
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• ou bienG est cyclique d’ordre2 ou 3, engendré, à conjugaison près, par une involution
de JONQUIÈRES, une involution deBERTINI, une involution deGEISER ou encore par
l’automorphismeς d’ordre 3;

• ou bien G est conjugué à un sous-groupe d’un certaindJP.

En particulier lorsqueG est infini,C est hyperelliptique etG est un groupe abélien conjugué
à un sous-groupe dedJ.

Soit C une courbe irréductible deP2. On appellegroupe de décompositiondeC le groupe
des transformations de CREMONA qui fixent C ; le groupe d’inertiedeC , noté Ine(C ), est le
groupe des transformations birationnelles qui fixentC point par point.

Dans [86] PAN démontre le :

Théorème 9([86]). — SoientC une courbe irréductible lisse non rationnelle contenue dans
le plan projectif complexe. Si f appartient au groupe de décomposition deC et n’appartient
pas àAut(P2), alors C est de degré3 et les points d’indétermination de f appartiennent àC .

SoientC une cubique lisse etm1, m2, m3 trois points deC non alignés. Sif est une trans-
formation quadratique telle que Indf = {m1, m2, m3} on constate quef (C ) est une cubique
lisse isomorphe àC . Soit A un automorphisme deP2 qui envoie f (C ) sur C alorsA f appar-
tient au groupe de décomposition deC ; une telle transformation est appeléetransformation
quadratiqueC -générique. Remarquons que lesmi étant choisis arbitrairement le groupe de
décomposition deC est infini non dénombrable.

Théorème 10([86]). — Si C est une cubique lisse, le groupe de décomposition deC est en-
gendré par les transformations quadratiquesC -génériques.

BLANC décrit dans [14] les éléments d’ordre fini du groupe d’inertie d’une courbe de
genre 1; il étudie aussi le groupe d’inertie d’une cubique lisse :

Théorème 11([14]). — SoitC une cubique lisse. Les éléments non triviaux deIne(C ) sont de
degré supérieur ou égal à3. Le groupe d’inertie deC est engendré par ses éléments de degré3.

Automorphismes et alternative deT ITS : analogie avec les groupes linéaires.Cer-
taines études du groupe de CREMONA s’inscrivent dans une thématique classique. Ainsi il y a
eu de nombreux travaux sur les propriétés algébriques des groupes de difféomorphismes des va-
riétés ; par exemple DIEUDONNÉ a décrit les automorphismes de PGLn+1(C) = Aut(Pn) (voir
[44]) : ils s’obtiennent à partir des automorphismes intérieurs, de la contragrédiente (u 7→ tu−1)
et des automorphismes du corpsC. Dans [40] DÉSERTI généralise cet énoncé à Bir(P2) :

Théorème 12([40]). — Soit ϕ un automorphisme du groupe deCREMONA ; il existe ψ une
transformation birationnelle etτ un automorphisme du corpsC tels que :

∀ f ∈ Bir(P2), ϕ( f ) = τ(ψ f ψ−1).

Dit autrement le groupe des automorphismes extérieurs deBir(P2) s’identifie au groupe des
automorphismes du corpsC.
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La preuve repose sur la description des sous-groupes abéliens maximaux non dénombrables G
de Bir(P2); en utilisant entre autres les travaux de CANTAT et FAVRE sur les symétries bira-
tionnelles des surfaces feuilletées ([23]) on peut montrer qu’ils satisfont l’une des propriétés
suivantes :

• G possède des éléments de torsion ;
• G est conjugué à un sous-groupe du groupe de JONQUIÈRES.

Continuons avec une autre propriété algébrique satisfaitepar Bir(P2). Dans les années 1970
TITS démontre le :

Théorème 13([93]). — Soientk un corps de caractéristique nulle etΓ un sous-groupe de type
fini deGLn(k). Alors

• ou bienΓ contient un groupe libre non abélien ;
• ou bienΓ contient un sous-groupe résoluble d’indice fini.

On dit que GLn(k) satisfait l’alternative de TITS. CANTAT a étudié les sous-groupes de type
fini du groupe de CREMONA et montré qu’il en est de même pour le groupe de CREMONA

([22, 51]). Un résultat analogue avait été démontré par LAMY pour le sous-groupe de Bir(P2)

des « automorphismes polynomiaux deC2 » (voir [71]).
Dans [24] CANTAT et LAMY démontrent la non-simplicité (au sens ordinaire) du groupede

CREMONA ; par contre BLANC montre dans [16] que le groupe de CREMONA est un groupe
simple au sens de ZARISKI (on considère les sous-groupes normaux fermés au sens de ZA-
RISKI).

Propriétés et résultats de nature algébrico-dynamique.Mentionnons quelques notions
de dynamique. Soitf la transformation définie par

f : P2 99K P2, (x0 : x1 : x2) 7→
(
(x0+x1)x2 : x0x1 : x0x2

)
.

En composantf avec elle-même, nous obtenons

f 2 : (x0 : x1 : x2) 7→
(
bx0x1+x0x2+x1x2 : x1(x0+x1) : x2(x0+x1)

)
.

Nous avons donc deg( f 2) = deg( f )2 − 2. Lors du calcul def 2 nous avons pu « factoriser »
par x0x2 ; ceci traduit, entre autres, le phénomène géométrique suivant : la droite d’équa-
tion x2 = 0 est contractée sur(0 : 1 : 0) qui est un point d’indétermination def

.

(0 : 1 : 0)

x2 = 0

f

Ceci a conduit à introduire la notion suivante ([52]) : f est algébriquement stable si l’une
des propriétés équivalentes suivantes est vérifiée

• (degf n) = (degf )n ∀n≥ 0 ;
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• il n’existe pas de courbeC deStelle quef n(C ) soit un point d’indétermination def pour
un certainn.

Il y a d’autres façons de caractériser la stabilité algébrique (voir par exemple [46]).

DILLER et FAVRE montrent que pour toute transformation birationnellef , il existe une mo-
dification propreε : S→ P2 telle queε−1 f ε soit algébriquement stable ([45], théorème 0.1.).

Introduisons un invariant birationnel de nature dynamique. Soient f , g deux transforma-
tions de CREMONA ; en général on a degf 6= deg(g f g−1). Par contre il existe deux constantes
positivesα, β telles que

∀n∈N, α degf n ≤ deg(g fng−1)≤ β degf n;

la croissance des degrés def n est donc un invariant birationnel. D’où la définition suivante :
soit f une transformation de CREMONA ; on appelle premier degré dynamique def la quantité

λ( f ) = lim inf
n→+∞

(degf n)1/n.

On dit qu’une transformation de CREMONA f est un automorphisme sur la surfaceS s’il
existe un morphisme birationnelφ : S→ P2 telle queφ−1 f φ soit un automorphisme deS; on
notera Aut(S) le groupe des automorphismes deS.

DILLER et FAVRE ont donné une classification des transformations birationnelles à conju-
gaison près :

Théorème 14([45], théorème 0.2). — Soit f une transformation deCREMONA. À conjugai-
son birationnelle près elle satisfait une et une seule des propriétés suivantes :

• la croissance des degrés est bornée(i.e. degf n = o(1)), f est un automorphisme sur
une certaine surface rationnelle S et un itéré de f appartient à la composante neutre
deAut(S);

• la croissance des degrés est linéaire(i.e. degf n ∼ n), auquel cas f préserve une unique
fibration qui est rationnelle et n’est pas birationnellement conjugué à un automorphisme ;

• la croissance des degrés est quadratique(i.e. degf n ∼ n2) alors f est un automorphisme
qui préserve une unique fibration qui est elliptique ;

• la croissance des degrés est exponentielle(i.e. degf n ∼ αn, α > 1).

Dans les trois premières éventualitésλ( f ) = 1, dans la dernièreλ( f )> 1.
Dans ce même article on trouve une estimation du nombre de points périodiques d’un élé-

ment générique du groupe de CREMONA de degréd ≥ 2 :

Théorème 15([45]). — Soit f une transformation deCREMONA algébriquement stable. Sup-
posons que f ne soit pas un automorphisme deP2 et n’ait pas de courbe de points périodiques.
NotonsPerk le nombre de points périodiques de période(divisant) k. Il existe une constante
C> 0 telle que pour tout k≥ 0 on ait

|Perk−λ( f )k| ≤C.
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Nous allons voir que sous certaines hypothèses il y a abondance de points périodiques hy-
perboliques (voir Chapitre 4). Une transformation birationnellef deP2 vérifie la condition de
BEDFORDet DILLER (voir [7]) si

∑
n≥0

1
λ( f )n

∣∣ log
(
dist( f n(Ind f−1), Ind f )

)∣∣< ∞

où dist désigne la distance de FUBINI -STUDY.
On peut énoncer le :

Théorème 16([7, 48]). — Soit f un élément du groupe deCREMONA n’appartenant pas à
Aut(P2). Supposons que f vérifie la condition deBEDFORD et DILLER. Alors f possède une
infinité de points périodiques hyperboliques qui s’équidistribuent suivant une mesure de pro-
babilité f -invariante.

Représentations de réseaux dans le groupe deCREMONA et applications.Bien que
de nature algébrique les énoncés qui suivent ont été établisà partir de techniques de dynamique
complexe. Les représentations linéaires des réseaux de groupes de LIE réels simples de rang
réel strictement supérieur à 1 ont été étudiées par MARGULIS ([76, 95]) ; afin de généraliser
les travaux de celui-ci aux représentations non linéaires des réseaux sur les variétés compactes
ZIMMER établit un programme ([99, 100, 101, 102]). DÉSERTI s’intéresse à une version bira-
tionnelle de ce programme :

Théorème 17([39]). — SoientΓ un sous-groupe d’indice fini deSL3(Z) et ρ un morphisme
injectif deΓ dans le groupe deCREMONA. Alors, à conjugaison birationnelle près,ρ coïncide
avec le plongement canonique ou la contragrédiente(i.e. l’involution u 7→ tu−1).

Une conséquence est la suivante :

Corollaire 18([39]). — Soit Γ un sous-groupe d’indice fini deSLn(Z). Dès que n≥ 4 le
groupeΓ ne se plonge pas dansBir(P2).

Dans le même esprit mais avec des méthodes différentes CANTAT montre le :

Théorème 19([22]). — SoientΓ un groupe deKAZDHAN (4) discret etρ un morphisme deΓ
dans le groupe deCREMONA. Ou bienρ(Γ) est fini, ou bienρ(Γ) est conjugué à un sous-groupe
deAut(P2) = PGL3(C).

Le Théorème 17 appliqué àΓ = SL3(Z) permet de décrire le semi-groupe des endomor-
phismes de Bir(P2); en particulier

4. Les groupes de KAZDHAN sont caractérisés par la propriété suivante : un groupe G estde KAZDHAN (ou a
la propriété (T) de KAZDHAN) si toute action continue de G par isométries affines sur un espace de HILBERT a un
point fixe global ([37, 60]).
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Théorème 20([41]). — Le groupe deCREMONA est hopfien, i.e. tout endomorphisme surjec-
tif deBir(P2) est bijectif.

Plus précisément soitϕ un endomorphisme non trivial deBir(P2); il existe un plongement
de corpsτ deC dans lui-même et une transformation birationnelleψ telle que

∀ f ∈ Bir(P2), ϕ( f ) = τ(ψ f ψ−1).

Notons qu’on retrouve en particulier le Théorème 12.

Certaines des méthodes utilisées pour démontrer le Théorème 17 associées à d’autres argu-
ments permettent de décrire les sous-groupes nilpotents deBir(P2) :

Théorème 21([42]). — SoientG un sous-groupe nilpotent, non abélien à indice fini près etρ
un morphisme injectif deG dansBir(P2). Le groupeG satisfait l’une des propriétés suivantes :

• à indice fini près le premier groupe dérivé(5) deG est abélien ;
• tous les éléments deG sont de torsion.

Ce qui précède ne prétend pas bien sûr être une présentation exhaustive des travaux concer-
nant le groupe de CREMONA mais un point de vue partiel proche des préoccupations des au-
teurs. Par exemple nous ne mentionnons pas les résultats utilisant des concepts puissants de
l’analyse complexe (courants, fonctions psh...) et mis en œuvre notamment par BEDFORD,
FORNAESS, SIBONY, leurs élèves et leurs collaborateurs.

Plusieurs mémoires de synthèse sont disponibles ; citons enparticulier [31, 33, 56, 64, 89].
Par exemple les chapitres 6, 7 et 8 du tome 4 de [33] sont consacrés aux transformations de
CREMONA ; on y trouve les notions de points éclatés, courbes contractées, le théorème de fac-
torisation de NŒTHER. Les transformations birationnelles d’ordre≤ 7, celles ayant une courbe
de points fixes de genre> 1, les sous-groupes finis de Bir(P2) sont d’autres sujets abordés.
L’ouvrage d’HUDSON qui date de 1927 contient un chapitre sur les transformations biration-
nelles quadratiques ; toutefois l’évolution du vocabulaire et des techniques en rend sa lecture
difficile, de plus certains arguments « génériques » propresà l’époque nous semblent devoir
parfois être précisés. Le livre d’ALBERICH-CARRAMIÑANA ([1]) est le seul ouvrage récent
consacré aux transformations de CREMONA ; l’auteur reprend avec le langage et la rigueur
actuels des résultats mentionnés et/ou démontrés par les mathématiciens précédemment cités
et démontre des résultats originaux. Dans tous ces mémoiresce sont essentiellement des pro-
priétés algébriques qui sont étudiées, les questions de nature « dynamique » sont bien plus
récentes.

Venons en au contenu de ce texte dont le but essentiel est finalement de fournir au lec-
teur suffisamment d’exemples - parfois innocents - pour permettre d’aborder des problèmes
de nature plus difficiles voire conceptuels. Il est motivé enparticulier par l’importance des
transformations quadratiques ne serait-ce qu’au travers du théorème de NŒTHER; mais elles
interviennent profondément aussi en géométrie agébrique classique (« désingularisation des
courbes à la NŒTHER» par exemple) et du point de vue de la dynamique nous offrent le
premier degré de complexité à étudier.

5. Le premier groupe dérivé de G est〈aba−1b−1 |a, b∈ G〉.
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Quelques mots sur le style du mémoire « à l’italienne » ; en quelque sorte ce livre se veut
être une transition entre les résultats anciens (difficilesd’approche de par leur rédaction) et les
articles récents (qui eux sont difficiles car utilisent toutun attirail de concepts et de théories
parfois un peu abstraites venant de la géométrie algébriqueet de la dynamique complexe). Nous
avons donc travaillé un support d’exemples, souvent de façon calculatoire, raffinant parfois
aussi des résultats classiques sur ces exemples.

Transformations rationnelles et birationnelles quadratiques.Dans le premier Cha-
pitre on cherche à comprendre dans l’espace des applications rationnelles quadratiques deP2

dans lui-même le sous-ensemble constitué des transformations birationnelles. Soyons plus pré-
cis ; considérons l’espace Rat2 qui est le projectivisé de l’espace vectoriel des triplets de formes
quadratiques en 3 variables complexes :

Rat2 := P
{
( f0, f1, f2) | fi ∈ C[x0,x1,x2]2

}
.

On constate que Rat2 s’identifie àP17. À un élémentf de Rat2 on peut faire correspondre la
transformation rationnellef • : P2 99K P2 définie avec les notations précédentes par :

x= (x0 : x1 : x2) 99K f •(x) = δ( f0 : f1 : f2)(x)

avecδ = 1
pgcd( f0, f1, f2)

. On désigne par Rat•
2 l’ensemble défini par

Rat•2 =
{

f • | f ∈ Rat2
}

;

visiblement Rat•2 s’identifie au quotient de Rat2 par la relation d’équivalencef = ( f0 : f1 : f2)∼
g= (g0 : g1 : g2) si et seulement si la matrice

[
f0 f1 f2
g0 g1 g2

]

est partout de rang≤ 1.
Notons que sur l’ouvert de ZARISKI R̊at2, constitué desf =( f0 : f1 : f2) tels que pgcd( f0, f1, f2)= 1,

l’application f 7→ f • est injective. Remarquons aussi que l’on peut mettre une structure algé-
brique sur Rat•2 et parler en particulier d’adhérence de ZARISKI d’un sous-ensemble de Rat•

2.

Dans Rat2 nous considérons

Bir2 :=
{

f ∈ Rat2 | f • soit birationnelle
}

et nous notons Bir•2 ⊂ Rat•2 le sous-ensemble correspondant.
Il y a sur Rat2 (resp. Rat•2) deux actions naturelles, toutes les deux laissant Bir2 (resp.

Bir•2) invariant. La première est l’action de Aut(P2) ≃ PGL3(C) par conjugaison dynamique
sur Rat2 :

PGL3(C)×Rat2 → Rat2, (A, f ) 7→ A f A−1.

Cette action passe bien sûr au quotient Rat•
2 : (A, f •) 7→ A f•A−1. L’orbite d’un élément f

de Rat2 (resp. Rat•2) pour cette action sera notéeOdyn( f )
(
resp.Odyn( f •)

)
.
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La seconde de nature algébrico-géométrique est attachée aupoint de vue « réseaux homaloï-
daux ». C’est une action du produit PGL3(C)×PGL3(C), appelée action gauche-droite (g.d.),
qui se définit comme suit :(A,B, f ) 7→ A f B−1. Comme précédemment cette action passe au
quotient Rat•2. L’orbite d’un élémentf est notée iciOg.d.( f ).

Considérons le projectivisé de l’espaceC[x0,x1,x2]3 des polynômes homogènes de degré 3.

C’est unP9 sur lequel PGL3(C) agit de façon naturelle : c’est la projectivisation de l’action de
GL3(C) surC[x0,x1,x2]3

(B,ϕ) 7→ ϕ◦B−1.

Les orbites génériques sont de dimension 8, ainsi cette action induit un feuilletage singulier sur
P9, feuilletage qui possède une intégrale première rationnelle J qui n’est autre que l’invariant
des courbes elliptiques ([62]). Introduisons maintenant l’application rationnelle

det jac : Rat2 ≃ P17 99K P9

provenant de l’application homogène :

( f0, f1, f2) 7→ det

(
∂ fi
∂x j

)
.

L’action gauche-droite induit sur Rat2 un feuilletage singulier de codimension 1 notéR, les
feuilles génériques deR étant les g.d. orbites génériques. Il se trouve que l’application ra-
tionnelle J ◦ det jac en est une intégrale première rationnelle. Nous étudierons relativement
précisément ce feuilletageR. En particulier nous verrons que l’adhérence ordinaireBir2 de
Bir2 dans Rat2 est une certaine composante irréductible de l’ensemble singulier du lieu sin-
gulier deR. L’espaceBir2, qui est comme on vient de le dire irréductible, n’est pas lisse. Il
s’agit en fait d’une « variété unirationnelle » de dimension14. Par contre l’espace Bir2 est
lui lisse : donnons-en une brève description. On vérifie qu’un élémentf de Rat2 induit une
transformation birationnelle si et seulement si (ceci seraprécisé dans le texte) l’application
correspondantef • contracte les zéros de det jacf . La configuration de ces zéros est alors l’une
des suivantes :

(2)

/0(3)

i.e.correspond aux configurations de triplets de droites (excepté la configuration de trois droites
concourantes) auxquelles on ajoute la configuration vide (cette configuration est associée aux

élémentsf deBir2\ B̊ir2 tels quef • soit un isomorphisme linéaire). De façon duale on constate
que les configurations de points d’indétermination sont

/0
(3)(2)



INTRODUCTION 13

Pouri = 1, 2, 3 on noteΣi l’ensemble des élémentsf de Bir2 tels quef • ait i points d’indé-
termination ;Σ0 désigne l’ensemble des éléments de Rat2 du type f = ℓ(ℓ0, ℓ1, ℓ2) où ℓ et lesℓi

sont des formes linéaires, lesℓi étant indépendantes. En fait

Σ0 =
{

f ∈ Rat2 | f • ∈ Aut(P2)
}

correspond exactement aux configurations vides ci-dessus.Avec les notations précédentes on a :

(Σ0)• ≃ PGL3(C), (Σi)• ≃ Σi pour i = 1,2,3.

Les isomorphismes(Σi)• ≃ Σi justifieront la confusion parfois abusive des notationsf et f •.
LesΣi sont en fait des orbites de l’action gauche-droite, plus précisément :

Σ0 = Og.d.(x0(x0 : x1 : x2)), Σ1 = Og.d.(τ), Σ2 = Og.d.(ρ), Σ3 = Og.d.(σ).

Les dimensions de ces orbites sont les suivantes :

dimΣ0 = 10, dimΣ1 = 12, dimΣ2 = 13, dimΣ3 = 14

et l’on a
Bir2 = Σ0∪Σ1∪Σ2∪Σ3.

On peut de plus mentionner les relations d’incidence suivantes (les adhérences sont prises
dans Bir2) :

Σ0 = Σ0, Σ1 = Σ0∪Σ1, Σ2 = Σ0∪Σ1∪Σ2, Bir2 = Σ3 = Σ0∪Σ1∪Σ2∪Σ3.

Ces relations d’incidence se prolongent évidemment aux(Σi)• dans Bir•2.

Germes de flots birationnels quadratiques.Dans une session de problèmes ([18]), lors
du congrès international de Moscou, MUMFORD propose ce qui suit(6) :

“Let G = AutCC(x0,x1) be the CREMONA group (...) The problem is to topo-
logize G and associate to it a LIE algebra consisting, roughly, of those mero-
morphic vector fieldsD onP2 wich “integrate” into an analytic family of CRE-
MONA transformations”.

Dans cette optique nous décrivons au Chapitre 2 les sous-groupes à un paramètre de trans-
formations birationnelles quadratiques. Bien que Bir•

2 ne soit pas un groupe, il contient de
nombreux groupes, en particulier le groupe linéaire PGL3(C). Comme on l’a dit précédem-
ment l’adhérence de ZARISKI d’un tel sous-groupe est naturellement munie d’une structure
de groupe algébrique. Outre le problème posé par MUMFORD, la description systématique
des groupes de transformations birationnelles quadratiques conduit naturellement à décrire les
germes de flots dans Bir•

2. Un tel objet est la donnée d’un germe d’application holomorphe

C,0→ Bir(P2), t 7→ φt

tel que

φ•0 = id, φ•t+s = φ•t ◦φ•s.

6. Nous remercions Daniel PANAZZOLO pour cette référence.
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Si φ•t est non linéaire,i.e.si pourt génériqueφ•t n’est pas dans PGL3(C), alorsφ•t contracte au
moins une droiteD t qui est ou bien immobile (c’est-à-dire indépendante det), ou bien mobile.
Par exemple on montre d’abord que si un germe de flot contracteune droite « mobile », ce
germe laisse une fibration en droites invariante ; dans le même ordre d’idée on obtient que
si un germe de flot contracte une unique droite qui est « immobile », ce germe de flot est
polynomial... En fait comme nous le verrons, dans tous les cas un germe de flot dans Bir2

préserve une fibration en droites.
Donnons un résultat qui s’avèrera essentiel pour la classification des flots (§2.2) : soitφ•t un

germe de flot quadratique. Le champ de vecteurs rationnel

χ =
∂φ•t
∂t

∣∣∣
t=0

s’appelle le générateur infinitésimal deφ•t ; à ce champ est associé un feuilletage algébrique

notéFχ. On introduit〈φ•t 〉 ⊂ Bir•2 le groupe engendré par lesφ•t et 〈φ•t 〉
Z

son adhérence de ZA-
RISKI dans Bir•2; ce sont des groupes abéliens. Enfin G(χ) désigne le groupe abélien algébrique

maximal inclus dans Bir•2 et contenant〈φ•t 〉
Z

. Alors :
• Fχ est défini par une forme fermée rationnelle ;
• φ•t préserve une fibration rationnelle (en fait un pinceau de droites) ;
• dimG(χ)≥ 2.
Notons qu’un tel énoncé est satisfait par n’importe quel groupe à un paramètre de PGL3(C).

Il nous permet d’obtenir la classification à conjugaison dynamique près des groupes à un para-
mètre de transformations birationnelles quadratiques.

En fait ce résultat se généralise en tout degré : tout germe deflot birationnel laisse une
fibration rationnelle invariante.

Dans [75]. M ANJARIN étudie les flots birationnels quadratiques en dimension 3.
Dans le même ordre d’idée on pourra consulter les travaux de BLANC sur les sous-groupes

algébriques du groupe de CREMONA ([15]) qui, en général, contiennent de nombreux sous-
groupes à un paramètre.

Transformations rationnelles, feuilletages, conjugaison dans lesΣi . En suivant une
idée de GUILLOT on implante aux transformations birationnelles des invariants propres aux
feuilletages. À une transformation rationnellef = ( f0 : f1 : f2) on associe la 1-forme différen-
tielle :

ω f = (x2 f1−x1 f2)dx0+(x0 f2−x2 f0)dx1+(x1 f0−x0 f1)dx2.

Lorsquef n’est pas un multiple de l’identité, la formeω f est non identiquement nulle et définit
donc un feuilletageF ( f ) surP2. Si f est de degrén, le feuilletageF ( f ) est de degré inférieur
ou égal àn. Dans le cas quadratique (n= 2), l’applicationF : f 7→ ω f induit une application
linéaire

F : Rat2 ≃ P17 99K F2 ≃ P14

oùF2 est le projectivisé de l’espace vectoriel des 1-formes homogènes de degré 3 :

ω = A0dx0+A1dx1+A2dx2
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satisfaisant la condition d’EULER ∑xiAi = 0. L’espace des feuilletages proprement dit est

F
•

2 = F2/∼ où ∼ est la relation d’équivalenceω1 ∼ ω2 ⇔ ω1∧ω2 = 0.

Visiblement l’applicationF : Rat2 99K F2 est surjective. Ce qui est plus curieux c’est que
sa restrictionF |Bir2

: Bir2 99K F2 est dominante et génériquement finie : un élément générique
deF2 possède 35 antécédents dans Bir2.

Le feuilletageF ( f ) n’a pas de sens dynamique particulier vis à vis def : en généralF ( f )
n’est pas invariant parf . Les transformations quadratiquesf pour lesquelles cette propriété est
satisfaite sont exactement celles qui préservent une fibration en droites fibre à fibre : dans ce
casF ( f ) est précisément cette fibration.

Soit f une transformation birationnelle quadratique,i.e.un élément générique deΣ3 ≃ (Σ3)•.
Alors f possède 7 points spéciaux : 3 points d’indétermination et 4 points fixes. Ces 7 points
sont exactement les points singuliers du feuilletageF ( f ); la position des 3 points d’indétermi-
nation et des 4 points fixes détermine complètement l’application f .

Un théorème de GUILLOT ([61]) affirme que pour un élément génériquef de Σ3 on a les
relations suivantes :

∑
m∈Fix f

tr(D f(m)− id)

det(D f(m)− id)
=−4, ∑

m∈Fix f

1
det(D f(m)− id)

= 1,

D f(m) étant la différentielle def enm, tr(D f(m)) sa trace et detD f(m) son déterminant. Ce sont
des relations qui lient les valeurs propres de la différentielle de f aux points fixes. On peut
tirer des conséquences intéressantes de ces formules. Par exemple pour une transformation
quadratique générique,i.e.avec 7 points spéciaux, les valeurs propres de la partie linéaire def
aux points fixes ne peuvent toutes être de module inférieur strictement à 1 : les points fixes ne
peuvent pas tous être des attracteurs.

Les relations aux valeurs propres interviennent de façon forte dans les problèmes de clas-
sification ; mentionnons par exemple le fait suivant : si deuxtransformations birationnelles
quadratiques génériques sont birationnellement conjuguées alors elles le sont linéairement. On
peut se demander si deux transformations birationnelles quadratiques génériques topologique-
ment conjuguées le sont par un automorphisme holomorphe (ouanti-holomorphe) ; c’est une
question ouverte.

Quelques propriétés dynamiques des transformations birationnelles quadratiques.
Dans le Chapitre 4 on aborde quelques exemples de propriétésdynamiques des transformations
birationnelles, en particulier quadratiques. Les notionsfondamentales de stabilité algébrique et
de premier degré dynamique déjà mentionnées ci-dessus sontintroduites. Nous donnons des
exemples explicites d’éléments deΣ3 qui sont algébriquement stables, exemples qui permettent
de confirmer la généricité intuitive de cette propriété. Nous nous intéresserons ensuite à la pré-
sence ou non « d’objets invariants » : courbes, feuilletages. Si φ est un élément du groupe de
CREMONA etF un feuilletage holomorphe (singulier) surP2, on dit queF est invariant parφ
si pour toute feuille génériqueL deF alorsφ(L ) est encore une feuille deF . Si F est défini



16 INTRODUCTION

par la 1-forme rationnelleω, alorsF est invariant parφ si et seulement siφ∗ω ∧ ω = 0. Consi-
dérons un élémentA de Aut(P2); évidemmentA possède un point fixeq, i.e. Aq= q, et l’image
par A d’une droite passant parq est encore une droite passant parq. De sorte queA possède
au moins un feuilletage invariant : la fibration rationnelleformée par les droites passant parq.
En fait A préserve une infinité de feuilletages distincts. Par exemple siA est diagonalisable, on
peut supposer, à conjugaison linéaire près, queA s’écrit dans la carte affinex2 = 1

(x0,x1) 7→ (α0x0,α1x1).

On constate alors que pour chaque nombre complexeβ la forme différentielle

ωβ :=
dx0

x0
+β

dx1

x1

est invariante parA, ce qui, comme annoncé, produit une infinité de feuilletages invariants.
Qu’en est-il pour les transformations birationnelles quadratiques ? En invoquant l’irréductibi-
lité de Bir2 dans Rat2 et le fait qu’un automorphisme de HÉNON quadratique ne possède pas
de feuilletage invariant ([19]) on constate que génériquement un élément de Bir2 n’en possède
pas non plus.

De la même façon, à l’inverse des automorphismes, une transformation birationnelle qua-
dratique générique ne possède pas de courbe invariante. Toutefois, comme nous l’avons déjà
mentionné, l’étude des transformations ayant une courbe invariante possède une longue his-
toire et présente un intérêt certain. Nous y apportons quelques enrichissements en utilisant les
concepts de stabilité algébrique et premier degré dynamique.

Le paragraphe §4.5 de ce chapitre est consacré à la répartition des points périodiques et des
points d’indétermination des itérés d’une transformationbirationnelle quadratique. A priori ces
ensembles sont très compliqués ; nous montrons la densité (au sens de ZARISKI) générique de
ces deux ensembles. En utilisant la condition introduite par BEDFORD et DILLER précédem-
ment mentionnée on constate que génériquement une transformation quadratique possède une
infinité de points périodiques hyperboliques. Dans un contexte un peu différent, celui des endo-
morphismes dans un cadre artihmétique, on pourra consulterles surveys de CHAMBERT-LOIR

([30]), de FAKHRUDDIN ([49]) ou de ZHANG ([98]) qui traitent entre autres de la répartition
des points périodiques.

La non stabilité algébrique d’une transformation birationnelle f est reliée à un comportement
« anormal » du degré de ses itérésf n; dans le cas quadratique ce degré doit être en principe 2n.

Mais ce n’est pas toujours le cas, par exemple pour les transformations qui appartiennent à un
groupe à un paramètre. Nous consacrons un paragraphe à l’étude du cas extrême, celui où le
degré def 2 reste égal à 2; nous en présentons la classification à conjugaison linéaire près.

Des propriétés algébriques du groupe deCREMONA . Dans le Chapitre 5 on s’inté-
resse à quelques propriétés algébriques du groupe Bir(P2) mettant le plus souvent en jeu les
transformations quadratiques. Le fait que Bir(P2) présente beaucoup de propriétés de groupes
linéaires amène à se poser la question suivante : existe-t-il une représentation fidèle de Bir(P2)

dans un groupe linéaire GLn(k) pour un certain corpsk de caractéristique nulle ? Nous consta-
tons en utilisant un argument de BIRKHOFF que la réponse est négative.
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On montre ensuite que le centralisateur dans Bir(P2) d’un élément génériquef deΣ3 est iso-
morphe àZ, i.e. se réduit aux itérés def . Puis on établit qu’un nombre fini de transformations
quadratiques choisies génériquement engendrent un groupelibre.

Lorsque nous avons déposé ce manuscrit le problème de la simplicité de Bir(P2) était un
problème ouvert. Comme on l’a dit précédemment CANTAT et LAMY démontrent dans [24] la
non-simplicité du groupe de CREMONA. Toutefois déterminer le sous-groupe normal engendré
par telle ou telle transformation nous a semblé pertinent. Nous montrons en particulier que sif
est une transformation birationnelle quadratique ou un automorphisme linéaire non trivial, le
sous-groupe normal engendré parf est le groupe de CREMONA tout entier ; nous en déduisons
que Bir(P2) est parfait. Nous montrons par exemple que le sous-groupe normal engendré par
une transformation de JONQUIÈRESdans Bir(P2) est Bir(P2) tout entier.

Nous précisons le théorème de NŒTHER de la façon suivante : tout élémentf de Bir(P2)

s’écrit comme un produit d’involutions quadratiques standards

f = A1σA−1
1 . . .AnσA−1

n , Ai ∈ PGL3(C).

Transformations birationnelles de degré3. Comme on l’a dit l’espace des transforma-
tions birationnelles quadratiques pures est lisse et connexe. Qu’en est-il en degré quelconque ?
Le premier degré intéressant est le degré 3 pour la raison suivante. D’après le théorème de
NŒTHER toute transformation birationnelle s’écrit comme un produit

A0σA1σ . . .σAn, Ai ∈ Aut(P2);

lorsque lesAi sont choisis génériquement le degré d’un tel élément est 2n. Pour obtenir des
applications birationnelles de degréd qui n’est pas une puissance de 2, il est donc nécessaire
que les transformationsAi soient assujetties à des contraintes. Le premier degré pourlequel ce
phénomène apparaît estd = 3. Dans les traités anciens on trouve une « description » des trans-
formations birationnelles cubiques, description qui repose sur des considérations de géométrie
énumérative (nombre de points d’indétermination, configuration de courbes contractées). Au
Chapitre 6 nous proposons une liste de formes normales à conjugaison gauche-droite près, la
connexité apparaissant en dernier lieu comme sous-produit. Les techniques utilisées sont pour
la plupart classiques : topologie du complément de certaines courbes planes, contraction des
zéros du déterminant jacobien etc. Malheureusement dès le degré 3 on ne dispose pas de critère
de birationnalité analogue à celui utilisé en degré 2 comme l’atteste l’exemple suivant : sif est
la transformation(x2

0x1 : x0x2
2 : x2

1x2), le lieu d’annulation de det jacf est bien contracté alors
que f n’est pas inversible. Toutefois sif est birationnelle, la courbe det jacf = 0 est contractée
par f et ceci s’avère dans bon nombre de cas intéressant à exploiter. Nous montrons qu’en
degré 3 les configurations possibles de courbes contractéessont certaines unions de droites et
coniques schématisées par les figures suivantes :
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{5}{4}{3}{2}{1}

{10}{9}{8}{7}{6}

{15}{14}{13}{12}{11}

Le tableau suivant donne la classification des transformations birationnelles cubiques à
conjugaison g.d. près :
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(x0x2
2+x3

1 : x1x2
2 : x3

2) {1} {1} 13
(x0x2

2 : x2
0x1 : x3

2) {2} {2} 15
(x0x2

2 : x3
0+x0x1x2 : x3

2) {2} {2} 15
(x2

0x2 : x3
0+x3

2+x0x1x2 : x0x2
2) {2} {2} 14

(x2
0x2 : x2

0x1+x3
2 : x0x2

2) {2} {2} 15
(x0x1x2 : x1x2

2 : x3
2−x2

0x1) {2} {8} 14
(x3

0 : x2
1x2 : x0x1x2) {3} {3} 15(

x2
0(x1−x2) : x0x1(x1−x2) : x2

1x2
)

{3} {10} 15(
x2

0x2 : x0x1x2 : x2
1(x0−x2)

)
{3} {10} 15(

x0x1x2 : x2
1x2 : x0(x2

1−x0x2)
)

{3} {10} 15(
x3

0 : x2
0x1 : (x0−x1)x1x2

)
{4} {4} 15(

x2
0(x0−x1) : x0x1(x0−x1) : x0x1x2+x3

1

)
{4} {4} 16(

x0x2(x0+x1) : x1x2(x0+x1) : x0x2
1

)
{5} {5} 16(

x0(x0+x1)(x1+x2) : x1(x0+x1)(x1+x2) : x0x1x2
)

{5} {12} 16(
x0(x0+x1+x2)(x0+x1) : x1(x0+x1+x2)(x0+x1) : x0x1x2

)
{5} {12} 16(

x0(x2
0+x2

1+ γx0x1) : x1(x2
0+x2

1+ γx0x1) : x0x1x2
)
, γ2 6= 4 {6} {6} 15 1 paramètre(

x0x2(x0+x1) : x1x2(x0+x1) : x0x1(x0−x1)
)

{7} {7} 16(
x0(x2

0+x2
1+ γx0x1+ γ+ x0x2+x1x2) : x1(x2

0+x2
1+ γx0x1+ γ+ x0x2+x1x2) : x0x1x2

)
{7} {14} 16 1 paramètre

(x1(x0−x1)(x0+x2) : x0(x0−x1)(x2−x1) : x1x2(x0+x1)) {7} {14} 16(
x0(x2

0+x1x2) : x3
1 : x1(x2

0+x1x2)
)

{8} {2} 14(
x2

1x2 : x0(x0x2+x2
1) : x1(x0x2+x2

1)
)

{9} {9} 15(
x0(x2

1+x0x2) : x1(x2
1+x0x2) : x0x1x2

)
{10} {3} 15(

x0(x2
1+x0x2) : x1(x2

1+x0x2) : x0x2
1

)
{10} {3} 15(

x0(x2
0+x1x2) : x1(x2

0+x1x2) : x0x2
1

)
{10} {3} 15(

x0(x0x1+x0x2+x1x2) : x1(x0x1+x0x2+x1x2) : x0x1x2
)

{11} {11} 16(
x0(x2

0+x1x2+x0x2) : x1(x2
0+x1x2+x0x2) : x0x1x2

)
{11} {11} 16(

x0(x2
0+x0x1+x1x2) : x1(x2

0+x0x1+x1x2) : x0x1x2
)

{12} {5} 16(
x0(x2

0+x1x2) : x1(x2
0+x1x2) : x0x1(x0−x1)

)
{12} {5} 16(

x0(x2
1+ γx0x1+x1x2+x0x2) : x1(x2

1+ γx0x1+x1x2+x0x2) : x0x1x2
)
, γ 6= 0, 1 {13} {13} 16 1 paramètre(

x0(x2
0+x2

1+ γx0x1+x0x2) : x1(x2
0+x2

1+ γx0x1+x0x2) : x0x1x2
)
, γ2 6= 4, {14} {7} 16 1 paramètre(

x0(x2
0+x1x2+x0x2) : x1(x2

0+x1x2+x0x2) : x0x1(x0−x1)
)

{14} {7} 16(
x0(x2

0+x2
1+ γx0x1+δx0x2+x1x2) : x1(x2

0+x2
1+ γx0x1+δx0x2+x1x2) : x0x1x2

)
, γ2 6= 4, δ 6= γ± {15} {15} 16 2 paramètres
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avecγ dansC et

γ+ :=
γ +

√
γ2−4

2
et γ− :=

γ −
√

γ2−4
2

.

Pour chacun des modèles on a mentionné la configuration des courbes contractées de la trans-
formation (deuxième colonne), la configuration des courbescontractées de son inverse (troi-
sième colonne), la dimension de son orbite sous l’action gauche-droite (quatrième colonne)
et les paramètres quand il y en a (cinquième colonne) ; comme nous le verrons plus tard les
paramètres ne sont pas tout à fait des invariants complets.

Notons que toute transformation birationnelle cubique està conjugaison dynamique près du
type A f où A désigne un élément de PGL3(C) et f un élément de la liste évoquée ci-dessus.
Cette classification permettra d’affirmer que l’élément « générique » présente la dernière confi-
guration et d’établir que l’espace̊Bir3 des transformations birationnelles purement de degré 3
est de dimension 18. À conjugaison gauche-droite près les éléments qui présentent la configu-
ration générique{15} forment une famille à deux paramètres : alors qu’en degré 2 ily a trois
orbites gauche-droite, ici il y en a une infinité.

À l’aide des modèles du tableau précédent on obtient que la décomposition de NŒTHER de
tout élément de l’espace Bir3 des transformations birationnelles de degré inférieur ou égal à 3
fait intervenir au plus huit fois l’involution de CREMONA.

On note que toutes les configurations de dégénérescence de lafigure {15} n’apparaissent
pas. En degré 2 il y a déjà un phénomène analogue : la configuration de trois droites concou-
rantes n’est pas réalisée comme ensemble exceptionnel d’une transformation birationnelle qua-
dratique.

NotonsX l’ensemble des transformations birationnelles purement cubiques de configura-
tion {15}. Nous établissons que l’adhérence ordinaire deX dansB̊ir3 estB̊ir3. Nous montrons
queB̊ir3 est irréductible (en fait rationnellement connexe) ; par contre alors que Bir2 est lisse
et irréductible nous verrons qu’il n’en est pas de même pour Bir3 vu dansP29 ≃ Rat3.

En utilisant la « correspondance feuilletages-transformations birationnelles » on obtient qu’un
élément générique de Bir3 possède 5 points fixes, tous de multiplicité 1, et 5 points d’indéter-
mination, 1 de multiplicité 4, les autres de multiplicité 1. De plus toute transformation biration-
nelle cubique générique est déterminée par la position de ses 5 points fixes et de ses 5 points
d’indétermination affectés de leur multiplicité. Certains calculs un peu pénibles et répétitifs ont
été mis dans l’Appendice A.
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Le rapporteur a fait un énorme travail de lecture et de corrections, nous l’en remercions
chaleureusement.

À l’attention du lecteur.—
Après la lecture du rapporteur, nous avons supprimé et/ou raccourci certaines preuves qui

apparaissent maintenant sous forme d’exercices ; elles sont disponibles dans la deuxième ver-
sionarXiv de ce texte.

La lecture du Chapitre 2 n’est pas nécessaire pour celle des chapitres qui suivent.
À la fin de pratiquement tous les chapitres nous avons mentionné quelques problèmes, cer-

tains nous ont été suggérés par le rapporteur.





CHAPITRE 1

TRANSFORMATIONS RATIONNELLES ET
BIRATIONNELLES QUADRATIQUES

1.1. Quelques définitions et notations

Nous généralisons et précisons les notations présentées dans l’Introduction. On désigne
par Ratk le projectivisé de l’espace des triplets de polynômes homogènes de degrék en 3
variables :

Ratk = P
{
( f0, f1, f2) | fi ∈ C[x0,x1,x2]k

}
.

Le degréd’un élémentf = ( f0 : f1 : f2) de Ratk est le degré desfi .
À un élémentf = ( f0 : f1 : f2) de Ratk on associe la transformation rationnelle

f • = δ( f0 : f1 : f2), δ =
1

pgcd( f0, f1, f2)
.

Soit f un élément de Ratk; on dit que f = ( f0 : f1 : f2) estpurement de degrék si les fi
n’ont pas de facteur commun. L’ensemble des éléments purement de degrék est notéR̊atk.
Alors que Ratk s’identifie à un espace projectif, l’espaceR̊atk en est un ouvert de ZARISKI.
Un élément de Ratk \ R̊atk s’écrit ψg = (ψg0 : ψg1 : ψg2) où g appartient à un certain Ratl ,

avec l < k, et ψ est un polynôme homogène de degrék− l . On note Rat l’ensemble des
transformations rationnelles deP2 dans lui-même : c’est l’union

⋃

k≥1

R̊atk. C’est aussi la limite

injective des Rat•k avec

Rat•k =
{

f • | f ∈ Ratk
}
.

Remarquons que si l’élémentf de Ratk est purement de degrék alors f s’identifie à f •. Ceci
signifie que l’application

R̊atk → Rat•k

est injective. Dans la suite lorsqu’il n’y aura aucune ambiguïté on utilisera donc la notationf
aussi bien pour les éléments de Ratk que pour ceux de Rat•

k. De même nous dirons abusivement
qu’un élément de Ratk « est » une transformation rationnelle.

L’espace Rat contient le groupe des transformations birationnelles deP2, encore appelé
groupe deCREMONA , que l’on note Bir(P2). Il est parfois plus commode de travailler dans les
espaces Ratk que dans les Rat•

k. Aussi nous désignons par Birk ⊂ Ratk l’ensemble des transfor-
mationsf de Ratk telles quef • soit inversible et par̊Birk ⊂Birk l’ensemble des transformations
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birationnelles qui sont purement de degrék. On pose

Bir•k = { f • | f ∈ Birk}
Le groupe de CREMONA s’identifie alors à

⋃

k≥1

B̊irk. On constate que̊Bir1 ≃ PGL3(C) est le

groupe des automorphismes deP2 ; visiblementB̊ir1 ≃ Bir•1 = Bir1. L’espace Rat1 s’identifie à
P8 et R̊at1 est le projectivisé des matrices de rang supérieur ou égal à 2.

Dans ce mémoire nous allons décrire les espaces Birk et B̊irk pour des petits entiers, préci-
sément pourk= 2 etk= 3. Par exemple pourk= 2 l’inclusion B̊ir2 ⊂ Bir2 est stricte. En effet
si A est un élément de PGL3(C) et ℓ une forme linéaire,ℓA est dans Bir2 mais pas dans̊Bir2.

Un point propre à la dimension 2 est le suivant. Soitf un élément de̊Birk, alors son in-
versef−1 est aussi dans̊Birk, c’est-à-diref et f−1 ont même degré algébrique (voir Remarque
6.3). SoitX ⊂ (Ratk)2 le sous-ensemble algébrique défini par

X =
{
( f ,g) ∈ Ratk×Ratk | f ◦g soit proportionnel à id= (x0 : x1 : x2)

}

alors l’image de la projection

pr1 : X→ Ratk, ( f ,g) 7→ f

est algébrique. Cette image est constituée de l’adhérence ordinaire Birk de Birk. L’ensemble
B̊irk est un ouvert de ZARISKI deBirk, pas nécessairement dense car, comme nous le verrons
pourk= 3, Birk n’est pas en général irréductible (notons qu’il l’est pourk= 2, Chapitre 1). Un

argument classique de projection montre queB̊irk est lui aussi algébrique et ceci pour toutk.
Tout ceci sera précisé dans la suite tout du moins en degrés 2 et 3.

Sur l’espace Ratk il y a deux actions naturelles. La première est l’action de PGL3(C) par
conjugaison dynamique

PGL3(C)×Ratk → Ratk, (A,Q) 7→ AQA−1

et la seconde l’action statique que nous appellerons plutôtconjugaison gauche-droite(g.d.)
de(PGL3(C))

2 :

PGL3(C)×Ratk×PGL3(C)→ Ratk, (A,Q,B) 7→ AQB−1.

Notons que les ensemblesR̊atk, Birk et B̊irk sont invariants sous ces deux actions. Nous allons
plus loin nous intéresser à quelques orbites de ces actions.L’orbite d’un élémentQ de Ratk sous
l’action de PGL3(C) par conjugaison dynamique (resp. sous l’action g.d.) est notéeOdyn(Q)

(resp.Og.d.(Q)).
Considéronsf =( f0 : f1 : f2) dansB̊irk. Nous notons Indf (ou Ind f •) le lieu d’indétermina-

tion de f , c’est le lieu d’annulation des polynômesfi. Les points de Indf sont lespoints d’in-
déterminationde f . L’ensemble Excf (ou Excf •) désigneral’ensemble exceptionnelde f ,
i.e. l’ensemble descourbes contractéespar f ; c’est « l’image » parf−1 de Indf−1. On dit que
f éclateles points de Indf et contracteles courbes de Excf .

Exemples 1.1. — Soitσ la transformation de CREMONA définie par

P2 99K P2, (x0 : x1 : x2) 7→ (x1x2 : x0x2 : x0x1).
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Notons queσ est une involution dont le lieu d’indétermination et l’ensemble exceptionnel sont :

Indσ = {(1 : 0 : 0), (0 : 1 : 0), (0 : 0 : 1)}, Excσ = {x0 = 0, x1 = 0, x2 = 0}.

L’élémentρ= (x0x1 : x2
2 : x1x2) de Bir(P2) a deux points d’indétermination qui sont(0 : 1 : 0)

et (1 : 0 : 0); les droites contractées parρ ont pour équationx2 = 0, resp.x1 = 0.
Soit τ la transformation définie par(x2

0 : x0x1 : x2
1−x0x2); on a

Indτ = {(0 : 0 : 1)}, Excτ = {x0 = 0}.
Remarquons queρ et τ sont aussi des involutions.
Deux élémentsf et g de Bir(P2) sontbirationnellement conjuguéss’il existe une transfor-

mation birationnelleh telle quef = hgh−1. Les trois élémentsσ, ρ et τ sont birationnellement
conjugués à des involutions de PGL3(C); on peut facilement trouver les conjugantes qui sont
d’ailleurs dans [47].

1.2. Transformations rationnelles quadratiques

SoitC[x0,x1,x2]ν l’ensemble des polynômes homogènes de degréν dansC3. Considérons
l’application rationnelle det jac définie par

det jac : Rat2 99K P(C[x0,x1,x2]3)≃ { courbes de degré 3}, [Q] 99K [det jacQ= 0].

Remarque 1.2. — L’application det jac n’est pas définie pour les applications [Q] telles que
det jacQ≡ 0; une telle application est à conjugaison g.d. près du type

(Q0 : Q1 : 0) ou bien (x2
0 : x2

1 : x0x1).

En effet soitQ une transformation rationnelle quadratique telle que det jacQ ≡ 0; notonsQi

les composantes deQ.

Supposons queQ0 soit de rang maximal, par exempleQ0 =
x2

0+x2
1+x2

2
2 ; on peut alors se rame-

ner à

Q1 = ax0x2+bx0x1+q1(x1,x2), Q2 = cx0x1+q2(x1,x2)

les qi désignant des éléments deC[x1,x2]2. Un calcul montre que le coefficient dex3
0 dans

det jacQ est−ac; nous sommes donc dans l’une des situations suivantes :

a 6= 0, c= 0; a= 0, c 6= 0; a= c= 0.

Si a 6= 0 etc= 0 l’égalité det jacQ≡ 0 entraîneQ2 = 0. Lorsquea= 0 etc 6= 0 on a, à partir
de det jacQ≡ 0, l’égalité bQ2 = Q1. Enfin lorsquea etc sont nuls det jacQ≡ 0 implique que :

• ou bienq2 = 0 d’où Q2 = 0;
• ou bienb= 0 etq1 et q2 sontC-colinéaires, par suiteQ1 etQ2 sontC-colinéaires.
Le cas oùQ0 n’est pas de rang maximum se traite de la même façon.

Proposition 1.3. — L’application det jacest surjective.
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Démonstration. — Le déterminant jacobien de l’involution de CREMONA s’annule sur l’union
de trois droites en position générale.

SoitQ la transformation rationnelle définie par
(
x2

0 : x2
1 : (x0−x1)x2

)
. La courbe donnée par

det jacQ=
[
x0x1(x0−x1) = 0

]
est l’union de trois droites concourantes.

Le déterminant jacobien deρ (resp.τ) est l’union d’une droite double et d’une droite simple
(resp. une droite triple).

On remarque que

det jac

(
− 1

α
x2

0+x2
2 : −α

2
x0x2+

1+α
4

x2
0−

1
4

x2
1 : x0x1

)
=
[
x2

1x2 = x0(x0−x2)(x0−αx2)
]

de sorte que l’on atteint toutes les cubiques ayant une formenormale de WEIERSTRASS.
PosonsQ := (x0x1 : x0x2 : x2

0+x1x2); alors det jacQ=
[
x0(x2

0−x1x2) = 0
]

est l’union d’une
conique et d’une droite en position générale.

Ensuite pour la transformationQ définie par

(x2
1 : x2

0+2x0x2 : x2
0+x0x1+x1x2)

on a det jacQ=
[
x1(2x2

0− x1x2) = 0
]

qui est l’union d’une conique et d’une droite tangente à
cette conique.

ConsidéronsE l’espace vectoriel des matrices 3× 3 dont les coefficients sont des formes
linéaires ;E est de dimension 27. Soit F le sous-espace linéaire deE formé des matrices ja-
cobiennes d’applications rationnelles quadratiques ; on remarque que dimF = 18. Soit det le
morphisme algébrique défini par :

det : E → C[x0,x1,x2]3, A 7→ detA.

D’après ce qui précède l’image de det contient toutes les cubiques planes sauf éventuellement
la cubique cuspidale. Considérons la matrice

A=




x0 0 x1

x2 x0 0
0 x2 x0


 ;

ce n’est pas la matrice jacobienne d’une transformation rationnelle quadratique mais

detA= x3
0+x1x2

2.

L’application det est donc surjective ; en particulier ses fibres sont non vides et donc de dimen-
sion au moins 27−10= 17. PuisqueF est de dimension 18 etE de dimension 27 la fibre de
det|F au dessus de toute cubique plane est de dimension strictement positive ; en particulier la
cubique cuspidale est atteinte par det jac.

Ainsi on obtient à conjugaison près toutes les cubiques planes. Pour conclure il suffit de faire
agir l’action gauche-droite.

1.3. Critère de birationnalité

Nous allons donner une présentation de la classification destransformations birationnelles
quadratiques qui repose sur des arguments s’appuyant sur des remarques élémentaires. Notons
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que la Proposition 1.5 qui suit n’est pas un énoncé original (voir par exemple [1], Proposi-
tion 3.5.3.) ; le point de vue abordé ici est toutefois différent du point de vue classique.

Soientg une transformation rationnelle etψ un polynôme homogène en trois variables. On
dit queg contracteψ si l’image parg de la courbe[ψ = 0]\ Indg est un ensemble fini.

Soit f̃ : C3 → C3 une application polynomiale homogène de degréν; on note f̃i les compo-
santes dẽf et on suppose que pgcd( f̃0, f̃1, f̃2) = 1. Lespoints critiquesde f̃ sont les zéros de
det jacf̃ ; ils forment l’ensembleC ( f̃ ). Soit f = f • : P2 99K P2 l’application rationnelle induite
par f̃ ; l’hypothèse pgcd( f̃0, f̃1, f̃2) = 1 implique quef est dominante. On désigne encore par
C ( f ) l’adhérence du lieu critique de la restriction def àP2\ Ind f ; si ν ≥ 2 cet ensemble est
une courbe algébrique propre. Un calcul local élémentaire montre queC ( f ) est exactement le
projectivisé deC ( f̃ ).

Remarque 1.4. — En général une transformation rationnelle ne contracte pas det jacf (c’est
par exemple le cas pourf = (x2

0 : x2
1 : x2

2)).

Proposition 1.5. — Soit f une transformation birationnelle deP2 dans lui-même ;det jac f
est contracté par f.

Démonstration. — Nous allons raisonner par l’absurde. SoitΓ une composante irréductible
de C ( f ). Supposons queΓ ne soit pas contractée parf ; alors f (Γ\ Ind f ) est une courbeΓ′.
On se donne un point génériquem deΓ; enm, la transformationf est holomorphe,Γ est lisse
et f|Γ est une submersion du germeΓ,m de Γ enm sur Γ′

,m′ où m′ = f (m). À conjugaison par
des difféomorphismes locaux à la source et au but près, on peut supposer quem= m′ = 0 et
queΓ,m= Γ′

,m′ = (x1 = 0). Le théorème de la fonction inverse assure qu’on peut se ramener au
voisinage de 0 à

f (x0,0) = (x0,0);

dit autrement il existeg1, g2 deux fonctions holomorphes telles que

f (x0,x1) =
(
x0+x1g1(x0,x1),x1g2(x0,x1)

)
.

Toujours par inversion locale on peut supposer quef (x0,x1) =
(
x0,x1ψ(x0,x1)

)
. Puisque

det jacf = ψ(x0,x1)+x1
∂ψ
∂x1

(x0,x1)

doit s’annuler surx1 = 0 on aψ(x0,0) = 0. Il en résulte quef s’écrit
(
x0,x

k
1ζ(x0,x1)

)
, aveck≥ 2, ζ(x0,0) 6≡ 0.

Quitte à se placer en un point voisin de 0 surx1 = 0, on peut supposer queζ(0,0) est non
nul de sorte qu’à conjugaison locale à la source et au but prèsf est de la forme(x0,xk

1). Or
une application birationnelle est génériquement localement inversible ce qui n’est pas le cas
pour(x0,xk

1) lorsquek≥ 2.

Si A, B sont deux éléments de PGL3(C) et Q= AσB (resp.Q= AρB, resp.Q= AτB), alors
det jacQ est l’union de trois droites en position générale (resp. l’union d’une droite double
et d’une droite simple, resp. une droite triple). Nous allons donner un critère qui permet de
déterminer si une transformation quadratique rationnelleest birationnelle.
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Théorème 1.6. — Soit Q une transformation rationnelle purement quadratique non dégénérée
(i.e. det jacQ 6≡ 0). Supposons que Q contractedet jacQ; alors det jacQ est l’union de trois
droites(non concourantes lorsqu’elles sont distinctes) et Q est birationnelle.

De plus :
• si det jacQ est l’union de trois droites en position générale, Q est, à équivalence g.d. près,

l’involution deCREMONA σ;
• si det jacQ est l’union d’une droite double et d’une droite simple, Q coïncide, à conjugai-

son g.d. près, avecρ;
• enfin sidet jacQ est une droite triple, Q appartient àOg.d.(τ).

Corollaire 1.7. — Une transformation rationnelle quadratique deP2 dans lui-même appar-
tient àOg.d.(σ) si et seulement si elle admet trois points d’indétermination.

Remarque 1.8. — Un élémentQ de Bir(P2) contracte det jacQ et ne contracte pas d’autre
courbe. On peut se demander si le critère de birationnalité du Théorème 1.6 est encore va-
lable en degré strictement supérieur à 2; la réponse est non.On a dès le degré 3 des exemples
d’élémentsQ qui contractent det jacQ mais ne sont pas birationnels comme l’atteste la transfor-
mation(x2

0x1 : x0x2
2 : x2

1x2). Remarquons que si ce critère de birationnalité était valable en tout
degré, il impliquerait la conjecture du jacobien de façon plus ou moins triviale. Rappelons ici
que la conjecture jacobienne est satisfaite en toute dimension par les applications polynomiales
de degré 2 (voir [3]). On trouve d’ailleurs ici et là dans ce qui suit des techniques élémentaires
utilisées pour établir ce fait.

Remarque 1.9. — Nous ignorons si un critère analogue à celui donné dans le Théorème 1.6
existe en dimension quelconque ; [87] devrait permettre de s’en assurer en dimension 3.

Démonstration du Théorème 1.6. — Montrons que det jacQ est l’union de trois droites.
Supposons det jacQ irréductible. ÉcrivonsQ sous la forme(Q0 : Q1 : Q2). À composition à

gauche près on peut supposer que det jacQ est contracté sur(1 : 0 : 0); alors det jacQ diviseQ2

et Q3 : impossible.
De la même façon si det jacQ = Lq avecL linéaire etq quadratique non dégénérée, on

peut se ramener à :q= 0 est contracté sur(1 : 0 : 0); alorsQ s’écrit (q1 : q : αq) et donc est
dégénérée.

Ainsi det jacQ est le produit de trois formes linéaires.

Étudions le cas où, à conjugaison près, det jacQ = x0x1x2. Si les droitesx0 = 0 et x1 = 0
sont contractées sur un même point, disons(1 : 0 : 0), alorsQ est de la forme(q : x0x1 : αx0x1)

qui est dégénérée. Les droitesx0 = 0, x1 = 0 et x2 = 0 sont donc contractées sur trois points
distincts. Un calcul direct montre qu’ils ne peuvent être alignés. On se ramène au cas oùx0 = 0
(resp.x1 = 0, resp.x2 = 0) est contractée sur(1 : 0 : 0) (resp.(0 : 1 : 0), resp.(0 : 0 : 1)) ; on
constate alors queQ est l’involution de CREMONA à conjugaison près.

Considérons l’éventualité où det jacQ a deux branchesx0 = 0 et x2 = 0. D’après ce que
l’on vient de voir, les droitesx0 = 0 et x2 = 0 sont contractées sur deux points distincts, par
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exemple(1 : 0 : 0) et (0 : 1 : 0). La transformationQ s’écrit donc, à équivalence g.d. près,

Q=
(
x2(αx1+βx2) : x0(γx0+δx1) : x0x2

)
.

Pour que det jacQ ait deux branches il faut queαδ = 0. Un calcul direct montre queQ est
birationnelle dès queβδ−αγ 6= 0 et en fait g.d. équivalente àρ.

On s’intéresse au cas où det jacQ = x3
2. On peut supposer quex2 = 0 est contractée sur

(1 : 0 : 0); alorsQ= (q : x2ℓ1 : x2ℓ2) où q désigne une forme quadratique et lesℓi des formes
linéaires.

• Si (x2, ℓ1, ℓ2) est un système de coordonnées, on peut écrire à conjugaison près

Q= (q : x0x2 : x1x2), q= ax2
0+bx2

1+cx2
2+dx0x1.

Le calcul explicite de det jacQ conduit àa= b= d = 0, i.e. ou bienQ est dégénérée, ou
bienQ représente une transformation linéaire, toutes choses exclues.

• Supposons que(x2, ℓ1, ℓ2) ne soit pas un système de coordonnées,i.e.

ℓ1 = ax2+ ℓ(x0,x1), ℓ2 = bx2+ εℓ(x0,x1).

Notons queℓ n’étant pas identiquement nulle (sinonQ serait dégénérée), on peut se rame-
ner àℓ= x0. À équivalence g.d. prèsQ est de la forme(q : x0x2 : x2

2). Un calcul explicite
conduit à det jacQ=−2x2

2
∂q
∂x1

; par suite ∂q
∂x1

est divisible parx2 autrement ditq est du type

αx2
2+βx0x2+ γx2

0+δx1x2. Toujours à équivalence g.d. près, on obtientQ= τ.

Pour finir abordons la possibilité : det jacQ = x0x1(x0 − x1). Comme on l’a vu les droites
x0 = 0 etx1 = 0 sont contractées sur deux points distincts que l’on va supposer être(1 : 0 : 0)
et (0 : 1 : 0). Il s’en suit que

Q=
(
x1(ax0+bx1+cx2) : x0(αx0+βx1+ γx2) : x0x1

)

aveca, b, c, α, β, γ ∈C. On constate que l’image de la droitex0 = x1 parQ est
(
(a+b)x0+cx2 : (α+β)x0+ γx2 : x0

)
;

c’est un point si et seulement sic et γ sont nuls auquel casQ ne dépend pas dex2.

Posons

Σ3 := Og.d.(σ), Σ2 := Og.d.(ρ), Σ1 := Og.d.(τ).

Considérons une transformation birationnelle représentée parQ= ℓ(ℓ0 : ℓ1 : ℓ2) oùℓ et lesℓi

désignent des formes linéaires, lesℓi étant indépendantes. La droiteℓ = 0 est une « droite
contractée apparente » ; en effet l’action deQ surP2 est évidemment celle de l’automorphisme
(ℓ0 : ℓ1 : ℓ2) deP2. On noteraΣ0 l’ensemble de ces transformations :

Σ0 =
{
ℓ(ℓ0 : ℓ1 : ℓ2) |ℓ, ℓi formes linéaires, lesℓi étant indépendantes

}
.

Les éléments deΣ0 seront abusivement appelés linéaires ; en fait c’est l’ensemble

(Σ0)• =
{

f • | f ∈ Σ0}
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qui s’identifie à PGL3(C). On aΣ0 = Og.d.
(
x0(x0 : x1 : x2)

)
: à conjugaison gauche-droite près

un élément de la formeℓA s’écrit x0A′ puisx0id. Cette approche permet de voir les dégénéres-
cences de transformations quadratiques sur des applications linéaires.

Un automorphisme polynomial deC2 est appeléautomorphisme deHÉNON s’il s’écrit (à
conjugaison affine près)

(x1,P(x1)−δx0), P∈ C[x1], degP≥ 2, δ ∈C∗.

D’après le Théorème 1.6 le prolongement àP2 de tout automorphisme de HÉNON quadratique
appartient àΣ1.

Remarquons qu’un élément deΣi comptei points d’indétermination eti courbes contractées.
Un élément deΣi ne peut être linéairement conjugué à un élément deΣ j où j 6= i; par contre

il peut l’être birationnellement : on a par exemple signalé précédemment que les involutionsσ,
ρ etτ sont dynamiquement conjuguées à des involutions de PGL3(C). Toutefois des arguments
que nous développerons au Chapitre 3 montrent qu’un élémentgénérique deΣi , pour i ≥ 1,
n’est pas birationnellement conjugué à une transformationlinéaire.

Corollaire 1.10. — On a

B̊ir2 = Σ1∪Σ2∪Σ3, Bir2 = Σ0∪Σ1∪Σ2∪Σ3.

Remarques 1.11. — i. Une décomposition de NŒTHERdeρ est :

(x2−x1 : x1−x0 : x1)σ(x1+x2 : x2 : x0)σ(x0+x2 : x1−x2 : x2)

qu’il faudrait en toute légitimité écrire

ρ• =
(
(x2−x1 : x1−x0 : x1)σ(x1+x2 : x2 : x0)σ(x0+x2 : x1−x2 : x2)

)•
.

On retrouve donc le fait classique suivant déjà énoncé dans [64, 1] : pour toute transforma-
tion birationnelle quadratiqueQ ayant deux points d’indétermination il existeℓ1, ℓ2 et ℓ3 dans
PGL3(C) tels queQ= ℓ1σℓ2σℓ3. En particulier la détermination des transformations linéaires
ℓ telle queσℓσ soit quadratique mérite attention (voir Chapitre 4).
ii. La transformationτ = (x2

0 : x0x1 : x2
1−x0x2), qui s’écrit aussiℓ1σℓ2σℓ3σℓ4σℓ5 avec

ℓ1 = (x1−x0 : 2x1−x0 : x2−x1+x0), ℓ2 = (x0+x2 : x0 : x1),

ℓ3 = (−x1 : x0+x2−3x1 : x0), ℓ4 = (x0+x2 : x0 : x1),

ℓ5 = (x1−x0 : −2x0+x2 : 2x0−x1),

est dansΣ1. Il s’en suit que tout élément deΣ1 est de la formeℓ1σℓ2σℓ3σℓ4σℓ5 avec ℓi

dans PGL3(C) (voir [64, 1]). La réciproque est fausse au sens où tout élément du type

ℓ1σℓ2σℓ3σℓ4σℓ5

n’appartient pas àΣ1; génériquement (sur le choix desℓi) un tel élément est de degré 16.
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1.4. Relations et transformations birationnelles, secondcritère de birationnalité

Soit Q = (Q0 : Q1 : Q2) une transformation rationnelle deP2; on appellerelation linéaire
deQ tout tripletL = (L0,L1,L2) de formes linéaires satisfaisant

L0Q0+L1Q1+L2Q2 = 0.

On note RL(Q) leC-espace vectoriel des relations linéaires deQ. On observe que la dimen-
sion e(Q) de RL(Q) est invariante sous l’action gauche-droite. Rappelons le résultat classique
suivant :

Proposition 1.12([94]). — Soient f1, . . . , fn des germes de fonctions holomorphes à l’origine
deCn tels que{ f1 = . . .= fn = 0}= {0}. Alors leO (Cn,0)-module des relations

R( f ) := {a= (a1, . . . ,an) ∈ O (Cn,0) |a1 f1+ . . .+an fn = 0}

est engendré par les relations triviales fi j = (

j−1︷ ︸︸ ︷
0, . . . ,0︸ ︷︷ ︸

i−1

, f j ,0, . . . ,0,− fi ,0, . . . ,0).

Une conséquence de cet énoncé est la suivante :

Proposition 1.13. — Soit f = ( f0 : f1 : f2) un endomorphisme deP2, c’est-à-dire f satisfait
{ f0 = f1 = f2 = 0}= {0}. Sidegf ≥ 2, alors RL( f ) = {0}.

Désormais nous considérons plus particulièrement les transformations quadratiques pures.

1.4.1. Calculs explicites d’espaces de relations linéaires. — Nous allons calculer RL(Q)

pour quelquesQ typiques.

Nous commençons par l’involution de CREMONA σ. Visiblement RL(σ) est engendré par
les relations(−x0,x1,0) et(x0,0,−x2). On a donc e(σ) = 2; on remarque que RL(σ) s’identifie
naturellement (on représente lesℓ par des matrices 3×3 à coefficients dansC) à l’algèbre de
L IE commutative des matrices diagonales de trace nulle. Notonsque si l’on tordσ par conju-
gaison diagonale,i.e.on considèreσα = (α0x1x2 : α1x0x2 : α2x0x1), alors RL(σα) s’identifie à
l’algèbre des matrices diagonales 


β0 0 0
0 β1 0
0 0 β2




telles queα0β0+α1β1+α2β2 = 0. L’invariance g.d. de l’entier e nous permet d’affirmer que
pour tout élémentQ dansΣ3 on a e(Q) = 2.

Nous considérons maintenant la transformationρ′ deΣ2 définie par

ρ′ = (x1x2 : x1x2−x0x2 : −x2
1).

Un calcul élémentaire montre que

RL(ρ′) =
{
(αx0+βx1,αx1,(α+β)x2) |(α,β) ∈ C2}.
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Ainsi e(ρ′) = 2 et RL(ρ′) s’identifie à l’algèbre de LIE commutative de dimension 2 des ma-
trices de JORDAN du type




α β 0
0 α 0
0 0 α+β


 .

Comme précédemment pour tout élémentQ deΣ2 on a e(Q) = 2.

Nous choisissons dansΣ1 l’élémentτ′ défini parτ′ = (x2
2 : −x1x2 : x2

1−x0x2). On vérifie que

RL(τ′) =
{
(αx0+βx1,αx1+βx2,αx2) |(α,β) ∈ C2}.

Ici encore e(τ′)= 2 et RL(τ′) s’identifie à l’algèbre de LIE commutative constituée des matrices
de JORDAN de la forme :




α β 0
0 α β
0 0 α


 .

Cette correspondance entre les orbites deΣ3, Σ2 et Σ1 et les différents types d’algèbres de
L IE abéliennes de dimension 2 des matrices 3×3 à coefficients dansC s’avère pour le moins
curieuse, mais peut-être seulement anecdotique.

Passons maintenant au calcul de l’invariant e pour une transformation deΣ0.Considérons par
exemple l’application identité représentée dans Bir2 par idℓ =(ℓx0 : ℓx1 : ℓx2) oùℓ est une forme
linéaire non triviale. On constate que RL(idℓ) est indépendant du choix deℓ et est engendré par
(x1,−x0,0), (x2,0,−x0) et (0,x2,−x1). Il en résulte que e(idℓ) = 3 et que RL(idℓ) s’identifie à
l’algèbre de LIE simple de dimension 3 des matrices 3×3 antisymétriques. Évidemment e(Q)

vaut 3 pour tout élémentQ deΣ0.

Nous avons établi la :

Proposition 1.14. — Soit Q une transformation birationnelle quadratique. Alors :
• Q appartient àΣ0 si et seulement sie(Q) = 3;
• Q est purement quadratique si et seulemente(Q) = 2.

Comme on l’a vu il y a dans l’adhérence de Bir2 dansP17 des éléments dégénérésQ pour
lesquels les espaces RL(Q) se calculent aisément. En voici quelques uns :

RL(x2
0 : x2

1 : 0) =
{
(0,0, ℓ) |ℓ forme linéaire

}

est de dimension 3 et c’est encore une algèbre de LIE ;

RL(x2
0 : x2

1 : x0x1) =
{
(αx1,βx0,−αx0−βx1) |(α,β) ∈ C2}

est de dimension 2.
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1.4.2. Critère de birationnalité. — Remarquons que siQ est birationnelle purement quadra-
tique, RL(Q) contient un élémentL qui, vu comme endomorphisme deC3, est inversible. Ce
n’est plus le cas pour les transformationsQ deΣ0; les éléments de RL(Q) sont alors tous non
inversibles.

Lemme 1.15. — Soit Q un élément deRat2 tel quee(Q) = 2. Si RL(Q) contient un élément
inversible, Q appartient àΣ1∪Σ2∪Σ3.

Démonstration. — Soit{L = (L0,L1,L2), L′ = (L′
0,L

′
1,L

′
2)} une base de RL(Q); on peut sup-

poser queL etL′ sont inversibles. Considérons la transformation quadratique f = ( f0 : f1 : f2),
dite déterminantielle, définie parf = L∧L′ :




f0
f1
f2


=




L1L′
2−L2L′

1
L2L′

0−L0L′
2

L0L′
1−L1L′

0


 .

Commençons par quelques remarques :
i. Supposons quef soit identiquement nulle. CommeL est inversible,L′ est un multiple

deL ce qui contredit le fait que RL(Q), de dimension 2, soit engendré parL etL′.
ii. Si Q n’est pas purement quadratique, e(Q) est minoré par 3. Ceci se constate au cas par

cas en utilisant le fait queQ est à équivalence g.d. près de l’un des types suivants :
– (ℓx0, ℓx1, ℓx2), ℓ désignant une forme linéaire ;
– (ℓx0, ℓx1,0), ℓ étant une forme linéaire ;
– (q,0,0) avecq forme quadratique.

D’aprèsi. en un point génériquem les vecteursL(m) et L′(m) sont indépendants,i.e. f est
non identiquement nulle et satisfaitf ∧Q= 0. D’aprèsii. on a codimQ−1(0)≥ 2; la Proposition
1.13 assure queQ−1(0) ne peut se réduire à{0} de sorte queQ−1(0) est constitué d’un nombre
fini de droites. En particulierQ satisfait la propriété de division deDE RHAM -SAITO ([88]),
i.e. il existe h dansO (C3) tel que f s’écrivehQ. Pour des raisons d’homogénéitéh est une
constante non nulle et on peut supposer queQ= L∧L′. Les zéros deQ (qui correspondent en
coordonnées homogènes aux points d’indétermination) sontexactement les pointsmoùL etL′

sont colinéaires ; dit autrement ce sont les directions propres deL−1L′. Il y a évidemment trois
possibilités :

• L−1L′ a trois directions propres non colinéaires ;
• L−1L′ compte deux directions propres non colinéaires ;
• L−1L′ possède une unique direction propre.
Dans la première éventualitéQ a trois points d’indétermination et est donc birationnelle, en

fait dansΣ3. Dans les autres cas pour établir la birationnalité on peut supposer à équivalence
g.d. près queL = id; il suffit alors d’examiner les différents types de JORDAN pour L′. Ainsi
dans le second cas il y a deux points d’indétermination,i.e. Q appartient àΣ2. Enfin dans la
dernière possibilité,Q compte un unique point d’indétermination :Q est un élément deΣ1.

Inversement on a le :
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Lemme 1.16. — Soit Q un élément deP17 représentant une transformation rationnelle telle
quee(Q) = 2. Supposons que les éléments deRL(Q) soient non inversibles. Alors Q coïncide,
à conjugaison gauche-droite près, avec(x2

0 : x2
1 : x0x1); en particulier Q appartient àBir2.

Démonstration. — On procède comme dans le lemme précédent. La transformation Q est
nécessairement purement quadratique en particulier dimQ−1(0) ≤ 1. Soit {L,L′} une base
de RL(Q).

Montrons quef := L∧L′ ne peut être identiquement nul. Raisonnons par l’absurde. Si f est
nul, l’argument de division deDE RHAM -SAITO ([88]) impose queL et L′ s’annulent sur un
hyperplan de sorte que

L = ℓ(a,b,c), L′ = ℓ′(a′,b′,c′)

où ℓ, ℓ′ désignent des formes linéaires et(a,b,c), (a′,b′,c′) des éléments deC3; ceci implique
queQ n’est pas purement quadratique : contradiction. Ainsi comme dans la démonstration du
Lemme 1.15 on aL∧L′ 6≡ 0 et on peut supposer queQs’écritL∧L′. Notons que chaque élément
de RL(Q) est, par l’argument précédent, précisément de rang 2. En particulier ker(L− tL′)
est, pour toutt dansC, une droiteD t dépendant holomorphiquement det. On observe que
chaqueD t appartient àQ−1(0); il s’en suit queD t est constant etL, L′ ont même noyau, disons
C(0,0,1). Par conséquentQ est du type

(
Q0(x0,x1) : Q1(x0,x1) : Q2(x0,x1)

)
.

Si lesQi forment une base des formes quadratiques en deux variables,Qest g.d. conjugué à(x2
0 :

x2
1 : x0x1) comme annoncé. SinonQ est, toujours à conjugaison g.d. près, du type(Q0 : Q1 : 0);

mais pour une telle transformation dimRL(Q)≥ 3 ce qui, par hypothèse, est impossible.

Lemme 1.17. — Soit Q une transformation rationnelle quadratique. Sie(Q)≥ 3, alors Q ap-
partient àBir2.

Démonstration. — Supposons qu’il existeL et L′ dans RL(Q) tels queL∧L′ 6≡ 0. Si L∧ L′

s’annulait sur un ensemble de codimension 2, alors, d’après [88], la dimension de RL(Q) se-
rait 2 ce qui n’est pas le cas. Par suiteL∧L′ est divisible par une forme linéaire ou une forme
quadratique. Dans la première éventualitéQ est du typeℓ f oùℓ désigne une forme linéaire etf
un endomorphisme deC3; visiblementQ est dansBir2. Dans le second casQ est à conjugaison
près de l’un des types suivants

(x2
2+x0x1 : 0 : 0), (x0x1 : 0 : 0), (x2

0 : 0 : 0)

qui sont tous dansBir2 : ils sont de la formeAσ, Aρ ou Aτ lorsqueA « dégénère » sur un
élément non inversible.

Supposons que pour tout choix deL et L′ dans RL(Q) on ait L∧ L′ ≡ 0. Tout élément
de RL(Q) est de rang 1 sinon on aurait e(Q) = 1. En particulier il existe(a,b,c) dansC3 tel
que

RL(Q) =
{
(αx0+βx1+ γx2)(a,b,c) |(α,β,γ) ∈C3}
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et Q est dégénérée ; on peut d’ailleurs se ramener, à équivalenceg.d. près, à

Q=
(
Q0(x0,x1,x2) : Q1(x0,x1,x2) : 0

)
.

Montrons qu’un tel élément est dansBir2. On peut supposer queQ est purement quadratique.
Les formes normales des couples(Q0,Q1) sont données par la classification des pinceaux de
coniques que l’on trouve par exemple dans [63]. À équivalence g.d. près on se ramène aux
modèles suivants :

(x1x2+x0x2+x0x1 : αx1x2+βx0x2+ γx0x1 : 0), (x2
2 : x0x1 : 0),

(x2
0 : x0x1+x2

2 : 0), (x2
0+x2

1 : x0x1+x2
2 : 0).

Visiblement(x1x2+x0x2+x0x1 : αx1x2+βx0x2+γx0x1 : 0) est une dégénérescence de trans-
formations de typeAσ; elle est donc dansBir2. De même les transformations(x2

2 : x0x1 : 0)
et (x2

0 : x0x1 + x2
2 : 0) le sont aussi en considérant des transformations du typeAρ, Aτ avec

detA = 0. Pour montrer que(x2
0 + x2

1 : x0x1+ x2
2 : 0) est dans l’adhérence de Bir2 on procède

comme suit. Les 2 formes quadratiques ci-dessus s’annulentsimultanément sur quatre droites
en position générale plus précisément sur :

Vect(i,1,e3iπ/4), Vect(i,1,−e3iπ/4), Vect(−i,1,eiπ/4), Vect(−i,1,−eiπ/4).

Par conjugaison à droite près on peut ramener trois de ces droites en position standard :

Vect(1,0,0), Vect(0,1,0), Vect(0,0,1).

Après cette modification(x2
0 + x2

1 : x0x1 + x2
2 : 0) est du typeAσ, la dernière ligne deA étant

nulle. La transformation(x2
0 + x2

1 : x0x1 + x2
2 : 0) est donc une dégénérescence d’un élément

deΣ3.

On obtient finalement le :

Théorème 1.18. — Soit Q une transformation rationnelle quadratique.
Sie(Q)≥ 2, alors Q appartient àBir2.

Si Q est non dégénérée ete(Q) = 2, alors Q appartient àΣ1∪Σ2∪Σ3.

1.4.3. Paramétrisation de l’adhérence deBir2. — En fait en suivant les raisonnements pré-
cédents on a le :

Théorème 1.19. — Soit Q un élément de̊Bir2; il existe L et L′ deux formes linéaires telles
que Q= L∧ L′. Inversement une transformation non dégénérée du type L∧ L′ est dansBir2.

Les éléments deBir2 sont donc exactement les applications quadratiques « déterminantielles ».

Ceci permet d’obtenir de nouveauBir2 comme l’adhérence de l’image d’un morphisme
(l’ancienne étant(A,B) 7→ AσB). Plus précisément introduisons les notations suivantes :

L = (a0x0+b0x1+ c0x2 : a1x0+b1x1+ c1x2 : a2x0+b2x1+ c2x2),

L′ = (α0x0+β0x1+ γ0x2 : α1x0+β1x1+ γ1x2 : α2x0+β2x1+ γ2x2),
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a=




a0

a1

a2


 , b=




b0

b1

b2


 , c=




c0

c1

c2


 , α =




α0

α1

α2


 , β =




β0

β1

β2


 , γ =




γ0

γ1

γ2


 ,

Q= (A0x2
0+B0x

2
1+C0x2

2+D0x1x2+E0x0x2+F0x0x1 : A1x2
0+B1x

2
1+C1x2

2

+D1x1x2+E1x0x2+F1x0x1 : A2x2
0+B2x2

1+C2x2
2+D2x1x2+E2x0x2+F2x0x1),

A=




A0

A1

A2


 , B=




B0

B1

B2


 , C=




C0

C1

C2


 , D =




D0

D1

D2


 , E =




E0

E1

E2


 , F =




F0

F1

F2


 .

L’égalité Q= L∧L′ s’exprime alors comme suit

A= a∧α, B= b∧β, C = c∧ γ,
D = b∧ γ +c∧β, E = a∧ γ +c∧α, F = a∧β+b∧α

ce qui, comme annoncé, permet de paramétrerBir2 comme l’adhérence de l’image d’un mor-
phisme rationnel.

Considérons la matriceM à 10 lignes et 9 colonnes définie par

M(Q) =




A0 0 0 A1 0 0 A2 0 0
0 B0 0 0 B1 0 0 B2 0
0 0 C0 0 0 C1 0 0 C2

B0 F0 0 B1 F1 0 B2 F2 0
F0 A0 0 F1 A1 0 F2 A2 0
C0 0 E0 C1 0 E1 C2 0 E2

E0 0 A0 E1 0 A1 E2 0 A2

0 C0 D0 0 C1 D1 0 C2 D2

0 D0 B0 0 D1 B1 0 D2 B2

D0 E0 F0 D1 E1 F1 D2 E2 F2




.

Remarquons que siQ= L∧L′, les vecteurs

t(a0, a1, a2, b0, b1, b2, c0, c1, c2) et t(α0, α1, α2, β0, β1, β2, γ0, γ1, γ2)

sont dans le noyau deM(Q). Le Théorème 1.19 s’énonce en partie comme suit :

Proposition 1.20. — Soit Q une transformation rationnelle quadratique non dégénérée. Alors Q
appartient àBir2 si et seulement si rg M(Q)≤ 7.

Cette proposition est très pratique pour tester des exemples effectifs, en particulier avec
Maple, puisqu’il s’agit de décider de l’annulation de certains polynômes à l’inverse du Théo-
rème 1.6 qui lui demande un calcul de racines de polynômes.
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1.5. Quelques orbites sous l’action gauche-droite

Comme on l’a vu précédemment, Bir2 apparaît comme une union finie de g.d. orbites. Ceci
n’en fait pas pour autant un sous-ensemble algébrique ferméde Rat2. Par exemple la trans-
formation « constante »(x1x2 : 0 : 0) est dans l’adhérence deOg.d.(σ) mais pas dans Bir2. Par
contre l’ensembleBir2 peut être vu comme un sous-ensemble algébrique deP17; ceci peut être
déduit par exemple du Théorème 1.19 et d’arguments élémentaires de géométrie algébrique.
Pour préciser la nature de Bir2 nous allons essayer d’étudier quelques propriétés du « feuille-
tage » induit par l’action g.d. surP17; pour cela on commence par s’intéresser à quelques
orbites spéciales.

Au même titre queσ le déterminant jacobien des transformations rationnelles

(x2
0 : x2

1 : x2
2) et (x2

0 : x2
1+x0x2 : x2

2)

s’annule sur trois droites en position générale.

Proposition 1.21. — Les orbites deσ = (x1x2 : x0x2 : x0x1) et (x2
0 : x2

1 : x2
2) sont de dimen-

sion14, l’orbite de (x2
0 : x2

1+x0x2 : x2
2) est de dimension15.

Démonstration. — Calculons le groupe d’isotropie de(x2
0 : x2

1 : x2
2) : soientA, B dans SL3(C)

et η dansC∗ tels que
A(x2

0 : x2
1 : x2

2)B= η(x2
0 : x2

1 : x2
2).

NotonsBi les composantes deB; à partir de

det jacA(x2
0 : x2

1 : x2
2)B= det jacη(x2

0 : x2
1 : x2

2)

on obtientB1B2B3 = η3x0x1x2. Comme(x2
0 : x2

1 : x2
2) commute aux permutations, la composante

neutre du groupe d’isotropie est formée d’éléments(A,B) diagonaux. Posons

A :=

(
µ1x0 : µ2x1 :

x2

µ1µ2

)
, B :=

(
α1x0 : α2x1 :

x2

α1α2

)
.

L’égalité A(x2
0 : x2

1 : x2
2)B= η(x2

0 : x2
1 : x2

2) entraîne :

µ1α2
1 = η, µ2α2

2 = η, 1= µ1µ2α2
1α2

2η.

Il en résulte queη3 = 1, i.e. à indice fini prèsη vaut 1 etµ1α2
1 = µ2α2

2 = 1. Ainsi le groupe
d’isotropie de(x2

0 : x2
1 : x2

2) est de dimension 2 donc dimOg.d.(x2
0 : x2

1 : x2
2) = 14.

Par ailleurs soientA,C dans SL3(C) et η dansC∗ tels que

A(x2
1+x0x2 : x2

0 : x2
2) = η(x2

1+x0x2 : x2
0 : x2

2)C.

Un calcul montre qu’on est nécessairement dans l’une des situations suivantes :

A=

(
ηβ2x0 : ηα2x1 : η

β4

α2x2

)
, C=

(
αx0 : βx1 :

β2

α
x2

)
et η3 = β3 = 1;

A=

(
ηβ2x0 : ηα2x2 : η

β4

α2x1

)
, C=

(
αx2 : βx1 :

β2

α
x0

)
et η3 = β3 = 1.

Le groupe d’isotropie de(x2
1 + x0x2 : x2

0 : x2
2) est donc de dimension 1; on en déduit que

dimOg.d.(x2
1+x0x2 : x2

0 : x2
2) = 15.
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Bien sûr on peut calculer de la même façon le groupe d’isotropie deσ, mais nous aurons
besoin plus loin de l’espace tangent àOg.d.(σ) enσ :

TσOg.d.(σ) = {(a2x2
1+a3x2

2+a4x0x1+a5x0x2+a6x1x2 : b1x2
0+b3x

2
2+b4x0x1+b5x0x2+b6x1x2 :

c1x2
0+ c2x2

1+ c4x0x1+ c5x0x2+ c6x1x2) |ai , bi , ci ∈C}.

On constate ainsi que TσOg.d.(σ) est de codimension 3 et l’orbite deσ est de dimension 14.

Remarque 1.22. — PosonsQ0 := (x2
0 : x2

1 : x2
2) et Q1 := (x2

0 : x2
1 + x0x2 : x2

2). Pour ε 6= 0 la
transformation

Qε :=
(

x0 : x1 :
x2

ε2

)
Q1(x0 : x1 : εx2) = (x2

0 : x2
1+ εx0x2 : x2

2)

est g.d. conjuguée àQ1; lorsqueε tend vers 0, cette transformationQε tend versQ0. Puisque la
dimension du groupe d’isotropie deQ1 est strictement inférieure à celle du groupe d’isotropie
deQ0, on aOg.d. (Q0)( Og.d. (Q1).

1.5.1. Orbites génériques et feuilletage par les orbites. —Ce qui suit est dans l’esprit de
[62] en particulier ce qui concerne la classification des courbes planes de degré 3.

SoitC une courbe de degré 3 possédant une forme normale de WEIERSTRASS:

x2
1 = x0(x0−1)(x0− η).

On sait que :

• C est une courbe elliptique lisse si et seulement siη 6∈ {0, 1, ∞} ;
• si η = 0 ouη = 1, alorsC est une cubique à point double ;
• enfin si «η = ∞ », C est l’union de trois droites concourantes.

Notons j l’invariant des courbes elliptiques (voir [62] pour plus de détails) :

j(η) = 256
(η2−η+1)3

η2(1−η)2 .

Considérons l’action de PGL3(C) surP9 = P(C[x0,x1,x2]3) donnée par

PGL3(C)×P9 → P9, (g,P) 7→ P◦g−1.

Elle définit un feuilletage(1) F surP9 dont une intégrale première rationnelle est induite
par j (extension dej le long des orbites) et notéeJ. L’égalité det jacAQB−1 = (det jacQ)◦B−1

assure la compatibilité de cette action avec l’action g.d. sur Rat2.
Remarquons quej(∞) = j(0) = j(1) = ∞. Un point générique deJ−1(∞) est une cubique à

point double ; cette feuille est de dimension maximale 8 car le groupe d’isotropie d’une cubique

1. Nous n’utiliserons pas vraiment la théorie des feuilletages. En première approximation le lecteur peut penser
que le feuilletageF est la donnée d’une relation d’équivalence dont les classes, appelées feuilles, sont ici les orbites
de l’action considérée. Une intégrale première est une fonction globalement non constante mais constante sur les
orbites. On reviendra sur cette notion au Chapitre 3. Le lecteur intéressé par une approche plus précise pourra se
référer à [20, 27].
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à point double est fini. Par conséquent la restriction deJ aux courbes elliptiques et cubiques à
point double prend toutes les valeurs ; il en résulte queJ−1(c) \SingF , où SingF (2) désigne
le lieu singulier deF , est, pour toutc, l’orbite d’une courbe elliptique lisse ou d’une cubique
à point double. Les autres configurations de courbes sont contenues dans SingF .

Proposition 1.23. — Une orbite générique pour l’action gauche-droite surRat2 ≃ P17 est de
dimension16. En particulier l’action gauche-droite induit un feuilletageR de codimension1
surP17 d’intégrale première J◦det jac.

Démonstration. — Soit Q dans Rat2 tel queC = det jacQ soit générique (l’existence d’une
telle transformation est assurée par la Proposition 1.3). Calculons le groupe d’isotropie deQ;
soientA, B dans SL3(C) et η dansC∗ tels queAQB−1 = ηQ. Cette égalité conduit à

(det jacQ)◦B−1 = ηdet jacQ.

La courbeC est donc invariante parB; puisqu’elle est générique,B appartient à un groupe fini.
À indice fini près on aA= B= id; le groupe d’isotropie deQ est donc fini.

1.5.2. Lieu singulier. — Nous allons préciser la nature du lieu singulier deR. D’après la
démonstration de la Proposition 1.21 l’ensemble paramétrépar l’application

ψ = ψs,t,u : C3 ∋ (s, t,u) 7→ (x1x2+sx2
0 : x0x2+ tx2

1 : x0x1+ux2
2)

est transverse à l’orbite deσ enσ. On constate que

det jacψ = (2+8stu)x0x1x2−2sx3
0−2tx3

1−2ux3
2.

En particulier det jacψ est une submersion en(0,0,0); le point (0,0,0) correspond àσ et
l’image de det jacψ est une transversale à l’orbite dex0x1x2 dansP9. L’union de trois droites en
position générale est limite d’une des configurations suivantes : courbe elliptique lisse, cubique
à point double ou union d’une droite et d’une conique en position générale. Rappelons que
les orbites des courbes elliptiques ou des cubiques nodalessont lisses de dimension 8 donc ne
sont pas contenues dans le lieu singulier deF ; celle d’une conique et d’une droite en position
générale est de dimension 7. En fait l’image de det jacψ s’identifie à la sous-variété paramétrée
par

ϕ = ϕs,t,u : C3 ∋ (s, t,u) 7→ x0x1x2+sx3
0+ tx3

1+ux3
2

qui est une transversale à l’orbite dex0x1x2 enϕ0,0,0 = x0x1x2. Pour les paramètres(s, t,u) dans
C3 \ {(0,0,0)} satisfaisants= t et u = 27s2 la cubiqueϕs,t,u a deux composantes ; il en est
de même lorsqu’on fait une permutation circulaire sur(s, t,u). Notons qu’une cubique formée
d’une conique et d’une droite en position générale est dans SingF si bien que le lieu singulier
deF dansP9 au pointx0x1x2 a trois branches locales de dimension 7. La courbex0x1x2 étant

2. Soitmun point deP9; enm il existe un germe de 1-formesΩm (unique à facteur multiplicatif près) définis-
santF enm. Ceci signifie que l’espace tangent à la feuille deF enmest le noyau de la forme linéaireΩm. Lorsque
ce noyau est de codimension 1 le pointm est régulier, sinonm est singulier et la forme s’annule enm. L’ensemble
SingF est l’union des points singuliers ; c’est un sous-ensemble algébrique de codimension 2 deP9.



40 CHAPITRE 1. TRANSFORMATIONS RATIONNELLES ET BIRATIONNELLES QUADRATIQUES

à l’intersection de ces trois branches on en déduit que l’orbite dex0x1x2, et en fait l’adhérence
de cette orbite, est contenue dans le lieu singulier de SingF .

On note SingR le lieu singulier du feuilletageR deP17 introduit dans la Proposition 1.23 ;
l’ensemble SingSingR désigne l’ensemble des points singuliers de l’ensemble algébrique
SingR.Commeψ est submersive en(0,0,0) on obtient queσ, et doncΣ3, est dans SingSingR.

Nous verrons plus loin que l’adhérence deΣ3 dansP17 est aussiBir2. On obtient le :

Théorème 1.24. — L’adhérence deBir2 est une composante irréductible deSingSingR.

On peut mener des calculs identiques en les éléments

Q0 = (x2
0 : x2

1 : x2
2) et Q̃1 = (x2

0+x1x2 : x2
1 : x2

2)

pour lesquels on a det jacQ0 = det jac̃Q1 = 8x0x1x2. Comme on l’a dit l’orbite dẽQ1 est de
dimension 15; de plus det jac est de rang deux dans une transversale à̃Q1. On en déduit, comme
précédemment, que l’orbite dẽQ1 est contenue dans SingR et pour des raisons de dimension
son adhérence est exactement une branche de SingR. Ainsi :

Proposition 1.25. — L’adhérence deOg.d.(x2
0+x1x2 : x2

1 : x2
2) est une brancheS du lieu singu-

lier SingR.

Remarque 1.26. — Un calcul explicite montre que dans une transversale àOg.d.(Q0) en Q0

l’application det jac est équivalente à l’application(s, t,u) 7→ (tu,su,st), i.e. à l’application in-
duisantσ!

Posons

Q̃1 := (x2
0+x1x2 : x2

1 : x2
2), Q̃′

1 := (x2
0 : x2

1 : x2
2+x0x1), Q̃′′

1 := (x2
0 : x2

1+x0x2 : x2
2);

voici le modèle local deS enQ0 dans une section 3-plane :

Og.d.(Q̃′
1)

Og.d.(Q̃′′
1)

Q0

Og.d.(Q̃1)

Si T désigne l’orbite dex0x1x2 sous l’action de PGL3(C), alors on note au passage queS
est une composante de det jac−1(T) qui est donc de dimension 15. Remarquons aussi que

Og.d.(Q̃1), Og.d.(Q̃′
1) etOg.d.(Q̃′′

1) sont en fait égales, les̃Q1, Q̃′
1 et Q̃′′

1 étant échangées par per-
mutation de coordonnées. Nous les avons distinguées car elles apparaissent de façon naturelle
localement enQ0 au travers des déformations deQ0 :

(x2
0+ tx1x2 : x2

1 : x2
2), (x2

0 : x2
1+ tx0x2 : x2

2), (x2
0 : x2

1 : x2
2+ tx0x1).
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En σ on a la description suivante dans une section 3-plane :

σ

les trois branches locales faisant partie de l’image réciproque par det jac de l’adhérence de
l’orbite d’une conique et d’une droite en position générale.

1.5.3. Orbites spéciales. —On a vu précédemment queOg.d.(σ), c’est-à-direΣ3, est de di-
mension 14. Nous l’avons obtenu par un calcul d’espace tangent. On peut aussi le faire en
explicitant le groupe d’isotropie deσ noté Isotσ. Ce calcul peut s’avérer intéressant dans la
mesure où il donne des exemples de relations dans le groupe deCREMONA. En effet soient
(A,B) dans SL3(C)×SL3(C) tels queAσ = σB; alors(A,B) appartient à :

〈
((

x0

α
:

x1

β
: αβx2

)
,

(
αx0 : βx1 :

x2

αβ

))
, S6×S6 |α, β ∈ C∗〉

oùS6 =
{

id, (x0 : x2 : x1), (x2 : x1 : x0), (x1 : x0 : x2), (x1 : x2 : x0), (x2 : x0 : x1)
}
. Ceci implique

que dimIsotσ = 2.

1.5.3.1. Orbite deρ. —

Proposition 1.27. — La dimension deΣ2 = Og.d.(ρ) est13.

Démonstration. — Calculons Isotρ sous l’action g.d.,i.e. cherchonsA etC dans SL3(C) tels
queAρ = ηρC où η désigne un complexe non nul. Rappelons que

Indρ = {(0 : 1 : 0), (1 : 0 : 0)};

la relationAρ = ηρC assure queC laisse Indρ invariant. Or les points d’indétermination deρ
ne sont pas de même nature au sens où ils n’ont pas la même « multiplicité ». Il en résulte queC
fixe (0 : 1 : 0) et (1 : 0 : 0); par suiteC est de la forme

(ax0+bx2 : cx1+dx2 : ex2)

avecace 6= 0. Un calcul conduit à

A= (ηγδx0+ηβδx2 : ηα2x1 : ηαδx2), C= (γx0+βx2 : δx1 : αx2)

où η3α2δ = αγδ = 1. La dimension du groupe d’isotropie est donc 3.

Le calcul de Isotρ assure qu’on a les relations suivantes :

(γδx0+βδx2 : x1 : δx2)ρ = ρ(γx0+βx2 : δx1 : x2), γ, δ ∈C∗, β ∈ C.
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1.5.3.2. Orbite deτ. — Calculons le groupe d’isotropie deτ = (x2
0 : x0x1 : x2

1 − x0x2). Rap-
pelons que le lieu d’indétermination deτ est réduit à{(0 : 0 : 1)}; la relationAτ = ητC, où
η désigne un élément deC∗ et A, C deux éléments de SL3(C), assure queC laisse(0 : 0 : 1)
invariant. Par suiteC est de la forme

(a0x0+b0x1 : a1x0+b1x1 : a2x0+b2x1+c2x2)

avecc2(a0b1−a1b0) 6= 0. Un calcul élémentaire conduit à

A= (ηε2x0 : ηε(β−α+ ε)x0+ηαεx1 : η(ε(β+ δ−α− γ − ε)−2αβ+2α2+β2)x0

+η(αε+ εγ +2αβ−α2)x1+ηα2x2),

C=
(

εx0 : (β+ ε−α)x0+αx1 :
(

β−α+2ε+ γ − δ− α
ε

)
x0+

(
α− γ − α

ε

)
x1+

α
ε

x2

)

où α2 = η3ε3α = 1. Par suite dimIsotτ = 4. On en déduit la :

Proposition 1.28. — La dimension deΣ1 est12.

D’après ce qui précède on a les relations suivantes :Aτ = τB lorsque

A=




αε 0 βε
εγ +2αβ α2 (εδ+β2)

0 0 ε2


 , B=




α β 0
0 ε 0
γ δ α/ε




avecβ, γ, δ ∈C, α, ε ∈ C∗.

1.5.3.3. Orbite de x0(x0 : x1 : x2). —

Proposition 1.29. — La dimension deΣ0 = Og.d.(x0(x0 : x1 : x2)) est10.

Démonstration. — On peut calculer le groupe d’isotropie dex0(x0 : x1 : x2) mais on peut aussi
calculer Tx0(x0:x1:x2)Og.d.(x0(x0 : x1 : x2)); cet espace tangent est précisément

{
(α1x2

0+α4x0x1+α5x0x2 : β1x2
0+β2x2

1+β4x0x1+β5x0x2+β6x1x2 :

γ1 x2
0+β6x

2
2+ γ4x0x1+ γ5x0x2+β2x1x2) |αi , βi , γi ∈ C

}

qui est de codimension 7 dans l’espace des triplets de formesquadratiques.

1.5.3.4. Orbites dansBir2\Bir2. — (voir [63], tome 2, page 304)
Soit f une transformation deBir2\Bir2; il existe une suite de transformations birationnelles

quadratiques( fi)i dont f est la limite. On peut d’ailleurs, comme nous le verrons dansla Pro-
position 1.30, choisir lesfi dansΣ3. Montrons par l’absurde que det jacf ≡ 0; supposons donc
que det jacf 6≡ 0. Les fi contractent det jacfi ≡ 0 qui est l’union de trois droites (Théorème 1.6) ;
par continuitéf contracte donc trois droites qui sont nécessairement distinctes et concourantes
sinon f serait birationnelle. En reprenant la démonstration du Théorème 1.6 on en déduit quef
s’écrit à équivalence g.d. près(x2

0 : x2
1 : x0x1) d’où det jacf ≡ 0 : contradiction.

Puisque det jacf ≡ 0, on sait d’après la Remarque 1.2 quef est, à équivalence g.d. près, de
la forme(Q0 : Q1 : 0) ou du type(x2

0 : x2
1 : x0x1). En déformant les transformations du typeAσ

(resp.Aρ, resp.Aτ), oùA désigne un automorphisme deP2, on obtient des transformations du
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type Ãσ (resp.Ãρ, resp.Ãτ) avec det̃A= 0; les orbites de tels éléments sont dansBir2 \Bir2;
par exemple

Og.d.(x2(x1 : x0 : 0)), Og.d.(x0x1(0 : 0 : 1)), Og.d.(x2(x2 : x0 : 0)),

Og.d.(x
2
2 : 0 : x0x1), Og.d.(x

2
0 : 0 : 0), Og.d.(x0x1 : x2

0+x1x2 : 0),

Og.d.(0 : x2
0+x1x2 : x2

2), Og.d.(x
2
2+x0x1 : 0 : 0), Og.d.(x0x1 : x2

0 : x2
1),

Og.d.(0 : x2
0 : x2

1).

1.6. Conditions d’incidence ; lissité deBir2 et non lissité deBir2

On se propose d’abord d’étudier les conditions d’incidenceentre lesΣi et la lissité de Bir2 :

Proposition 1.30. — On a les inclusions :

Σ0 ⊂ Σ1, Σ1 ⊂ Σ2, Σ2 ⊂ Σ3;

en particulierΣ3 est dense dansBir2.

Démonstration. — En composantσ à droite par(x2 : x1 : εx0+x2) on a

σε
1 =

(
x1(εx0+x2) : x2(εx0+x2) : x1x2

)

qui est donc pourε 6= 0 dansOg.d.(σ). Mais σε
1 est g.d. conjugué à

σε
2 =

(
x0x1 : (εx0+x2)x2 : x1x2

)
.

On remarque que lim
ε→0

σε
2 = (x0x1 : x2

2 : x1x2) = ρ; d’où l’inclusion Σ2 ⊂ Σ3.

Soit gε = (−εx1x2+x2
1−x0x2 : x2

0/ε2 : x0x1/ε); pourε 6= 0 la transformationgε est dansΣ2

et g0 = τ. Par suiteΣ1 est inclus dansΣ2.

Si ε est non nul, à équivalence g.d. près,τ s’écrit (x2
0 : x0x1 : ε2x2

1 + x0x2); pour ε = 0 on
obtientx0(x0 : x1 : x2) qui est dansΣ0. Il en résulte queΣ0 ⊂ Σ1.

Récapitulons

Théorème 1.31. — Les adhérences étant prises dansBir2, on a :

Σ0 = Σ0, Σ1 = Σ0∪Σ1, Σ2 = Σ0∪Σ1∪Σ2,

B̊ir2 = Σ1∪Σ2∪Σ3, Bir2 = Σ3 = Σ0∪Σ1∪Σ2∪Σ3

avec

dimΣ0 = 10, dimΣ1 = 12, dimΣ2 = 13 et dimΣ3 = 14.

Théorème 1.32. — L’ensemble des transformations birationnelles quadratiques est lisse dans
l’ensemble des transformations rationnelles.
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Démonstration. — Le fait que chaqueΣi soit une orbite et les conditions d’incidence im-
pliquent qu’il suffit de montrer que l’adhérence deΣ3 est lisse le long deΣ0.

L’espace tangent Tx0(x0:x1:x2)Σ
0 à Σ0 enx0(x0 : x1 : x2) est donné par :

{
(α1x2

0+α4x0x1+α5x0x2 : β1x2
0+β2x2

1+β4x0x1+β5x0x2+β6x1x2 :

γ1 x2
0+β6x

2
2+ γ4x0x1+ γ5x0x2+β2x1x2) |αi , βi , γi ∈ C

}
.

L’espace vectorielSengendré par

(x2
1 : 0 : 0), (x2

2 : 0 : 0), (x1x2 : 0 : 0), (0 : x2
2 : 0), (0 : 0 :x2

1), (0 : 0 :x2
2), (0 : 0 :x1x2)

est un supplémentaire de Tx0(x0:x1:x2)Σ
0 dans Rat2. Soit f dansΣ3 ∩ {x0(x0 : x1 : x2) +S}, il

s’écrit

(x2
0+Ax2

1+Bx2
2+Cx1x2 : x0x1+ax2

2 : x0x2+αx2
1+βx2

2+ γx1x2).

Nécessairementf a trois points d’indétermination.
Supposonsa 6= 0; on remarque que la seconde composante d’un point d’indétermination

de f est nécessairement non nulle. Si(x0 : x1 : x2) appartient à Indf , alorsx0 = −ax2
2/x1. On

a :

f (−ax2
2/x1 : x1 : x2) = (a2x4

2+Ax4
1+Bx2

1x2
2+Cx3

1x2 : 0 :−ax3
2+αx3

1+βx1x
2
2+ γx2

1x2)

= (P : 0 : Q).

Commef doit avoir trois points d’indétermination, les polynômesP etQ doivent s’annuler sur
trois droites distinctes. En particulierQ diviseP :

a2x4
2+Ax4

1+Bx2
1x2

2+Cx3
1x2 = (Mx1+Nx2)(−ax3

2+αx3
1+βx1x2

2+ γx2
1x2).

De sorte que

(1.6.1) B=−β2−aγ, C=−βγ −aα, A=−αβ.

Ces trois équations définissent un graphe lisse, passant parf etx0(x0 : x1 : x2), de codimension 3
commeΣ3.

Si maintenanta est nul un point d’indétermination(x0 : x1 : x2) de f satisfaitx0x1 = 0.
Si x0 = 0 on aura

f (0 : x1 : x2) = (Ax2
1+Bx2

2+Cx1x2 : 0 : αx2
1+βx2

0+ γx1x2)

et si x1 = 0 on a f (x0 : 0 : x2) = (x2
0 +Bx2

2 : 0 : x0x2 + βx2
2). Pour quef ait un point d’indé-

termination de type(x0 : 0 : x2) il faut que B = −β2 et c’est en fait une équivalence. Si tel
est le casf ne possède qu’un point d’indétermination de ce type. Commef doit avoir trois
points d’indétermination, deux sont de type(0 : x1 : x2) et les polynômesAx2

1+Bx2
2+Cx1x2 et

αx2
1+βx2

2+ γx1x2 sontC-colinéaires. On obtient les conditions

• a= 0, B=−β2, A=−αβ etC=−βγ si β est non nul ;
• a= B= β = Aγ −αC= 0 sinon.
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On remarque que dans ce second casf ne peut avoir trois points d’indétermination. Finalement
on constate queΣ3∩{x0(x0 : x1 : x2)+S} est contenu dans le graphe déterminé par les équa-
tions (1.6.1). Il en est de même de l’adhérenceΣ3∩{x0(x0 : x1 : x2)+S} qui, pour des raisons
de dimension, coïncide donc avec ce graphe. Par suiteΣ3 est lisse le long deΣ0.

Remarque 1.33. — Comme nous l’avons dit le fait queΣ3 soit lisse le long deΣ0 implique à
cause, entre autres, des conditions d’incidence queΣ3 est lisse le long deΣ2 et Σ1. Nous allons
toutefois démontrer ces deux affirmations en construisant des familles linéaires de transforma-
tions birationnelles.

La déformationρε := ρ+ ε(0 : x2
1 : 0) deρ compte, pourε non nul, trois points d’indétermi-

nation donc est dansΣ3. Par ailleurs∂ρ
∂ε = (0 : x2

1 : 0) n’appartient pas à TρΣ2. On retrouve ainsi

la lissité deΣ3 enρ et par suite le long deΣ2.

Montrons queΣ3 est lisse le long deΣ1. Soit

τ̃ := (x0x1 : x1x2+x2
0 : x2

1 ∈ Σ1.

L’espace tangent T̃τΣ1 à Σ1 en τ̃ est donné par :
{
(α1x2

0+α2x2
1+α4x0x1+α5x0x2+α6x1x2 : β1x2

0+β2x
2
1+α5x2

2+β4x0x1

+β5x0x2+β6x1x2 : γ1 x2
0+ γ2 x2

1+ γ4x0x1+(γ1 +2α5)x1x2) |αi , βi , γi ∈C
}

Considérons le sous-espace vectorielSde Rat2 engendré par

(x2
2 : 0 : 0), (x0x2 : 0 : 0), (0 : 0 :x2

2), (0 : 0 :x0x2), (0 : 0 :x0x1).

On constate que dimS= 5 et T̃τΣ1∩S= {0}, i.e. Sest un supplémentaire de Tτ̃Σ1 dans Rat2.
DéterminonsΣ3∩{τ̃+S}; soit

f = τ̃+(αx2
2+βx0x2 : 0 : γx2

2+δx0x2+ εx0x1)

un élément deΣ3∩{τ̃+S}. On note que tout point deP2 de la forme(x0 : x1 : 0) ne peut pas
être d’indétermination pourf ; ainsi un point de Indf est du type(x0 : −x2

0/x2 : x2). On a :

f (x0 : −x2
0/x2 : x2) = (−x3

0x2+αx4
2+βx0x3

2 : 0 : γx4
2+δx0x

3
2− εx2

0x2
2+x4

0).

Commef a trois points d’indétermination ; les polynômes

−x3
0x2+αx4

2+βx0x
3
2 et γx4

2+δx0x3
2− εx2

0x2
2+x4

0

s’annulent sur trois droites communes. Pour que ceci ait lieu il faut queγ = 0, δ =−α etε = β.
Il en résulte queΣ3∩{τ̃+S} est contenu dans le 2-planP défini par

P =
{
(x0x1+αx2

2+βx0x2 : x2
0+x1x2 : −αx0x2+βx1x2+x2

1) |α, β ∈ C
}
.

Puisque dimΣ3 ∩ {τ̃ +S} = 2, on a Σ3 ∩ {τ̃ +S} = P . CommeΣ1 = Og.d.(τ̃) on vérifie de
nouveau queΣ3 est lisse le long deΣ1.

Proposition 1.34. — L’adhérence deBir2 dansP17 ≃ Rat2 n’est pas lisse.
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Démonstration. — Soit f la transformation rationnelle dégénérée définie parx2(x0 : x1 : 0).
L’espace tangent àOg.d.( f ) en f est donné par

T fOg.d.( f ) =
{
(α1x2

0+α3x2
2+α4x0x1+α5x0x2+α6x1x2 : α4x2

1+β3x
2
2

+α1x0x1+β5x0x2+β6x1x2 : γ5x0x2+ γ6x1x2) |αi , βi , γi ∈ C
}
.

Un supplémentaireSde TfOg.d.( f ) est l’espace de dimension 8 engendré par

(x2
1 : 0 : 0), (0 : x2

0 : 0), (0 : x2
1 : 0), (0 : x0x1 : 0),

(0 : 0 :x2
0), (0 : 0 :x2

1), (0 : 0 :x2
2), (0 : 0 :x0x1).

Nous allons montrer que l’intersection de{ f +S} avecΣ3 contient un sous-ensemble analy-
tique non lisse de codimension 3. PuisqueΣ3 est aussi de codimension 3 on constatera, en
utilisant l’action g.d., la non lissité deΣ3 le long de l’orbite def . Pour cela nous donnons une
condition suffisante pour qu’un élément de{ f +S} soit dansΣ3, i.e. ait trois points d’indéter-
mination. Un élémentQ de{ f +S} s’écrit

(x0x2+ax2
1 : x1x2+bx2

0+cx2
1+dx0x1 : ex2

0+ f x2
1+gx2

2+hx0x1).

Les points d’indétermination sont donnés par les trois équations suivantes

x0x2+ax2
1 = 0, x1x2+bx2

0+cx2
1+dx0x1 = 0, ex2

0+ f x2
1+hx0x1 = 0

ce qui conduit après élimination dex2 à P1 = P2 = 0 où

P1 =−ax3
1+bx3

0+cx0x2
1+dx2

0x1, P2 = ex4
0+ f x2

0x2
1+a2gx4

1+hx3
0x1.

Notons que si, pour certaines valeurs des paramètres,P1 s’annule sur trois droites distinctes et
diviseP2, la transformationQ correspondante aura trois points d’indétermination et sera donc
birationnelle, en fait dansΣ3. La divisibilité deP2 parP1 s’exprime par

(1.6.2) P2 = (Ax0+Bx1)P1 ⇔





e= bA
f = cA+dB
a2g=−aB
h= dA+bB
aA= cB

On remarque que l’ensembleΛ des paramètres tels que

a= 0, b f −ce= 0, bh−de= 0

satisfait le système (1.6.2) (avecA= e/b etB= 0). L’ensembleΛ est de codimension 3 et n’est
pas lisse, l’intersectionΛ′ des quadriquesb f−ce= 0 etbh−de= 0 ne l’étant pas. On constate
en effet queΛ′ contient l’espace linéaireE donné parb= e= 0 mais ne se réduit pas àE : par
exemple l’espace défini parb= c= d = e= f = h est contenu dansΛ′ et pas dansE. Comme
codimE = codimΛ′ l’ensembleΛ′ n’est pas irréductible et par suite n’est pas lisse ; il en est
donc de même pourΛ. Maintenant sia= b= e= 0 (resp.b= c= d = e= f = h= 1, a= 0)
le polynômeP1 vautcx0x2

1+dx2
0x1 (resp.x3

0+x0x2
1+x2

0x1) et s’annule génériquement sur trois
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droites distinctes. Ainsi on a construit dansΣ3∩{ f +S} un ensemble analytique non lisse de
codimension 3.

Problème.Comme nous l’a indiqué le rapporteur les énoncés 1.32 et 1.34suggèrent de mener
une étude similaire pour d’autres ensembles invariants « naturels » sous l’action g.d. : par
exemples ceux constitués des applications quadratiques dedegré topologique 2, 3, . . .





CHAPITRE 2

GERMES DE FLOTS BIRATIONNELS QUADRATIQUES

2.1. Généralités sur les germes de flots birationnels quadratiques

2.1.1. Quelques rappels utiles. —

2.1.1.1. Nœud col. — SoitX un germe de champ de vecteurs holomorphe

X = A
∂

∂x0
+B

∂
∂x1

à singularité isolée en l’origine deC2, ce qui signifie que les zéros communs deA et B se
réduisent à{0}. À un tel champ on associe un feuilletageF singulier en 0 : les feuilles deF
sont ici les trajectoires deX. On noteJX(0) la matrice jacobienne deX en 0 :

JX(0) =

[
∂A
∂x0

(0) ∂A
∂x1

(0)
∂B
∂x0

(0) ∂B
∂x1

(0)

]
.

On dit que le point singulier est de typenœud colsi l’une des valeurs propres deJX(0) est
nulle et l’autre non. La théorie des formes normales ([77]) assure que le champX est alors
formellement conjugué à un champ rationnel du type(1) :

Y = ηx0
∂

∂x0
+

xk+1
1

1− εxk
1

∂
∂x1

aveck ≥ 1, ε ∈ C, η ∈ C∗. Un calcul élémentaire montre queY ne peut posséder d’intégrale
première (formelle) méromorphe ; en particulier il en est demême pourX.

Nous utiliserons ce fait sous la forme suivante :un feuilletage algébrique deP2 possédant
un point singulier de type nœud col n’a pas d’intégrale première rationnelle non constante.

2.1.1.2. Travaux deCANTAT et FAVRE. — Ici le lecteur se réfèrera au travail initial tant pour
des précisons concernant le vocabulaire que les énoncés. Lecontenu de ce paragraphe n’est en
effet pas explicitement utilisé dans la suite mais en a été une motivation.

Dans [23] CANTAT et FAVRE étudient les paires( f ,F ) où f est un élément de Bir(P2)

et F un feuilletage algébrique surP2 laissé invariant parf , i.e. f∗F = F . En coordonnées

1. On veut dire par là que dans un système de coordonnées formelles X s’écrit sous la formeY.
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affines, àF est associée une 1-formeω = a0 dx0 + a1 dx1; la condition f ∗F = F se traduit
algébriquement par la colinéarité des 1-formesω et f ∗ω, i.e. ω∧ f ∗ω = 0. Ils mentionnent en
particulier l’exemple suivant.

Exemple 2.1. — Considérons dans la carte affinex2 = 1 la transformation birationnellef dé-
finie par

f (x0,x1) = (xa
0xb

1,x
c
0xd

1),

[
a b
c d

]
∈ GL2(Z);

les feuilletages invariants parf sont associés à l’une des 1-formesαx1 dx0+βx0dx1 où (α,β)

est un vecteur propre de la matrice

[
a b
c d

]
.

SoientF un feuilletage surP2 etπ : S→ P2 unmodèle birationneldeP2 (i.e. Sest une sur-
face etπ un morphisme birationnel). On dit alors queπ∗F , noté encoreF par abus de langage,
est un modèle birationnel deF ; dans cette situation on introduit les groupes de symétries

Aut(S,F ) = { f ∈ Aut(S) | f ∗π∗
F = π∗

F } et Bir(S,F ) = { f ∈ Bir(S) | f ∗π∗
F = π∗

F }.

CANTAT et FAVRE démontrent alors le :

Théorème 2.2([23], Théorème 1.2). — SoitF un feuilletage sur le plan projectif complexe
tel que l’inclusionAut(S,F )⊂ Bir(S,F ) soit stricte pour tout modèle birationnel deF . Alors
Bir(S,F ) possède un élément birationnel d’ordre infini et :

– soitF est une fibration rationnelle ;
– soitF est birationnellement conjugué à l’Exemple 2.1 ou bien à l’un de ses quotients.

Dit autrement siF désigne un feuilletage surP2 non birationnellement conjugué à l’un des
exemples précédents alors ou bienF est une fibration rationnelle, ou bien il y a un modèle
birationnel deF pour lequel Aut(S,F ) = Bir(S,F ).
Bien que nous ne l’utiliserons pas de façon explicite, le Théorème 2.2 nous prépare en quelque
sorte aux énoncés qui vont suivre où l’on traite de transformations induisant des feuilletages à
« gros » groupes de symétries.

2.1.2. Propriétés des germes de flots dansBir2. — On appellegerme de flotdans Bir2 un
germe d’application holomorphet 7→ φt ∈ Bir2 satisfaisant

φ•t+s = φ•t φ•s, φ•0 = id.

Pour abréger nous parlerons de flot, ceci sera justifié par le fait qu’un germe de flot se
globalise. Comme toujours lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguïté nous identifierons les notations
φt et φ•t .

L’ensemble des droites contractées par le germe de flotφt forme un germe d’ensemble analy-
tique dans la Grassmanienne des droites deP2, i.e.dans l’espace dualP̌2. De même l’ensemble
des points d’indétermination desφ•t constitue un germe d’ensemble analytique cette fois dans
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P2. Appelonsfamille de droites contractéesune application continue (en fait analytique) défi-
nie sur un germe de secteur fermé∆ de sommet 0 dansC,

D : ∆ → P̌2,

telle que pour chaquet dans∆ la droiteD t coïncide avec une droiteD (t) contractée parφ•t .
Cette définition est rendue pertinente par le théorème de PUISEUX. De même parfamille de
points d’indéterminationon entendra une applicationt 7→mt continue définie sur un secteur∆,
chaquemt étant d’indétermination pourφ•t .

Définition 1. — Soientφt un flot etD t une famille de droites contractées parφt . Si D t est
indépendante det, la famille est diteimmobile, sinon elle est ditemobile.

On a une notion analogue pour les familles de points d’indétermination.

Définition 2. — Soit χ un champ de vecteurs rationnel surP2; on dira queχ estrationnelle-
ment intégrablesi son flotφt est un flot de transformations birationnelles.

Un germe de flotφt dans Bir2 est le flot d’un champ de vecteurs rationnellement intégrable

χ = ∂φ•t
∂t

∣∣∣
t=0

appelégénérateur infinitésimaldeφt . À ce champ est associé un feuilletage dont

les feuilles sont grosso-modo les trajectoires deχ.

Définitions 1. — Une fibration en droitesL deP2 est la donnée d’une application linéaire
(ℓ1 : ℓ2) : P2 99K P1 où lesℓi sont des formes linéaires non proportionnelles. Les fibres de
la fibration sont les droitesλℓ1 +µℓ2 = 0. Le point de basede L est le pointm intersection
commune des droites précédentes. On parle aussi dupinceaude droitesL passant parm, ou
du feuilletage en droites singulier au pointm.

Soit f une transformation birationnelle deP2. On dit que la fibration en droitesL est in-
variante par f si chaque droite deL est envoyée parf sur une autre chaque fois que celà a
un sens. Ceci se traduit par(ℓ1/ℓ2)◦ f = h(ℓ1/ℓ2) où h(t) = at+b

ct+d est un élément de PGL2(C).

Lorsqueh= id on dit quef préserve la fibrationL fibre à fibre.
La donnée d’une fibration en droites se ramenant à celle d’un point, le point base, elles sont

toutes équivalentes à automorphisme deP2 près ; on peut prendre par exemple comme modèle
la fibrationx2 = cte (donnée en carte affinex0 = 1). Si f préserve cette fibration, alors, dans
cette carte,f s’écrit sous la forme suivante :

f (x1,x2) =

(
f1(x1,x2),

αx2+β
γx2+δ

)
, αδ−βγ 6= 0.

La fibration est préservée fibre à fibre si et seulement siα = δ et β = γ = 0.

La remarque qui suit nous sera utile.

Remarque 2.3. — SoitD 0 ⊂ P2 une droite (plus généralement une courbe quelconque) inva-
riante par le germe de flotΦt , i.e.si mappartient àD 0, alorsΦt(m) appartient àD 0 chaque fois
que celà a un sens. Le générateur infinitésimalχ deΦt est tangent àD 0, toujours là où celà a
un sens. En particulierD 0 est invariante par le feuilletage associé àχ. En fait on a la propriété
inverse : siχ est tangent àD 0, alorsD 0 est fixée parΦt .
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Remarquons que siF est un feuilletage en droites deP2, alorsF est un pinceau de droites :
les feuilles deF sont les droites passant par le point basem (privées de ce point). La démons-
tration élémentaire est laissée enexercice ([28]).

En résulte la :

Proposition 2.4. — Si le flotΦt laisse invariante une infinité de droitesD s, i.e. Φt(D s) = D s

pour une infinité de droitesD s, alors lesD s font partie d’un pinceau de droites. Dit autrement
Φt laisse invariante une fibration en droites fibre à fibre.

Démonstration. — Le champχ est tangent à une infinité de droites ; ceci implique (exercice)
que le feuilletage associé àχ est un feuilletage en droites. Ce feuilletage définit donc une
fibration en droites qui satisfait l’énoncé.

Proposition 2.5. — Soitφt un germe de flot dansBir2. Supposons queφt contracte une droite
mobile ; alorsφt laisse une fibration en droites invariante.

Démonstration. — NotonsD t la droite contractée parφt et mt son image,φt(D t) = mt .

i. Commençons par montrer que ou bienmt est immobile, ou bienφt laisse une fibration inva-
riante fibre à fibre. Écrivons queφt et φs commutent :

φ•t (φ
•
s(D t)) = φ•s(φ

•
t (D t)) = φ•s(mt).

Comme, às fixé, φ•s contracte un nombre fini de courbes et queD t est mobile, génériquement
surt, àsfixé, φ•s(D t) est une courbe. Si cette courbe est contractée parφ•t on auraφ•s(D t) = D t

(toujours parce que Excφ•t est fini etφ•0 = id). Ainsi tous lesφ•s laissentD t invariante ;D t étant
mobile,φ•s laisse une infinité de droites invariantes et la Proposition2.4 nous donne le résultat
souhaité.

SiD t n’est pas invariante parφ•s, alorsφ•s(D t) n’est pas contractée parφ•t (toujours parce que
Excφ•t est fini). Il en résulte quemt appartient à Indφ•s; la transformationφ•s ayant un nombre
fini de points d’indéterminationmt est immobile.

ii. Montrons que simt est immobileφ•t préserve une fibration en droites ;mt étant immobile,
nous le notonsm. Puisqueφ•s et φ•t commutent on a

φ•s(D t) = φ•s(φ
•
−t(m)) = φ•−t(φ

•
s(m)) = φ•−t(D s)

que l’on peut réécrire sous la formeφ•t+s(D t) = D s. Par suite chaqueφ•t préserve la famille
infinie de droitesD = (D s).

– Supposons queφt appartienne àΣ1 pour t générique ; alorsφt s’écrit AtτBt où At , Bt

désignent des éléments de PGL3(C). Un calcul direct montre qu’un ensemble de droites
dont l’image parτ est encore un ensemble de droites fait partie du pinceau de droites
passant par(0 : 0 : 1). Par suite, en raisonnant àt fixé, on constate que la famille infi-
nie D = (D s) fait partie d’un certain pinceau de droites, a priori dépendant det, mais
évidemment indépendant det. Ce pinceau produit la fibration invariante.
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– Si φt est dansΣ2, alors, pourt générique,φt est de la formeAtρBt avecAt , Bt des auto-
morphismes deP2. Comme précédemment on constate qu’un ensemble de droites dont
l’image parρ est encore un ensemble de droites est inclus dans les deux pinceaux aux
points d’indétermination(1 : 0 : 0) et(0 : 1 : 0) deρ. On montre là aussi queD est contenu
dans un pinceau de droites (exercice).

– Lorsqueφt admet trois points d’indétermination, il est du typeAtσBt . Les droites dont
l’image par l’involution de CREMONA sont encore des droites font partie des trois pin-
ceaux de droites passant par les points(1 : 0 : 0), (0 : 1 : 0) et (0 : 0 : 1). Il s’en suit queD
est contenue dans l’union de trois pinceaux de droites. Le flot φt laisse donc ici encore un
pinceau de droites invariant (exercice).

Remarque 2.6. — En fait la preuve montre que la famille de droites contractées fait partie
d’une fibration qui se trouve être invariante par chaque élément du flot.

Exemple 2.7. — Soit f un élément du groupe abélien

G=
{(

x0(x2+βx1) : x1(x2+αx0) : (x2+βx1)(x2+αx0)
)
|α, β ∈ C

}
;

on a Excf =
{

x2 = 0, x2+βx1 = 0, x2+αx0 = 0
}
. La droite mobile d’équationx2+βx1 = 0

(resp.x2+αx0 = 0) est contractée sur le point immobile(0 : 1 : 0) (resp.(0 : 0 : 1)). Dans la
carte affinex1 = 1, un élémentf de G est du type

(
x0(x2+β)
x2+αx0

,x2+β
)

;

le groupe G laisse donc la fibrationx2 = cte invariante.
Dans le groupe G ci-dessus il y a beaucoup de flots par exemple :

φt =
(
x0(x2+ tx1) : x1(x2+ tx0) : (x2+ tx1)(x2+ tx0)

)
.

Ce flot φt contracte les deux familles mobilesx2 + tx0 = 0 et x2 + tx1 = 0. Il laisse ainsi les
deux fibrationsx2/x0 et x2/x1 invariantes avec permutation des fibres.

Lemme 2.8. — Soitφt un germe de flot dansBir2. Un point mobile éclaté parφt l’est sur une
droite immobile.

Démonstration. — Notonsmt le point mobile éclaté parφ•t et D t la droite sur laquelle il est
éclaté. Écrivons la commutation deφ•t et φ•s :

φ•t (φ
•
s(mt)) = φ•s(φ

•
t (mt)) = φ•s(D t).

Puisque Indφ•s est fini etmt mobile, l’image demt parφ•s est un pointps pours, t génériques.
SiD t est mobile,φ•s(D t) est en général une courbe (car Excφ•s est fini) ; alors l’égalité

φ•t (ps) = φ•s(D t)

assure queps est un point d’indétermination deφ•t ce qui contredit le fait queφ•t ne compte
qu’un nombre fini de points d’indétermination (noter qu’àt fixé s 7→ ps = Φ•

s(mt) n’est pas
constant puisque pours= t on aΦt(mt) = D t).
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Exemple 2.9. — Soit G le sous-groupe abélien de Bir(P2) défini par

G=
{
((x0+αx2)

2 : x0x1+βx2
2 : x2(x0+αx2)) |α, β ∈ C

}
.

Chaque transformation
(
(x0 +αx2)

2 : x0x1 + βx2
2 : x2(x0 +αx2)

)
éclate le point(−α2 : β : α)

qui est donc mobile sur la droite d’équationx0 = 0 qui est fixe.

Lemme 2.10. — Soitφt un germe de flot dansBir2. Il y a au plus une droite immobile contrac-
tée parφt .

Démonstration. — Écrivonsφt sous la forme(Q1,t : Q2,t : Q3,t) où lesQi,t sont des formes
quadratiques dépendant analytiquement det. Commeφ•0 = id, lesQi,0 sont divisibles par une
même forme linéaire que l’on peut supposer êtrex2, i.e. on peut supposer queφt est du type

(
x0x2+ tA1(x0,x1,x2, t) : x1x2+ tA2(x0,x1,x2, t) : x2

2+ tA3(x0,x1,x2, t)
)
.

On constate en coordonnées homogènes que lorsquet = 0, l’unique droite contractée estx2 = 0.
Il suffit, pour terminer, de remarquer que si une droiteD est contractée pour une infinité det
elle l’est par tous lesφ•t .

Remarques 2.11. — i. On peut avoir cohabitation entre droites mobiles et droitesimmobiles
contractées. Considérons le flot

φt = (x0x2 : x1(tx0+x2) : x2(tx0+x2));

on constate queφ•t contracte les droitesx2 = 0 (immobile) ettx0+x2 = 0 (mobile), ces dernières
sur le point(1 : 0 : 0).
ii. On pourrait penser que le Lemme 2.10 se généralise en degré quelconque, à savoir qu’un
flot birationnel a au plus une courbe rationnelle immobile contractée. Il n’en est rien comme
le montre l’exemple qui suit. Soit etA un flot linéaire générique ; alorsσetAσ est un flot de
transformations de degré 4 ayant trois droites fixes et troisconiques mobiles contractées.

Définition 3. — Soit φt un flot de Bir2; on dit queφt est unflot polynomial s’il existe une
carte affineC2 invariante telle queφ•t|C2 : C2 → C2 soit polynomial pour chaquet.

Proposition 2.12. — Soitφt un germe de flot dansBir2. Si φt contracte une unique droite qui
de plus est immobile,φt est un germe de flot polynomial.

Démonstration. — S’il s’agit d’un flot linéaire il n’y a rien à faire. On peut supposer à conju-
gaison près que l’unique droite contractée parφt est la droite d’équationx0 = 0. Pour chaquet
tel queφ•t soit vraiment quadratiqueφ•t est g.d. conjugué àτ, i.e. pour cest le flot φt s’écrit

At(x
2
0 : x0x1 : x2

1−x0x2)Bt

où At , Bt désignent des éléments de PGL3(C) tels queBt préserve la droite d’équationx0 = 0.
Par suite l’unique point d’indétermination de

φt = At(x
2
0 : x0x1 : x2

1−x0x2)Bt



2.1. GÉNÉRALITÉS SUR LES GERMES DE FLOTS BIRATIONNELS QUADRATIQUES 55

est situé sur la droite d’équationx0 = 0. Ainsi les points d’indétermination et les courbes
contractées sont à l’infini dans la cartex0 = 1 pour presque toutt, donc pour toutt, ce qui
signifie queφ•t y est polynomial.

Le groupe Aut[C2] des automorphismes polynomiaux deC2 contient le groupe, ditgroupe
affine,

A =
{
(x0,x1) 7→ (a1x0+b1x1+c1,a2x0+b2x1+c2) |ai , bi , ci ∈ C, a1b2−a2b1 6= 0

}

des automorphismes affines et le groupe des automorphismes préservant la fibrationx1 = cte,
encore appelégroupe élémentaire

E=
{
(x0,x1) 7→ (αx0+P(x1),βx1+ γ) |α, β ∈ C∗, γ ∈ C, P∈C[x1]

}
.

Plus précisément JUNG a montré que Aut[C2] est le produit amalgamé de E et A le long de
leur intersection ([69, 72]). Le groupe des automorphismes polynomiaux a fait l’objetde nom-
breuses études. En particulier FRIEDLAND et MILNOR (voir [53]) ont montré qu’un élémentf
de Aut[C2] est ou bien conjugué à un automorphisme élémentaire, ou bienconjugué à un au-
tomorphisme s’écrivant comme la composée d’un nombre fini detransformations de HÉNON ;
dans ce dernier cas on dit quef estde typeHÉNON.

La classification des groupes abéliens de transformations polynomiales a été établie par
MOLDAVANDSKI ([71, 79, 97]). À conjugaison près dans le groupe des automorphismes poly-
nomiaux, un tel groupe H vérifie l’une des assertions suivantes :

– H est contenu dans le groupe élémentaire E ou le groupe affineA;
– H= ∪iHi où les Hi , i ∈ N, satisfont Hi ⊂ Hi+1 et sont individuellement conjugués à des

sous-groupes finis de A∩E;
– G= F×〈 f 〉 où f désigne un automorphisme de type HÉNON et F un sous-groupe fini de

l’intersection A∩E.
Parmi les trois types ci-dessus seul le premier est susceptible de contenir un groupe à un

paramètre, les deux derniers étant dénombrables.
Nous allons utiliser le résultat suivant qui fait partie du folklore.

Lemme 2.13. — Soit f un automorphisme polynomial de degré2 deC2 qui ne soit pas affine.
Alors, à conjugaison affine près,

f = (αx0+P(x1),ax1+b) ou f = (x1,P(x1)−δx0);

dit autrement, f est, à conjugaison affine près, un automorphisme élémentaire ou une transfor-
mation deHÉNON.

Démonstration. — Posonsf := (P,Q) où P et Q désignent des polynômes de degré inférieur
ou égal à 2. ÉcrivonsP (resp.Q) sous la formeP0+P1+P2 (resp.Q0+Q1+Q2) avecP0, Q0

constant et degPi = degQi = i pour i 6= 0.
Puisque le déterminant jacobien def est constant,i.e. dP∧dQ= cte, la quantitédP2∧dQ2

est nulle. Il en résulte queP2 = ε1q etQ2 = ε2q où lesεi désignent des complexes etq une forme
quadratique ; notons que lesεi sont non tous nuls sinonf serait affine. L’égalitédP∧dQ= cte
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implique alors que(ε2dP1− ε1dQ1)∧dq= 0; la forme quadratiqueq et la forme linéaire non
triviale ε2P1− ε1Q1 ont donc les mêmes niveaux. Par suite

q= ε(ε2P1− ε1Q1)
2, ε ∈ C∗.

On peut supposer que l’automorphismef est de la forme

(P0+P1+ ε1x
2
1,Q0+Q1+ ε2x2

1).

Si ε2 est nul, le déterminant jacobien def étant constant,Q1 ne dépend que dex1 et f est
élémentaire. Siε2 est non nul, alors, à conjugaison linéaire près par(x0 + ε1x1/ε2,x1), l’au-
tomorphismef s’écrit (P̃0 + P̃1,Q̃0 + Q̃1 + ε2x2

1). Puisque le déterminant jacobien def est
constant, on obtient quẽP1 = P̃(x1); à conjugaison linéaire prèsf est alors un automorphisme
de HÉNON.

Soit φt un germe de flot polynomial quadratique non affine. On choisitune valeur du pa-
ramètret0 telle queφ•t0 = f soit purement quadratique. Puisque le centralisateur d’unauto-
morphisme de type HÉNON dans Aut[C2] est dénombrable ([71]), le Lemme 2.13 assure qu’à
conjugaison affine prèsf s’écrit de la façon suivante

f = (αx0+β+x2
1,ax1+b), αa 6= 0.

En fait la classification de MOLDAVANSKI donne aussi ce résultat mais pas de façon directe.

Lemme 2.14. — Soit g un automorphisme quadratique commutant à l’automorphisme poly-
nomial

f = (αx0+β+x2
1,ax1+b), αa 6= 0.

Alors g préserve la fibration x1 = cte.

Démonstration. — Posonsg= (g1,g2). La commutation deg à f assure en particulier que

(2.1.1) g2◦ f = ag2+b

Écrivonsg2 sous la formep0+ p1x0+ p2x1+ p3x2
0+ p4x0x1+ p5x2

1. En développant (2.1.1) on
obtient les égalités suivantes

p3 = p4 = (α−a)p1 = bp5 = p1+a(a−1)p5 = 0.

Commep3 = p4 = 0, la fibrationx1 = cte est invariante parg si p1 = 0; c’est le cas siα 6= a.
Supposonsp1 6= 0 alorsα= a eta(a−1)p5 6= 0; en particuliera 6= 1 etb= 0. Par suitef s’écrit
(ax0+β+x2

1,ax1). Commea est distinct de 1, la transformationf est affinement conjuguée à
f̃ = (ax0+x2

1,ax1). Un calcul direct montre que sig commute à̃f , alorsg est du type suivant
(
(µ2+a(1−a)a2)x0+a1x1+a2x2

1,µx1
)

et en particulier préserve la fibrationx1 = cte.
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Proposition 2.15. — Soitφt un germe de flot polynomial quadratique. Alorsφt laisse un pin-
ceau de droites invariant. Le flotφt est affine ou, à conjugaison linéaire près, de l’une des
formes suivantes :

(x0+ t(α+x2
1),x1);(

(x0+αx2
1)e

t/α −αx2
1,x1

)
, α 6= 0;

(
x0+ t(p0+ p1x1+x2

1)+ t2
( p1

2
+x1

)
+

t3

3
,x1+ t

)
, pi ∈ C;

(
(x0+2α3+2α2x1+αx2

1)e
t/α −α

(
2α2+2αx1+x2

1

)
−2α(α+x1) t −αt2,x1+ t

)
, α 6= 0;

(
x0+ εt +

x2
1

2µ
(e2µt −1),x1eµt

)
, ε ∈ {0,1}, µ 6= 0;

(
x0eαt +

x2
1

2µ−α
(e2µt −eαt),x1eµt

)
, α 6= 2µ;

(
x0eαt + εx1te

αt +
x2

1

α
(e2αt −eαt),x1eαt

)
, ε ∈ {0,1}, α 6= 0;

(
x0eαt +x2

1te
αt ,x1eαt/2

)
.

Démonstration. — On supposeφt non affine. D’après les Lemmes 2.13 et 2.14,Φt est, à conju-
gaison affine près, de la forme suivante :

φt =
(
α(t)x0+P(x1, t),µ(t)x1+b(t)

)

où α, µ et b sont holomorphes ent et P(x1, t) est un polynôme du second degré enx1 à para-
mètret. Le générateur infinitésimalχ = ∂φt

∂t

∣∣
t=0 est donc de la forme

χ = (αx0+ p0+ p1x1+ p2x2
1)

∂
∂x0

+(µx1+b)
∂

∂x1
.

Comme on peut exclure le cas oùφt est affine pour toutt, on supposep2 6= 0 et par homothétie
on se ramène àp2 = 1. Nous allons à conjugaison affine près donner des formes normales
des champsχ ci-dessus suivant les valeurs des paramètresα, µ, . . . À transformation affine
près enx1 on peut supposer que la seconde composante deχ est de l’un des trois types 0, ∂

∂x1
,

µx1
∂

∂x1
.

– Supposons queχ = (αx0 + p0 + p1x1 + x2
1)

∂
∂x0

; si α est nulφt est donné, à conjugaison
près par un élément du type(x0,x1+ ε), par :

φt =
(
x0+ t(β+x2

1),x1
)
.

Si α est non nul, on se ramène, à conjugaison près par des transformations du type
(x0+a+bx1,x1), à p0 = p1 = 0. Dans ce cas le flot s’écrit :

φt =

((
x0+

x2
1

α

)
eαt − x2

1

α
,x1

)
.
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– Supposons queχ soit du type(αx0+ p0+ p1x1+x2
1)

∂
∂x +

∂
∂x1

; comme précédemment on
distingue les casα nul etα non nul. Siα = 0, alors

φt =

(
x0+ t

(
p0+ p1x1+x2

1

)
+ t2

( p1

2
+x1

)
+

t3

3
,x1+ t

)
.

Lorsqueα 6= 0 on peut de façon analogue au cas précédent supposerp0 = p1 = 0, ce qui
conduit à intégrer(αx0+x2

1)
∂

∂x0
+ ∂

∂x1
; on obtient

φt =

((
x0+Q(x1)

)
eαt −Q(x1)−

(
2

α2 +
2x1

α

)
t − t2

α
,x1+ t

)
.

oùQ(x1) =
2

α3 +
2x1
α2 +

x2
1

α .

– On considère le cas où

χ =
(
αx0+ p0+ p1x1+x2

1

) ∂
∂x0

+µx1
∂

∂x1
, µ 6= 0.

Si α = 0 le champχ est linéairement conjugué à(ε + x2
1)

∂
∂x0

+ µx1
∂

∂x1
; le flot d’un tel

champ est de la forme :

φt =

(
x0+ εt +

x2
1

2µ
(e2µt −1),x1eµt

)
.

Lorsqueα est non nul et distinct deµ et 2µ, alors à conjugaison linéaire prèsχ s’écrit
(αx0+x2

1)
∂

∂x0
+µx1

∂
∂x1

et son flot est

φt =

(
x0eαt +

x2
1

2µ−α
(e2µt −eαt),x1eµt

)
.

Pourα = µ on constate queχ est linéairement conjugué à(αx0 + εx1+ x2
1)

∂
∂x0

+αx1
∂

∂x1

avecε dans{0,1} qui conduit à

φt =

(
x0eαt + εx1te

αt +
x2

1

α
(e2αt −eαt),x1eαt

)
.

Enfin pourα = 2µ il vient à conjugaison linéaire près

φt =
(

x0eαt +x2
1te

αt ,x1eαt/2
)
.

D’après les énoncés 2.5, 2.10, 2.12 et 2.15 on a le :

Théorème 2.16. — Un germe de flot dansBir2 préserve une fibration en droites.

Définition 4. — Soit φt un flot birationnel quadratique de générateur infinitésimalχ. Unesy-
métrie forteY deχ est un champ de vecteurs rationnellement intégrable de flotψs tel que :

– φ•t et ψ•
s commutent,i.e. [χ,Y] = 0;

– ψs appartient à Bir2 pour touts;
– χ etY ne sont pasC-colinéaires.
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Soitφt un germe de flot birationnel quadratique ; par définition on peut le représenter comme
une application holomorphe du disque de rayonRà valeurs dansP17 :

D(0,R)→ Bir2 ⊂ P17, t 7→ Φt

avec la conditionΦs+t =ΦsΦt =ΦtΦs dès ques, t ets+t sont simultanément dans le disqueD(0,R).

Lemme 2.17. — Soient t0 dansD(0,R) et k un entier ; l’itéré k-ièmeΦk
t0 de Φt0 est encore

birationnel quadratique.

Démonstration. — L’ensembleT ⊂D(0,R) constitué dest tels queΦk
t soit de degré inférieur

ou égal à 2 est un ensemble algébrique du disqueD(0,R) (exercice). Cet ensemble contient
le disque ouvertD(0,R/k) dans lequel on aΦkt = Φk

t . Par suiteT = D(0,R) et lesΦk
t0 sont

quadratiques.

Il s’en suit que pourt0 dansD(0,R), t0 fixé, lesΦk
t0, k ∈ Z, forment un groupe abélien de

transformations quadratiques. On peut d’ailleurs en déduire que les transformationsΦk
st0 sont,

poursdans[0,1] etk dansZ, bien définies et quadratiques ce qui permet d’introduire le groupe
des transformations quadratiques{Φts0 |s∈R}. En fait en poursuivant cet argument on constate
que les{Φt0 | t0 ∈ D(0,R)} engendrent un groupe abélien de transformations quadratiques que
l’on peut noter{Φt | t ∈C}; en ce sens notre germe de groupe à un paramètre est en fait global.
De sorte que, bien que Bir•

2 ne soit pas un groupe, les notions qui suivent sont pertinentes.
Soient φt un flot dans Bir2 et χ (resp.Fχ) le champ (resp. feuilletage) associé. On no-

te〈φ•t 〉 ⊂ Bir•2 le groupe engendré par lesφ•t et〈φ•t 〉
Z

son adhérence de ZARISKI dans Bir2. En-

fin G(χ) désigne le groupe abélien algébrique maximal contenu dans Bir•2 et contenant〈φ•t 〉
Z

.

Avec les notations précédentes on a le :

Théorème 2.18. — Soitφt un germe de flot dansBir2 de générateur infinitésimalχ. On a les
assertions suivantes :

i. Si G(χ) est de dimension1, alorsFχ est unefibration rationnelle(2).
ii. SidimG(χ)≥ 2, alors χ possède une symétrie forte.
Dans les deux casFχ est défini par une forme fermée rationnelle.

Démonstration. — i. Si dimG(χ) = 1, alors 〈φ•t 〉
Z

est la composante neutre de G(χ). Ce
groupe en tant que groupe de LIE est isomorphe àC, àC∗ ou encore à un toreC/Λ. D’après le

Théorème 2.16 le groupe〈φ•t 〉
Z

préserve une fibration en droites, disonsx1 = cte. Ceci induit
un morphisme

π : 〈φ•t 〉
Z → PGL2(C)

décrivant en particulier l’action deφt sur les fibres. Siφt préserve la fibrationx1 = cte fibre à

fibre (i.e. π est triviale), alorsFχ = {x1 = cte} et la conclusion est évidente. Sinon〈φ•t 〉
Z

ne
peut être un tore car il n’y a pas de tore complexe parmi les sous-groupes de PGL2(C); par

2. De la même façon que nous avons défini une fibration en droites, une fibration rationnelle est la donnée d’une
application rationnellef : P2 99K P1 telle que les fibresf−1(c) soient des courbes rationnelles,i.e. paramétrées
parP1. Dans notre contexte cela signifie que les trajectoires deχ sont contenues dans les niveaux def .



60 CHAPITRE 2. GERMES DE FLOTS BIRATIONNELS QUADRATIQUES

suite l’adhérence (topologique) de〈φ•t 〉
Z

dansP17 ≃ Rat2 est une courbe rationnelle. On sait
depuis DARBOUX qu’un feuilletage deP2 dont toutes les feuilles sont d’adhérence des courbes
algébriques possède une intégrale première rationnelle non constante ([68]). Dans notre cas ces
courbes sont rationnelles (exercice) doncFχ est une fibration rationnelle.

ii. Supposons que dimG(χ) ≥ 2. On peut alors trouver un germe de groupe à un paramè-
tre ψs dans G(χ) non inclus dans〈φ•t 〉. Soit Y le générateur infinitésimal deψs; alorsχ et Y
commutent et ne sont pasC-colinéaires. Pour terminer soitω une 1-forme rationnelle défi-
nissantFχ, i.e. iχω = 0; si χ etY sont génériquement indépendantsΩ = ω/iYω est fermée et
définitFχ. Si ce n’est pas le cas,Y s’écrit rχ avecr rationnelle non constante et la commutation
impliqueχ(r) = 0; alorsdr est fermée et définitFχ.

Remarque 2.19. — SoitY une symétrie forte deχ; le flot deY est contenu dans G(χ). Comme
le groupe G(χ) est un groupe de LIE, αχ+βY est encore une symétrie forte deχ dès queβ est
non nul.

En reprenant les démonstrations conduisant au Théorème 2.16, on constate que G(χ) pré-
serve une fibration en droites, disonsx1 = cte ; un élémentφ = (φ1,φ2) de G(χ) est donc du
type (en carte affine)

φ(x0,x1) =

(
a(x1)x0+b(x1)

c(x1)x0+d(x1)
,ν(x1)

)

où ν appartient à PGL2(C) eta, b, c etd sont des polynômes enx1. Dans la carte affinex2 = 1
on peut donc écrire les champsχ etY sous l’une des formes

χ = χ1
∂

∂x0
+χ2(x1)

∂
∂x1

, Y =Y1
∂

∂x0
+Y2(x1)

∂
∂x1

avecχ2(x1) = 0, 1 ouαx1. Puisqueχ etY commutent quitte à changerY1 enY1− εχ on peut
supposer lorsqueχ2 6≡ 0 queY2 ≡ 0.

2.1.3. Deux résultats sur les germes de flots dansBirn. — Nous présentons des généralisa-
tions des énoncés précédents dont les preuves nécessitent un matériau légèrement plus sophis-
tiqué. Nous n’en ferons toutefois pas usage.

Pour un germe de flot quelconque,i.e. dans Birn (la définition étant la même que pour un
flot dans Bir2), le Théorème 2.18 se généralise de la façon suivante :

Théorème 2.20. — Soitφt un germe de flot dansBirn de générateur infinitésimalχ. SoitG(χ)
le groupe abélien maximal algébrique contenu dansBirn et contenant〈φ•t 〉

Z

. On a :
– SiG(χ) est de dimension1, alorsFχ est une fibration rationnelle ou elliptique.
– SidimG(χ)≥ 2, alors χ possède une symétrie forte.
Dans les deux casFχ est défini par une forme fermée rationnelle.

Démonstration. — La seconde assertion se démontre comme au Théorème 2.18. Dans la pre-
mière situation les feuilles deFχ sont d’adhérence (ordinaire) algébriques etFχ possède une
intégrale première rationnelle ; ses fibres sont nécessairement rationnelles ou elliptiques.
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Le Théorème 2.16 se généralise comme suit :

Théorème 2.21. — Tout germe de flot birationnel laisse une fibration rationnelle invariante.

Esquisse de démonstration. — Soientφt un germe de flot birationnel etF le feuilletage as-
socié au générateur infinitésimal deφt ; on a φ∗t F = F . Les transformations de typeF =

(xa
0xb

1,x
c
0xd

1) ne se plongent pas dans un flot ; en effet le degré des itérésFk croit, ce qui n’est
pas, comme nous l’avons vu dans le Lemme 2.17, le cas pour un élément d’un flot. Par suite,
d’après le Théorème 1.2. de [23] (rappelé au Chapitre 2, §2.1.1.2), ou bienF est une fibration
rationnelle, ou bien Bir(S,F ) = Aut(S,F ) pour un certain modèle birationnel deF .

Lorsque Bir(S,F ) = Aut(S,F ) lesφt induisent un groupe à un paramètre global (le flot du
générateur infinitésimal vu surS) d’automorphismes deSqui bien sûr sont isotopes à l’identité.
Par suite ils fixent tous les diviseurs exceptionnels deSet on peut donc supposer la surfaceS
minimale,i.e.P1×P1 ouP2 ou une surface de HIRZEBRUCH. Un calcul élémentaire - au cas
par cas - montre qu’un flot d’automorphismes sur une surface minimale laisse une fibration
rationnelle invariante.

Dans la suite les• seront la plupart du temps omis.

2.2. Classification des germes de flots birationnels quadratiques

Soit φt un germe de flot dans Bir2; d’après la Proposition 2.5 on sait queΦt préserve une
fibration en droites. Par suiteφt s’écrit à conjugaison linéaire près

φt =

(
A(x1, t)x0+B(x1, t)
C(x1, t)x0+D(x1, t)

,ν(x1, t)

)

avec :
– ν(x1, t) = x1 ou x1+ t ou eβtx1;
– A, B, C et D sont polynomiaux enx1 et

degx1
A≤ 1, degx1

B≤ 2, degx1
C= 0, i.e. C(x1, t) =C(t), degx1

D ≤ 1;

– B(x1,0) =C(x1,0) = 0 etA(x1,0) = D(x1,0), conditions qui traduisentΦ0 = id.

Le générateur infinitésimalχ := ∂φt
∂t

∣∣∣
t=0

deφt est de la forme :

αx2
0+ ℓ(x1)x0+P(x1)

ax1+b
∂

∂x0
+ ε(x1)

∂
∂x1

où
– α, a, b désignent des éléments deC;
– ℓ et P des polynômes de degré 1 et 2 respectivement ;
– à conjugaison linéaire près et multiplication scalaire près (renormalisation du temps),ε

vaut 0, 1 oux1.

Stratégie : Nous allons classifier, à automorphismes deP2 et renormalisation près, les
champs ci-dessus et détecter parmi eux ceux qui sont rationnellement intégrables. La démarche
est la suivante :
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– lorsque celà est possible on calcule explicitement le flot par intégration ;
– pour éliminer certains cas on montre queFχ n’a pas d’intégrale première rationnelle en

cherchant une singularité de type nœud-col dans un modèle birationnel deFχ; la présence
d’une telle singularité est évidemment une obstruction à l’existence d’une intégrale pre-
mière rationnelle. On montre ensuite (en général viaMaple) qu’il n’y a pas de symétrie
forte. Le Théorème 2.18 assure alors queχ n’est pas rationnellement intégrable ;

– une autre procédure consiste à faire dégénérerχ (par renormalisation) sur un champχ0

que l’on sait ne pas être rationnellement intégrable.
L’approche se fait en trois étapes suivant les valeurs deε.

2.2.1. La seconde composante du flot est triviale,i.e. ε = 0. — Dans ce paragraphe on
s’intéresse aux champs du type

γx2
0+ ℓ(x1)x0+P(x1)

ax1+b
∂

∂x0
.

À conjugaison près dans Aut(P2) près on se ramène aux cinq familles suivantes :

χ =
(
x2

0+P(x1)
) ∂

∂x0
, χ =

x2
0+P(x1)

x1

∂
∂x0

, χ =
(αx1+µ)x0+P(x1)

x1

∂
∂x0

,

χ =
(
µx0+P(x1)

) ∂
∂x0

, χ =
(
αx0x1+P(x1)

) ∂
∂x0

avecα, µ∈ C et P∈ C[x1], degP≤ 2.
Nous allons dans les Remarques et Lemmes qui suivent étudierces différentes éventualités.

Remarque 2.22. — Considérons la famille
(
µx0 +P(x1)

) ∂
∂x0

; si µ est non nul,χ est linéaire-

ment conjugué à
(
µx0+x2

1

) ∂
∂x0

dont le flot s’écrit
(

x0eµt +
x2

1

µ

(
eµt −1

)
,x1

)
.

Si µ est nul, le flot deχ est linéairement conjugué à
(
x0+ t(α+x2

1),x1
)
.

Tous les deux sont des flots « polynomiaux » quadratiques rencontrés dans la Proposi-
tion 2.15.

Lemme 2.23. — Soit P un élément deC[x1] de degré inférieur ou égal à2. Les champs

χ1 =
(
x2

0+P(x1)
) ∂

∂x0
,

∂P
∂x1

6= 0,

χ2 =
x2

0+P(x1)

x1

∂
∂x0

, P 6≡ 0,

χ3 = (αx0x1+P(x1))
∂

∂x0
, α ∈ C∗,

χ4 =
(αx1+µ)x0+P(x1)

x1

∂
∂x0

, α ∈ C, µ∈ C∗

ne sont pas rationnellement intégrables.
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Le champx2
0

x1

∂
∂x0

est rationnellement intégrable et a pour flot
(

x0x1
x1−tx0

,x1

)
.

Démonstration. — La preuve se fait dans tous les cas par une intégration élémentaire directe.
À titre d’exemple l’intégration deχ1 se fait comme suit. On écritφt = (x0(t),x1(t)); on a
x1(t) = x1 et l’équation du flot conduit àdx0(t)

dt = x2
0(t)+P(x1), soit

dx0(t)
x0(t)2+P(x1)

= dt.

On écrit formellement l’équation différentielle ci-dessus sous la forme

−1

2i
√

P(x1)

(
dx0(t)

x0(t)+ i
√

P(x1)
− dx0(t)

x0(t)− i
√

P(x1)

)
= dt.

On obtient par intégration directe :

log

(
x0(t)+ i

√
P(x1)

x0(t)− i
√

P(x1)

)
= cte−2i

√
P(x1)t

soit encore en utilisant la condition initiale(x0(0),x1(0)) = (x0,x1)

x0(t)+ i
√

P(x1)

x0(t)− i
√

P(x1)
=

x0+ i
√

P(x1)

x0− i
√

P(x1)
e−2i

√
P(x1).

Ce qui donne une expression explicite pourx0(t); puisqueP est non constant le flotφt est
transcendant (multivalué siP n’est pas un carré).

Les cas restants se traitent comme suit ; lorsqueP est constant on écrit le champχ1 sous la
forme

(
x2

0−α2) ∂
∂x0

, α ∈ C.

Ce champ est rationnellement intégrable ; son flot, qui est dans Bir2, s’écrit
(

x0

1− tx0
,x1

)
pourα = 0,

(
α(e−2αt +1)x0+α2(e−2αt −1)
(e−2αt −1)x0+α(e−2αt +1)

,x1

)
sinon.

Lorsqueµ est nul etα non nul le champ

χ4 =
αx0x1+P(x1)

x1

∂
∂x0

est conjugué àαx0x1+1
x1

∂
∂x0

dont le flot est
(
− 1

αx1
+eαt

(
x0+

1
αx1

)
,x1

)

Enfin siα est nul, le flot deχ4 est donné par
(

x0+ t P(x1)
x1

,x1

)
.

On déduit de la Remarque 2.22 et du Lemme 2.23 la :
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Proposition 2.24. — Un flot birationnel quadratique qui préserve une fibration endroites
fibre à fibre est, à conjugaison linéaire près, de l’une des formes suivantes

(x0+ t(α+ x2
1),x1),

(
x0

1− tx0
,x1

)
,

(
x0+ t

P(x1)

x1
,x1

)
,

(
x0eµt +

x2
1

µ

(
eµt −1

)
x1

)
,

(
x0x1

x1− tx0
,x1

)
,

(
− 1

µx1
+eµt

(
x0+

1
µx1

)
,x1

)
,

(
µ(e−2µt+1)x0+µ2(e−2µt−1)
(e−2µt −1)x0+µ(e−2µt+1)

,x1

)

où P∈ C[x1], degP≤ 2, α ∈ C, µ∈ C∗.

2.2.2. La seconde composante du flot est une translation,i.e. ε = 1. —
Pour ce type de flot le générateur infinitésimal a la forme suivante

αx2
0+ ℓ(x1)x0+P(x1)

ax1+b
∂

∂x0
+

∂
∂x1

avecα dansC, ℓ affine etP polynôme de degré inférieur ou égal à 2. Il se trouve que tous ces
champs ne sont pas rationnellement intégrables et nous devons lister ceux qui le sont. Dans
un premier temps on démontre de façon élémentaire (exercice) que ces champs font partie, à
automorphisme deP2 près, de la liste suivante :

(x2
0+P(x1))

∂
∂x0

+
∂

∂x1
,

x2
0+P(x1)

x1

∂
∂x0

+
∂

∂x1
, (αx0+ p0+ p1x1)

∂
∂x0

+
∂

∂x1
,

(αx0+x2
1)

∂
∂x0

+
∂

∂x1
, (p0+x2

1)
∂

∂x0
+

∂
∂x1

, (µx0x1+P(x1))
∂

∂x0
+

∂
∂x1

,

µx0x1+ p0

x1

∂
∂x0

+
∂

∂x1
,

αx0

x1

∂
∂x0

+
∂

∂x1
,

x0+x1

x1

∂
∂x0

+
∂

∂x1
,

x0+ p1x1+x2
1

x1

∂
∂x0

+
∂

∂x1
,

αx0+x2
1

x1

∂
∂x0

+
∂

∂x1
,

µx0x1

x1+b
∂

∂x0
+

∂
∂x1

,

µx0x1+1
x1+b

∂
∂x0

+
∂

∂x1
,

avecα, b dansC∗, pi dansC et P dansC[x1], degP≤ 2.
Parmi ces champs certains s’intègrent de façon élémentaire: c’est le cas des 3ème, 4èmeet 5ème

qui conduisent à des flots de transformations polynomiales.Nous n’allons pas présenter en
détail toutes les preuves des lemmes mais en donner toutefois quelques-unes typiques.

Commençons par considérer le cas oùχ =
(
x2

0 +P(x1)
) ∂

∂x0
+ ∂

∂x1
. Dans un premier temps

supposonsP constant :

Lemme 2.25. — Le champ

(x2
0−α2)

∂
∂x0

+
∂

∂x1



2.2. CLASSIFICATION DES GERMES DE FLOTS BIRATIONNELS QUADRATIQUES 65

s’intègre en :
(

α(e−2αt +1)x0+α2(e−2αt −1)
(e−2αt −1)x0+α(e−2αt +1)

,x1+ t

)
.

Démonstration. — Le champ(x2
0−α2) ∂

∂x0
est conjugué viax0+α

x0−α au champ−2αx0
∂

∂x0
dont le

flot est e−2αtx0 d’où le résultat.

Remarque 2.26. — On peut mentionner le fait suivant. Suivant les valeurs des paramètres on a

φ0 = id ∈ Σ0, φt ∈ Σ1, ∀ t ∈ 2iπZ
α

\{0}, φt ∈ Σ2, ∀ t 6∈ 2iπZ
α

ce qui montre que pour une infinité de paramètres on passe dansΣ1 en étant génériquement
dansΣ2.

Nous présentons en détail l’étude du casP non constant qui est typique.

Lemme 2.27. — Considérons le champχ défini par

χ =
(
x2

0+P(x1)
) ∂

∂x0
+

∂
∂x1

, P∈ C[x1], degP≤ 2,
∂P
∂x1

6= 0.

Le flot deχ n’est pas dansBir2.

Démonstration. — Nous allons utiliser le Théorème 2.18.
i. Commençons par montrer queFχ n’admet pas d’intégrale première rationnelle.

PosonsP(x1) := p0 + p1x1 + p2x2
1. Le feuilletageFχ associé àχ est décrit par la forme

différentielle « duale » deχ

ωχ =
(
x2

0+ p0+ p1x1+ p2x2
1

)
dx1− dx0.

Quitte à changerx0 en 1/x0 etx1 en 1/x1, on obtient :

ωχ =
(
x2

1+x2
0(p0x2

1+ p1x1+ p2)
)

dx1−x4
1dx0.

Nous allons montrer qu’après un certain nombre d’éclatements Fχ présente une singularité de
type nœud-col. Pour celà posonsx1 := tx0; alors à facteur multiplicatif près

ωχ = t
(
t2+ p0t

2x2
0+ p1tx0+ p2− t3x2

0

)
dx0+x0

(
t2+ p0t

2x2
0+ p1tx0+ p2

)
dt.

Supposonsp2 6= 0. Le 1-jet au point singulier(0,−√−p2) est de la formetdx0; la singularité
est de type nœud-col etFχ n’admet donc pas d’intégrale première rationnelle.

Lorsquep2 = 0 la même suite de transformations conduit à :

ωχ =
(
x1+ p0x1x2

0+ p1x
2
0

)
dx1−x3

1dx0.

On fait alors deux éclatements, plus précisément on posex1 = tx2
0, et on obtient la forme

t
(
2t +2p0tx0+2p1− t2x3

0

)
dx0+x0

(
t + p0tx0+ p1

)
dt;

on remarque qu’en(x0, t) = (0,−p1) celle-ci présente une singularité de type nœud-col carP
est non constant doncp1 non nul. AinsiFχ ne peut posséder d’intégrale première rationnelle.

ii. Pour finir montrons queχ n’a pas de symétrie forteY.
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D’après la Remarque 2.19, on peut supposer qu’un telY s’écrit Q(x0,x1)
Cx1+D

∂
∂x0

avecQ polynôme

de degré inférieur ou égal à 2 etC, D dansC2\{(0,0)}. On remarque que les pôles deY doivent
être invariants parχ. Mais le feuilletageFχ ne possède pas de courbe du typex1 = cte invariante
autre quex1 = 0; ainsi(C,D) est à valeurs dans{(0,1), (1,0)}. Lorsque(C,D) = (1,0) (resp.
(C,D) = (0,1)) un calcul direct montre queY est nul dès queP est non constant.

Ensuite on étudie le champχ =
x2

0+P(x1)
x1

∂
∂x0

+ ∂
∂x1

en distinguant le casP constant du casP
non constant.

Lemme 2.28. — Le flot de

x2
0−α2

x1

∂
∂x0

+
∂

∂x1

est birationnel si et seulement si2α est dansZ \ {0} et appartient àBir2 si et seulement si
α2 = 1/4.

Lorsqueα2 = 1/4 le flot φt s’écrit
(
(t +2x1)x0− t/2

t +2x1−2tx0
,x1+ t

)
.

Démonstration. — Si α est nul, on a

φt =

(
x0

1+x0
(

lnx1− ln(x1+ t)
) ,x1+ t

)

qui n’est évidemment pas birationnel.

Si α n’est pas nul, une intégration explicite donne

φt =

(
α2(x2α

1 − (x1+ t)2α)+α(x2α
1 +(x1+ t)2α)x0(

x2α
1 +(x1+ t)2α

)
α+

(
x2α

1 − (x1+ t)2α
)
x0

,x1+ t

)

d’où l’on déduit le résultat.

La démonstration détaillée du résultat suivant est laisséeau lecteur (exercice).

Lemme 2.29. — Le flotφt du champ

χ =
x2

0+ p0+ p1x1+ p2x2
1

x1

∂
∂x0

+
∂

∂x1
, pi ∈C, (p1, p2) 6= (0,0),

appartient àBir2 si et seulement si(p0, p1) = (−1/4,0).
Si (p0, p1) = (−1/4,0), alors φt s’écrit

(
f (t)(2tx0− t +2x0x1)+g(t)(1−2x0+4p2tx1+4p2x2

1)

2(x1 f (t)+g(t)(1−2x0))
,x1+ t

)

avec f(t) = 2
√

p2cos(
√

p2t) et g(t) = sin(
√

p2t).
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Esquisse de démonstration. — On cherche d’abord sous quelles conditionsχ possède une sy-
métrie forte que l’on peut choisir sous la formeQ(x0,x1)

Cx1+D
∂

∂x0
oùQ désigne un polynôme de degré 2

etC, D deux complexes non tous deux nuls. Un calcul direct montre que si(C,D) = (0,1) alors
p0+ p1x1+ p2x2

1 est constant, ce que l’on a exclu. Lorsque(C,D) = (1,0) c’est encore un cal-
cul direct qui montre que l’existence d’une symétrie non triviale implique(p0, p1)= (−1/4,0),
cas où l’intégration du flot est explicite. Lorsque(p0, p1) 6= (−1/4,0) on trouve queFχ a une
singularité de type nœud-col après une suite d’éclatementsad-hoc (exercice).

Remarque 2.30. — On remarque que
(

f (t)
(
2tx0− t +2x0x1

)
+g(t)

(
1−2x0+4p2tx1+4p2x2

1

)

2
(
x1 f (t)+g(t)(1−2x0)

) ,x1+ t

)

avec f (t) = 2
√

p2 cos(
√

p2t) etg(t) = sin(
√

p2t) a pour ensemble d’indétermination
{
(1 : 0 : 0), (1 : 0 : 2), (t f (t)−g(t) : 2g(t)t : −2g(t))

}
;

notons queg s’annule pourt ∈ Zπ/√p2 et, pour ces valeurs des paramètres,φt est dansΣ2,

sinonφt est dansΣ3.

Lemme 2.31. — Le champχ =
(
µx0x1 + α

) ∂
∂x0

+ ∂
∂x1

n’est pas rationnellement intégrable
lorsque µ est non nul.

Démonstration. — Raisonnons par l’absurde : supposons que le flot deχ soit birationnel.
Posonsf (x0,x1) := (εx0,x1). Notons

χε =
(
µx0x1+ εα

) ∂
∂x0

+
∂

∂x1

le conjugué deχ par f et φε
t = f φt f−1 le flot deχε. Par le théorème de CAUCHY appliqué en

un point générique deP2 lorsqueε tend vers 0, φε
t tend versφ0

t , i.e. le flot deχ0 est birationnel ;
or le flot deχ0 s’écrit (x0eµx1t+µt2/2,x1+ t) et n’est pas birationnel.

Cet énoncé traite aussi la famille des

χ =
(
µx0x1+ p0+ p1x1+ p2x2

1

) ∂
∂x0

+
∂

∂x1

oùµ∈C∗, pi ∈C, (p1, p2) 6=(0,0) ; en effet un tel champ est linéairement conjugué à un champ
du type

(
µx0x1+α

) ∂
∂x0

+ ∂
∂x1

dont on sait d’après le Lemme 2.31 qu’il n’est pas rationnellement
intégrable.

C’est encore cette même méthode de dégénérescence (introduire ici (x0,εx1)) qui est utilisé
dans le :

Lemme 2.32. — Le champ

χ =
µx0x1+ p0

x1

∂
∂x0

+
∂

∂x1

est rationnellement intégrable si et seulement si p0 = 0, i.e. si et seulement s’il est linéaire.

Les énoncés 2.33, 2.38, 2.35 s’obtiennent par intégration directe (exercice).
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Lemme 2.33. — Le flot de

χ =
αx0

x1

∂
∂x0

+
∂

∂x1

appartient àBir2 si et seulement siα appartient à{−1,1} auquel cas il est donné par
(

x0x1

x1+ t
,x1+ t

)
, resp.

(
x0

x1
(x1+ t),x1+ t

)
.

Lemme 2.34. — Le champ

χ =
x0+x1

x1

∂
∂x0

+
∂

∂x1

n’est pas rationnellement intégrable.

Lemme 2.35. — Le flot de

χ =
x0+ p1x1+x2

1

x1

∂
∂x0

+
∂

∂x1

appartient àBir2 si et seulement si p1 = 0, auquel cas il vaut
(

x0+
x0t
x1

+ t2+x1t,x1+ t

)
.

Dans le résultat qui suit on utilise encore un procédé de dégénérescence que nous détaillons.

Lemme 2.36. — Le flot de

χ =
αx0+x2

1

x1

∂
∂x0

+
∂

∂x1

est dansBir2 si et seulement siα est dans{−1,1}.
Si α = 1, on retrouve le cas précédent ; siα =−1 le flot deχ s’écrit

(
tx2

1+ t2x1+x0x1+ t3/3
x1+ t

,x1+ t

)
.

Démonstration. — Le champχ est linéairement conjugué à

Xε =
αx0+ εx2

1

x1

∂
∂x0

+
∂

∂x1

pourε 6= 0. CommeX0 est rationnellement intégrable et dans Bir2 si et seulement siα appartient
à{−1,1} (Lemme 2.33), le champχ n’est pas dans Bir2 pourα 6∈ {−1,1}.

Lorsqueα = 0 on a le résultat suivant (intégration directe) :

Lemme 2.37. — Soitχ le champ

p0+ p1x1+ p2x2
1

x1

∂
∂x0

+
∂

∂x1
, pi ∈ C.

Le champχ est rationnellement intégrable si et seulement si p0 = 0 et dans ce casχ est
linéaire.
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Lemme 2.38. — Le flot de

χ =
µx0x1

x1+b
∂

∂x0
+

∂
∂x1

, b∈C∗

est dansBir2 si et seulement si bµ=±1, ce qui conduit aux flots :
(

x0eµt
(

x1+1/µ
x1+ t +1/µ

)
,x1+ t

)
,

(
x0eµt

(
x1+ t −1/µ

x1−1/µ

)
,x1+ t

)
.

Enfin nous détaillons la démonstration du dernier cas qui fait intervenir des arguments un
peu différents.

Lemme 2.39. — Le champ

χ =
µx0x1+1

x1+b
∂

∂x0
+

∂
∂x1

, b∈ C∗

est rationnellement intégrable si et seulement si bµ= 1 et dans ce cas

φt =

((
x0(x1+b)+b−be−t/b

) et/b

x1+b+ t
,x1+ t

)
.

Démonstration. — Pourε 6= 0 le champχ est conjugué à

Xε =
µx0x1+ ε

x1+b
∂

∂x0
+

∂
∂x1

;

d’après le Lemme 2.38 le champX0 est rationnellement intégrable si et seulement sibµ= ±1
et cette condition est nécessaire pour queχ le soit. Il faut donc intégrer l’équation

∂x0(t)
∂t

=
µx0(t)(x1+ t)+1

x1+b+ t
, bµ=±1

que l’on traite comme une équation linéaire avec second membre. On cherchex0(t) sous la
formeC(t)eµt(x1+ t +b)−bµ (variation de la constante) ; on obtient

C′(t) =
e−µt

(x1+ t +b)1−bµ.

Si bµ= 1 on a le flot suivant :

φt =

((
x0(µx1+1)+1−e−µt) eµt

µx1+1+µt
,x1+ t

)

qui est bien dans Bir2.

Lorsquebµ=−1 on obtient

C′(t) =
e−µt

(x1+ t +b)2 =
e−µ(x1+t+b)

(x1+ t +b)2 eµ(x1+b)

= eµ(x1+b)

(
1

(x1+b+ t)2 −
µ

x1+b+ t
+ ∑

n≥2

(−µ)n(x1+ t +b)n−2

n!

)
.

Il s’en suit que
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x0(t) = eµ(x1+t+b)

(
−1−µ(x1+ t+b) ln(x1+ t+b)+ ∑

n≥2

(−µ)n(x1+ t+b)n

(n−1)n!

)
+Deµt(x1+ t+b).

La condition initialex0(0) = x0 permet de calculerD; on constate alors que le flot obtenu
n’est pas birationnel (présence de ln en particulier).

2.2.3. La seconde composante du flot est une homothétie. —
Dans cette situation le champχ a pour seconde composanteµx1

∂
∂x1

avecµ∈ C∗. Dans la
suite nous supposerons queµ vaut 1 pour ne pas alourdir l’exposé. Nous obtenons donc une
classification à « renormalisation près du temps » par une homothétie.

Le champχ est de la forme

δx2
0+ ℓ(x1)x0+P(x1)

Ax1+B
∂

∂x0
+x1

∂
∂x1

où P désigne un polynôme de degré inférieur ou égal à 2 etℓ un polynôme de degré 1.
Quitte à faire agir une application diagonale(ax0,bx1), on peut supposer queδ = 1 ouδ = 0

et que(A,B) prend les valeurs(0,1), (1,0) ou (1,1).
Suivant les valeurs des différents paramètres et à automorphismes deP2 près les champs

à étudier correspondent à des flots linéaires ou polynomiaux(apparaissant dans la Proposi-
tion 2.15) ou sont décrits dans les lemmes qui suivent. Les preuves purement calculatoires ne
sont pas détaillées.

Lemme 2.40. — On désigne parχ le champ(x2
0−α2) ∂

∂x0
+x1

∂
∂x1

. Le flot deχ appartient àBir2

et s’écrit
(

α
(e−2αt +1)x0+α(e−2αt −1)
(e−2αt −1)x0+α(e−2αt +1)

,etx1

)
.

Remarque 2.41. — Le flot précédent compte génériquement deux points d’indétermination
qui sont immobiles ; on constate que

Excφt =
{

x2 = 0,(e−2αt −1)x0+α(e−2αt +1)x2 = 0
}

est constitué d’une droite fixe et d’une droite mobile.
On note que

φt ∈ Σ0, pourt dans
2iπZ

α
et φt ∈ Σ2, sinon.

Lemme 2.42. — Le flot du champ

(
x2

0+P(x1)
) ∂

∂x0
+x1

∂
∂x1

, P∈ C[x1], degP≤ 2,
∂P
∂x1

6= 0

n’appartient pas àBir2.
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Démonstration. — On montre queFχ n’a pas d’intégrale première rationnelle en montrant
queFχ a une singularité nœud-col après un certain nombre d’éclatements.

Ensuite on montre queχ admet une symétrie forte si et seulement si(p0, p1) =
(
−1

4,0
)
. Si

(p0, p1) =
(
−1

4,0
)

on peut supposer, puisqueP n’est pas constant, quep2 = 1; une intégration
explicite montre que le flot n’est pas birationnel.

Par intégration élémentaire on obtient le :

Lemme 2.43. — Le flot de

x2
0−α2

x1

∂
∂x0

+x1
∂

∂x1
, α ∈ C

appartient àBir2 si et seulement siα = 0; dans ce cas

φt =

(
x0x1

x1−x0+e−tx0
,etx1

)
.

Remarque 2.44. — Le flot φt =
(

x0x1
x1−x0+e−tx0

,etx1

)
vérifie :

φt = id ∈ Σ0, ∀ t ∈ 2iπZ, φt ∈ Σ2, ∀t 6∈ 2iπZ.

Dans le lemme qui suit on utilise un procédé de ramification que l’on détaille.

Lemme 2.45. — Soitχ le champ défini par

x2
0+ p0+ p1x1+ p2x2

1

x1

∂
∂x0

+x1
∂

∂x1
, pi ∈C, (p1, p2) 6= (0,0).

Le flotφt deχ est birationnel si et seulement si p0 = p1 = 0. Dans ce cas

φt =

(
− f (t)

(
x0(1+α)−2p2x1

)
+g(t)

(
x0(α−1)+2p2x1

)

f (t)
(
x1(1−α)−2x0

)
+g(t)

(
2x0−x1(1+α)

) x1et ,x1et

)

avec

α =
√

1−4p2, f (t) = e(−(1+α)t/2), g(t) = e((α−1)t/2).

Démonstration. — En utilisant la Remarque 2.19 on constate queχ admet une symétrie forte
si et seulement sip0 = p1 = 0. Lorsque p0 = p1 = 0, l’intégration du flot est immédiate.
Supposons désormais que(p0, p1) 6= (0,0). Le feuilletageFχ est décrit par la 1-forme

ωχ =
(
x2

0+ p0+ p1x1+ p2x2
1

)
dx1−x2

1dx0.

Le 1-jet au point singulier(
√−p0,0) est du type nœud-col sip0 est non nul ce qui interdit

l’existence d’une intégrale première rationnelle. Voici comment on procède lorsquep0 = 0, i.e.
lorsque la 1-formeωχ s’écrit

(
x2

0+ p1x1+ p2x2
1

)
dx1−x2

1dx0.

Nous faisons d’abord une ramification(x0,x1) 7→ (x0,x2
1) pour obtenir

2
(
x2

0+ p1x2
1+ p2x

4
1

)
dx1−x3

1dx0;
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puis nous éclatons l’origine(x0,x1) = (0,0) en posantx0 = sx1 :

2
(
p1+s2+ p2x2

1−sx1
)

dx1−x2
1ds.

On remarque alors puisquep1 est non nul qu’au point(s,x1) = (
√−p1,0) cette 1-forme pré-

sente une singularité de type nœud-col ce qui une fois de plusexclut l’existence d’une intégrale
première rationnelle pourχ.

La démonstration du lemme qui suit n’a rien de particulier ; mais elle montre qu’il y a des
champs de vecteurs rationnels quadratiques dont le flot est birationnel mais de degré aussi grand
que l’on veut. Nous avons déjà vu un tel phénomène dans la démonstration du Lemme 2.28.

Lemme 2.46. — Le flot du champχ défini par

x2
0−α2

x1+1
∂

∂x0
+x1

∂
∂x1

, α ∈C,

appartient àBir2 si et seulement si4α2 = 1.
Lorsque4α2 = 1, on a

φt =

(
et
(
4x0x1+2x0−1

)
+2x0+1

2
(
et
(
2x1+1−2x0

)
+1+2x0

) ,etx1

)
.

Démonstration. — Supposonsα nul. L’équation satisfaite parφt a pour solution
(

x0

1+x0
(

ln(etx1+1)− ln(x1+1)− t
) ,etx1

)
;

le champχ n’est donc pas rationnellement intégrable.

Si α est non nul,

φt =

(
−α

(x0+α)(etx1+1)2α +(x0−α)(x1+1)2αe2αt

(x0−α)(x1+1)2αe2αt − (x0+α)(etx1+1)2α ,e
tx1

)
,

expression invariante lorsque l’on changeα en−α. On remarque queφt est birationnel si et
seulement si 2α est un entier non nul ; on constate qu’il est quadratique si etseulement si 2α= 1
auquel cas il s’écrit

(
et
(
4x0x1+2x0−1

)
+2x0+1

2
(
et(2x1+1−2x0)+1+2x0

) ,etx1

)
.

Remarque 2.47. — Un calcul montre que

φt =

(
et
(
4x0x1+2x0−1

)
+2x0+1

2
(
et(2x1+1−2x0)+1+2x0

) ,etx1

)

appartient àΣ3 sauf lorsquet ∈ 2iπZ où l’on aφt = id.
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Dans la démonstration du lemme qui suit on fait appel à un théorème de linéarisation de
POINCARÉ ([2]). Toutefois on pourrait se ramener à une procédure de type symétrie/nœud-col
en faisant quelques éclatements.

Lemme 2.48. — Soitχ le champ défini par

x2
0+ p0+ p1x1+ p2x2

1

x1+1
∂

∂x0
+x1

∂
∂x1

, pi ∈ C, (p1, p2) 6= (0,0).

Le flot deχ appartient àBir2 si et seulement si(p0, p1) = (−1/4+ p2,2p2).

Si (p0, p1) = (−1/4+ p2,2p2) et p2 6= 1/4, le flot deχ s’écrit

(
sin(βt)

(
etx1(x1−2x0)+4β2(x1+1)(etx1+1)

)
+2βcos(βt)((et −1)x1+2(etx1+1)x0)

2(2βcos(βt)(x1+1)− sin(βt)(2x0− x1))
,etx1

)

avecβ =
√

4p2−1/2.
Si (p0, p1, p2) = (0,1/2,1/4), on obtient

φt =

(
2etx1tx0−etx2

1t −4etx1x0−2etx1−4x0+2x1

2
(
−2x1−2+2tx0− tx1

) ,etx1

)
.

Remarque 2.49. — A priori β est défini au signe près mais on constate que l’expression du
flot est invariante parβ 7→ −β.

Démonstration. — Si χ a une symétrie forteY, on peut supposer qu’elle est de la forme

Q(x0,x1)

Cx1+D
∂

∂x0

où Q désigne un polynôme de degré inférieur ou égal à deux etC, D des complexes non tous
deux nuls (voir Remarque 2.19). Un calcul montre que l’existence d’un telY implique que

(p0, p1) = (−1/4+ p2,2p2) ou (p0, p1) = (−1/4,0)

(dans ce dernier casp2 est non nul). Pour(p0, p1) = (−1/4+ p2,2p2) le flot s’obtient par
un calcul direct. Lorsque(p0, p1) = (−1/4,0) on distingue le casp2 = 1/4 du casp2 6= 1/4.
Pourp2 = 1/4 on constate que

φt =


1

2

(2x0− x1−1)(etx1+1) ln
(

etx1+1
x1+1

)
−2(2x0− x1−1)x1et −2x1(etx1+1)

(2x0− x1−1) ln
(

et x1+1
x1+1

)
−2x1

,etx1




n’est pas birationnel. Sip2 6= 1/4, on obtient

φt =

(
1
2
+

etx1

2
(1− γ)(etx1+1)γ (2x0−1− x1− γx1)+ (1+ γ)(x1+1)γ (1+ x1−2x0− γx1)

(x1+1)γ (1+ x1−2x0− γx1)+ (etx1+1)γ (2x0−1− x1− γx1)
,etx1

)
,

avecγ =
√

1−4p2; ainsiφt n’est pas quadratique.
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Supposons désormais que(p0, p1) 6= (−1/4,0) et (p0, p1) 6= (−1/4+ p2,2p2) (rappelons
que (p1, p2) 6= (0,0)). Quitte à faire une translation enx1 et à faire agir(x0,εx1) sur χ, on
obtient le champ

Yε :=
x2

0+ p0+ p1(εx1−1)+ p2(εx1−1)2

εx1

∂
∂x0

+
εx1−1

ε
∂

∂x1
.

Posons̃Yε := εYε. On constate que

Ỹ0 =
x2

0+ p0− p1+ p2

x1

∂
∂x0

− ∂
∂x1

et on remarque que siχ est rationnellement intégrable, alorsỸ0 aussi. Posons

α2 =−(p0− p1+ p2);

d’après le Lemme 2.28 le flot deY0 appartient à Bir2 si et seulement si 2α vaut 1 ou−1.Par suite
pour queφt appartienne à Bir2 il faut que 2α =±1, i.e. p1− p0− p2 = 1/4. Le feuilletageFχ
est décrit par la 1-forme

(
x2

0+ p0+ p1x1+ p2x2
1

)
dx1−x1(x1+1)dx0

soit à translation enx1 près
(
x2

0−1/4+ p1x1+ p2x2
1−2p2x1

)
dx1−x1(x1−1)dx0.

Au point singulier(−1/2,0) le 1-jet de la forme s’écrit

(−x0+(p1−2p2)x1+ termes de degré supérieur)dx1+x1dx0;

d’après POINCARÉ ([2]) le feuilletageFχ est localement conjugué au feuilletage linéaire donné
par

(−x0+(p1−2p2)x1)dx1+x1dx0.

Si p1−2p2 est non nul,
(
−x0+(p1−2p2)x1

)
dx1+x1dx0 n’a pas d’intégrale première méro-

morphe. En effet par homothétie on peut se ramener àp1−2p2 = 1; on constate alors que

(−x0+x1)dx1+x1dx0

a pour intégrale premièrex1 exp
(

x0
x1

)
. Reste le cas oùp1−2p2 = 0, l’égalité p1− p0− p2= 1/4

conduit à(p0, p1) = (p2−1/4,2p2), cas que l’on a justement exclu.

Remarque 2.50. — Pour les flots précédents on a

φ0 = id ∈ Σ0, φt ∈ Σ2, ∀ t ∈ 2iπZ\{0}, φt ∈ Σ3, ∀ t 6∈ 2iπZ.

Lemme 2.51. — Le flot de1+εx1
x1

∂
∂x0

+x1
∂

∂x1
, avecε dans{0,1}, s’écrit

(
x0+

1
x1

+ tε− e−t

x1
,etx1

)
.

Une intégration directe (exercice) conduit au :
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Lemme 2.52. — Le flot du champ

χ =
p0+ p1x1+ p2x2

1

x1+1
∂

∂x0
+x1

∂
∂x1

, pi ∈ C,

appartient àBir2 si et seulement si p1 = p0+ p2 et dans ce cas le champχ est affine.

Une fois de plus c’est la technique de symétrie/nœud-col (exercice) qui permet d’établir
le :

Lemme 2.53. — Considérons le champ

χ =
bx0+µx2

1

x1

∂
∂x0

+x1
∂

∂x1
, b, µ∈C.

Le flot deχ appartient àBir2 si et seulement si b= 0 auquel casφt est linéaire.

Les champs suivants s’intègrent et donnent des flots transcendants (exercice).

Lemme 2.54. — Si µ est non nul, le champ

χ =
µx2

1

x1+1
∂

∂x0
+x1

∂
∂x1

n’est pas rationnellement intégrable.

Par intégration directe on montre l’énoncé suivant (exercice).

Lemme 2.55. — Le champ

χ =
bx0

x1+1
∂

∂x0
+x1

∂
∂x1

, b 6= 0

a son flot dansBir2 si et seulement si b= 1, resp. b=−1 auquel cas on a

φt =

(
x0(x1+1)et

(etx1+1)
,etx1

)
, resp.φt =

(
x0(etx1+1)
(x1+1)et

,etx1

)
.

Remarques 2.56. — i. Lorsqueφt =
(

x0(x1+1)et

(etx1+1) ,e
tx1

)
on constate que

φt = id ∈ Σ0, ∀ t ∈ 2iπZ; φt ∈ Σ2, ∀ t 6∈ 2iπZ.

ii. Les flots (
x0(x1+1)et

(etx1+1)
,etx1

)
et

(
x0(etx1+1)
(x1+1)et

,etx1

)

sont conjugués via(1/x0,x1) qui est dans Bir2.

Lemme 2.57. — Soitχ le champ défini par

bx0+µx2
1

x1+1
∂

∂x0
+x1

∂
∂x1

, b, µ∈ C∗.

Le flot deχ est dansBir2 si et seulement si b vaut1 auquel cas on a

φt =

(
x0+x0x1−µx2

1+µx2
1et

etx1+1
et ,etx1

)
.
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Démonstration. — Siχ admet une symétrie forteY, on peut supposer (Remarque 2.19) qu’elle
est de la formeQ(x0,x1)

Cx1+D
∂

∂x0
où Q désigne un polynôme de degré inférieur ou égal à 2 etC, D

deux complexes non tous deux nuls. On peut trouver un tel champY si et seulement sib=±1.
Si b= 1, le calcul du flot est immédiat.

Lorsqueb vaut−1, le flot φt est du type
(
(x1+e−t)

(
µet − µ

x1(etx1+1)
−µ+

x0x1+µ
x1(x1+1)

+
2µ
x1

ln

(
x1+1

etx1+1

))
,etx1

)
;

le champχ n’est donc pas rationnellement intégrable.

Supposons queb2 6= 1. Le feuilletageFχ est décrit dans la cartex1 = 1 par la 1-forme
(
(b−1)x0x2+µ−x0

)
dx2+x2(1+x2)dx0.

Le 1-jet au point singulier(µ,0) est du type

x2 dx0+
(
−x0+(b−1)µx2

)
dx2.

Par un argument analogue à celui utilisé dans le Lemme 2.48 onobtient queFχ n’a pas d’inté-
grale première rationnelle. Le Théorème 2.18 assure alors que le flot deχ n’est pas birationnel
quadratique.

Lemme 2.58. — Le flot du champ

x0+x1+µx2
1

x1+1
∂

∂x0
+x1

∂
∂x1

est de la forme
((

x1(t +µetx1)+x0(x1+1)−µx2
1

)
et

etx1+1
,etx1

)
.

Lemme 2.59. — Le flot du champ

χ = (ax0x1+bx0+µ)
∂

∂x0
+x1

∂
∂x1

, a∈C∗, b, µ∈ C,

n’est pas birationnel.

Démonstration. — En utilisant la Remarque 2.19 on peut montrer queχ admet une symétrie
forte si et seulement sib vaut−1 ouµ= 0.

Si µ= 0 oub=−1, l’intégration est immédiate ; on obtient respectivement

φt = (x0e−ax1eaet x1+bt,etx1)

et

φt =

(
− µ

ax1
e−t +

ax0x1+µ
ax1

e−ax1eaet x1−t ,etx1

)
.

Dans les deux cas le champχ n’est pas rationnellement intégrable.

Supposonsµ 6= 0 etb 6=−1. Le feuilletage est défini par la 1-forme

ωχ = (ax0x1+bx0+µ)dx1−x1dx0.
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Quitte à changerx0 en 1/x0 etx1 en 1/x1, la formeωχ s’écrit

(ax0+bx0x1+µx2x1)dx1−x2
1dx0;

au point(0,0) la singularité est de type nœud-col etFχ n’admet pas d’intégrale première ra-
tionnelle. En particulierχ ne peut être rationnellement intégrable.

La preuve de l’énoncé qui suit se fait par un calcul direct (exercice).

Lemme 2.60. — On désigne parχ le champ

ax0x1+µ
x1

∂
∂x0

+x1
∂

∂x1
, a∈C, µ∈C∗.

Si a 6=−1, resp. a=−1, alors à conjugaison linéaire près

φt =

((
x0+

(1−e−(a+1)t)

(a+1)x1

)
eat,etx1

)
, resp.φt =

((
t
x1

+x0

)
e−t ,etx1

)
.

Les deux flots précédents sont dansBir2.

Comme souvent c’est encore la technique symétrie/nœud-colqui s’avère efficace ici :

Lemme 2.61. — Le flot de

χ =
ax0x1+bx0+µ

x1

∂
∂x0

+x1
∂

∂x1
, b∈C∗, a, µ∈ C,

n’appartient pas àBir2.

Parmi les champs qu’il reste à étudier il y a la famille

χ =
bx0+µ
x1+1

∂
∂x0

+x1
∂

∂x1
, b, µ∈C.

Si b est non nul, alors, à translation près, on peut supposerµ nul, cas déjà traité (Lemme 2.55).
Le champ

χ =
µ

x1+1
∂

∂x0
+x1

∂
∂x1

, µ∈C,

est rationnellement intégrable si et seulement siµ est nul ; dans ce cas,φt est linéaire.
Pour le résultat qui suit on utilise les techniques de dégénérescence et de symétrie/nœud-col ;

nous mentionnons le plan de la preuve.

Lemme 2.62. — Soitχ le champ défini par

ax0x1+bx0+µ
x1+1

∂
∂x0

+x1
∂

∂x1
, a∈ C∗, b, µ∈C.

Si µ est nul,φt appartient àBir2 si et seulement si a−b prend les valeurs−1, 0 ou 1.
Lorsque a−b appartient à{−1, 0, 1}, on obtient respectivement :

φt =

(
ebtx0(x1+1)

etx1+1
,etx1

)
, φt =

(
x0ebt,etx1

)
, φt =

(
ebtx0(etx1+1)

x1+1
,etx1

)
.
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Si µ est non nul, le flot deχ est birationnel si et seulement si a−b=−1 auquel cas

φt =

(
bx0(x1+1)+µ−µe−bt

b(etx1+1)
ebt,etx1

)
si b 6= 0;

φt =

(
x0(x1+1)+µt

etx1+1
,etx1

)
sinon.

Démonstration. — En conjuguantχ par(x0/ε,x1), on obtient

χε =
ax0x1+bx0+ εµ

x1+1
∂

∂x0
+x1

∂
∂x1

;

notonsψε
t le flot deχε. La limite deψε

t lorsqueε tend vers 0, i.e. le flot de

χ0 =
ax0x1+bx0

x1+1
∂

∂x0
+x1

∂
∂x1

est birationnel siφt l’est. Or le flot deχ0 est
(

ebt(etx1+1)a−bx0

(x1+1)a−b ,x1et
)

;

il est dans Bir2 si et seulement sia−b prend les valeurs−1, 0 ou 1. On doit donc étudier ces
trois possibilités. Notons que,χ0 correspondant au casµ= 0, on peut dans la suite supposerµ
non nul.

i. Considérons le cas oùa= b; nous allons montrer queχ n’est pas rationnellement intégrable.
En utilisant la Remarque 2.19, on montre queχ a des symétries fortes si et seulement si

(a,b) = (1,1), (a,b) = (2,2), (a,b) = (−1,−1).

– Sia= b= 1, le flot est
(

et(x0+µ)−etµx1t −µ+µx1et ln

(
etx1+1
x1+1

)
,etx1

)

qui n’est pas birationnel.

– Lorsquea= b= 2, on obtient le flot transcendant

φt =

(
e2tµx2

1

(
t + ln

(
x1+1

etx1+1

))
+etµx1+e2t

(
x0−µx1+

µ
2

)
− µ

2
,etx1

)
.

– Poura= b=−1 on a un phénomène analogue

φt =

(
e−t
(

x0+
µ
x1

ln

(
etx1+1
x1+1

))
,etx1

)
.

– Supposons désormais quea soit distinct de 1, 2 et−1. Le feuilletageFχ n’admet pas
d’intégrale première rationnelle. En effetFχ est décrit par

ωχ =
(
ax0(x1+1)+µ

)
dx1−x1(x1+1)dx0;
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quitte à changerx0 en 1/x0, on obtientωχ = x0
(
a(x1+1)+µx0

)
dx1+x1(x1+1)dx0 soit

à translation enx1 près(ax1 +µx0)x0 dx1 + x1(x1 − 1)dx0. Au point (0,0) la singularité
est de type nœud-col,Fχ n’a donc pas d’intégrale première rationnelle. Le Théorème2.18
permet de conclure.

ii. Envisageons l’éventualité suivante :a− b = 1. On va encore appliquer le Théorème 2.18.
En utilisant la Remarque 2.19 on constate queχ a des symétries fortes si et seulement sib= 0
ou 1. Dans chacun de ces cas, le flot s’écrit respectivement

(
(etx1+1)

(
µt+

µ
etx1+1

+µln

(
x1+1

etx1+1

)
+

x0−µ
x1+1

)
,etx1

)
,

(
et(etx1+1)

(
2µx1 ln

(
etx1+1
x1+1

)
−2µx1t −

µx1

etx1+1
− µ

et +
x0+2µx1+µ

x1+1

)
,etx1

)
,

aucun des deux n’étant rationnellement intégrable.
Supposons queb soit distinct de 0 et 1. Le feuilletageFχ est décrit par la 1-forme

(
(b+1)x0x1+bx0+µ

)
dx1−x1(x1+1)dx0;

en reprenant l’argument du Lemme 2.48 au point(µ,−1) et en utilisant le fait queµ(b+1) 6= 0
on montre queFχ n’a pas d’intégrale première rationnelle.

iii. Pour finir lorsquea−b=−1 un calcul direct permet d’obtenir le flot.

Par calcul direct (exercice) on obtient le :

Lemme 2.63. — Le flot du champχ = x0x1
x1+b

∂
∂x0

+x1
∂

∂x1
, avec b dansC, est donné par

(
x0(etx1+b)

x1+b
,etx1

)
.

Le champ

x0x1+x2
1

x1+b
∂

∂x0
+x1

∂
∂x1

, b∈C

n’est pas rationnellement intégrable.

Nous mentionnons la preuve de l’énoncé suivant car elle faitapparaître des flots intéressants.

Lemme 2.64. — Le flot du champ

χ =
x0x1+x0

x1+b
∂

∂x0
+x1

∂
∂x1

, b∈ C\{1}

est dansBir2 si et seulement si b= 1
2 auquel cas

φt =

(
x0e2t

(
x1+1/2

etx1+1/2

)
,etx1

)
.

Remarque 2.65. — Pourb= 1 le champχ est linéaire.

Démonstration. — En effet par calcul direct on obtient :
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– lorsqueb= 0 le flot s’écrit
(

etx0 exp

(
tx1−e−t

x1

)
exp

(
1−e−t

x1

)
,etx1

)

et n’est pas rationnellement intégrable ;
– lorsqueb 6= 0 on a

φt =

(
x0et/b

(
etx1+b
x1+b

)1−1/b

,etx1

)
.

Remarque 2.66. — Le premier flot est global ent, transcendant et holomorphe dans le com-
plément dex1 = 0. Les seconds sont birationnels pour 1/b entier.

Lemme 2.67. — Le flot du champ

χ =
x0x1+x0+x2

1

x1+b
∂

∂x0
+x1

∂
∂x1

, b∈ C

appartient àBir2 si et seulement si b= 1
2 auquel cas

φt =

(
(2tx2

1+x0(2x1+1))e2t

2etx1+1
,etx1

)
.

Démonstration. — Le champ

x0x1+x0+x2
1

x1+b
∂

∂x0
+x1

∂
∂x1

est linéairement conjugué à

Xε =
x0x1+x0+ εx2

1

x1+b
∂

∂x0
+x1

∂
∂x1

, ε 6= 0.

Or d’après le Lemme 2.64 le flot deX0 appartient à Bir2 si et seulement sib= 1
2; ainsi par dé-

générescence pour que le flot deχ soit birationnel quadratique il faut queb= 1
2. Par intégration

directe on obtient pourb= 1
2 le flot annoncé.

Remarque 2.68. — On constate que

φt =

((
2tx2

1+x0(2x1+1)
)
e2t

2etx1+1
,etx1

)

vérifie

φ0 = id, φt ∈ Σ1 ∀ t ∈ 2iπZ\{0}, φt ∈ Σ2 ∀ t 6∈ 2iπZ.

Pour finir on a le :

Lemme 2.69. — Le champ

χ =
x0x1+x0+ p1x1+ p2x2

1

x1+1
∂

∂x0
+x1

∂
∂x1

est rationnellement intégrable si et seulement si p1 = p2 auquel cas il est linéaire.
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Démonstration. — Un calcul montre que le flot deχ s’écrit

φt =

(
x0+ p1tx1+(p2− p1)x1 ln

(
etx1+1
x1+1

)
,etx1

)
.

2.2.4. Récapitulatif. —
Rappelons qu’à conjugaison linéaire près les champs linéaires et leurs flots sont en carte

affine du type suivant :

champ de vecteurs flot associé

∂
∂x1

(x0,x1+ t)

x0
∂

∂x0
+ ∂

∂x1
(x0et ,x1+ t)

(x1+1) ∂
∂x0

+αx1
∂

∂x1

(
x0+x1(et −1)+ t,eαtx1

)

α1x0
∂

∂x0
+α2x1

∂
∂x1

(x0eα1t ,x1eα2t)

(αx0+x1)
∂

∂x0
+αx1

∂
∂x1

(
(x0+ tx1)eαt ,x1eαt

)

x1
∂

∂x0
+ ∂

∂x1

(
x0+ tx1+

t2

2 ,x1+ t
)

On dit que le flotφt appartient àΣi si c’est le cas pourt générique. Lorsque la seconde
composante du flot est du type homothétie nous avons, pour simplifier la présentation, fait une
renormalisation dans le temps de sorte que la seconde composante du générateur infinitésimalχ
soit x1

∂
∂x1

(ceci revient à considérer les champsχ à multiplication près par une constante). Les
tableaux qui suivent donnent la liste des flots dans Bir2; pour chaque flot sont mentionnés le
générateur infinitésimal, une symétrie forte et une intégrale première. Leur lecture doit donc
être comprise à automorphisme deP2 et renormalisation près ; au niveau des champsχ celà se
traduit par une lecture à conjugaison linéaire près et multiplication scalaire près.

Dans ce qui suit certaines valeurs des paramètres produisent des flots linéaires ; nous ne les
avons pas mentionnées.
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champ de vecteurs flot associé symétrie forte IP

P(x1)
x1

∂
∂x0

(
x0+ t P(x1)

x1
,x1

)
∂

∂x0
x1

αx0x1+1
x1

∂
∂x0

(
− 1

αx1
+eαt

(
x0+

1
αx1

)
,x1

)
1
x1

∂
∂x0

+αx1
∂

∂x1
x1

(αx0+ x2
1)

∂
∂x0

, α 6= 0
(

x0eαt +
x2
1

α (eαt −1) ,x1

)
−2x1

∂
∂x0

+α ∂
∂x1

x1

(α+ x2
1)

∂
∂x0

(x0+ t(α+ x2
1),x1)

∂
∂x0

x1

Σ1

(αx0+ x2
1)

∂
∂x0

+ ∂
∂x1

, α 6= 0 ψt

(
1+αx1+

α2x2
1

2 + α3x0
2

)
∂

∂x0

(
x0+

2
α3 +

2x1
α2 +

x2
1

α

)
e−αx1

(α+ x2
1)

∂
∂x0

+ ∂
∂x1

(x0+ t(α+ x2
1)+ t2x1+

t3
3 ,x1+ t) ∂

∂x0
αx1+

x3
1
3 − x0

(1+ x2
1)

∂
∂x0

+ x1
∂

∂x1
,

(
x0− x2

1
2 + t +

x2
1e2t

2 ,etx1

)
∂

∂x0
x1exp

(
x2
1
2 − x0

)

1
x1

∂
∂x0

+ x1
∂

∂x1
,

(
x0+

1
x1
− e−t

x1
,etx1

)
∂

∂x0
− 1

x1
− x0

avecψt =
(

x0eαt +
(

2
α3 +

2x1
α2 +

x2
1

α

)
(eαt −1)−

(
2x1t

α + t2
α + 2t

α2

)
,x1+ t

)
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champ de vecteurs flot associé symétrie forte IP

1+x1
x1

∂
∂x0

+ x1
∂

∂x1
,

(
x0+

1
x1
+ t− e−t

x1
,etx1

)
∂

∂x0
x1exp

(
− 1

x1
− x0

)

αx0x1+1
x1

∂
∂x0

+ x1
∂

∂x1
, α 6=−1

((
x0+

(1−e−(α+1)t )
(α+1)x1

)
eαt ,etx1

)
1+(1+α)x0x1

x1

∂
∂x0

x1+α
1

1+(1+α)x0x1

1−x0x1
x1

∂
∂x0

+ x1
∂

∂x1

((
t
x1
+ x0

)
e−t ,etx1

)
1
x1

∂
∂x0

x1e−x0x1

(1+ x2
1)

∂
∂x0

+ x1
∂

∂x1
, (x0+ t +

x2
1
2

(
e2t −1

)
,x1et) ∂

∂x0
x1exp

(
x2
1
2 − x0

)

Σ1 x2
1

∂
∂x0

+ x1
∂

∂x1
,

(
x0+

x2
1
2 (e

2t −1),x1et
) ∂

∂x0

x2
1
2 − x0

(αx0+ x2
1)

∂
∂x0

+ x1
∂

∂x1
, α 6∈ {1,2}

(
x0eαt +

x2
1

2−α(e
2t −eαt),x1et

)
(x2

1+(α−2)x0)
∂

∂x0

xα
1

x2
1+(α−2)x0

(x0+ x1+ x2
1)

∂
∂x0

+ x1
∂

∂x1
,

(
x0et + x1tet + x2

1(e
2t −et),x1et

)
x1

∂
∂x0

x1exp
(

x1− x0
x1

)

(x0+ x2
1)

∂
∂x0

+ x1
∂

∂x1
,

(
x0et + x2

1(e
2t −et),x1et

)
x1

∂
∂x0

x1− x0
x1

(2x0+ x2
1)

∂
∂x0

+ x1
∂

∂x1

(
x0e2t + x2

1te
2t ,x1et

)
x2

1
∂

∂x0

1
x1

exp
(

x0
x2
1

)
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champ de vecteurs flot associé symétrie forte IP

x2
0

∂
∂x0

(
x0

1−tx0
,x1

)
x2
0

x1

∂
∂x0

x1

x2
0

x1

∂
∂x0

(
x0x1

x1−tx0
,x1

)
x2

0
∂

∂x0
x1

−x0
x1+1

∂
∂x0

+ x1
∂

∂x1

(
x0(etx1+1)
(x1+1)et ,etx1

)
x0

∂
∂x0

x0x1
x1+1

− x0
x1

∂
∂x0

+ ∂
∂x1

(
x0x1
x1+t ,x1+ t

)
x0

∂
∂x0

x0x1

x0
x1

∂
∂x0

+ ∂
∂x1

(
x0
x1
(x1+ t),x1+ t

)
(x0+ x1)

∂
∂x0

x0
x1

Σ2

x0+x2
1

x1

∂
∂x0

+ ∂
∂x1

(
x0+

x0t
x1

+ t2+ x1t,x1+ t
)

x1
∂

∂x0
x1− x0

x1

x2
1−x0
x1

∂
∂x0

+ ∂
∂x1

(
x2
1t+x1t2+x0x1+t3/3

x1+t ,x1+ t
)

1
x1

∂
∂x0

x3
1
3 − x0x1

x2
0

∂
∂x0

+ ∂
∂x1

(
x0

1−tx0
,x1+ t

)
∂

∂x1
x1+

1
x0

α2x0x1
αx1+1

∂
∂x0

+ ∂
∂x1

(
x0eαt

(
αx1+1

αx1+αt+1

)
,x1+ t

)
x0

∂
∂x0

eαx1

x0(αx1+1)

α2x0x1
αx1−1

∂
∂x0

+ ∂
∂x1

(
x0eαt

(
αx1+αt−1

αx1−1

)
,x1+ t

)
x0

∂
∂x0

(αx1−1)eαx1

αx0
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champ de vecteurs flot associé symétrie forte IP

(x2
0−α2) ∂

∂x0
+ ∂

∂x1
, α 6= 0

(
α(e−2αt+1)x0+α2(e−2αt−1)
(e−2αt−1)x0+α(e−2αt+1)

,x1+ t
)

∂
∂x1

e2αx1

(
x0+α
x0−α

)

α2x0x1+α
αx1+1

∂
∂x0

+ ∂
∂x1

((
x0
(
x1+

1
α
)
+ 1

α − e−αt

α

)
αeαt

αx1+1+αt ,x1+ t
)

1+x0+αx0x1
1+αx1

∂
∂x0

e−αx1(1+ x0+αx0x1)

(α+1)x0x1+αx0
x1+1

∂
∂x0

+ x1
∂

∂x1

(
(etx1+1)eαt

x1+1 x0,etx1

)
x0

∂
∂x0

xα
1 (x1+1)

x0

x0
x1+1

∂
∂x0

+ x1
∂

∂x1

(
x0(x1+1)et

(etx1+1) ,etx1

)
x0

∂
∂x0

x1
x0(x1+1)

x2
0−1/4
x1+1

∂
∂x0

+ x1
∂

∂x1

(
et (4x0x1+2x0−1)+2x0+1
2(et (2x1+1−2x0)+1+2x0)

,etx1

)
(1−4x2

0)
∂

∂x0

x1(1+2x0)
(x1+1)(1−2x0)

Σ2 x2
0

x1

∂
∂x0

+ x1
∂

∂x1

(
x0x1

x1−x0+e−tx0
,etx1

)
x0

∂
∂x0

+ x1
∂

∂x1

x0x1
x1−x0

(x2
0−α2) ∂

∂x0
+ x1

∂
∂x1

, α 6= 0
(

α (e−2αt+1)x0+α(e−2αt−1)
(e−2αt−1)x0+α(e−2αt+1)

,etx1

)
x1

∂
∂x1

x2α
1

(
x0+α
x0−α

)

x2
0

∂
∂x0

+ x1
∂

∂x1

(
x0

1−tx0
,etx1

)
x2

0
∂

∂x0
x1exp

(
1
x0

)

α−x0x1
x1+1

∂
∂x0

+ x1
∂

∂x1
,

(
αt+x0(x1+1)

etx1+1 ,etx1

)
1

x1+1
∂

∂x0

exp(x0(x1+1))
xα
1

(β−1)x0x1+βx0+α
x1+1

∂
∂x0

+ x1
∂

∂x1
, αβ 6= 0

(
βx0(x1+1)+α−αe−βt

β(etx1+1) eβt ,etx1

)
α/β+x0+x0x1

x1+1
∂

∂x0

α+βx0+βx0x1

xβ
1

x0
x1+1

∂
∂x0

+ x1
∂

∂x1

(
x0+x0x1
etx1+1 et ,etx1

)
x0

∂
∂x0

(x1+1)x0
x1
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champ de vecteurs flot associé symétrie forte IP

x0+x2
1

x1+1
∂

∂x0
+ x1

∂
∂x1

(
x0+x0x1−x2

1+x2
1et

et x1+1 et ,etx1

)
(x0− x1)

∂
∂x0

(x1+1)(x0−x1)
x1

x2
0+βx2

1
x1

∂
∂x0

+ x1
∂

∂x1
, β 6∈

{
0, 1

4

}
ψt x0

∂
∂x0

+ x1
∂

∂x1
x1

(√
4β−1−i

(
2βx1
x0

−1
)

√
4β−1+i

(
2βx1
x0

−1
)

) i√
4β−1

x2
0+

x2
1
4

x1

∂
∂x0

+ x1
∂

∂x1

(
et x1(2tx0−4x0−tx1)

2(2tx0−tx1−2x1)
,etx1

)
x0

∂
∂x0

+ x1
∂

∂x1
x1exp

(
4x0

2x0−x1

)

Σ2 x0+x1+µx2
1

x1+1
∂

∂x0
+ x1

∂
∂x1

(
(x1(t+µetx1)+x0(x1+1)−µx2

1)e
t

et x1+1 ,etx1

)
x1

x1+1
∂

∂x0
x1exp

(
µx2

1−x0−x0x1
x1

)

x0x1
x1+b

∂
∂x0

+ x1
∂

∂x1

(
x0(etx1+b)

x1+b ,etx1

)
x0

∂
∂x0

x1+b
x0

x0x1+x0
x1+1/2

∂
∂x0

+ x1
∂

∂x1

(
x0e2t

(
x1+1/2

et x1+1/2

)
,etx1

)
x0

∂
∂x0

x0(x1+
1
2)

x2
1

x0x1+x0+x2
1

x1+1/2
∂

∂x0
+ x1

∂
∂x1

(
(2tx2

1+x0(2x1+1))e2t

2etx1+1 ,etx1

)
x2
1

2x1+1
∂

∂x0

1
x2
1

exp
(
(2x1+1)x0

x2
1

)

avecψt =
(
− e(−(1+α)t/2)(x0(1+α)−2βx1)+e((α−1)t/2)(x0(α−1)+2βx1)

e(−(1+α)t/2)(x1(1−α)−2x0)+e((α−1)t/2)(2x0−x1(1+α))
x1et ,x1et

)
et α =

√
1−4β
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champ de vecteurs flot associé symétrie forte IP

x2
0− 1

4
x1

∂
∂x0

+ ∂
∂x1

(
(t+2x1)x0− t

2
−2tx0+t+2x1

,x1+ t
) (

x2
0− 1

4

) ∂
∂x0

2x0−1
x1(2x0+1)

x2
0−1/4+αx2

1
x1

∂
∂x0

+ ∂
∂x1

, α 6= 0 ψt
x0−1/2

x1

∂
∂x0

+ ∂
∂x1

2x0−1+2i
√

αx1
2x0−1−2i

√
αx1

exp
(
2i
√

αx1
)

Σ3 x2
0+

x1
2 +

x2
1
4

x1+1
∂

∂x0
+ x1

∂
∂x1

(
2et tx0x1−et tx2

1−4etx0x1−2etx1−4x0+2x1
2(−2x1−2+2tx0−tx1)

,etx1

) −x2
0−

x2
1
4 +x0x1

x1+1
∂

∂x0
x1exp

(
2(x1+1)
2x0−x1

)

x2
0− 1

4+α(x1+1)2

x1+1
∂

∂x0
+ x1

∂
∂x1

, ψ̃ (x0+
1
2 )x1

x1+1
∂

∂x0
+ x1

∂
∂x1

2β(x1+1)−i(2x0−x1)
2β(x1+1)+i(2x0−x1)

x2iβ
1 ,

α 6∈
{

0, 1
4

}
β =

√
4α−1/2

avec

ψt =

(
2
√

αcos(
√

αt)(2tx0− t+2x1x0)+ sin(
√

αt)(1−2x0+4αtx1+4αx2
1)

2(2x1
√

αcos(
√

αt)+ sin(
√

αt)(1−2x0))
,x1+ t

)
,

ψ̃t =

(
sin(βt)

(
etx1(x1−2x0)+4β2(x1+1)(etx1+1)

)
+2βcos(βt)((et −1)x1+2(etx1+1)x0)

2(2βcos(βt)(x1+1)+ sin(βt)(x1−2x0))
,etx1

)
, β =

√
4α−1/2.



88 CHAPITRE 2. GERMES DE FLOTS BIRATIONNELS QUADRATIQUES

L’examen au cas par cas de tous les modèles de flots birationnels quadratiques (cf. tableaux)
montre que la dimension de l’espace des symétries fortes estsupérieure ou égale à 2. Nous
pouvons donc maintenant préciser l’énoncé 2.18 :

Théorème 2.70. — Soitφt un flot birationnel quadratique de générateur infinitésimalχ. On a
l’inégalité dimG(χ)≥ 2.

Dans un contexte complètement différent (celui des applications birationnelles de degré dy-
namique strictement supérieur à 1) CANTAT et FAVRE démontrent qu’une transformation bira-
tionnelle qui préserve un feuilletage en préserve un deuxième distinct ([23]).

Remarques 2.71. — i. Ceci généralise le fait suivant : les groupes abéliens maximaux de PGL3(C)
sont de dimension 2.
ii. Il y a des exemples où dimG(χ)≥ 3, par exemple pourχ = x2

1
∂

∂x0
.

iii. L’éventualité i. du Théorème 2.18 ne se présente donc pas. Toutefois l’alternative a été
utilisée dans les preuves.

Remarque 2.72. — On constate en fait a posteriori que siφt est un germe de flot, alors pour(x0,x1)

générique fixé, l’applicationt 7→ φt(x0,x1) est une fonction méromorphe globale.

Remarque 2.73. — On vérifie sur chaque exemple que simt est un point d’indétermination
mobile, alorsmt paramètre une feuille deFχ. En fait soitD 0 une droite telle queφ−t(D 0) = mt

et fixons une valeurt0 de t; on amt = φ−t(D 0) = φt0−t(m0) ce qui confirme l’affirmation ci-
dessus.

Remarque 2.74. — Les configurations de droites contractées et points éclatés qu’on a rencon-
trées sont les suivantes (chaque configuration est préciséeavec un exemple) :

– une droite immobile, un point immobile :
(
(tx2

2+x0x1)e
−t : etx2

1 : x1x2
)
;

– une droite immobile, une droite mobile, deux points immobiles :
(
x0x2 : x1(x2− tx0) : x2(x2− tx0)

)
;

– une droite immobile, une droite mobile, un point immobile,un point mobile :
(
x0x1 : (x1+ tx2)

2 : x2(x1+ tx2)
)
;

– une droite immobile, deux droites mobiles, deux points immobiles, un point mobile :
(
et(4x0x1+2x0x2−x2

2)+x2(2x0+x2) : 2etx1P : 2x2P
)
,

avecP= et(2x1+x2−2x0)+x2+2x0.

Remarque 2.75. — Soit f une transformation birationnelle quadratique non périodique telle

que, pour toutn dansN, l’élément f n soit encore dans Bir2. Alors G= 〈 f •n〉Z est un groupe
algébrique abélien non dénombrable. Le groupe G a un nombre fini de composantes connexes.
Comme dans un groupe de LIE abélien connexe l’application exponentielle est surjective, il y
a un itéréf l de f qui se plonge dans un flot ; par suitef l préserve une fibration en droites.
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Problème.L’adhérence dansBir2 de l’ensemble des flots birationnels quadratiques forme une
variété algébrique singulière invariante sous l’action dynamique de PGL3(C). On peut s’inter-
roger sur la nature de cette variété.

Problème.Nous n’avons pas vérifié si la classification établie dans ce chapitre présente ou non
des redondances. La façon dont on l’a effectuée tend plutôt àpenser que non.

Problème.On peut aussi s’intéresser à la classification birationnelle des flots quadratiques ; les
flots ϕt et φt sont conjugués s’il existe une transformation birationnelle ψ (dont on ne précise
pas le degré) telle queψϕt = φtψ. Noter que la présence de droites contractées mobiles fait qu’il
existe des flots quadratiques non birationnellement conjugués à des flots d’automorphismes.





CHAPITRE 3

TRANSFORMATIONS RATIONNELLES, FEUILLETAGES,
CONJUGAISON DANS LES Σi

3.1. Généralités

Un feuilletage de degréν surP2 est donné par une 1-forme différentielle homogène :

ω = F0dx0+F1dx1+F2dx2,

lesFi désignant des éléments deC[x0,x1,x2]ν+1 satisfaisant

pgcd(F0,F1,F2) = 1 et x0F0+x1F1+x2F2 = 0 (identité d’EULER).

Le lieu singulier SingFω du feuilletageFω associé àω est le projectivisé de

Singω :=
{

F0 = F1 = F2 = 0
}
.

L’identité d’EULER montre que cet ensemble est toujours non vide ; plus précisément

#SingFω = ν2+ν+1,

chaque point singulier étant compté avec multiplicité ([88]).
Le théorème de division deDE RHAM -SAÏTO ([88]) sous sa version la plus élémentaire

implique l’existence de polynômes homogènesG0, G1 et G2 de degréν tels que l’on ait avec
des notations évidentes :




F0

F1

F2


=




x0

x1

x2


∧




G0

G1

G2


 .

Évidemment les coefficients de la 2-formedω produisent en fait directement cesGi .

Une courbeC d’équation réduiteh = 0 est dite invariante par le feuilletageFω si la 2-
formeω∧dhest divisible parh.

On noteFν le projectivisé de l’espace vectoriel des formesω satisfaisant l’identité d’EULER :

Fν = P
{

ω = F0dx0+F1dx1+F2dx2 |x0F0+x1F1+x2F2 = 0, degFi = ν+1
}
.

À chaque élément deFν on peut associer un feuilletage de degré inférieur ou égal àν dé-
fini par ω

pgcd(F0,F1,F2)
. L’espace des feuilletages de degré inférieur ou égal àν est notéF •

ν ; les
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feuilletages de degré précisémentν correspondent aux formesω telles que pgcd(F0,F1,F2) = 1.
Il s’agit donc d’un ouvert de ZARISKI notéF̊ν. L’application naturelle

F̊ν 7→ F •
ν

est injective ce qui permettra des abus de langage.
Un feuilletage défini par la 1-formeF0dx0 +F1dx1 +F2dx2 est décrit dans la carte affine

x2 = 1 par la 1-forme polynomiale

ω′ = F0(x0,x1,1)dx0+F1(x0,x1,1)dx1.

Le champ de vecteursχ = F1(x0,x1,1) ∂
∂x0

−F0(x0,x1,1) ∂
∂x1

lui est tangent,i.e. iχω′ = 0.

À toute transformation rationnellef on peut associer un feuilletageF ( f ) de la façon sui-
vante :

f = ( f0 : f1 : f2) 7→ F ( f ) = (x1 f2−x2 f1)dx0+(x2 f0−x0 f2)dx1+(x0 f1−x1 f0)dx2.

Proposition 3.1. — Soient f une transformation deCREMONA etF ( f ) le feuilletage associé.
Si A est un automorphisme deP2, alorsF (A−1 f A) = A∗F ( f ).

Démonstration. — Le feuilletageF ( f ) est déterminé par les champs de vecteurs associés à id
et f ; son conjuguéA∗F ( f ) est donc donné parA−1idA = id et A−1 f A. Or ces deux champs
sont tangents au feuilletageF (A−1 f A) d’où le résultat.

Soit f un élément du groupe de CREMONA ; unpoint fixede f est un pointp tel quep n’ap-
partienne pas à Indf ∪ Ind f−1 et f (p) = p. On note Fixf l’ensemble des points fixes def . Si f
est un endomorphisme deP2, i.e.une application rationnelle dont l’ensemble d’indétermination
est vide, Fixf est l’ensemble des points fixes au sens usuel,i.e.

Fix f =
{

m∈ P2 | f (m) = m
}
.

Exemple 3.2. — La transformationf = (x2
0 : x2

1 : x2
2) définit un endomorphisme quadratique

du plan projectif complexe ayant sept points fixes, qui sont exactement les points singuliers de
son feuilletage associéF ( f ) ; notons queF ( f ) est défini par la 1-forme

x1x2(x2−x1)dx0+x0x2(x2−x0)dx1+x0x1(x1−x0)dx2.

Par suite ce phénomène persiste pour une transformation rationnelle générique.

Exemple 3.3. — L’involution de CREMONA compte trois points d’indétermination

(1 : 0 : 0), (0 : 1 : 0), (0 : 0 : 1)

et quatre points fixes

(1 : 1 : 1), (1 :−1 : 1), (−1 : 1 : 1), (1 : 1 :−1).
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Le feuilletage associéF (σ) est donné par la forme

x0(x
2
2−x2

1)dx0+x1(x
2
0−x2

2)dx1+x2(x
2
1−x2

0)dx2

=
1
2
(x2

0,x
2
1,x

2
2)

∗((x2−x1)dx0+(x0−x2)dx1+(x1−x0)dx2
)
.

On remarque qu’il possède l’intégrale premièrex2
0−x2

2
x2

1−x2
2
; ses feuilles (plutôt l’adhérence de ses

feuilles) sont les coniquesx2
0−x2

2 = α(x2
1−x2

2). Le feuilletage associéF (σ) est de degré 2; il
possède 7 points singuliers qui sont exactement les points fixes et les points d’indétermination
deσ. On en déduit la :

Proposition 3.4. — Si f est une transformation birationnelle quadratique générique F ( f )
possède7 points singuliers distincts ; quatre sont des points fixes def , les trois autres sont des
points d’indétermination.

Dans la Proposition 3.4 générique signifie dans un ouvert de ZARISKI de Bir2. L’exemple
qui suit montre que les points fixes ne sont pas toujours isolés.

Exemple 3.5. — Considérons l’involutionf deΣ3 donnée parf = (x0x2 : x1x2 : x0x1). On a

Ind f = Ind f−1 =
{
(1 : 0 : 0), (0 : 1 : 0), (0 : 0 : 1)

}
.

L’ensemble des points fixes def est précisément la conique{x2
2− x0x1 = 0} privée des deux

points(1 : 0 : 0) et (0 : 1 : 0) qui sont d’indétermination. En faitf est bien défini en restriction
à la coniqueFix f sur laquelle elle coïncide avec l’identité.

Dans une telle situation nous disons quef possède unecourbe de points fixes.
Notons queF ( f ) est ici le feuilletage en droitesx1

x0
= cte dont la seule singularité est le point

(0 : 0 : 1); bien que la transformation soit quadratique son feuilletage associé ne l’est pas : il
est de degré 0. L’énoncé qui suit précise celà :

Proposition 3.6. — Soient f un élément du groupe deCREMONA etF ( f ) le feuilletage asso-
cié à f. La transformation f a une courbe de points fixes si et seulement si degF ( f )< degf .

SiC est une courbe de points fixes de f, alors degC ≤ degf .

Démonstration. — On écrit f sous la forme( f0 : f1 : f2); dire que degF ( f )< degf c’est dire
que la 1-forme

ω = (x1 f2−x2 f1)dx0+(x2 f0−x0 f2)dx1+(x0 f1−x1 f0)dx2

est divisible par un polynôme homogèneϕ de degré strictement supérieur à 1. La courbeϕ = 0
est visiblement une courbe de points fixes (un calcul immédiat montre queϕ = 0 ne peut pas
être contractée).

On peut écrireω = ϕω′, la forme ω′ s’annulant sur un ensemble de codimension 2 (une
union de droites). Commeω et doncω′ annulent le champ radial on a 1≤ degϕ ≤ degf .
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Les points fixes peuvent être de « multiplicité » strictementsupérieure à 1 : ainsi la transfor-
mation(x2

0+x1x2 : x2
1+x0x2 : x2

2−x0x1) compte trois points d’indétermination

(1 : 1 :−1),
(

1− i
√

3 : 1+ i
√

3 : 2
)
,

(
1+ i

√
3 : 1− i

√
3 : 2

)
,

et trois points fixes(1 : 0 : 0), (0 : 1 : 0), (0 : 0 : 1); on peut vérifier que(0 : 0 : 1) est double.
La transformation

f =
(
x0(x2−x1) : x1(x2−x0) : x2

2+αx1x2+βx0x2− (1+α+β)x0x1
)

satisfait

Ind f =
{
(1 : 0 : 0), (0 : 1 : 0), (1 : 1 : 1)

}
, Fix f =

{
(0 : 0 : 1)

}

et (0 : 0 : 1) est de multiplicité 4. Les droites d’équationx0 = x2, x1 = x2 et x1 = x0− x2 sont
contractées et celles d’équationx0 = 0, x1 = 0 etx1 = x0 sont invariantes. On peut vérifier qu’un
point fixe peut aussi être de multiplicité 3.

En général un élémentf du groupe de CREMONA ne préserve pas son feuilletage associé ;
il en est ainsi pour l’involution de CREMONA. Ceci signifie en un certain sens qu’il n’y a pas
de lien dynamique entref etF ( f ). Il y a quelques cas spéciaux intéressants. Supposons quef
préserve une fibrationℓ en droites fibre à fibre,i.e. ℓ ◦ f = ℓ; on peut se ramener àℓ = x1

x0
.

Alors f s’écrit

f = (x0ϕ : x1ϕ : ψ), degψ = degϕ+1.

Un calcul élémentaire montre queF ( f ) est la fibrationx1
x0

= cte, et dans ce casf préserve le
feuilletageF ( f ). On peut démontrer (c’est long et fastidieux) que dans le cas quadratique c’est
la seule possibilité : sif ∈ B̊ir2 laisseF ( f ) invariant, alorsf préserve une fibration en droites
fibre à fibre.

Toutefois certains invariants deF ( f ), en particulier aux points singuliers, vont posséder une
traduction naturelle pourf .

3.2. Transformations birationnelles quadratiques et feuilletages

Lorsquen = 2 on a Rat2 ≃ P17 et F2 ≃ P14; ainsi l’application f 7→ F ( f ) induit une ap-
plication linéaire notée encoreF (.) deP17 dansP14. Nous allons démontrer que l’application
F (.) est dominante en restriction à Bir2.

Pour celà on se donne un feuilletageF générique au sens où son ensemble singulier SingF
est constitué de 7 points en position générale (pas d’alignement 3 à 3). Comme on l’a dit on
peut trouver une transformation quadratiqueF = (F0 : F1 : F2) telle queF soit défini par

(x1F2−x2F1)dx0+(x2F0−x0F2)dx1+(x0F1−x1F0)dx2;

l’ensemble SingF est alors précisément l’ensemble des pointsm pour lesquels il existeη
dansC tels queF(m) = ηm. Choisissons trois pointsm1, m2 et m3 dans SingF . Comme
les mi ne sont pas alignés on peut trouverℓ une forme linéaire telle qu’avec les notations ci-
dessusℓ(mi) =−ηi; l’application f = F+ ℓid satisfaitF ( f ) = F (F) = F et les pointsmi sont
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d’indétermination pourf . En particulier f est birationnelle. On en déduit que la restriction
deF (.) à Bir2 est dominante et par suite à fibre générique finie puisque dimBir2 = dimF2.

On sait d’après [57] qu’un feuilletage de degré 2 est déterminé par la position de ses 7 points
singuliers et que toute configuration ZARISKI générique est réalisée. On hérite d’une propriété
analogue pour les éléments deΣ3 :

Proposition 3.7. — Une transformation birationnelle quadratique générique est déterminée
par la position de ses points d’indétermination et de ses points fixes.

Démonstration. — Si Q1 et Q2 sont deux transformations birationnelles ayant trois points
d’indétermination communs on peut supposer qu’elles sont du typeA1σ etA2σ; si de plus elles
ont les mêmes points fixes, on a, puisque les sept points sont en position générale,F (Q1) =

F (Q2). Il existe doncη dansC et ℓ une forme linéaire tels que(A1−ηA2)σ = ℓ.id. Un calcul
direct montre queℓ= 0 et doncQ1 = Q2.

On en déduit que la fibre générique de l’application

F (.)|Bir2 : Bir2 → F2

a exactement 35=C3
7 points ; il s’agit en effet de désigner parmi 7 points 3 pointsd’indéter-

mination. CommeBir2 est algébrique de dimension 14, on constate que toute configuration
générique de 7 points est réalisée par une (en fait 35) transformation birationnelle quadratique.

Remarquons queF (.) a des fibres non finies. Par exemple siF̃ est le feuilletage donné
par x1dx0 − x0 dx1 qui définit la fibrationx1/x0 = cte, toutes les transformations qui laissent
invariante fibre à fibre cette fibration sont dansF −1(F̃ ); en particulier toutes les transforma-
tionsAσ de la forme

(∗x1x2+∗x0x2 : ∗x1x2+∗x0x2 : ∗x1x2+∗x0x2+∗x0x1)

sont dans cette fibre.
Il y a aussi des fibres multiplesi.e. ayant moins de 35 points. C’est le cas deF −1(F (σ))

que nous allons déterminer. Remarquons qu’un élément deF −1(F (σ)) est nécessairement
dansΣ3, i.e.s’écrit AσB. Ainsi les élémentsQi deF −1(F (σ)) sont du type :

Qi = AiσBi = σ+(x0ℓi : x1ℓi : x2ℓi), Ai, Bi ∈ PGL3(C), ℓi forme linéaire.

On obtient donc la :

Proposition 3.8. — L’ensembleF −1(F (σ)) est constitué des transformations birationnelles
quadratiques suivantes :

Q0 = σ, Q1 = σ+(x0+x1+x2)id, Q2 = σ+(x0−x1−x2)id,

Q3 = σ+(−x0−x1+x2)id, Q4 = σ+(−x0+x1−x2)id.

Remarquons que lesQi, i 6= 0, sont conjugués entre eux par des éléments qui commutent
avecσ :

Q2 = (−x0 : x1 : x2)Q1(−x0 : x1 : x2), Q3 = (x0 : x1 : −x2)Q1(x0 : x1 : −x2),
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Q4 = (x0 : −x1 : x2)Q1(x0 : −x1 : x2).

La configuration des points fixes et d’indétermination deσ est schématisée par la figure
suivante :

où les croix représentent les points d’indétermination et les cercles les points fixes. On note
que cette configuration n’est pas générique dans le sens où chaque point est en alignement avec
deux autres.

Remarque 3.9. — Soit f dans Bir2 telle que degF ( f ) = 2. Supposons que trois points fixes
de f soient alignés, par exemple situés sur la droitex2 = 0; alorsF ( f ) a trois points singuliers
surx2 = 0 qui est donc invariante parF ( f ). Ceci implique quex2 = 0 est aussi invariante parf ;
la restriction def à x2 = 0 s’identifie à une transformation de MÖBIUS avec trois points fixes
c’est donc l’identité. Par suite la droitex2 = 0 est une courbe de points fixes def .

Revenons à la figure précédente. Sif est un élément deF −1(F (σ)), alors

Fix f ∪ Ind f = Fixσ∪ Indσ

avec les contraintes suivantes : trois points de Indf (resp. Fixf ) ne peuvent être alignés. On
retrouve ainsi #F −1(F (σ)) = 5.

Des arguments du même ordre montrent que #F −1(F (ρ))= 15. Notons que dansF −1(F (τ))
on trouve à la fois des éléments deΣ1 (par exempleτ, τ−x2id, τ+x2id) et des éléments deΣ2

commeτ+(−2x1+x2)id. Ainsi la donnée du feuilletageF ( f ) ne permet pas de déterminer de
l’orbite g.d. def .

3.3. Relations de type LEFSCHETZ, BAUM -BOTT

Certains invariants de conjugaison initialement introduits pour les feuilletages s’adaptent
aux transformations birationnelles. En 2004 GUILLOT a montré le :

Théorème 3.10([61]). — Soit B un polynôme sur l’espace des transformations linéaires de
Cn, homogène de degréν ≤ n et invariant par conjugaison. Soit f: Pn → Pn une application
rationnelle de degré algébrique d≥ 2 définie en tout point et dont les points fixes sont isolés et
simples. Alors

∑
x∈Fix f

B(D f(x)− id)

det(D f(x)− id)
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est un complexe qui ne dépend que du polynôme B et des entiers net d.

LorsqueB= 1 on retrouve un cas particulier du théorème de LEFSCHETZsuivant :

Théorème 3.11([73, 59]). — Soient M une variété complexe compacte de dimension n et f
une application holomorphe de M dans elle-même dont les points fixes sont simples et isolés.
Alors

∑
x∈Fix f

1
det(D f(x)− id)

= (−1)nL( f ,0)

où L( f ,0) est le nombre deLEFSCHETZqui ne dépend que de l’action de f sur la cohomologie
deDOLBEAULT de M.

Pour un endomorphismef de Pn vérifiant les hypothèses précédentes,(−1)nL( f ,0) vaut
(−1)n (voir [59]).

Comme l’indique GUILLOT le théorème s’adapte aux transformations birationnelles ayant
des points d’indétermination simples pourvu que degB ≤ 1. En effet en un tel point on peut
considérer les valeurs propres comme infinies. On obtient enparticulier le :

Théorème 3.12. — Soit f un élément deΣ3 ayant quatre points fixes en position générale ;
alors

(3.3.1) ∑
x∈Fix f

tr(D f(x)− id)

det(D f(x)− id)
=−4 et ∑

x∈Fix f

1
det(D f(x)− id)

= 1.

Démonstration. — Il suffit de le vérifier pour l’involutionσ de CREMONA.

Remarque 3.13. — Si f satisfait les hypothèses du théorème, en chaque point fixem, on a
deux valeurs propresδ1(m), δ2(m) pour D f(m). Il y a donc en tout 8 valeurs propres qui sont
reliées par les relations (3.3.1). Ces valeurs propres sontinvariantes par conjugaison dynamique
et on sait que l’orbite dynamique d’un élément générique deΣ3 est de codimension 6 (voir
Chapitre 1). Nous verrons que la donnée de trois couples de valeurs propres génériques peut
être réalisée (démonstration du Théorème 3.23).

La multiplicité des points fixes d’une transformation birationnelle se lit sur celle du feuille-
tage associé. Par exemple on a la proposition suivante dont la preuve est élémentaire.

Proposition 3.14. — Soient f une transformation birationnelle deP2 et m un point fixe de f.
On noteδ1 et δ2 les valeurs propres de la partie linéaire de f en m. Si lesδi sont distinctes
de1, le point m est une singularité non dégénérée(i.e. de multiplicité1) du feuilletageF ( f )
associé à f.

On sait que pour un automorphisme deP2 générique (i.eayant trois points fixes distincts) les
trois points fixes ne peuvent pas être contractants. En appliquant le Théorème 3.10 pourB= tr,
on obtient une généralisation de ce fait :
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Corollaire 3.15. — Soit f une transformation deΣ3 ayant quatre points fixes distincts. Les
valeurs propres de la partie linéaire de f aux points fixes ne peuvent pas toutes être de module
strictement inférieur à1; autrement dit les points fixes ne peuvent pas tous être des attracteurs.

Démonstration. — D’après le Théorème 3.12, on a :

(3.3.2) ∑
m∈Fix f

tr(D f(m)− id)

det(D f(m)− id)
=−4

Notonsδ1(m), δ2(m) les valeurs propres deD f(m); on remarque que (3.3.2) se réécrit

(3.3.3) ∑
m∈Fix f

1
1−δ1(m)

+
1

1−δ2(m)
= 4.

Pour j = 1,2 posonsη j(m) := (1− δ j(m))−1 puis η j(m) = y j(m)+ izj(m). L’égalité (3.3.3)
est équivalente à

∑
m∈Fix f

2

∑
j=1

y j(m) = 4, ∑
m∈Fix f

2

∑
j=1

zj(m) = 0

Supposons que pour tout point fixemde f on ait |δ1(m)|, |δ2(m)| ≤ 1; les 1−δ j(m) sont alors
dans le disque de rayon 1 centré en 1. Par l’applicationw 7→ 1/w ce disque est transformé en
le demi-plan Rew≥ 1/2 de sorte que

y1(m)≥ 1
2
, y2(m)≥ 1

2
, ∀m∈ Fix f ;

il en résulte que|δ1(m)|= |δ2(m)|= 1 pour tout point fixemde f .

Par contre on peut produire des exemples où les points fixes sont soit contractants, soit
dilatants (i.e. aucun des points fixes n’est hyperbolique). De même il existedes exemples où
toutes les valeurs propres sont de module 1.

SoitF un feuilletage surP2. Plaçons-nous dansC2, carte affine deP2; on désigne parχ un
champ polynomial définissantF et parmun point singulier deF . La matrice jacobienne deχ
au pointm, notée jacχ(m), appartient àM2(C) et admet 2 valeurs propresη1(m) et η2(m). La
quantité

BB(F (m)) =
tr2(jacχ(m))

det(jacχ(m))
=

η1(m)

η2(m)
+

η2(m)

η1(m)
+2

ne dépend pas du choix du champ ([58]) ; c’est l’indice deBAUM -BOTT de F au pointm.

Remarquons que cet indice est encore défini pour un pointm où le déterminant jacobien s’an-
nule ([4]).

Lemme 3.16. — Soient f, g deux transformations rationnelles quadratiques etF ( f ), F (g)
les feuilletages induits par f et g. Soit m(resp. p) un point fixe simple pour f(resp. g). Sup-
posons que les germes f,m et g,p soient holomorphiquement conjugués ; alors

BB(F ( f )(m)) = BB(F (g)(p)).
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Démonstration. — C’est un calcul immédiat. Quitte à faire une translation on peut supposer
quem= p= (0 : 0 : 1). Dans la carte affinex2 = 1, la transformationf s’écrit

(a0x0+a1x1,b0x0+b1x1)+ termes de plus haut degré

autrement ditf est du type suivant :

(xn−1
2 (a0x0+a1x1)+xn−2

2 q2+ . . .+qn : xn−1
2 (b0x0+b1x1)+xn−2

2 r2+ . . .+rn : xn
2+xn−1

2 s1+ . . .+sn)

avecqi , r i , si dansC[x0,x1]i .

Ainsi

tr(jac f(0)) = a0+a1, det jacf(0) = a0b1−a1b0.

Le feuilletageF ( f ) est décrit dans la carte affinex2 = 1 par

ω = (x1−b0x0−b1x1)dx0+(a0x0+a1x1−x0)dx1+ termes de plus haut degré.

Ici encore intervient la condition de généricité : siω = adx0+bdx1 alors pgcd(a,b) = 1. Il en
résulte que

BB(F ( f )(0)) =
(a0+b1−2)2

(a0−1)(b1−1)−a1b0

=
(
tr(jac f(0))−2

)2(
det jacf(0)− tr(jac f(0))+1

)−1
.

Puisquef,0 et g,0 sont holomorphiquement conjugués, on a les égalités

tr(jac f(0)) = tr(jacg(0)), det jacf(0) = det jacg(0);

par suite BB(F ( f )(0)) = BB(F (g)(0)).

Pour tout feuilletageF de degréd surP2, on a ([4]) :

∑
m∈SingF

BB((F )(m)) = (d+2)2.

On en déduit une formule pour toutQ générique dans Rat2 tel que degF (Q) = 2 :

∑
m∈Ω

tr2(jacχQ(m))

det jacχQ(m)
= 16(3.3.4)

où Ω = IndQ∪FixQ et χQ désigne un champ local définissant le feuilletageF (Q) enm.

De la même manière que précédemment cette formule est valable pour tout élément géné-
rique deΣ3.

Remarque 3.17. — La formule (3.3.4) n’est pas valable pour les élémentsQ deΣ2 et Σ1 : au

point basem de multiplicité strictement supérieure à 1, la quantité tr2(jacχQ(m))
det jacχQ(m) n’est pas bien

définie.
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3.4. Conjugaison birationnelle entre éléments dePGL3(C)

Le problème de la classification des automorphismes deP2 modulo conjugaison biration-
nelle est traité dans [13] ; l’auteur y démontre que tout automorphisme deP2 est birationnel-
lement conjugué à une transformation soit diagonale(α0x0 : α1x1 : α2x2), soit de la forme
(x0 : x0 + x1 : αx2). Il montre par exemple que deux transformations diagonales birationnel-
lement conjuguées le sont par unetransformation monomiale, i.e. une transformation de la
forme

(γxp
0xq

1,δxr
0xs

1), γ, δ ∈ C∗,

[
p q
r s

]
∈ GL2(Z).

Voici un cas spécial (générique) :

Proposition 3.18. — Soit A un automorphisme diagonal deP2; on suppose que l’adhérence
deZARISKI du groupe engendré par A est tout le groupe diagonal :

〈A〉Z =
{
(αx0,βx1) |α, β ∈C∗}.

Soit B un automorphisme deP2 birationnellement conjugué à A. Alors :
• B est linéairement conjugué à un élément diagonal(cx0,dx1);
• A et(cx0,dx1) sont conjugués via une transformation monomiale.

Démonstration. — ÉcrivonsA sous la forme(ax0,bx1). Il suffit d’étudier les cas où

B= (cx0,dx1) et B= (cx0,x0+cx1).

Supposons queB= (cx0,dx1); soit f = ( f0, f1) une transformation birationnelle conjuguantA
àB. On a

( f0, f1)(a
nx0,b

nx1) = (cn f0,d
n f1), ∀n∈ Z.

Puisque〈A〉Z =
{
(αx0,βx1) |α, β ∈ C∗}, on a

( f0, f1)(αx0,βx1) =
(
η(α,β) f0,ζ(α,β) f1

)
, ∀α, β ∈ C∗.

Un calcul élémentaire (du même type que celui qui suit) montre que

( f0, f1) = (γxp
0xq

1,δxr
0xs

1), γ, δ ∈ C∗,

[
p q
r s

]
∈ GL2(Z).

Reste à considérer le cas oùB= (cx0,cx1+ x0). Comme l’adhérence de ZARISKI 〈A〉Z est

de dimension 2 l’égalitéf ◦Bn = An ◦ f implique que l’adhérence de ZARISKI 〈B〉Z est aussi
de dimension 2. Il en résulte que

〈B〉Z =
{
(sx0,sx0+ tx1) |s∈ C∗, t ∈ C

}
;

par suite on a

f (sx0,sx1+ tx0) =
(
α(s, t)x0,β(s, t)x1

)
, ∀s∈ C∗, t ∈C.
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Considérons la première composante :

(3.4.1) f0(sx0,sx1+ tx0) = α(s, t) f0(x0,x1);

comme le membre de gauche est dérivable par rapport às celui de droite aussi. On obtient en
dérivant par rapport às et en évaluant en(s, t) = (1,0) :

x0
∂ f0
∂x0

+x1
∂ f0
∂x1

=
∂α
∂s

f0;

il s’en suit quef0 est homogène. Dérivons (3.4.1) par rapport àt :

x0
∂ f0
∂x1

(sx0,sx1+ tx0) =
∂α
∂t

(s, t) f0(x0,x1).

Puisquef0 est homogène on a pourt = 0

x0
∂ f0
∂x1

(sx0,sx1) = sνx0
∂ f0
∂x1

(x0,x1) =
∂α
∂t

(s,0) f0(x0,x1)

autrement dit

∂ f0/∂x1

f0
=

cte
x0

.

On constate alors que nécessairement∂ f0/∂x1 ≡ 0, i.e. f0 = f0(x0). Un raisonnement analogue
conduit àf1 = f1(x0) autrement ditf = f (x0) ce qui est impossible.

SERREétablit un résultat analogue en toute dimension :

Théorème 3.19([91]). — Soient A et B deux parties du tore T dePGLn+1(C) et soit f un
élément deBir(Pn) tel que f A f−1 = B. Alors A et B sont conjuguées via une transformation
monomiale.

3.5. Conjugaison birationnelle entre éléments deΣ3

Évidemment deux transformations birationnellement conjuguées ne sont pas nécessairement
linéairement conjuguées. Par exemple

Q1 = (2(x0+x1)x2 : x1(x2−x0) : (x0+x1)(x2−x0))

et

Q2 = (x0−x2 : 2(x1+x0) : 2x0)

sont birationnellement conjuguées parσ; par contre elles ne peuvent pas l’être via un automor-
phisme deP2 (elles n’ont pas même degré).

Néanmoins les transformationsAσ et σA sont birationnellement conjuguées viaσ et linéai-
rement conjuguées viaA−1. Ainsi pour tout élémentQ deΣ3 il existe une transformation deΣ3,

en général distincte deQ, birationnellement conjuguée àQ par une transformation quadratique
mais aussi par un automorphisme deP2.
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Proposition 3.20. — Soient A et B deux automorphismes deP2 tels que les transformations Aσ
et Bσ aient quatre points fixes en position générale. Supposons que Aσ (resp. Bσ) ne laisse pas
de courbe rationnelle invariante. Si Aσ et Bσ sont birationnellement conjuguées parϕ, alors ϕ
est un difféomorphisme local holomorphe en chaque point fixede Aσ. De plus, à conjugaison
linéaire près, on a

• Fix(Aσ) = Fix(Bσ);
• ϕ|Fix(Aσ)=Fix(Bσ) = id;
• et pour tout point fixe m de Aσ

tr(jacAσ(m)) = tr(jacBσ(m)), det jacAσ(m) = det jacBσ(m).

Remarque 3.21. — Si chaque matriceA et B a ses coefficientsQ-algébriquement indépen-
dants, alors, comme nous le verrons au Chapitre 4, les transformationsAσ et Bσ satisfont les
conclusions de la Proposition 3.20.

Démonstration. — Soit m un point fixe pourAσ; alors ϕ(m) = Bσϕ(m). Par hypothèseBσ
ne fixe pas de courbe rationnelle ; il en résulte quem n’est pas d’indétermination pourϕ. En
particulierϕ est holomorphe en chaque point fixe deAσ et l’image parϕ d’un point fixe deAσ
est un point fixe deBσ. De mêmeϕ−1 est holomorphe aux points fixes deBσ. Par suite

ϕ
(
Fix(Aσ)

)
= Fix(Bσ)

et ϕ est un difféomorphisme local en chaque point de Fix(Aσ). Comme deux quadruplets de
points en position générale s’échangent par un automorphisme, on obtient le résultat annoncé.

Pour une transformation de typeAσ ayant quatre points fixes en position générale on obtient,
par un bon positionnement des points fixes, des formes normales qui s’avèrent utiles.

Proposition 3.22. — Soit A un automorphisme deP2 tel que les points fixes et les points d’in-
détermination de Aσ soient en position générale. Alors Aσ est linéairement conjugué à une
transformation de la forme

(x2
0+A0x1x2+B0x0x2+C0x0x1 : x2

1+A1x1x2+B1x0x2+C1x0x1 : x2
2+A2x1x2+B2x0x2+C2x0x1)

les Ai, Bi, Ci étant des éléments deC satisfaisant :

A1B0−A0B1 6= 0, A2 =
B0−A0C1

A1B0−A0B1
, B2 =

A1−B1C0

A1B0−A0B1
, C2 =

1−C0C1

A1B0−A0B1
.

Remarquons que par la Proposition 3.7 un automorphismeA générique vérifie les conditions
de l’énoncé.

Démonstration. — Soit f une transformation linéairement conjuguée àAσ de sorte que

(1 : 0 : 0), (0 : 1 : 0), (0 : 0 : 1) ∈ Fix f ;

alors f est du type(Q0 : Q1 : Q2) où

Q0 = η0x2
0+A0x1x2+B0x0x2+C0x0x1, Q1 = η1x2

1+A1x1x2+B1x0x2+C1x0x1,
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Q2 = η2x2
2+A2x1x2+B2x0x2+C2x0x1.

Comme les points fixes sont distincts,η0η1η2 est non nul et, à conjugaison par homothétie
près, on peut supposer queη0 = η1 = η2 = 1. Considérons l’intersectionC des deux coniques
Q0 = 0 etQ1 = 0; on remarque queC contient les trois points d’indéterminationp1, p2 et p3

de f et le point(0 : 0 : 1). Puisque ces quatre points sont en position générale les deuxconiques
sont transverses. Par suite siP est un polynôme homogène de degréν s’annulant surC , alorsP
s’écrit

D0Q0+D1Q1, Di ∈C[x0,x1,x2]ν−2.

On remarque quex0Q2 s’annule en(0 : 0 : 1) et en lespi ; il en résulte quex0Q2 s’écrit

(α0x0+β0x1+ γ0x2)Q0+(α1x0+β1x1+ γ1x2)Q1.

Remarquons que(A0,B0) est non nul : siA0 et B0 étaient nuls, l’intersection deQ0 = 0
et Q1 = 0 en(0 : 0 : 1) serait multiple ce qui contredirait l’hypothèse sur les points fixes ; de
même(A1,B1) 6= (0,0). Ainsi B0A1−B1A0 = 0 si et seulement s’il existet dansC∗ tel que
(A1,B1) = t(A0,B0); si tel était le cas l’intersection detQ0−Q1 = 0 et Q1 = 0 en(0 : 0 : 1)
serait multiple. Il s’en suit queB0A1−B1A0 6= 0.

À partir de

(α0x0+β0x1+ γ0x2)Q0+(α1x0+β1x1+ γ1x2)Q1 = x2
2+A2x1x2+B2x0x2+C2x0x1

on obtient

A2 = δ(B0−A0C1), B2 = δ(A1−B1C0), C2 = δ(1−C0C1)

avecδ = (B0A1−B1A0)
−1 d’où la forme normale annoncée.

L’énoncé suivant est un résultat de rigidité ; il dit que deuxtransformations quadratiques
génériques birationnellement conjuguées sont linéairement conjuguées.

Théorème 3.23. — Il existe une hypersurfaceH dansΣ3 ayant la propriété suivante : soient f
et g deux éléments deΣ3 \H sans courbe invariante et ayant leurs sept points spéciaux en
position générale ; si f et g sont birationnellement conjugués, ils le sont linéairement.

Démonstration. — D’après la Proposition 3.20 les traces et déterminants des matrices jaco-
biennes def et g aux quatre points fixes correspondants coïncident. La Proposition 3.22 nous
permet d’écriref sous la forme normale

(
x2

0+A0x1x2+B0x0x2+C0x0x1 : x2
1+A1x1x2+B1x0x2+C1x0x1 :

x2
2+η(B0−A0C1)x1x2+η(A1−B1C0)x0x2+η(1−C0C1)x0x1

)

avecη = (B0A1−B1A0)
−1. Les points(1 : 0 : 0), (0 : 1 : 0) et (0 : 0 : 1) appartiennent à Fixf ;

notonsm le quatrième point fixe def . Pour démontrer l’énoncé il suffit d’établir quef est
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uniquement déterminé par la connaissance des traces et déterminants aux quatre points fixes.
Posons

t1 := tr(jac f(0:0:1)) = B0+A1, δ1 := det jacf(0:0:1) = 1/η,
t2 := tr(jac f(0:1:0)) =C0+η(B0−A0C1), δ2 := det jacf(0:1:0) = η(C0B0−A0),

t3 := tr(jac f(1:0:0)) =C1+η(A1−C0B1), δ3 := det jacf(1:0:0) = η(C1A1−B1),

t4 := tr(jac f(m)), δ4 := det jacf(m).

Considérons l’applicationΘ définie par

Θ : C6 → C6, (A0, A1, B0, B1,C0,C1) 7→ (t1, δ1, t2, δ2, t3, δ3).

Le calcul deΘ−1(α, β, γ, ε, µ, ζ) se ramène à résoudre le système constitué des équations
suivantes :

B0+A1 = α, B0A1−B1A0 = β, C0β+B0−A0C1 = γ ,
C0B0−A0 = ε, C0β+A1−B1C0 = µ, C1A1−B1 = ζ.

À l’aide deMaple, on obtient

A0 =
−αβ2+β(α2+ ε+β)A1−α(2β+ ε)A2

1+(ε+β)A3
1

−αβζ+(βζ−β+αµ)A1 −µA2
1

,

B0 =−A1+α, B1 =
−αβζ+(βζ−β+αµ)A1 −µA2

1
αβ− (β+ ε)A1

,

C0 =
−β(ζε+β)+(αβ+µε)A1 − (ε+β)A2

1

−αβζ+(βζ−β+αµ)A1 −µA2
1

, C1 =
µα−β− εζ−µA1

αβ− (β+ ε)A1
.

Quant àA1 il satisfait l’équation quadratique

β
(
µα+αγζ− (β+ζε)(1+β)

)
+
(
αβ(β+2ζ−αζ)+β(µε− γζ−µ+ γ)+α(ζε− γµ)

)
A1

+
(
γµ− ε(ζ+β)−β(β+ζ)

)
A2

1 = 0.

Ceci montre en particulier que pourχ = (α, β, γ, ε, µ, ζ) générique dans l’image deΘ, la
fibre Θ−1(χ) contient exactement deux pointsχ1, χ2 : c’est cette condition qui détermine l’hy-
persurfaceH =

{
χ |#Θ−1(χ) 6= 2

}
. Pour conclure il suffit de trouver une valeur explicite deχ

pour laquelle on aurat4(χ1) 6= t4(χ2). Un calcul conduit à

Θ−1(0,1,1,1,−1,2) =

(
−ξ

3
,ξ,−ξ,−1

2
− ξ

2
,
7ξ
6
+

1
2
,−7ξ

4
− 3

4

)

où

ξ ∈
{

ξ1 =
−1+ i

√
167

14
,ξ2 =−1+ i

√
167

14

}
.

On constate quet4(χ1) (correspondant au choixξ = ξ1) et t4(χ2) sont distincts :

t4(χ1)∼ 3.67+0.16.10−8i 6= t4(χ2)∼ 3.67−0.16.10−8i.
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Remarques 3.24. — L’hypersurfaceH n’est pas explicite dans notre énoncé ; un examen plus
précis de l’applicationΘ permettrait sans doute d’affiner notre résultat.

La démonstration précédente montre deux choses :
• si l’on se donne trois couples(ξ j ,µj) génériques, on peut les réaliser comme valeurs

propres en 3 points fixesp j d’une certaine transformation quadratique. Par exemple lesξ j ,
µj peuvent être des complexes de module 1 génériques.

• soit g = Aσ générique,mi ses points fixes,i = 1, . . . ,4. On notet(g,mi) et δ(g,mi) les
traces et déterminants de la matrice jacobienne deAσ en mi. Si un élémentf de Σ3 a
quatre points fixespi en lesquels

δ( f , pi) = δ(g,mi), t( f , pi) = t(g,mi)

alors f etgsont dynamiquement conjugués via un automorphisme deP2. En effet commef
est dansΣ3 il ne peut avoir trois points fixes alignés donc lespi peuvent être envoyés sur
lesmi par un automorphisme et on conclut aisément.

3.6. Conjugaison birationnelle entre automorphismes de HÉNON

Ce qui suit étend le Théorème 3.23 aux transformations de HÉNON quadratiques.

Proposition 3.25. — Soient f et g deux automorphismes deHÉNON quadratiques. Si f et g
sont birationnellement conjugués, ils le sont linéairement.

Démonstration. — À conjugaison linéaire prèsf est du type(1+ x1 − ax2
0,bx0) et g de la

forme(1+x1−αx2
0,βx0). Notonsϕ la conjugante birationnelle. Soitmun point fixe def ; on a

ϕ(m) = gϕ(m). En utilisant la théorie des courants BEDFORDet SMILLIE ont démontré qu’un
automorphisme de type HÉNON ne fixe pas de courbe algébrique dansC2 (voir [10]) ; le pointm
n’est donc pas d’indétermination pourϕ. Par conséquentϕ est holomorphe au voisinage demet
ϕ(Fix f ) = Fixg. Le même argument montre queϕ−1 est holomorphe enϕ(m). Ainsi puisque
Dϕ−1

(ϕ(m))Dϕ(m) = id, la transformationϕ est un difféomorphisme local aux points fixesp1 et p2

de f . Si lesq j = ϕ(p j) sont les points fixes deg on a :

(3.6.1)
(

det jacf(pj ), tr(jac f(pj ))
)
=
(

det jacg(qj ), tr(jacg(qj ))
)
.

Or un calcul immédiat montre qu’à permutation des indices près :

jac f(p1) =

[
1−b− δ 1

b 0

]
, jac f(p2) =

[
1−b+ δ 1

b 0

]
, δ =

√
(1−b)2+4a,

jacg(q1) =

[
1−β− δ̃ 1

β 0

]
, jacg(q2) =

[
1−β+ δ̃ 1

β 0

]
, δ̃ =

√
(1−β)2+4α.

À partir de (3.6.1) on obtientb= β et

(3.6.2) (1−β− δ̃)(1−β+ δ̃) = (1−b−δ)(1−b+δ)

soit (a,b) = (α,β). Remarquons queδ et δ̃ sont définis à±1 près mais les produits (3.6.2) sont
eux bien définis.
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Problème.Comme l’a suggéré le rapporteur l’énoncé qui suit semble pertinent : soientf et g
deux automorphismes de type HÉNON conjugués par la transformation birationnelleh; alors f
et g sont conjugués par un automorphisme polynomial. On peut aussi espérer queh soit lui-
même polynomial.

Problème.Deux transformations birationnelles quadratiques génériques topologiquement conju-
guées le sont-elles par un automorphisme holomorphe (ou anti-holomorphe) ?



CHAPITRE 4

QUELQUES PROPRIÉTÉS DYNAMIQUES DES
TRANSFORMATIONS BIRATIONNELLES QUADRATIQUES

4.1. Stabilité algébrique

Rappelons une notion introduite dans [52]. SoientSune surface etf : S99K Sune transfor-
mation birationnelle. On dit quef estalgébriquement stablesi pour toute courbeC de S et
tout entiern positif, f n(C ) n’est pas un point d’indétermination def . Dit autrement pour une
transformation algébriquement stable la situation qui suit n’arrive pas :

. . ... . .

C

fffff

Le théorème suivant est un cas particulier d’un résultat plus général donné dans [45].

Théorème 4.1. — Soit f un élément du groupe deCREMONA ; f n’est pas algébriquement
stable si et seulement s’il existe un entier k pour lequeldegf k < (degf )k.

Démonstration. — Soitk le plus petit entier pour lequel degf k < (degf )k; il existe alors une
transformation birationnelleh de degré strictement inférieur à(degf )k+1 et ϕ un polynôme
homogène tels que en tant que triplet de formes homogènesf k+1 =ϕh. On constate que l’image
par f k de tout point de la courbe d’équationϕ= 0 est d’indétermination pourf , i.e. fk contracte
une courbe sur un point d’indétermination.

Ce raisonnement donne en fait l’autre implication.

Il y a d’autres façons de caractériser la stabilité algébrique (voir [46]).
Introduisons un invariant birationnel pour les transformations de CREMONA. Si f et g dési-

gnent deux éléments de Bir(P2), alors en général deg(g f g−1) 6= degf ; par contre il existe deux
constantes positivesα et β telles que pour tout entiern on ait ([45], Proposition 1.15) :

α degf n ≤ deg(g fng−1)≤ β degf n.
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Le « taux de croissance des degrés » est donc un invariant birationnel : on appellepremier
degré dynamiquede f la quantité

λ( f ) := lim inf (degf n)1/n.

On peut aussi définir cette notion pour une transformation birationnelle d’une surface complexe
compacte kählérienne ([45]).

Lorsque f est algébriquement stable, on aλ( f ) = degf . En particulier pourf = Aσ avecA
générique on aλ(Aσ) = 2; ceci est précisé ci-après.

Dans [45] D ILLER et FAVRE montrent que toute transformation birationnellef : S99K S
d’une surface complexe compacte peut être rendue algébriquement stable : il existe un mor-
phisme birationnelπ : S′ → S tel queπ−1 f π soit algébriquement stable. Bien que ce résultat
soit important, nous ne l’utiliserons pas.

SoientA= (a0x0+b0x1+c0x2 : a1x0+b1x1+c1x2 : a2x0+b2x1+c2x2) un automorphisme
deP2 etC une courbe contractée par(Aσ)p+1 sur un pointq, l’entier pétant minimal. La courbe
C̃ = (Aσ)p(C ) est contractée parAσ; par suiteC̃ est l’une des droites de Excσ, disonsx2 = 0,
et doncq= (c0 : c1 : c2). Supposons qu’il existe un entierk tel queq soit éclaté par(Aσ)k+1

(aveck minimal) dit autrement(Aσ)k(q) est un point d’indétermination deσ, i.e. deux des
composantes de(Aσ)k(q) sont nulles. Écrivons(Aσ)k sous la forme(P0 : P1 : P2); visiblement
lesPi sont des polynômes en(x0,x1,x2) dont les coefficients sont eux-mêmes des polynômes
universels à coefficients entiers positifs en les variablesa0, b0, c0, a1, b1, c1, a2, b2, c2. Ceci
permet de produire des exemples explicites de transformations Aσ algébriquement stables ;
en effet siA est une matrice à coefficients réels tous strictement positifs lesPi(c0,c1,c2) sont
strictement positifs. On obtient donc la :

Proposition 4.2. — Soit A un automorphisme deP2 dont les coefficients sont des nombres
réels strictement positifs ; la transformation Aσ (resp. Aρ) est algébriquement stable.

Remarque 4.3. — C’est la « positivité des coefficients » deσ etρ qui permet d’obtenir l’énon-
cé 4.2. On trouve des coefficients de signes contraires dans l’expression deτ ce qui ne permet
pas d’avoir de façon rapide un énoncé de type 4.2. Voici comment on peut l’obtenir. Si l’élément
h deΣ1 est un automorphisme de HÉNON, deghn = 2n = (degh)n de sorte queh est algébrique-
ment stable ; c’est par exemple le cas sih est de la forme(y,y2+x). PourA linéaire générique
Ahest algébriquement stable de sorte qu’un élément génériquedeΣ1 est aussi algébriquement
stable.

Définition 5. — Nous dirons qu’un automorphisme deP2 a sescoefficients algébriquement
indépendants surQ s’il possède un représentantA dans GL3(C) dont les coefficients sont
algébriquement indépendants surQ.

De même une transformationAσ a ses coefficients algébriquement indépendants si c’est le
cas pourA.

Remarque 4.4. — La condition ci-dessus est invariante sous l’action des automorphismes du
corpsC. En fait deux automorphismes deP2 à coefficients algébriquement indépendants sont
échangés par un automorphisme du corpsC; en particulier toutes leurs propriétés de nature «
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algébriques » sont conservées et il en est de même pour lesAσ. Par contre la condition d’indé-
pendance des coefficients n’est pas invariante par conjugaison dynamique. En effet siAσ a ses
coefficients rationnellement indépendants surQ, elle possède quatre points fixes distincts tous
situés en dehors dex0x1x2 = 0. En conjuguant par une homothétie ad-hoc(α0x0 : α1x1 : α2x2)

on peut supposer par exemple que(1 : 1 : 1) est point fixe : on obtient ainsi une nouvelle trans-
formationÃσ conjuguée à la précédente mais dont les coefficients ne sont plus rationnellement
indépendants.

Notons Aut(C,+, .) l’ensemble des automorphismes du corpsC. Si A appartient à PGL3(C)
et κ à Aut(C,+, .), on désigne parAκ l’élément obtenu en faisant agirκ sur les coefficients
deA.

Corollaire 4.5. — Soit A un automorphisme deP2 dont les coefficients sont algébriquement
indépendants surQ; alors Aσ et (Aσ)−1 sont algébriquement stables.

Démonstration. — Soit B un élément de GL3(C) dont tous les coefficients sont réels posi-
tifs et algébriquement indépendants surQ. Les coefficients deB font partie d’une base de
transcendance deC surQ. Donnons-nous un élémentA de GL3(C) dont les coefficients sont
algébriquement indépendants surQ; il existe un automorphismeκ du corpsC tel queA= Bκ.

Alors Aσ = (Bσ)κ est algébriquement stable puisqueBσ l’est.
Comme une transformation birationnellef d’une surfaceSdans elle-même est algébrique-

ment stable si et seulement sif−1 l’est ([67]) l’inverse deAσ est algébriquement stable.

Remarque 4.6. — Dans le cas deP2 on peut démontrer que le degré algébrique def est aussi
celui de f−1 (pour plus de détails voir la Remarque 6.3). En l’appliquantaux f k, on obtient que
f et f−1 sont simultanément algébriquement stables ou non.

Remarque 4.7. — On a un énoncé analogue lorsqu’on remplaceAσ parAρ ou Aτ.
Sous les mêmes hypothèses(Aσ)n (resp.(Aρ)n, resp.(Aτ)n) est algébriquement stable.

4.2. Feuilletages et courbes invariants pour des transformations du typeAσ

4.2.1. Feuilletages invariants. —Comme nous l’avons déjà évoqué au Chapitre 2 l’arti-
cle [23] de CANTAT et FAVRE porte sur l’étude des feuilletages laissés invariants par les trans-
formations birationnelles. Nous nous intéressons à ce problème dans le cadre quadratique en
utilisant des techniques élémentaires.

Dans l’introduction nous avons mentionné que tout automorphisme deP2 possède des feuille-
tages invariants ; nous avons d’autre part rencontré des transformations birationnelles qui pré-
servent une fibration rationnelle. Comme l’indique l’exemple suivant il existe des transforma-
tions birationnelles qui laissent invariant un feuilletage ne définissant pas une fibration. Consi-
dérons dans la carte affinex2 = 1 la transformationf de degré 3 définie par :

f (x0,x1) = (x2
0x1,x0x1).
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L’élément f préserve les feuilletages associés aux formes différentielles

ωη = x1dx0+ηx0dx1, η =
−1±

√
5

2

dont les feuilles sont transcendantes ; elles sont données par les « niveaux » de logx0+η logx1.

On peut démontrer que les seuls feuilletages invariants parf sont les deux précédents.
La Proposition qui suit montre que la présence de feuilletages invariants est rare.

Proposition 4.8. — Un élément générique(au sens deBAIRE) de Bir2 ne possède pas de
fibration invariante. Plus précisément un élément générique deBir2 ne possède pas de feuille-
tage algébrique invariant.

Démonstration. — Les notations étant celles du Chapitre 3, on considère dans le produitFn×
Bir2 le sous-ensemble fermé

Λn =
{
([ω],φ) ∈ Fn×Bir2 |φ∗ω∧ω = 0

}
.

Si ([ω],φ) appartient àΛn, le feuilletage associé àω est invariant parφ. Soit π2 la projec-
tion deFn×Bir2 sur Bir2. La projection deΛn par π2 est un fermé car les fibres deπ2 sont
compactes. Par suiteπ2(Λn) est fermé algébrique dans Bir2. BRUNELLA montre qu’un auto-
morphisme de type HÉNON ne possède pas de feuilletage invariant ([19], p. 293). Le com-
plémentBn de π2(Λn) est donc un ouvert de ZARISKI non vide dans Bir2. En réinvoquant
qu’un automorphisme de HÉNON n’a pas de feuilletage invariant et que Bir2 est irréductible,
on obtient que l’intersection∩Bn est non vide, d’où le résultat.

Remarque 4.9. — Il semble raisonnable de penser que si les coefficients de la matriceA sont
indépendants surQ, alors f = Aσ ne possède pas de feuilletage invariant ; mais l’élimination
directe deω dans l’identitéf ∗ω∧ω = 0 s’avère pénible. Le Corollaire 4.11 qui établit ce fait
est conséquence de la remarque qui suit.

Remarque 4.10. — Dans la Proposition 4.8 le terme « générique » signifie dansle complé-
ment d’une union dénombrable d’ensembles algébriques propres de Bir2, en fait de chaqueΣi

(pour i = 1, 2, 3). En particulier pourA dans le complément d’une union dénombrable d’en-
sembles algébriques propres de GL3(C) la transformationAσ ne possède pas de feuilletage
invariant. Puisqu’on ne peut écrire PGL3(C) comme une union dénombrable d’ensembles al-
gébriques propres il existe des matricesA0 à coefficients indépendants surQ telles queA0σ
n’ait pas de feuilletage invariant. Mais alors (toujours enutilisant un automorphisme de corps
ad hoc) pour toute matriceA à coefficients indépendants surQ on a la même propriété d’où
l’énoncé suggéré dans la Remarque 4.9 :

Corollaire 4.11. — Soit A un automorphisme deP2 dont les coefficients sontQ-algébriquement
indépendants ; la transformation Aσ ne possède pas de feuilletage invariant.
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4.2.2. Courbes invariantes. —Nous allons prouver qu’une transformation quadratique gé-
nérique de typeAσ ne possède pas de courbe invariante. Nous proposons deux démarches. La
première ne concerne que les courbes invariantes irréductibles ; elle donne une classification
des transformations ayant certains types de courbes invariantes. On pourrait penser procéder
comme nous l’avons fait dans le cas des feuilletages, par dégénérescence sur un automorphisme
de HÉNON, applications pour lesquelles cet énoncé est connu mais cette démarche ne convient
pas.

Pour la première approche nous allons invoquer des arguments de nature dynamique. La
seconde, qui s’appuie sur la première, traite des courbes non irréductibles (i.e. des courbes in-
variantes par les itérés) et invoque des arguments d’indépendance algébrique et de points fixes.
Avant toute chose il faut rappeler qu’une courbe contractéepar une transformation birationnelle
est une courbe rationnelle, autrement dit de genre arithmétique zéro(1). C’est une conséquence
directe du théorème de NŒTHER ou, comme nous l’a signalé le rapporteur, une conséquence
du théorème de CASTELNUOVO.

De nombreux auteurs se sont intéressés au problème des courbes invariantes. Dans sa thèse
JACKSON décrit les transformations birationnelles quadratiquesf qui préservent une courbeC
et qui satisfont Indf ∪ Ind f−1 ⊂ C (voir [67]).

Comme une surface de RIEMANN compacte de genreg≥ 2 ne possède qu’un nombre fini
d’automorphismes, on devine que pour une transformation birationnelle le fait de posséder une
courbe invariante de genreg≥ 2 est très restrictif ; ceci est précisé par la :

Remarque 4.12. — Si f est une transformation birationnelle laissant une courbeC invariante,
alors f|C est un automorphisme deC . En particulier si le genre arithmétique deC est supérieur
ou égal à 2, il existe un itéréf n de f tel queC soit une courbe de points fixes def n.

Commençons par mentionner un cas particulier d’un résultatde DILLER, JACKSON et SOM-
MESE :

Théorème 4.13([46]). — Soit f une transformation deCREMONA algébriquement stable telle
queλ( f ) > 1. Si C est une courbe invariante par f, alors le genre(arithmétique) deC est0
ou 1.

Ce résultat est précisé par PAN dans [84] :

Théorème 4.14([84]). — SoitC une courbe irréductible deP2 de genre(arithmétique) stric-
tement plus grand que1. Soit f une transformation deCREMONA qui préserveC . On a :

• λ( f ) = 1 et la suite(degf n)n croît au plus linéairement ;
• si f est conjugué à un automorphisme d’une surface rationnelle (lisse), f est d’ordre fini ;
• si la normalisation deC n’est pas hyperelliptique(2), f est d’ordre fini.

1. SoitC une courbe plane ; on peut désingulariserC au sens suivant : il existe une courbe lisseC ′ et un mor-
phismeπ : C ′ → C tel que #π−1(c) = 1 pour tout point non singulierc deC . La courbeC ′ s’appelledésingularisée
ou normaliséedeC . Le genre arithmétiquedeC est par définition le genre topologique deC ′.

2. Le prototype d’une courbe hyperelliptique est donnée parx2+P(y) = 0 avecP polynôme scindé de degré
supérieur ou égal à 3.
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Définition 6. — Soit M un élément de GL2(C). On dit que les valeurs propresη1, η2 de M
sont résonnantes s’il existe des entiersm1 et m2 non tous deux nuls tels queηm1

1 ηm2
2 = 1. Un

point fixe p d’une transformation birationnellef sera ditrésonnantsi D f(p) a ses valeurs
propres résonnantes.

Proposition 4.15. — Soit A un automorphisme deP2 dont les coefficients sontQ-algébrique-
ment indépendants. Les points fixes de Aσ sont non résonnants.

Démonstration. — On constate que
{

Bσ |B∈ PGL3(C)
}
=
{

Aκσ |κ ∈ Aut(C,+, .)
}

où l’adhérence est prise au sens ordinaire. Remarquons que les points fixes deAσ sont en
position générale ; en effet si trois d’entre eux étaient alignés, alors cette propriété, invariante
par action d’un automorphisme de corps surA, serait vérifiée par tous lesBσ ce qui est absurde.
SoitC un automorphisme deP2 tel que les points fixes deg :=CAσC−1 soient

(0 : 0 : 1), (0 : 1 : 0), (1 : 0 : 0) et (1 : 1 : 1).

On noteΩ l’ensemble des éléments de Bir2 fixant ces quatre points ; l’orbite deg sous l’action
de Aut(C,+, .) est dense dansΩ. Supposons queAσ possède un point fixe résonnant ; alorsg
et gκ, avecκ dans Aut(C,+, .), en possèdent un aussi, disons le point(0 : 0 : 1). Maintenant il
est facile de trouver un élément deΩ non résonnant en(0 : 0 : 1), par exemple en utilisant la
forme normale donnée par la Proposition 3.22 (exercice).

Proposition 4.16. — Soit A un automorphisme deP2 dont les coefficients sont algébriquement
indépendants surQ. La transformation(Aσ)n n’a pas de courbe de points fixes pour chaque n
dansZ\{0}.

Démonstration. — Supposons queC soit une courbe de points fixes pour(Aσ)n; si d est le
degré deC , pour toutκ dans Aut(C,+, .), l’itéré n-ième deAκσ a une courbe de points fixes
de degréd. En passant à l’adhérence de ZARISKI on obtient que pour toutf dansΣ3 l’itéré
n-ième def admet une courbe de points fixes de degréd; puisqueΣ3 est dense dans Bir2 on en
déduit que toute transformation birationnelle quadratique, et en particulier tout automorphisme
de HÉNON, vérifie une telle propriété ce qui est interdit par la dynamique des transformations
de HÉNON ([53]).

Remarque 4.17. — Tous ces énoncés se généralisent aux transformations du type(Aρ)n et(Aτ)n.

Remarque 4.18. — L’hypothèse d’indépendance sur les coefficients deA est indispensable :
on remarque par exemple que siA est du type

(
αx0−αx1+x2 : βx0−βx1+x2 : δx0+(1−δ)x1

)

avecα 6= β, l’élémentAσ laisse la droitex0 = x1 invariante.

Proposition 4.19. — Soit f = Aσ une transformation birationnelle quadratique laissant une
courbe rationnelleC invariante. Supposons que f soit algébriquement stable et que les itérés
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de f n’aient ni courbe de points fixes, ni point fixe résonnant ;alors C est une droite, une
conique lisse ou une cubique à point double.

Démonstration. — Si C est lisse de degréd, la formule d’HURWITZ dit que le genre deC est
(d−1)(d−2)

2 ce qui assure queC est une droite ou une conique lisse.
Supposons désormais queC soit non lisse et quep soit un point singulier deC .
Montrons queAσ est un difféomorphisme local enp, i.e.quep n’est pas dans Excσ∪ Indσ.

D’après [46] le point p n’est pas d’indétermination pourσ. Si p appartient à Excσ \ Indσ,
alorsAσ(p) est un point d’indétermination de(Aσ)−1. Le germe deAσ,p est du type

(u,v) 7→ (u,uv)

à conjugaison locale g.d. près. En particulier il envoie courbe singulière irréductible sur courbe
singulière ;Aσ(p) est donc un point d’indétermination de(Aσ)−1 mais aussi un point singulier
ce qui est exclu (toujours d’après [46]). Ainsi Aσ est un difféomorphisme local enp etAσ(C ,p)
est singulière.

Si π : C̃ → C est la normalisation deC et Ãσ le relevé à̃C de la restrictionAσ|C , on note

Λ = π−1(Sing(C )) = {p1, . . . , ps}.
CommeAσ est un difféomorphisme local en chaque point singulier deC , l’ensembleΛ est
invariant parÃσ. PuisqueC̃ est isomorphe àP1, Ãσ est conjugué à une translation ou une
homothétie ;Λ compte donc au maximum deux points. En effet si #Λ ≥ 3, la transformation
Aσ est périodique en restriction àC ; il existe alors un entiern tel queC ⊂ Fix(Aσ)n ce qui
est exclu d’après l’hypothèse. Notons qu’à chaque branche locale deC ,p correspond unpi ; par
suite on a l’alternative suivante :

• C a un seul point singulierp (qui est donc fixe) etC a au plus deux branches enp;
• C a deux points singuliers distinctsq1, q2 etC ,q1, C ,q2 sont irréductibles.
Étudions ces différentes possibilités.
Remarquons que si un germe de difféomorphisme holomorphe deC2,0 fixe une courbe

singulière irréductible ou bien deux courbes lisses tangentes ce point fixe est résonnant.
• Puisque les valeurs propres de la partie linéaire deAσ enp ne peuvent être résonnantes,C

a un unique point singulier etC ,p est un croisement ordinaire ; la formule du genre assure
queC est une cubique à point double.

• On remarque que(Aσ)2 fixe les pointsq1 et q2; commeC ,q1 est irréductible non lisse, les
valeurs propres de la partie linéaire de(Aσ)2 enq1 (resp.q2) sont alors résonnantes ce qui
est impossible.

Comme toujours il y a un énoncé analogue pour les transformations génériques deΣ2 et Σ1.

Comme on le voit les cubiques cuspidales n’apparaissent pasdans la Proposition 4.19. Cer-
taines transformations quadratiques possèdent de telles cubiques invariantes ; dans [8] BED-
FORD et KIM étudient la famille de transformations de CREMONA définie par :

ga,b : P2 99K P2, (x0 : x1 : x2) 7→ (x0(x1+bx0) : x2(x1+bx0) : x0(x2+ax0)).
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Notons que lesga,b ne sont pas algébriquement stables : la droitex0 = 0 est contractée parga,b

sur(0 : 1 : 0), point qui est éclaté parga,b sur la droitex2 = 0.
Cette famille possède, pour certains paramètres, une cubique cuspidale invariante. Introdui-

sons l’application

ϕ(t) =
(

t − t3− t4

(1+ t)2 ,
1− t5

t2(1+ t)

)

et le polynôme

Pt,a,b(x0,x1,x2) = a(t −1)t4x3
0+ t(t −1)x1x2(tx1+x2)

+x0
(
2bt3x1x2+ t3(t −1)x2

1+(t −1)(1+bt)x2
2

)

+ t3(t −1)x2
0 (a(x1+ tx2)+ t(x1+(t −2b)x2))

BEDFORDet KIM établissent l’énoncé suivant.

Théorème 4.20([8]). — Soit t dansC\{0, 1,−1, j , j2}. Alors pour(a,b) = ϕ(t) on a :

Pt,a,b ◦ga,b = t det jacga,b ·Pt,a,b

qui indique que Pt,a,b = 0 est invariante par ga,b.

Sous les hypothèses du théorème, la cubique irréductible d’équationPt,a,b = 0 invariante
parga,b contient les deux points fixes dega,b :

p1 =

(
t3

1+ t
,

t3

1+ t

)
et p2 =

(−1+ t2+ t3

t2(1+ t)
,
−1+ t2+ t3

t2(1+ t)

)

et a son cusp enp1.

Proposition 4.21. — Soit f= Aσ une transformation birationnelle quadratique laissant inva-
riante une courbe irréductibleC de genre arithmétique1. Supposons que f soit algébriquement
stable et que les itérés de f n’aient pas de courbe de points fixes ; alorsC est une cubique lisse.

Démonstration. — En utilisant des arguments de la démonstration de la Proposition 4.19 on
montre queC est lisse. La restriction def à C induit un automorphisme de la normalisée
qui laisse invariant le relevé de l’ensemble singulier deC . Mais sur une courbe elliptique un
automorphisme qui possède une orbite finie est d’ordre fini, ce qui est exclu par hypothèse ;
ainsiC est une courbe elliptique lisse deP2 donc une cubique lisse.

Nous allons dans un premier temps nous intéresser aux transformations birationnelles qua-
dratiques préservant une cubique lisse :

Lemme 4.22. — SoitC une cubique lisse. On suppose queC ′ = σ(C ) est aussi une cubique
lisse ; alorsC passe par les trois points d’indétermination deσ.

Démonstration. — Soienth et h′ dansC[x0,x1,x2]3 définissant respectivementC et C ′; l’hy-
pothèse implique que :

h◦σ = xα
0xβ

1xγ
2h′, α, β, γ ∈N, α+β+ γ = 3.
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À permutation des coordonnées près le triplet(α, β, γ) prend les valeurs(3,0,0), (2,1,0) ou
(1,1,1). Dans le premier cas un calcul direct montre queC est l’union de trois droites et dans
le second queC est singulière. On vérifie, dans la dernière éventualité, que h est du type

ax2
0x1+bx2

0x2+cx0x2
1+dx0x2

2+ex2
1x2+ f x1x2

2+gx0x1x2.

Notons que siC etC ′ sont comme dans l’énoncéσ réalise un automorphisme entreC etC ′ de
sorte que ces deux cubiques ont même invariantj; on en déduit l’existence d’un automorphisme
deP2 échangeantC etC ′ (voir [62]).

SoitT l’espace des polynômes homogènes de degré 3 s’annulant aux trois points d’indéter-
mination deσ. L’applicationσ induit un isomorphisme linéairẽσ : T → T défini dans la base{

x2
0x1, x2

0x2, x0x2
1, x0x2

2, x2
1x2, x1x2

2, x0x1x2
}

par

σ̃ : (a,b,c,d,e, f ,g) 7→ ( f ,e,d,c,b,a,g).

Les cubiques invariantes parσ correspondent à l’espace linéaire Fixσ̃ qui est de dimension
projective 3.

SoientC une cubique lisse associée à un élément deT etC ′ =σ(C ). SoitAun isomorphisme
linéaire tel queA(C ′) = C ; la cubiqueC est alors invariante parAσ. Notons qu’il existe un
nombre fini de tels isomorphismes. L’ensemble des élémentsA de PGL3(C) tels queAσ laisse
une cubique lisse invariante est d’adhérence une variété algébrique définie surQ de dimension
dimPT = 6.

Plus généralement soitC une cubique lisse ; donnons-nous trois pointsp1, p2 et p3 non
alignés surC . À ce triplet de pointsp = (p1, p2, p3) on peut associerσp une transformation
quadratique de CREMONA telle que Indσp = {p1, p2, p3}. L’image deC parσp est encore une
cubique isomorphe àC et il existe une application linéaireAp (en fait il en existe un nombre
fini) telle queApσp(C )= C . Nous noteronsϕp les transformationsApσp. L’espace des cubiques
lisses est de dimension 9, celui des triplets de points sur une cubique de dimension 3; ainsi l’es-
pace des éléments deΣ3 qui laissent invariante une cubique lisse est de dimension 9+ 3= 12.

En particulier on obtient le :

Corollaire 4.23. — Génériquement une transformation deΣ3 ne possède pas de courbe inva-
riante de genre arithmétique1.

Soit A un automorphisme deP2; si les coefficients de A sont indépendants surQ, alors Aσ
ne préserve pas de telle courbe.

Démonstration. — Le premier point résulte des considérations de dimensionqui précèdent.
Pour le second, siAσ possédait une courbe elliptique invariante il en serait de même pourAκσ

et ce pour toutκ dans Aut(C,+, .); comme les orbites dynamiques desAκσ sont denses dansΣ3

ceci contredit les calculs de dimensions ci-dessus.

Dans [86] PAN a démontré que le groupe Bir(C ) des transformations birationnelles qui
laissent invariante la cubique lisseC est engendré par les transformationsϕp = Apσp.
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Montrons que tout automorphisme abstrait deC est la restriction ou bien d’unϕp, ou bien
d’un isomorphisme linéaire. On désigne par Aut(C ) le groupe des automorphismes deC vue
comme courbe elliptique abstraiteC/Λ. En suivant une idée de PAN ([85]) nous allons démon-
trer que le morphisme de restriction

Bir(C )→ Aut(C )

est surjectif. Pour celà fixons deux points génériquesm1, m2 deC et T un élément de Aut(C ).
Soit M un point générique du plan projectif complexe ; on notem1, M′

1 et M′′
1 (resp.m2, M′

2 et
M′′

2) les points d’intersection de la droite(Mm1) (resp.(Mm2)) avec la cubiqueC :

m1

m2
M′′

2

M′′
1

M′
2

M′
1

M

Les couples de pointsT(M′
i ) et T(M′′

i ) déterminent deux droites dont l’intersection est no-
téeT̃(M). L’application T̃ coïncide avecT surC et est visiblement birationnelle puisquẽT−1

inverseT̃, d’où la surjectivité de l’application de restriction : Bir(C )→ Aut(C ).
Revenons aux transformations quadratiquesϕp. En fait chaque tripletp produit un nombre

fini de telles applications, autant qu’il y a d’automorphismes deP2 qui fixentC . L’application
R : p 7→ ϕp|C peut donc être vue comme une application algébrique multivaluée de l’espace des
triplets de points distincts deC dans Aut(C ). En général Aut(C ) s’identifie topologiquement à
l’union de deux exemplairesC+ etC− deC (sauf pour les cubiques spécialesC/Z[i] etC/Z[j ]) :

C+ ≃
{

z+a|a∈ C/Λ
}

et C− ≃
{
−z+a|a∈C/Λ

}
.

Si on écritC sous forme normale de WEIERSTRASSx2
1 = x0(x0−1)(x0−η) on constate que

l’automorphismeℓ : (x0,x1) 7→ (x0,−x1) laisseC invariante et sa restrictionℓ|C est dans la
composanteC−; l’image deR intersecte doncC+ et C−.

Remarquons queRest non constante en tant qu’application multivaluée ; si elle l’était {ϕp|C }
engendrerait un groupe dénombrable dans Aut(C ) ce qui contredirait la surjectivité de

Bir(C )→ Aut(C )

puisque Bir(C ) est engendré par lesϕp.

Il en résulte, dans le cas des cubiques génériques, que l’image deRévite au plus un nombre
fini d’éléments de Aut(C ) (en particulier l’identité). Ainsi tout automorphisme deC , sauf peut-
être un nombre fini, est restriction d’un certainϕp.

Remarque 4.24. — Soientp= (p1, p2, p3) un triplet de points distincts appartenant àC et a
un élément de la cubiqueC que l’on considère avec « sa » structure de groupe. Alors, pour
chaquea, l’applicationϕp+a, avecp+a= (p1+a, p2+a, p3+a), est bien définie. CommeC
est compacte l’applicationa 7→ ϕp+a|C est constante (sinonϕp serait surjective).
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Nous passons maintenant à l’étude des transformations birationnelles de typeAσ laissant
une courbe de genre nul invariante.

Proposition 4.25. — Soit A un automorphisme deP2 défini par
(
a0x0+b0x1+c0x2 : a1x0+b1x1+c1x2 : a2x0+b2x1+c2x2

)
.

La transformation Aσ laisse une droite invarianteD si, à conjugaison dynamique par une
permutation de coordonnées près, on a :

a0c2
1+c0c1(b0−a1)−b1c2

0 = 0.

Démonstration. — Remarquons queD passe nécessairement par un des points de Indσ, par
exemple(0 : 0 : 1). Plaçons-nous dans la cartex2 = 1 et supposons queD soit paramétrée
parx0 7→ (x0, tx0); en écrivant l’invariance deD on obtient

x0
(
a0t

2+ t(b0−a1)−b1
)
+ tx2

0(tc0−c1) = 0.

Commet ne peut être nul (x1 = 0 est une droite contractée parAσ) on constate quec1 = tc0

d’où l’alternative :
• c0 = c1 = 0 eta0t2+(b0−a1)t −b1 = 0;
• t = c1/c0; en substituant cette valeur det dans(a0t2+ t(b0−a1)−b1) on obtient

a0c2
1+c0c1(b0−a1)−b1c2

0 = 0.

Dans les deux cas la condition annoncée est satisfaite.

Remarque 4.26. — Le casc0 = c1 = 0, qui apparaît en cours de preuve, correspond aux trans-
formations de typeAσ qui laissent la fibrationx1/x0 invariante.

Remarquons aussi que si une transformationAσ laisse invariante une fibration en droites,
alors, à permutation près des coordonnées, il s’agit de la fibration x1/x0 = cte. LesA conve-
nables sont du type

(a0x0+b0x1 : a1x0+b1x1 : a2x0+b2x1+c2x2);

ces transformations forment un groupe.

Remarque 4.27. — Les éléments de Bir2 possédant une droite invariante forment un ensemble
algébrique dont la trace surΣ3 est une hypersurface.

Passons maintenant à l’étude des transformations préservant une conique. SoitC une co-
nique lisse ;σ(C ) est une conique lisse si et seulement si, à permutation près des coordon-
nées,C est du type suivant :

Cab : x2
2+ax1x2+bx0x2+x0x1 = 0, a, b∈C, 2ab−1 6= 0.

L’image parσ deCab est la coniqueCba de sorte que la permutation

P : (x0 : x1 : x2) 7→ (x1 : x0 : x2)

échange ces deux coniques. Soitf = Aσ une transformation laissant invariante une coniqueC .
À permutation près des coordonnéesC est de typeCab; les égalités

Cab = Aσ(Cab) = A(Cba) = AP(Cab)
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impliquent la :

Proposition 4.28. — Soient f= Aσ laissant une conique lisse invariante et P l’involution
définie par(x1 : x0 : x2). À permutation près des coordonnéesC est donnée par

x2
2+ax1x2+bx0x2+x0x1 = 0

et AP appartient au groupe orthogonalO(x2
2+ax1x2+bx0x2+x0x1).

Remarque 4.29. — Lorsquea= b l’involution σ laisseCaa invariante et dans ce casA est dans
le groupe orthogonalO(Caa).

Pour terminer le cas des courbes rationnelles apparaissantdans la Proposition 4.19, étudions
les cubiques à point double. L’image parσ d’une cubique à point doubleC d’équation

(4.2.1) ax2
0x1+bx2

0x2+cx0x2
1+dx0x2

2+ex2
1x2+gx1x2

2+hx0x1x2 = 0

est encore une cubique à point double (il s’agit ici de cubiques passant par les trois points
d’indétermination deσ). Mais il y a d’autres formes normales ayant la même propriété (corres-
pondant à d’autres choix que(1,1,1) pour le triplet(α, β, γ) apparaissant dans la démonstration
du Lemme 4.22). Ainsi la cubique d’équation

(4.2.2) ax3
2+bx0x2

1+cx0x2
2+dx2

1x2+ex1x2
2+gx0x1x2 = 0

est envoyée parσ sur

ax0x2
1+bx3

2+cx2
1x2+dx0x2

2+ex0x1x2+gx1x2
2 = 0

(induisant d’ailleurs l’application(a,b,c,d,e,g) 7→ (b,a,d,c,g,e)). Pour des valeurs géné-
riques dea, b, c, d, e, g la cubique correspondante possède un point double en(1 : 0 : 0)
qui est précisément d’indétermination pourσ.

On vérifie facilement que les cubiques données par (4.2.1) et(4.2.2) sont, à permutation de
coordonnées près, les seules cubiques à point double ayant leur image parσ encore cubique.

Soit f = Aσ une transformation birationnelle quadratique laissant invariante une cubique
à point doubleC ; alorsσ(C ) est encore une cubique à point double. Comme à conjugaison
linéaire près toutes les cubiques à point double sont les mêmes, il existeA0 dans PGL3(C)
tel queσ(C ) = A0(C ) de sorte queC = AA0(C ). Le groupe des transformations linéaires qui
laissent invariante une cubique à point double est fini. Par exemple siC0 est la cubique de
WEIERSTRASS: x2

1x2 = x2
0(x0−x2); on vérifie que ce groupe est formé des transformations :

id, (4αx0+4x1 : 4x0−4αx1 : 9αx0+3x1−8αx2) ,

(x0 : −x1 : x2), (4αx0−4x1 : 4x0+4αx1 : 9αx0−3x1−8αx2)

où α satisfait 3α2 = 1.
Pour résumer nous obtenons la :

Proposition 4.30. — SoitC une cubique à point double. L’ensemble des transformationsAσ
qui laissent invarianteC est fini.
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Remarque 4.31. — Puisque deux cubiques à point double dansP2 sont linéairement conju-
guées, une telle cubique est invariante par une infinité de transformations quadratiques deΣ3;
on peut préciser cela par un argument essentiellement identique à celui des cubiques lisses
(choix des triplets(p1, p2, p3) l’un despi pouvant être au point double).

De la même façon on établit que génériquement un élément deΣ3 ne possède pas de cubique
à point double invariante.

Finalement on en déduit la :

Proposition 4.32. — Soit A un automorphisme deP2 dont les coefficients sont algébriquement
indépendants surQ. La transformation quadratique Aσ ne possède pas de courbe irréductible
invariante.

En utilisant ce fait nous allons montrer un résultat plus général :

Théorème 4.33. — Soit A un automorphisme deP2 dont les coefficients sontQ-algébrique-
ment indépendants. La transformation quadratique Aσ ne possède pas de courbe(éventuelle-
ment non irréductible) invariante.

Démonstration. — Raisonnons par l’absurde ; nous réutilisons ici les notations f pour l’ap-
plication quadratique deC3 dansC3 et f • pour l’application induite sur l’espace projectifP2.

SoientΓ une courbe invariante parf • = A•σ• et Γ = Γ1∪ . . .∪Γs la décomposition deΓ en
facteurs irréductibles, chaqueΓi étant décrit par une équation irréductiblehi = 0. Bien sûr la
surfacehi = 0 est invariante par l’application polynomialef . Les coefficients deA étant al-
gébriquement indépendants surQ, la transformationf • est algébriquement stable ; il s’en suit
que

(4.2.3) ∀ i ∈ {1, . . . ,s}, ∃ l ∈ {1, . . . ,s} tel que f •(Γi) = Γl .

Écrivons queΓ est invariante parf • :

h◦ f = hη avec h= h1 . . .hs;

notons que le théorème de la fonction implicite, appliqué enun point générique deΓ, assure
queη n’est pas divisible par leshi . Remarquons queη = 0 est formé de branches de

Exc f • =
{

x0 = 0, x1 = 0, x2 = 0
}
.

En effet supposons queγ soit une branche des zéros deη, alorsh( f (γ)) = 0. Si γ n’est pas
contractée parf •, alors f •(γ) coïncide avec l’un desΓk; d’après (4.2.3) il existe 1≤ i ≤ s tel
que f •(γ) = f •(Γi) ce qui n’est pas possible. L’invariance deΓ se réécrit donc

h(Aσ) = µhxp
0xq

1xr
2, (p,q, r) ∈ N3\{0}, µ∈ C∗.

PuisqueA a ses coefficients algébriquement indépendantsf • a quatre points fixes en position
générale qui sont non résonnants. Après une conjugaison dynamique du type(αx0 : βx1 : γx2)
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le point (1 : 1 : 1) est fixe parf = Aσ : C3 → C3. Ceci revient à supposer que la matrice

A=




a0 b0 c0

a1 b1 c1

a2 b2 c2


 est stochastique

(4.2.4) ai +bi +ci = 1, i = 0, 1, 2.

Évidemment cette conjugaison détruit l’hypothèse deQ-indépendance des coefficients deA
mais puisque cette modification est faite par conjugaison ongarde par exemple la propriété
qu’il n’y a pas de courbe irréductible invariante. À partir de

h◦ f = µ(xp
0xq

1xr
2)h

on obtienth(1,1,1) = µh(1,1,1). Si h(1,1,1) = 0, le germe deΓ en (1 : 1 : 1) est invariant
par f •. Mais ce point fixe est comme nous l’avons dit non résonnant. Lathéorie élémentaire
des difféomorphismes locaux ([2]) assure que le germe def • en(1 : 1 : 1) possède exactement
deux germes de courbes invariantes (qui sont d’ailleurs lisses et transverses). Mieux tout germe
de courbe invariant par un itéré def • est encore l’une de ces deux branches. Par suite le germe
de Γ a en(1 : 1 : 1) une ou deux branches locales et chacune de ces branches est invariante
par f •. Par suite la composante irréductible deΓ qui contient l’une de ces branches locales est
une courbe irréductible invariante, cas exclu par généricité. Il en résulte queh(1,1,1) est non
nul et µ vaut 1. Comme l’un des entiersp, q, r est non nul, nous allons supposer quer 6= 0.
Considérons maintenant la transformationf̃ = Ãσ définie par

(a0(x1−x0)x2+x0x1,a1(x1−x0)x2+x0x1,a2(x1−x0)x2+x0x2).

Poura0, a1 eta2 génériques̃f induit une transformation birationnelle et on constate que

f̃ (1,1,1) = (1,1,1), f̃ (1,1,2) = (1,1,2).

On remarque que le point(1,1,2) n’est pas sur la surfacexp
0xq

1xr
2 = 1. En particulier parmi les

transformationsg= Bσ satisfaisant (4.2.4) la propriété suivante est générique

(4.2.5) g possède un point fixemsitué en dehors dexp
0xq

1xr
2 = 1.

Il en est donc ainsi pourf ; en effet si ce n’était pas le cas, alors, pour tout automorphisme de
corpsκ, les élémentsf κ =Aκσ auraient tous leurs points fixes surxp

0xq
1xr

2 = 1 ce qui contredirait
la propriété (4.2.5). Pour un tel point fixem on a

h(m) = h( f (m)) = (xp
0xq

1xr
2)(m)h(m),

égalité qui conduit àh(m) = 0. Le même raisonnement que précédemment assure quef pré-
serve une composante deh = 0 passant parm et donc quef • a une courbe irréductible inva-
riante : contradiction avec la Proposition 4.32.

Théorème 4.34. — Soit Aσ une transformation de̊Bir2 algébriquement stable. Supposons
queΓ1, . . . , Γs soient des courbes(irréductibles ou non) invariantes par Aσ. Dès que s≥ 5,
l’élement Aσ préserve une fibration.
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Démonstration. — ChaqueΓi est donné par une équation réduitehi = 0; l’invariance deΓi par
la transformationf = Aσ se traduit par

hi ◦ f = µix
pi
0 xqi

1 xr i
2 hi , µi ∈ C∗, (pi ,qi , r i) ∈ N3\{0}.

On en déduit pour tous les entiersn1, . . . , ns l’égalité

hn1
1 . . .hns

s ◦ f = µn1
1 . . .µns

s hn1
1 . . .hns

s x∑s
i=1 ni pi

0 x∑s
i=1 niqi

1 x∑s
i=1 ni r i

2 .

Dès ques≥ 5 on peut trouver des entiersni dansZ non triviaux tels que

s

∑
i=1

ni




deghi

pi

qi

r i


= 0;

l’élément f préserve alors la fibration définie parhn1
1 . . .hns

s .

En faisant un raisonnement analogue sur les branches de det jacf pour une transformation
birationnelle f de degré quelconque on obtient le :

Théorème 4.35. — Soit f une transformation deCREMONA algébriquement stable de de-
gré ν. Il existe un entier N(ν) tel que : dès que f possède plus de N(ν) courbes invariantes f
préserve une fibration.

Remarque 4.36. — Dans [21] CANTAT traite un problème analogue dans un contexte plus
général.

4.3. Exemples de transformations quadratiques préservantune fibration rationnelle

Donnons quelques exemples de transformations birationnelles préservant des fibrations ra-
tionnelles qui peuvent être des fibrations en coniques, en cubiques à point double, en cubiques
cuspidales, etc. Ces exemples proviennent de la classification des flots (voir Chapitre 2).

• Soit β un rationnel ; la famille de transformations

gβ,t =

((
x0+

1−e−(β+1)t

(β+1)x1

)
eβt ,etx1

)

préserve la fibration rationnelle donnée parx1+β
1

1+(1+β)x0x1
= cte fibre à fibre. Elle préserve

aussix1 = cte mais en déplaçant les fibres. Pour 1+β = n entier cela donne la fibration

αxn
1−xn

2−nx1xn−2
2 = 0.

On constate queg2,t laisse une fibration en cubiques à point double invariante : dans la
cartex0 = 1 la famille des courbes invariantes est donnée parαx3

1−x3
2−3x1x2 = 0.
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• Pour toutβ rationnel la famille
(

β (e−2βt+1)x0+β(e−2βt−1)
(e−2βt−1)x0+β(e−2βt+1)

,etx1

)
préserve la fibration ration-

nelle x2β
1

(
x0+β
x0−β

)
= cte fibre à fibre ; lorsqueβ vaut 1 c’est une fibration en cubiques à

point double.

• On constate que les transformations

(
x2

1t+x1t2+x0x1+
t3
3

x1+t ,x1+ t

)
laissent invariante la fibra-

tion en cubiques à point doublex3
1−3x0x1 = cte fibre à fibre.

• La famille de transformations
(

x0(etx1+1)
(x1+1)et ,etx1

)
laisse la fibration en coniquesx0x1

x1+1 = cte

invariante fibre à fibre ; dans la cartex1 = 1, cette famille de paraboles tangentes est don-
née par x0

x2(1+x2)
= cte.

• L’élément
(

x0+ t(β+x2
1)+ t2x1+

t3

3 ,x1+ t
)

de Bir2 préserve la fibration en cubiques

cuspidales 3βx1+x3
1−3x0 = cte (se placer dans la carte affinex0 = 1).

• Soit β dansQ \ {2}; on note que
(

x0eβt +
x2

1
2−β(e

2t −eβt),x1et
)

préserve la fibration ra-

tionnelle xβ
1

x2
1+(β−2)x0

= cte fibre à fibre.

• Les transformations (
x0(x1+1)et

(etx1+1)
,vtx1

)
,

resp. (
et(4x0x1+2x0−1)+2x0+1
2(et(2x1+1−2x0)+1+2x0)

,etx1

)
,

resp. (
x0x1

x1−x0+e−tx0
,etx1

)

préservent fibre à fibre les fibrations en coniques

x1

x0(x1+1)
= cte, resp.

x1(1+2x0)

(x1+1)(1−2x0)
= cte, resp.

x0x1

x1−x0
= cte.

4.4. Transformations ayant une courbe de points fixes

Dans ce paragraphe nous examinons les différentes courbes de points fixes possibles pour
une transformation quadratique.

Comme on l’a vu au Lemme 4.16 dès queA est un automorphisme deP2 dont les coef-
ficients sont algébriquement indépendants surQ, la transformation(Aσ)n (resp.(Aρ)n) n’a
pas de courbe de points fixes, phénomène que l’on observe dejàpour les automorphismes.
Commençons par énoncer le :

Théorème 4.37([86], Théorème 1.3.,[17], Théorème 1.1.). — SoientC une courbe algébri-
que irréductible dansP2 et f une transformation deCREMONA non linéaire laissantC inva-
riante.
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• SiC est lisse de genre plus grand ou égal à1, alors C est une cubique lisse.
• Si le genre géométrique deC est supérieur ou égal à2 et si f est l’identité surC , alors

ou bien f est conjuguée à une transformation deJONQUIÈRES, ou bien f est périodique
de période inférieure ou égale à3.

Exemple 4.38. — SoitP un polynôme de degré 2d+2 sans racine multiple ; la transformation
de JONQUIÈRESdéfinie par (

x0+P(x1)

x0+1
,x1

)

fixe point par point la courbe hyperelliptiquex2
0 = P(x1).

Rappelons qu’une courbe invariante point par point par une transformation birationnelle qua-
dratique est nécessairement de degré inférieur ou égal à 2 (Proposition 3.6). En fait dans [14]
BLANC montre le :

Théorème 4.39([14]). — SoientC une cubique plane lisse etG le groupe des transformations
birationnelles qui fixentC point par point. Un élément non trivial deG est de degré au moins3.

De plus, les éléments de degré3 deG engendrentG.

On décrit maintenant les transformations quadratiques quiont une courbe de points fixes ;
les trois énoncés qui suivent s’obtiennent par des calculs élémentaires.

Comme on l’a déjà dit, pour que l’image d’une droite parσ soit encore une droite, il faut
qu’elle passe par l’un des trois points d’indétermination de σ et soit distincte dex0 = 0, x1 = 0
etx2 = 0; de même l’image parσ d’une coniqueC est encore une conique siC passe par deux
des points d’indétermination deσ. D’où la :

Proposition 4.40. — À conjugaison dynamique par permutation et homothéties près on a :
• les transformations Aσ qui possèdent une droite de points fixes s’écrivent

(α(x1−x0)x2+x0x1 : (x1−x0)x2+x0x1 : γ(x1−x0)x2+x0x2)

avecα, γ ∈C\{1}, α 6= γ (ici la droite de points fixes est la droite d’équation x0 = x1) ;
• la transformation Aσ a une conique lisse de points fixes si elle est du type :

(x0x1 : αx1x2−x0x2+βx0x1 : x1x2)

avecα, β ∈ C, αβ 6= 1. La conique de points fixes est alors donnée par

x2
1−αx1x2+x0x2−βx0x1 = 0.

Cette conique dégénère en deux droites lorsqueαβ = 1.

Remarque 4.41. — On constate que(x0x1 : αx1x2− x0x2+βx0x1 : x1x2) préserve la fibration
x0/x2 = cte fibre à fibre et ceci montre que tout élément deΣ3 ayant une conique de points
fixes préserve fibre à fibre une fibration en droites. En fait en utilisant les deux propositions qui
suivent nous allons voir que toute transformation birationnelle quadratique ayant une conique
lisse de points fixes préserve une fibration en droites fibre à fibre.
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La caractérisation des droites (resp. coniques) qui sont transformées parρ en des droites
(resp. coniques) permet d’établir l’énoncé qui suit.

Proposition 4.42. — La transformation Aρ a une droite de points fixes si elle s’écrit

(a0x0x1+b0x2
2+c0x1x2 : a1x0x1+b1x2

2+c1x1x2 : a2x0x1+b2x2
2+c2x1x2)

avec :

b1a2
2+a2a1c1−a1a2b2−a2

1c2 = 0 ou a0b0b2+c0b2
2−a2b2

0−b0b2c2 = 0.

La transformation Aρ a deux droites distinctes de points fixes si elle est de l’une des formes
suivantes :

(αx0x1+x1x2 : βx0x1+ γx2
2+δx1x2 : εx0x1+ηx1x2), (η−α)2+4ε 6= 0;

(αx0x1+βx2
2+ γx1x2 : x2

2+δx1x2 : εx2
2+ηx1x2), (ε−δ)2+4η 6= 0.

Enfin la transformation Aρ possède une conique lisse de points fixes si elle est de l’un des
types suivants :

(x0x1 : −x0x1−x2
2−βx1x2 : x1x2), (x0x1+αx2

2+αx1x2 : x1x2 : x2
2), β ∈C, α ∈ C∗.

Dans le premier cas la conique est donnée par x0x1 + x2
2 + x2

1 + βx1x2 = 0, dans le second
par x0x1+αx2

2+αx1x2−x0x2 = 0.

En ce qui concerne les transformations deΣ1 on a le résultat suivant.

Proposition 4.43. — Soit A= (a0x0+b0x1+c0x2 : a1x0+b1x1+c1x2 : a2x0+b2x1+c2x2) un
automorphisme deP2.

La transformation Aτ possède une droite de points fixes si a0c0c1+b0c2
1−a1c2

0−b1c0c1 = 0.
La transformation Aτ a une conique lisse de points fixes si Aτ est de la forme

(2x2
0 : 2x0x1 : αx2

0+βx0x1−x2
1+x0x2), α, β ∈ C;

la conique en question a pour équation x0x2−αx2
0−βx0x1+x2

1 = 0.

Remarque 4.44. — Les itérés de(2x2
0 : 2x0x1 : αx2

0 + βx0x1 − x2
1 + x0x2) sont dans Bir2. En

effet, dans la cartex0 = 1, cette application induit la transformation polynomiale
(

x1,x2+
α
2
+

β
2

x1−x2
1

)
.

4.5. Points d’indétermination des itérés, points périodiques

4.5.1. Points d’indétermination, ensembles exceptionnels. — Soit f un élément du groupe
de CREMONA. On note Ind+ f =

⋃

n≥1

Ind f n l’union des ensembles d’indétermination des ité-

rés positifs def . De même on introduit Ind− f =
⋃

n≥1

Ind f−n. De façon similaire on définit

Exc+ f =
⋃

n≥1

Exc f n ainsi que Exc− f =
⋃

n≥1

Exc f−n.
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Soit A un automorphisme deP2 dont les coefficients sont algébriquement indépendants
surQ. La transformationAσ est alors algébriquement stable ; soientp1, p2 et p3 les points d’in-
détermination deAσ. On remarque que, pourn dansN, les(Aσ)−n(pi) sont des points d’indé-
termination de(Aσ)n+1. En particulier laQ-indépendance implique que l’ensemble Ind+(Aσ)
est infini ; il en est de même pour Ind−(Aσ).

Théorème 4.45. — Soit A un automorphisme deP2 dont les coefficients sont algébriquement
indépendants surQ. Alors Ind−(Aσ) estZARISKI dense.

Nous proposons deux façons d’établir ce résultat.

Démonstration. — Supposons que Ind−(Aσ) soit contenu dans un sous-ensemble algébrique
propreΓ deP2. Alors il en est de même pour Ind−(Aκσ) pour tout automorphismeκ du corpsC.
Par densité il en est encore de même pour tout élément deΣ3 ; or nous donnons par la suite des
exemples du type

(
ax1+b
cx1+d

,
αx2+β
γx2+δ

)

pour lesquels ce n’est pas vrai donc Ind−(Aσ) est ZARISKI dense.

La deuxième approche est la suivante. SoitInd−(Aσ)
Z

l’adhérence de ZARISKI de Ind−(Aσ).
Notons queInd−(Aσ)

Z

est invariant parAσ.Supposons queInd−(Aσ)
Z

soit strictement contenu
dansP2; comme il est infini on a :

Ind−(Aσ)
Z

= Γ∪{p1, . . . , ps}

oùΓ désigne une courbe algébrique et lespi des points deP2 non situés surΓ. LaQ-indépendance
des coefficients deA fait queΓ n’est pas contractée parAσ. On constate alors queΓ est inva-
riante parAσ; or génériquement une transformation du typeAσ ne laisse pas de courbe inva-
riante (Théorème 4.33) : contradiction.

Comme le montre la remarque qui suit on ne peut pas espérer sous les seules hypothèses de
la Q-indépendance obtenir la densité (au sens ordinaire) des points d’indétermination.

Remarque 4.46. — SoitA un automorphisme deP2 dont les coefficients sont algébriquement
indépendants surQ. Supposons queAσ ait un point fixem tel que les valeurs propres de la
partie linéaire def enmsoient de module 1 et satisfassent les conditions de SIEGEL ; alorsAσ
est linéarisable au voisinage de ce point ([92, 2]). En particulier il existe un ouvert (polydisque)
invariant parAσ; pour toutn les éléments de Ind(Aσ)n et Exc(Aσ)n ne peuvent rencontrer cet
ouvert.

Si A est un élément de SL3(Z) (resp. SL3(R)) les points d’indétermination des(Aσ)n sont
rationnels (resp. réels). En particulier les(Aσ)n sont holomorphes dans le complément de
P2(R) dansP2; mais cet ensemble n’est pas invariant puisque les courbes contractées, qui
l’intersectent évidemment, le sont sur des points réels. Par contre le complément des courbes
contractées privé deP2(R) est invariant.



126 CHAPITRE 4. PROPRIÉTÉS DYNAMIQUES DES TRANSFORMATIONS BIRATIONNELLES QUADRATIQUES

On se convainc facilement qu’il n’est pas aisé de décrire lesensembles Exc± et Ind±; c’est
possible dans des situations très spéciales, non génériques en général. Un des exemples les plus
simples est le suivant :

h= (h1,h2) =

(
ax1+b
cx1+d

,
αx2+β
γx2+δ

)
.

On note queh fait partie d’un sous-groupe de Bir2, ici PGL2(C)×PGL2(C), et peut être vu
comme un automorphisme mais surP1×P1. On constate déjà dans cette situation des phéno-
mènes « intéressants ».

Si les points fixes de chaquehi sont distincts de 0 et∞ dansP1, alorsh est dansΣ3, les trois
droites contractées parh étantx1 = −d

c , x2 = − δ
γ et la droite à l’infinix0 = 0. Supposons que

chaquehi soit une rotation irrationnelle ; alors les adhérences (ordinaires)
{

h−n
1

(
−d

c

)
|n∈ N

}
et

{
h−n

2

(
−δ

γ

)
|n∈ N

}

sont des cercles. Il en résulte que

Exc+h=
⋃

n∈N
Exchn,

qui est aussi dans ce cas

Exc−h=
⋃

n∈N
Exch−n,

est l’union de deux cônes réels quadratiquesH1 etH2 dansP2 et de la droite à l’infinix0 = 0 :

(0 : 0 : 1)

x0 = 0

H1

(0 : 1 : 0)

H2

L’intersection des deux droitesx1 = h−n
1

(
−d

c

)
et x2 = h−n

2

(
− δ

γ

)
contractées parhn est un

point d’indétermination dehn (les deux autres étant(0 : 1 : 0) et(0 : 0 : 1)). Par suite l’adhérence

Ind+h=
⋃

n∈N
Indhn = Ind−h=

⋃

n∈N
Indh−n
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est constituée des points(0 : 1 : 0), (0 : 0 : 1) et de l’intersection des quadriques réellesH1

et H2; c’est une surface quartique réelle qui est topologiquement un toreS1×S1.

On peut bien sûr décrire sans difficulté lesExc±h et Ind±h pour n’importe quelles valeurs
des paramètresa, b, c, d, α, . . .

Voici quelques exemples tirés de la classification des flots quadratiques qui permettent de
visualiser quelques configurations d’ensembles Ind et Exc.

• On considère

φt =
(
(2x1+ tx2)x0−

t
2

x2
2 : (x1+ tx2)(−2tx0+2x1+ tx2) : x2(−2tx0+2x1+ tx2)

)
.

Un calcul montre que :

Excφn
t = Excφnt =

{
x1 = 0, x1+ntx2 = 0,−2ntx0+2x1+ntx2 = 0

}

et
Indφn

t = Indφnt =
{
(1 : 0 : 0), (1 : 0 : 2), (1 : 2nt : −2)

}

ce qui permet une description immédiate des ensembles Ind± et Exc±.

• Pour le flotφt donné par

(2et(t −2)x0x1−ettx2
1+2(1−et)x1x2−4x0x2 : 2etx1P(x0,x1,x2) : 2x2P(x0,x1,x2))

oùP(x0,x1,x2) = 2tx0− (2+ t)x1−2x2 on a :

Exc φn
t = Exc φnt =

{
x1+x2 = 0, entx1+x2 = 0, 2ntx0− (2+nt)x1−2x2 = 0

}

et

Ind φn
t =

{
(1 : 0 : 0), (1 : 2 :−2), (2+nt−2ent : 2nt : −2ntent)

}
.

Rappelons que, pour cet exemple,φt appartient àΣ3 sauf pourt ∈ 2iπZ où φt est soit
l’identité, soit dansΣ2.

4.5.2. Points périodiques. —Soit f un élément du groupe de CREMONA. Un point pério-
diquede f est un pointp tel que les germesf n

,p soient holomorphes et

O
+( f ) =

{
p, f (p), . . . , f n(p), . . .

}

soit un ensemble fini qui ne rencontre pas Indf ∪ Ind f−1. La période dep est par définition le
cardinal deO +( f ).

Remarque 4.47. — Un point fixep de f n n’est pas nécessairement un point périodique def ;
il se pourrait en effet que, pour un certaink< n, l’itéré k-ième dep par f soit d’indétermination
pour f−1 par exemple.

Un point périodiquep de périodek esthyperboliquesi les valeurs propresδ1(p) et δ2(p)
deD f k

(p) satisfont

|δ1(p)| < 1< |δ2(p)|.
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L’ensemble des points périodiques hyperboliques d’un automorphisme quadratiquef de
HÉNON est ZARISKI dense. En effet, suivant [53], c’est un ensemble infini dansC2 et donc
dansP2; s’il n’était pas ZARISKI densef laisserait une courbe invariante ce qui, comme on
l’a déjà mentionné dans la démonstration de la Proposition 3.25, est impossible. Considérons
t 7→ ft une famille analytique de transformations birationnellestelle que

• f0 soit une transformation de HÉNON,
• pour toutt non nul ft appartienne àΣ3.

Soit p0 un point périodique hyperbolique de périodeN pour f0. FixonsD un polydisque centré
en p0 tel queD ne rencontre pas la droite à l’infini. En particulier

D∩Exc f n
0 = D∩ Ind f n

0 = /0, ∀ 1≤ n≤ N.

Si N est fixé et|t| suffisamment petit, Excf N
t et Ind f N

t ne rencontrent pasD. En appliquant
le théorème de stabilité des points fixes hyperboliques à la famille de difféomorphismes ho-
lomorphesf N

t|D on constate qu’il existe une application analytiquep 7→ p(t) telle que, pour|t|
suffisamment petit,p(t) soit un point fixe hyperbolique deft de périodeN.

Soit A un automorphisme deP2 à coefficients algébriquement indépendants surQ. Puisque{
Aκ | κ ∈ Aut(C,+, .)

}
est topologiquement dense, sin est fixé, il existe un automorphismeκ

du corpsC tel qu’un conjugué linéaireg deAκσ soit très proche def0; par suitegn est proche
de f n

0 et possède au moins autant de points fixes quef n
0 a de points fixes hyperboliques (ou

plus généralement de points fixes simples). Il en est de même pour (Aκσ)n. Cette construction
produit donc pourAσ au moins autant de points périodiques de périoden (pas nécessairement
tous hyperboliques) quef0 a de points périodiques simples. On peut évidemment faire cela
pour toutn.

Théorème 4.48. — Soit A un automorphisme deP2 dont les coefficients sont algébriquement
indépendants surQ. L’ensemble des points périodiques de Aσ estZARISKI dense.

Démonstration. — Posonsf = Aσ. D’après ce qui précèdef a une infinité de points pério-
diques. Notons Per( f ) l’ensemble des points périodiques def . L’idée est toujours la même. Si

l’adhérence de ZARISKI Per( f )
Z

de Per( f ) est strictement contenue dansP2, alorsPer( f )
Z

s’écrit comme l’union d’une courbe algébriqueΓ et de pointspi deP2 non situés surΓ :

Per( f )
Z

= Γ∪
{

p1, . . . , ps
}
.

Puisquef (Per( f )) est contenu dans Per( f ), la courbeΓ est invariante parf ce qui n’est pas
possible en vertu du Théorème 4.33. Il en résulte que Per( f ) est ZARISKI dense.

Remarque 4.49. — On peut aussi procéder comme suit.
Posonsf = Aσ. D’après ce qui précèdef a une infinité de points périodiques et une infinité

de périodes distinctes apparaît (ceci est vrai pour les applications de HÉNON). Notons Per( f )
l’ensemble des points périodiques def . Si Per( f ) est contenu dans un sous-ensemble algé-
brique propreΓ, alorsΓ est du type :

Γ = Γ1∪ . . .∪Γn∪
{

p1, . . . , ps
}
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où les pi sont des points isolés et lesΓi des courbes irréductibles. On en déduit l’existence
d’entiers j et k tels quef j(Γk) = Γk et l’itéré f j a une infinité de points périodiques avec une
infinité de périodes distinctes ; ceci implique que la normalisée deΓk estP1. Comme un élément
de PGL2(C) ne peut posséder une infinité de points périodiques avec périodes distinctes, on
obtient une contradiction.

Dans [50] FAVRE donne une estimation du nombre de points périodiques d’un élément gé-
nérique du groupe de CREMONA de degréd ≥ 2; puis il montre, avec DILLER, un résultat sur
les transformations biméromorphes d’une surface de KÄHLER compacte que nous énonçons
dans le cas particulier deP2 :

Théorème 4.50([45]). — Soit f une transformation deCREMONA algébriquement stable telle
que λ( f ) > 1. Supposons que f n’ait pas de courbe de points périodiques. Notons Perk le
nombre de points périodiques de période(divisant) k. Il existe une constante C> 0 telle que
pour tout k≥ 0 on ait

∣∣Perk−λ( f )k
∣∣≤C.

Remarquons que les Corollaire 4.5 et Lemme 4.16 permettent d’appliquer ce Théorème à
toute transformationAσ avecA automorphisme générique deP2.

Remarque 4.51. — Il y a des transformations birationnelles de degré 2 dansΣ3 qui sont al-
gébriquement stables et qui ont un nombre fini de points périodiques ; par exemple pourα, β
génériques les applicationsf 2

α,β, où

fα,β =

(
αx0+x1

x0+1
,βx1

)

sont de ce type. Leur degré dynamique vaut 1.

La transformationf vérifie lacondition deBEDFORD et DILLER (voir [7]) si

∑
n≥0

1
λ( f )n

∣∣∣ log
(
dist( f n(Ind f−1), Ind f )

)∣∣∣< ∞.

Cette condition implique la stabilité algébrique.
Le théorème qui suit est très important ; il montre l’abondance de points périodiques hyper-

boliques. Nous l’énonçons dans le cadre restreint deP2 :

Théorème 4.52([7, 48]). — Soit f un élément non linéaire du groupe deCREMONA. Sup-
posons que f vérifie la condition deBEDFORD et DILLER. Alors f possède une infinité de
points périodiques hyperboliques qui s’équidistribuent suivant une mesure de probabilité f -
invariante.

Nous allons en déduire l’énoncé qui suit.

Proposition 4.53. — Soit A un automorphisme deP2 à coefficients réels strictement positifs.
La transformation birationnelle quadratique Aσ vérifie la condition deBEDFORDet DILLER ;
en particulier Aσ possède une infinité de points périodiques hyperboliques.
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Démonstration. — On notef =Aσ etA=




a0 b0 c0

a1 b1 c1

a2 b2 c2


 . Les points d’indéterminationa, b

et c de f−1 sont donnés par les colonnes deA :

a= (a0 : a1 : a2), b= (b0 : b1 : b2), c= (c0 : c1 : c2).

Dans la carte affinex2 = 1, on noteΘ l’ensemble réel défini par :

Θ :=
{

x0 ≥ 0, x1 ≥ 0
}
.

On remarque queσ laisse invariantΘ. Comme les coefficients deA sont positifs on a l’inclu-
sion A(Θ) ⊂ Θ; par suite f (Θ) ⊂ Θ. En fait f (Θ) est le triangle de sommetsa, b et c. Il
en résulte quef n(Ind f−1) ⊂ Θ pour toutn ≥ 0. Soit dist la métrique de FUBINI -STUDY de
diamètre 1 et 0< ε < 1 la distance def (Θ) à

Ind f =
{
(1 : 0 : 0), (0 : 1 : 0), (0 : 0 : 1)

}
;

on a

ε = dist
(

f (Θ), Ind f
)
≤ dist

(
f n(Ind f−1), Ind f

)
≤ 1.

Les coefficients deA Őtant positifs, l’applicationf est algébriquement stable doncλ( f ) =
degf = 2. Comme la série

∑
n≥0

1
λ( f )n

∣∣∣ log
(
dist( f n(Ind f−1), Ind f ))| ≤

∣∣∣ logε| ∑
n≥0

1
2n

est convergente on peut appliquer le Théorème 4.52.

Suite à une discussion avec Romain DUJARDIN, que nous remercions, nous avons établi le :

Théorème 4.54. — L’ensemble des éléments deBir2 possédant une infinité de points pério-
diques hyperboliques est dense dansBir2.

Démonstration. — L’ensemble des transformations de Bir2 qui vérifient la condition de BED-
FORD et DILLER est le complément d’un ensemble « pluri-polaire » ([7]). LorsqueA est à co-
efficients réels strictement positifsAσ satisfait cette condition, on en déduit que cet ensemble
est non vide et donc dense : c’est une propriété des ensemblespluri-polaires.

Remarque 4.55. — On peut démontrer la densité des transformations de Bir2 possédant une
infinité de points périodiques en partant d’une transformation Aσ avecA dans PGL3(R) à
coefficients algébriquement indépendants et en faisant agir Aut(C,+, .). Mais cette démarche
ne contrôle pas l’hyperbolicité.
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4.6. Transformations birationnelles quadratiques de carré quadratique

Soit f une transformation de CREMONA telle que degf n = 2 pour toutn≥ 1 ; il existe un

entier k tel que f k se plonge dans un flot. En effet〈 f n〉 Z

est un sous-ensemble algébrique

deP17 et 〈 f n〉 Z ∩Bir2 est un groupe algébrique. Par suite〈 f n〉 Z ∩Bir2 a un nombre fini de
composantes connexes ; une puissance def est dans la composante connexe de l’identité et
cette puissance se plonge dans un flot.

Nous avons vu que la non stabilité algébrique était reliée à une baisse du degré des itérés.
Dans cet ordre d’idée nous allons décrire les transformations quadratiques deΣ3 (resp.Σ2,

resp.Σ1) dont le second itéré est encore dans Bir2. Cela produit des exemples de familles de
transformations birationnelles non algébriquement stables. Les flots rencontrés au Chapitre 2
sont comme cela. Mentionnons que dans [54] FURTER s’est intéressé à la suite des degrés
des itérés d’un automorphisme polynomialf du plan : cette suite est contrôlée par le quotient

ς = degf 2

degf ; par exemplef est polynomialement conjugué à un automorphisme élémentaire si et
seulement siς ≤ 1.

Commençons par un exemple. La famille des transformations birationnellesfα,β définie par

fα,β =

(
αx0+x1

x0+1
,βx1

)

où α, β désignent des nombres complexes a été étudiée dans [43] :

degf 2
α,β = 2, degf 3

α,β = 3, degf 4
α,β = 3, degf 5

α,β = 4, degf 6
α,β = 4, degf 7

α,β = 5, . . .

Lorsqueα et β sont de la forme exp(2iπη) et exp(2iπη̃) avecη, η̃ dansR \Z, cette famille a
une dynamique curieuse ([43]). Ces exemples montrent que la condition degf 2 = 2 n’est pas
suffisante pour que tous les itérés soient de degré 2.

Examinons de plus près les éléments deΣ3 dont le carré est quadratique. La transforma-
tion (BσC)2 est quadratique si et seulement siσCBσ l’est ; on se ramène donc à déterminer les
élémentsA de PGL3(C) tels queσAσ soit quadratique.

Proposition 4.56. — Les éléments A dePGL3(C) tels quedegσAσ ≤ 2 s’écrivent fℓg avec

ℓ= (αx1+βx2 : x1 : γx0+δx1)

avecα, δ ∈ C, β, γ ∈ C∗ et f , g∈ S6.

Démonstration. — PosonsAσ := (F0 : F1 : F2). La transformationσAσ est de degré inférieur
ou égal à 2 si et seulement s’il existeψ et qi dansC[x0,x1,x2]2 tels que

(F1F2 : F0F2 : F0F1) = ψ(q0 : q1 : q2).

Si ψ était irréductible,ψ diviserait deuxFi distincts ;Aσ ne serait alors pas inversible ce qui
est absurde. Ainsiψ s’écrit ψ0ψ1, lesψi désignant des formes linéaires.

Si ψ0 et ψ1 coïncident à multiplication près par un scalaire, alors ou bien deux des com-
posantes deAσ sont multiples l’une de l’autre, ou bienAσ est linéaire ; ces deux éventualités
étant exclues,ψ0 et ψ1 ne sont pas multiples l’une de l’autre.
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Quitte à réindicer lesψi on peut supposer queψ0 divise l’un desFi et ψ1 les deux autres. À
permutation près on a :

F0 = ψ0 f0, F1 = ψ1 f1, F2 = ψ1 f2,

les fi étant des formes linéaires. On obtient alors

σAσ =
(
ψ1 f1 f2 : ψ0 f0 f2 : ψ1 f0 f1

)
.

Puisqueψ0 doit diviserσAσ et queψ0 et ψ1 ne sont pas multiples l’un de l’autre, on a l’alter-
native suivante : ou bienψ0 divise f0 et f2 ou bienψ0 divise f1.

Supposons dans un premier temps queψ0 divise f0 et f2 alors d’une partF0 est un multiple
deψ2

0 et d’autre partF0 est par définition de la forme∗x1x2+∗x0x2+∗x0x1 : contradiction.
Supposons queψ0 divise f1 ; notons queF0 étant de la forme∗x1x2 + ∗x0x2 + ∗x0x1 on a

ψ0 = a0x0+b0x1 à permutation des coordonnŐes près. Sia0b0 6= 0, nécessairement

f0 = c3x2, f2 = a2x0+b2x1 et ψ1 = c1x2;

la transformationAσ est alors linéaire ce qui est impossible. Sib0 = 0, alors

f0 = b3x1+c3x2 et ψ1 = b1x1+c1x2.

Lorsqueb1c1 6= 0, on constate quef2 = a2x0 etAσ est linéaire. Sib1 est nul,f2 = a2x0+b2x1

et

A= (∗x1+∗x2 : ∗x1 : ∗x0+∗x1).

De même quandc1 = 0 on obtient queA est du type

(∗x1+∗x2 : ∗x2 : ∗x0+∗x2).

L’énoncé précédent conduit avec les mêmes notations à la :

Proposition 4.57. — Soit Q une transformation deΣ3. SidegQ2 ≤ 2, alors Q est, à conjugai-
son linéaire dynamique près, de l’un des types suivants :

Q1 =

(
ax1+1

x1
,
cx2+1

x2

)
, Q2 =

(
a+bx1,

cx2+x1

x2

)
,

Q3 =

(
ax2+1

x2
,
cx1+d

x1

)
, Q4 =

(
a+x2,

cx1+x2

x1

)

où a, b, c et d sont des nombres complexes satisfaisant bd6= 0.

Remarques 4.58. — i. Les transformationsQ1 et Q3 sont des automorphismes deP1× P1;
tous leurs itérés sont de degré 2.

ii. On obtient des transformationsf deΣ3 dont le carré est dansΣ2, par exempleQ1 lorsquea
ou c est nul.
iii. Les transformations étudiées par BEDFORD et KIM ([8]) sont à conjugaison dynamique
près de la formeQ4.

En généralQ2 etQ4 ne sont pas de cube quadratique.
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Proposition 4.59. — La transformationQ2 =
(

a+bx1,
cx2+x1

x2

)
est de cube quadratique si et

seulement si nous sommes dans l’un des deux cas suivants :
• c= 0;
• c 6= 0, b=−1 et c2+a= 0.

Dans les deux cas les itérés deQ2 sont tous quadratiques.

La preuve est laissée enexercice.
Par un calcul élémentaire on démontre la :

Proposition 4.60. — La transformationQ4 =
(

a+x2,
cx1+dx2

x1

)
est de cube quadratique si et

seulement si a et c sont nuls ; dans ce casQ4 est dynamiquement conjugué à
(

x2,
x2
x1

)
qui est

périodique de période6. Tous ses itérés sont quadratiques.

Les calculs qui suivent vont nous permettre de distinguer les différentes classes de conjugai-
son des transformations quadratiques de carré quadratique. SoientQ dans Bir2 etmun point du
plan projectif complexe ; on noteµQ(m) la multiplicité enm du feuilletage défini parQ. Nous
allons montrer comment on calcule les différentes multiplicités par exemple pour les éléments

fα,β =

(
αx0+x1

x0+1
,βx1

)
;

ces transformations comptent trois points d’indétermination

(1 : 0 : 0), (0 : 1 : 0), (−1 : α : 1)

et deux points fixes(0 : 0 : 1) et (α−1 : 0 : 1). Le feuilletage associé àfα,β est donné par la
1-forme

(1−β)x1x2(x0+x2)dx0+x2(x2(αx0+x1)−x0(x0+x2)) dx1

+x1(βx0(x0+x2)−x2(αx0+x1)) dx2.

Plaçons-nous dans la cartex1 = 1 pour calculerµfα,β(0 : 1 : 0); le feuilletage associé àfα,β
est donné par

(1−β)x2(x0+x2)dx0+(βx0(x0+x2)−x2(αx0+1)) dx2.

La quantité(1−β)x2(x0+x2) est nulle si et seulement six2 = 0 oux0 =−x2. Lorsquex2 = 0
(resp.x0 =−x2) on a :

βx0(x0+x2)−x2(αx0+1) = βx2
0

(resp.βx0(x0+x2)−x2(αx0+1) =−(αx0+1)x0) ; il s’en suit queµfα,β(0 : 1 : 0) = 2+1= 3.
De même on obtient

µfα,β(1 : 0 : 0) = µfα,β(0 : 0 : 1) = µfα,β(α−1 : 0 : 1) = µfα,β(1 :−α : 1) = 1.

On a la :
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Proposition 4.61. — Soit Q un élément deΣ3 dont le carré est de degré inférieur ou égal à2.
On suppose quedegF (Q) = 2. Notons p1, p2 et p3 les points d’indétermination de Q. Le
tableau suivant donne les multiplicités aux points d’indétermination :

valeurs de(µQ(p1),µQ(p2),µQ(p3)) Q est dynamiquement
à permutation près conjuguée à

(1, 1, 1)
(

a+ 1
x1
, c+ 1

x2

)

(1, 1, 3)
(

1+bx1, c+ x1
x2

)
, b 6∈ {0, 1}

(1, 5, 1)
(

1+ x1, c+ x1
x2

)

(2, 3, 1)
(

bx1, 1+ x1
x2

)
, b 6∈ {0, 1}

(2, 3, 1)
(

b
x2
, 1+ 1

x1

)
, b 6∈ {0, 1}

(3, 3, 1)
(

bx1,
x1
x2

)
, b 6∈ {0, 1}

(1, 2, 2)
(

x2+b
x2

, 1+ d
x1

)
, bd 6= 0

(1, 2, 2)
(

1+ x2, c+ dx2
x1

)
, d 6= 0

(1, 2, 4)
(

1
x2
, 1+ 1

x1

)

(2, 2, 2)
(

x2, c+ x2
x1

)
, c 6=−1

(3, 2, 2)
(

x2,
x2
x1
−1
)

Remarque 4.62. — La condition degF (Q) = 2 impose que les paramètresa, b, c et d ci-
dessus prennent des valeurs génériques. Lorsque les triplets de multiplicité de deux transfor-
mations sont distincts elles ne peuvent être dynamiquementconjuguées.

Remarques 4.63. — i. On constate que les deux modèles
(

bx1, 1+ x1
x2

)
et
(

b
x2
, 1+ 1

x1

)
ont,

à permutation près, même multiplicité aux points d’indétermination mais ne sont pas dynami-

quement conjugués ; en effet
(

bx1, 1+ x1
x2

)
laisse la fibrationx1 = cte invariante alors qu’un

calcul montre que
(

b
x2
, 1+ 1

x1

)
ne préserve pas de fibration en droites.
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ii. On note que
(

x2+b
x2

, 1+ d
x1

)2
préserve deux fibrations en droites alors que

(
1+x2, c+ dx2

x1

)2

n’en préserve qu’une ; par suite
(

x2+b
x2

, 1+ d
x1

)
et
(

1+x2, c+ dx2
x1

)
ne sont pas dynamiquement

conjugués.

On peut enexercice calculer les premiers degrés dynamiques des transformations du ta-
bleau.

4.6.1. Cas non génériques. —
Pour classifier les éléments deΣ2 de carré quadratique on s’intéresse aux automorphismesA

deP2 tels queρAρ appartienne à Bir2. La démarche qui nous a permis d’établir la Proposition
4.56 nous conduit à la (exercice) :

Proposition 4.64. — Tout élément A dePGL3(C) tel queρAρ soit de degré inférieur ou égal
à 2 est de l’un des trois types suivants :

(αx0+βx1+δx2 : x1 : εx1+ γx2), (αx1+βx2 : γx0+δx2 : x2),

(αx0+βx2 : γx1+δx2 : x2)

avecβ, δ, ε ∈ C, α, γ ∈C∗.

Cette proposition technique permet d’obtenir le :

Corollaire 4.65. — Soit Q une transformation deΣ2. SidegQ2 ≤ 2, alors Q est, à conjugaison
linéaire dynamique près, de l’un des types suivants :

Q1 =

(
αx0x1+ γx1+β

1+δx1
,

1
1+δx1

)
, Q2 =

(
αx0x1+x1+β

x1
,

1
x1

)
,

Q3 =

(
α
x1

+1,γx0+1

)
, Q4 =

(
α
x1
,γx0

)
,

Q5 =

(
α
x1

+1,x0

)
, Q6 =

(
α
x1
,x0+1

)
,

Q7 =

(
αx0+1,

γ
x1

+1

)
, Q8 =

(
αx0,

γ
x1

+1

)
,

Q9 =

(
αx0+1,

1
x1

)
, Q10 =

(
αx0,

1
x1

)
.

Remarque 4.66. — On remarque que degQn
i ≤ 2 pour toutn.

Toute transformation appartenant àΣ1 s’écrit BτC; elle est de carré quadratique si et seule-
ment siτCBτ l’est. On s’intéresse donc aux élémentsA de PGL3(C) tels queτAτ appartienne
à Bir2.

En suivant la démarche utilisée pour la Proposition 4.56 on obtient la (exercice) :

Proposition 4.67. — Tout automorphisme A deP2 tel queτAτ soit de degré inférieur ou égal
à 2 est du type

(x0 : αx0+βx1 : γx0+δx1+ εx2)
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avecα, γ, δ ∈ C, β, ε ∈C∗

Corollaire 4.68. — Soit Q une transformation deΣ1. Si Q2 est de degré inférieur ou égal à2,
alors Q est, à conjugaison linéaire dynamique près, de la forme

(α+βx0,γ +δx0+x2
0+ εx1)

où α, γ, δ ∈C, β, ε ∈ C∗.

N’importe quel itéré d’une telle transformation est toujours quadratique.
On a donc le :

Corollaire 4.69. — Soit q une transformation deΣ2 ou Σ1; dès que le carré de q est quadra-
tique, tous les itérés le sont. En particulier leur degré dynamique vaut1.

Comme on l’a signalé ceci n’est pas vrai pour les éléments deΣ3 (par exemple pour lesfα,β).

Problème.Classifier les transformations birationnelles quadratiques possédant un feuilletage
invariant.

Problème.Existe-t-il une application quadratiquef pour laquelle Ind+ f est toplogiquement
dense ?

Problème.Existe-t-il une application birationnelle quadratique à coefficients dansQ tel que
Ind+ f contienneP2(Q), les points rationnels deP2 ?



CHAPITRE 5

PROPRIÉTÉS ALGÉBRIQUES DU GROUPE DE CREMONA

5.1. Le groupe de CREMONA ne se plonge pas dans unGLn(k)

Bien que Bir(P2) possède de nombreuses propriétés des groupes linéaires on ala :

Proposition 5.1. — Le groupe deCREMONA ne se plonge pas dansGLn(k) où k désigne un
corps de caractéristique nulle.

Avant de démontrer ce résultat rappelons l’énoncé suivant dû à BIRKHOFF :

Lemme 5.2([12]). — Soientk un corps de caractéristique nulle et A, B, C trois éléments
deGLn(k) satisfaisant[A,B] =C, [A,C] = [B,C] = id et C d’ordre p premier ; alors p≤ n.

Démonstration. — On peut supposerk algébriquement clos et l’on identifieA, B etC à des au-
tomorphismes linéaires de l’espace des vecteurs colonnes.CommeCp = id les valeurs propres
de C sont des racinespième de l’unité. Si toutes les valeurs propres deC sont égales à 1,
alorsC est unipotente etp ≤ n. On suppose dans la suite queα est une valeur propre deC
distincte de 1. On considère l’espace propreEα =

{
x|Cx= αx

}
deC associé à la valeur propre

α. CommeA et B commutent àC l’espaceEα est invariant parA et B. Puisqu’en restriction à
Eα on aC|Eα = αid|Eα l’égalité [A,B] =C implique :

(
B−1AB

)
|Eα

= αA|Eα .

Étant donnés queAest un automorphisme et queA|Eα et(B−1AB)|Eα sont conjugués,(B−1AB)|Eα

et A|Eα ont mêmes valeurs propres ; celles-ci sont non nulles puisque A est un automorphisme.
En particulier, siλ est valeur propre deA|Eα , alorsαλ, α2λ, . . . , αp−1λ aussi. Commep est
premier etα est distinct de 1 lesα, α2, . . . , αp−1 sont distincts et dimEα ≥ p; doncn≥ p.

Démonstration de la Proposition 5.1. — Supposons qu’il existe un morphisme injectifς du
groupe de CREMONA dans GLn(k). Pour tout nombre premierp considérons, dans la carte
affinex2 = 1, le groupe

〈
(

e−2iπ/p x0,x1

)
, (x0,x0x1),

(
x0,e

2iπ/p x1

)
〉.
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Les images parς des trois générateurs satisfont le lemme de BIRKHOFF doncp≤ n ; ceci étant
valable pour tout premierp, nous obtenons le résultat annoncé.

Toutefois le groupe de CREMONA possède de « nombreux sous-groupes linéaires ». Il con-
tient, outre les groupes PGL3(C) et PGL2(C)×PGL2(C), le sous-groupe du groupe de JON-
QUIÈRESpréservant la fibrationx1 = cte fibre à fibre qui s’identifie à PGL2(C(x1)).

5.2. Centralisateur d’une transformation Aσ générique

Dans [22] CANTAT montre l’énoncé suivant :

Théorème 5.3([22], théorème B). — Soit f une transformation birationnelle d’une surface
complexe compacte S dont le premier degré dynamique est strictement plus grand que1. Si g
est une transformation birationnelle de S qui commute avec f, il existe m dansN∗ et n dansZ
tels que gm = f n.

Nous allons démontrer, seulement pour les transformationsbirationnelles du typeAσ, avecA
générique, un résultat un peu plus précis :

Proposition 5.4. — Soit A un élément dePGL3(C) dont les coefficients sont rationnellement
indépendants ; le centralisateur de Aσ dansBir(P2) est

{
(Aσ)k |k∈ Z

}
.

Pour ce faire commençons par établir le :

Lemme 5.5. — Soit A un élément dePGL3(C) dont les coefficients sontQ-algébriquement
indépendants ; le centralisateur de Aσ dansBir(P2) est abélien.

Démonstration. — Notonsm1, m2, m3 et p les points fixes deAσ. PuisqueA est générique, les
valeurs propres de la partie linéaire deAσ en lesmi sont « indépendantes », celles au pointp
dépendant des six autres. Désignons par Cent(Aσ) le centralisateur deAσ dans Bir(P2) :

Cent(Aσ) =
{

f ∈ Bir(P2) | f Aσ = Aσ f
}
.

Soit f un élément de Cent(Aσ).
Montrons que nécessairementf est holomorphe en tout point fixe deAσ. Supposons par

l’absurde quef ne soit pas holomorphe, par exemple, enm1; alorsm1 est un point d’indétermi-
nation def dont l’image sera notéeΓ. PuisqueAσ est holomorphe enm1 on constate queΓ est
invariante parAσ. Or d’après le Théorème 4.33 la transformationAσ n’admet pas de courbe
invariante ;f est donc holomorphe enm1.

Comme f est holomorphe en tout point de Fix(Aσ), elle permute les points de Fix(Aσ).
« L’indépendance » des couples de valeurs propres de la partie linéaire deAσ en lesmi assure
que f fixe au moins deux desmi, le troisième pouvant être a priori permuté avecp (on peut
penser que cela n’arrive pas génériquement). Supposons, à réindexation près, quem1 soit fixé
par f . Par généricité il existe un germe de difféomorphismeϕ défini au voisinage dem1 tel que

ϕAσ,m1ϕ−1 = (δx0,ηx1)
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oùδ, η sont les valeurs propres de la différentielle deAσ enm1. Un calcul élémentaire montre,
puisqueδ etη sont non résonnants, queϕ f,m1ϕ−1 est linéaire de la forme(ax0,bx1). Le centra-
lisateur deAσ est donc abélien.

Démonstration de la Proposition 5.4. — On reprend une idée de [43].
Soit g un élément du groupe de CREMONA qui commute àAσ. Notonspi les points d’in-

détermination deAσ. D’après le Corollaire 4.5 l’orbite positive depi sous l’action deAσ est
constituée de courbes. Ou bienpi est d’indétermination pourg; ou bien puisque Excg est une
union finie de courbes, il existe un entier positifk (choisi minimal) tel que(Aσ)k(pi) ne soit pas
contenu dans Excg. Quitte à remplacerg par g̃ := g(Aσ)k on constate quẽg(pi) est un point
d’indétermination deAσ; on a :g̃ 3(pi) = pi pour touti.

Comme l’orbite négative depi par Aσ est ZARISKI dense (Théorème 4.45),̃g 3 coïncide
avec l’identité etg3 est une puissance deAσ. Le centralisateur deAσ dans Bir(P2) s’identifie
donc àZ×Z/pZ avecp≤ 3.

Supposons quep soit supérieur ou égal à 2. Il existe alors une transformation birationnelle
non trivialeφ qui commute àAσ et telle queφp = id; c’est donc le cas pour les éléments de
la formeBσ avecB= Aκ, κ automorphisme du corpsC, puis par densité pour tout élément de
typeBσ avecB dans PGL3(C) (remarquons qu’une famille à un paramètreϕs de transforma-
tions birationnelles périodiques telle queϕ0 = id est constamment l’identité). Le centralisateur
de la transformation

fα,β =
(
x0+αx1 : β(αx1+x2) : x1)σ(x0+x2 : x1−αx2 : x2

)

=
(
(αx0+x1)x2 : βx1(x0+x2) : x2(x0+x2)

)

s’identifie, pourα, β génériques, àZ (voir [43]) ; la démonstration est analogue à celle qu’on
vient de présenter pour une transformationAσ avecA à coefficients algébriquement indépen-
dants surQ. L’absence du facteurZ/pZ s’explique par le fait qu’on peut « distinguer » les
orbites des points d’indétermination defα,β :

x2 = 0

(0 : 1 : 0)

x2 = 0

(0 : 1 : 0)(1 : 0 : 0)

x0 =−x2
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...

x1 = αβ

(−1 : α : 1)

Le résultat découle du fait qu’à conjugaison prèsfα,β est du typeBσ.

Remarque 5.6. — Il y a toutefois des transformations de la formeAσ qui possèdent un « gros »
centralisateur ; les flots quadratiques génériques décritsdans le Chapitre 2 fournissent de tels
exemples.

5.3. Construction de sous-groupes libres

En général le groupe engendré par un nombre fini de transformations birationnelles quadra-
tiques est libre.

Proposition 5.7. — Soient A1, . . . , An des automorphismes génériques(en dehors d’une union
dénombrable d’ensembles algébriques propres dePGL3(C)

n) du plan projectif complexe. Le
groupe〈A1, . . . , An, σ〉 engendré par les Ai et σ est le produit libre

n︷ ︸︸ ︷
Z∗ . . .∗Z ∗(Z/2Z).

En particulier le groupe engendré par les transformations quadratiques A1σ, . . . , Anσ est
libre.

Démonstration. — On va démontrer la Proposition pourn= 1; dans le cas général il suffit de
remplacer le produit libreZ∗Z/2Z parZ∗ . . .∗Z∗ (Z/2Z).

Si le groupe engendré parAetσ n’est pas isomorphe àZ∗Z/2Z, il existe un motMA dansZ∗
Z/2Z tel que (avec des notations évidentes) on aitMA(A,σ) = id. Remarquons que l’ensemble
des motsMA est dénombrable et que pour un mot donnéM l’ensembleRM =

{
A|M(A,σ)= id

}

est algébrique dans PGL3(C). Considérons une transformationA du type suivant :

A=
(
αx0+βx1 : γx0+δx1 : x2

)
.

Comme le pinceau de droitesx0 = tx1 est invariant par les deux transformationsA etσ on hérite
d’une représentation linéaire

〈A, σ〉 → PGL2(C), A : t 7→ αt +β
γ t +δ

, σ : t 7→ 1
t

qui décrit l’action du groupe〈A, σ〉 sur les fibres du pinceau. Dans PGL2(C) le sous-groupe
engendré par les matrices

[
α β
γ δ

]
et

[
0 1
1 0

]
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est génériquement isomorphe àZ∗(Z/2Z) (voir [35]) ; c’est le cas par exemple pour

[
1 ε
0 1

]

et

[
0 1
1 0

]
lorsqueε est générique. Ceci implique que〈(x0+ εx1 : x1 : x2), σ〉 est isomorphe

à Z ∗Z/2Z. Les compléments∁RM sont des ouverts denses et leur intersection est dense par
propriété de BAIRE.

Remarque 5.8. — La preuve ci-dessus montre que la dynamique du groupe engendré parσ
et A = (αx0 + βx1 : γx0 + δx1 : x2) est plus ou moins triviale, au sens où elle se réduit à la
dimension 1. En effetA et σ se relèvent par l’application de l’éclatement de l’originedans la
carte affinex2 = 1 en les applications

Ã : (t,x1) 7→
(

αt +β
γ t +δ

,x1

)
, σ̃ : (t,x1) 7→

(
1
t
,x1

)
.

Notons que le groupe engendré parA et σ est l’exemple d’un groupe qui se relève en un
groupe d’automorphismes d’une surface rationnelle.

5.4. Au sujet de la simplicité

Lors de la soumission de ce livre en 2009 nous ne savions pas sile groupe de CREMONA

était simple ou non. En 2010 CANTAT et LAMY ont démontré le théorème suivant :

Théorème 5.9([24]). — Le groupe deCREMONA n’est pas simple.

Soient G un groupe etf un élément de G. On désigne par N
(

f ,G
)

le sous-groupe normal
deG engendré parf :

N
(

f ,G
)
= 〈h f h−1, h f−1h−1 |h∈ G〉.

Nous nous proposons de calculer N
(

f ,G
)

pour quelques transformations de CREMONA f
particulières.

5.4.1. Premiers calculs deN
(

f ,Bir(P2)
)

et conséquences. —
Le groupe PGL3(C) est simple par suite tout élément non trivialA de PGL3(C) satisfait

N
(
A,PGL3(C)

)
= PGL3(C).

On en déduit la :

Proposition 5.10. — Le sous-groupe normal engendré parσ dans le groupe deCREMONA est
le groupe deCREMONA tout entier :

N
(
σ,Bir(P2)

)
= Bir(P2).

Démonstration. — Soit f une transformation de CREMONA. Le Théorème de NŒTHER per-
met d’écrire f sous la forme

f = (A1)σA2σA3 . . .An(σ), Ai ∈ PGL3(C).
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Puisque PGL3(C) est simple on a

N
(
(−x0,−x1),PGL3(C)

)
= PGL3(C)

et toutAi possède une écriture de la forme

h1(−x0,−x1)h
−1
1 h2(−x0,−x1)h

−1
2 . . .hn(−x0,−x1)h

−1
n , hi ∈ PGL3(C).

Or l’involution (−x0,−x1) est conjuguée(1) à
(

1
x0
, 1

x1

)
; on en déduit que tout élément du

groupe de CREMONA s’écrit comme un produit de conjugués deσ =
(

1
x0
, 1

x1

)
.

Ceci implique le :

Corollaire 5.11. — Toute transformation deCREMONA s’écrit comme une composée d’invo-
lutions toutes conjuguées.

Nous donnerons plus loin (Chapitre 5, §5.5) une version un peu plus forte du Corollaire 5.11.
En ce qui concerne le groupe normal engendré par un automorphisme deP2 nous avons la :

Proposition 5.12. — Soit A un automorphisme non trivial deP2; alors

N
(
A,Bir(P2)

)
= Bir(P2).

Démonstration. — Comme N
(
A,PGL3(C)

)
=PGL3(C) l’involution (−x0,−x1) s’écrit comme

un produit de conjugués deA. Il en résulte, puisque(−x0,−x1) et σ sont conjugués, que

σ = h1Ah−1
1 h2Ah−1

2 . . .hnAh−1
n , hi ∈ Bir(P2);

d’où l’inclusion N
(
σ,Bir(P2)

)
⊂ N

(
A,Bir(P2)

)
. L’égalité

N
(
σ,Bir(P2)

)
= Bir(P2)

permet de conclure.

Commeρ et τ sont birationnellement conjuguées à des involutions de PGL3(C) on a une
propriété analogue pour ces transformations :

Corollaire 5.13. — On a :

N
(
ρ,Bir(P2)

)
= Bir(P2) et N

(
τ,Bir(P2)

)
= Bir(P2).

À partir de la Proposition 5.12 et de

N
(
A,PGL3(C)

)
= PGL3(C), ∀ A∈ PGL3(C)

on obtient le :

Corollaire 5.14. — Toute transformation deCREMONA s’écrit comme un produit de conju-
gués de la translation(x0,x1+1).

Puisque la translation(x0,x1 + 1) =
[
(x0,3x1),

(
x0,

x1+1
2

)]
est un commutateur, le Corol-

laire 5.14 entraîne le :

1. via l’élément
(

x0+1
x0−1 ,

x1+1
x1−1

)
de PGL2(C)×PGL2(C)
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Corollaire 5.15. — Le groupe deCREMONA est parfait, i.e. le groupe dérivé deBir(P2) est le
groupeBir(P2) entier :

[
Bir(P2),Bir(P2)

]
= Bir(P2).

5.4.2. Description du sous-groupe normal deBir(P2) engendré par une transformation
birationnelle quadratique. —

Proposition 5.16. — Soit A un automorphisme deP2; on a

N
(
Aσ,Bir(P2)

)
= Bir(P2).

Démonstration. — Supposons queA2 6= id. La transformationAσ est conjuguée àσA via σ;
ainsiσA appartient à N

(
Aσ,Bir(P2)

)
. On constate alors que

A2 = (Aσ)(σA)

est aussi dans N
(
Aσ,Bir(P2)

)
; or la Proposition 5.12 assure que N

(
A2,Bir(P2)

)
= Bir(P2)

donc N
(
Aσ,Bir(P2)

)
= Bir(P2).

Supposons queAsoit de carré trivial. SoitB l’élément de PGL3(C) donné par(αx0 : βx1 : γx2);
on a N

(
Aσ,Bir(P2)

)
= N

(
BAσB−1,Bir(P2)

)
. Notons queBAσB−1 = BABσ. Un calcul montre

qu’il existe α, β et γ tels que(BAB)2 soit distinct de l’identité ; ce qui précède permet de
conclure.

Proposition 5.17. — Si A désigne un automorphisme deP2, alors

N
(
Aρ,Bir(P2)

)
= Bir(P2).

Démonstration. — LorsqueA2 6= id, on peut reprendre l’idée de la Proposition 5.16.
Supposons queA2= id. SoitB l’automorphisme deP2 donné par(x0 : αx1 : x2); par définition

N
(
Aρ,Bir(P2)

)
= N

(
BAρB−1,Bir(P2)

)
. Remarquons queBAρB−1 = BABρ d’où

N
(
Aρ,Bir(P2)

)
= N

(
BABρ,Bir(P2)

)
.

Un calcul assure l’existence d’un complexeα tel que(BAB)2 ne soit pas trivial. Ce qui précède
entraîne donc que N

(
Aρ,Bir(P2)

)
= Bir(P2).

Proposition 5.18. — Si A désigne un élément dePGL3(C), on a

N
(
Aτ,Bir(P2)

)
= Bir(P2).

Démonstration. — Si A2 est non trivial, on reprend la démonstration de la Proposition 5.16.
Si A2 = id, on considère l’élémentB de PGL3(C) du type

(
b2x0 : ax0+bcx1 : dx0+ex1+c2x2

)

avecb, c∈C∗, a, d, e∈ C.
On a N

(
Aτ,Bir(P2)

)
= N

(
BAτB−1,Bir(P2)

)
; de plusτB−1 s’écrit aussiCτ où C désigne

l’élément de PGL3(C) donné par
(
b4x0 : ab2x0+b3cx1 : (a2−b2d)x0+b(2ac−be)x1+b2c2x2

)
.
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En particulierBAτB−1 = BACτ. Dès queA n’est pas de la forme(x0 : x1 : αx0+βx1− x2) on
peut trouvera, b, c, d ete tels que(BAC)2 6= id; on peut alors conclure comme précédemment.
Reste à traiter l’éventualité oùA est du type(x0 : x1 : αx0+βx1−x2). SoitB l’automorphisme
deP2 défini parB= (x0 : 2x1 : −4x2). Un calcul montre que la transformationAτBAτB−1 de
N
(
Aτ,Bir(P2)

)
s’écrit

(
x0 : x1 : −3αx0−βx1+x2

)
.

D’après ce qui précède Bir(P2) = N
(
AτBAτB−1,Bir(P2)

)
; l’inclusion

N
(
AτBAτB−1,Bir(P2)

)
⊂ N

(
Aτ,Bir(P2)

)

conduit à N
(
Aτ,Bir(P2)

)
= Bir(P2).

Les Propositions 5.16, 5.17 et 5.18 impliquent le :

Théorème 5.19. — Pour tout élément f deBir2 on aN
(

f ,Bir(P2)
)
= Bir(P2).

5.4.3. Calculs deN
(

f ,Bir(P2)
)

dans un cadre un peu plus général. —
Le groupe PGL2(C(x1)) est simple :

N
(

f ,PGL2(C(x1))
)
= PGL2(C(x1)), ∀ f ∈ PGL2(C(x1)).

Soit f une transformation de CREMONA préservant la fibration rationnellex1 = cte fibre à
fibre. Alors f s’écrit

(
a(x1)x0+b(x1)

c(x1)x0+d(x1)
,x1

)
,

i.e.s’identifie à un élément de PGL2(C(x1)). On écrit alors abusivement :f est dans PGL2(C(x1)).

Proposition 5.20. — Pour tout élément f dansPGL2(C(x1)) on a

N
(

f ,Bir(P2)
)
= Bir(P2).

Démonstration. — Considérons un élémentf de PGL2(C(x1)); puisque PGL2(C(x1)) est
simple, l’involution(−x0,x1) s’écrit comme un produit de conjugués def . Comme

∀ A∈ PGL3(C) N
(
A,Bir(P2)

)
= Bir(P2),

on a le résultat annoncé.

On obtient comme conséquence la :

Proposition 5.21. — Soit f un élément du groupe deJONQUIÈRES; alors

N
(

f ,Bir(P2)
)
= Bir(P2).

Démonstration. — À conjugaison près on peut écriref sous la forme
(

f1(x0,x1),γ(x1)
)

où γ
est une homothétie ou une translation. Soith = (h1(x0,x1),x1) un élément de PGL2(C(x1));
l’élémentg défini parg= [ f ,h] appartient à N

(
f ,Bir(P2)

)
∩PGL2(C(x1)). Pourh bien choisig

est différent de l’identité. La Proposition 5.20 permet de conclure.
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Corollaire 5.22. — Soit f un élément deBir(P2). S’il existe une transformation deCRE-
MONA h telle que[ f ,h] préserve une fibration rationnelle, alors

N
(

f ,Bir(P2)
)
= Bir(P2).

On en déduit la :

Proposition 5.23. — Soit f = (x1,P(x1)− δx0), δ ∈ C∗, P ∈ C[x1], degP ≥ 2, un automor-
phisme deHÉNON ; on a

N
(

f ,Bir(P2)
)
= Bir(P2).

Démonstration. — Posonsg= (x0,2x1); le commutateur[ f ,g] de f et g préserve la fibration
rationnellex0 = cte. Le Corollaire 5.22 implique le résultat.

5.5. Une version un peu plus forte du Théorème de NŒTHER

Théorème 5.24. — Toute transformation birationnelle deP2 dans lui-même s’écrit comme un
produit d’involutions standards :

A0σA−1
0 A1σA−1

1 . . .ApσA−1
p

les Ai désignant des éléments dePGL3(C).

Démonstration. — Soit f dans le groupe de CREMONA. À conjugaison près parσ et/ou un
élément de PGL3(C) on a l’alternative suivante :

• ou bien f est un automorphisme deP2;
• ou bien f s’écrit

σA0σA1 . . .σAp−1σAp

avecAi ∈ PGL3(C), p∈ N.
Introduisons l’ensemble G défini par

G=
{

A0σA−1
0 . . .ApσA−1

p | Ai ∈ PGL3(C), p∈ N
}
.

Remarquons que G est un groupe qui contientσ et sur lequel PGL3(C) agit par conjugaison.
Notons que siD est un automorphisme diagonal,i.e. Dest du type(αx0 : βx1 : γx2) avecαβγ

non nul, alors

DσD−1 = D2σ = σD−2.

Considérons un élément de G du typeAσA−1D1σD−1
1 D2σD−1

2 où A (resp.Di) désigne un élé-
ment de PGL3(C) (resp. un élément diagonal de PGL3(C)). On constate que

AσA−1D1σD−1
1 D2σD−1

2 = AσA−1D2
1D−2

2

doncAσA−1D2
1D−2

2 est dans G. Puisque PGL3(C) agit par conjugaison sur G, la transformation
σA−1DA appartient à G pour toutA dans PGL3(C) et toutD diagonal. Dit autrement siB est
un automorphisme deP2 diagonalisable,σB est dans G; ce qui implique, puisqueσ est dans G,
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queB est dans G. Maintenant soitC un élément quelconque de PGL3(C). On peut écrireC
sous la formeNTN−1 oùT est triangulaire. Pour tout automorphismeD deP2 on a

C= NTN−1 = NTN−1NDN−1ND−1N−1 = (N(TD)N−1)(ND−1N−1).

En choisissantD diagonal convenable, on constate queC s’écrit comme produit de matrices
diagonalisables, et doncC est dans G.

Finalementσ et PGL3(C) sont dans G; on conclut en appliquant le théorème de NŒTHER.



CHAPITRE 6

TRANSFORMATIONS BIRATIONNELLES DE DEGRÉ 3

Il s’agit dans ce chapitre d’établir la classification g.d. des transformations cubiques. Alors
que dans le cas quadratique on distingue trois orbites de degré 2 pur, ici il y a une infi-
nité d’orbites. L’espace quotient est en fait de dimension 2. La décomposition de NŒTHER

A1σA2σ . . .AnσAn+1 fait penser que le degré général d’une transformation birationnelle est une
puissance de 2. Il n’en est évidemment rien et en quelque sorte des phénomènes de dégéres-
cence sont nécessaires pour faire apparaître les autres degrés, 3 étant le premier. Par ailleurs
certains spécialistes ont suggéré que l’on pouvait observer de nouveaux phénomènes dyna-
miques en degré 3. Notre classification donne une liste de formes normales qui pourront par
exemple permettre d’effectuer des expériences numériques.

6.1. Généralités

Commençons par un énoncé élémentaire valable en tout degré :

Lemme 6.1. — Soit f un élément du groupe deCREMONA ; on a l’inclusion : Ind f ⊂ Exc f .

Démonstration. — D’après la Proposition 1.5 il suffit de vérifier que sim est d’indétermi-
nation pour f = ( f0 : f1 : f2), alors det jacf(m) = 0. On travaille dansC3; soit m dans Indf
alors

f0(m) = f1(m) = f2(m) = 0.

Comme les hypersurfaces d’équationfi = 0 sont invariantes par le champ radial

E = x0
∂

∂x0
+x1

∂
∂x1

+x2
∂

∂x2

il existe des coordonnées locales(u,v,w) enm telles queE soit le champ∂
∂w et les hypersurfaces

d’équation fi = 0 soient données pargi(u,v) = 0 lesgi étant holomorphes :
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Localementfi s’écrit doncUigi(u,v), avecUi holomorphes, et ceci implique que det jacf(m)= 0.

Si f est une transformation birationnelle purement cubique, det jac f est un polynôme ho-
mogène de degré 6 dont les zéros sont contractés parf . Il est immédiat de constater que les
composantes irréductibles de det jacf sont toutes de degré inférieur ou égal à 2. En effet si la
courbe irréductibleC d’équationP= 0 est contractée par exemple sur(0 : 0 : 1), alors les deux
premières composantesf0 et f1 de f sont divisibles parP; par suite degP ≤ 3. Si degP = 3
les composantesf0 et f1 sontC-colinéaires, ceci conduisant à la dégénérescence def ; on en
déduit que les courbes contractées parf forment un arrangement de droites et de coniques.
Nous verrons que seules les configurations spéciales suivantes peuvent arriver :

{5}{4}{3}{2}{1}

{10}{9}{8}{7}{6}

{15}{14}{13}{12}{11}

Les configurations de droites contractées ne caractérisentpas complètement les orbites de
l’équivalence gauche-droite comme nous le verrons.

Avant de justifier ceci mentionnons le fait suivant qui s’avère important :

Fait. Soit f une transformation deCREMONA. PuisqueInd f ⊂ Exc f la restriction de l’appli-
cation f àP2\Exc f est bien définie et holomorphe surP2\Exc f . Comme il en est de même
pour f−1 on en déduit que f induit un biholomorphisme deP2\Exc f surP2\Exc f−1.
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Soit Γ = Γ1∪ . . .∪Γn une courbe plane dont les composantes irréductiblesΓi sont de degré
di . On noteΣ = P2 \Γ le complément deΓ. Le premier groupe d’homologie H1(Σ,Z) s’iden-
tifie au groupeZn/(d1, . . . ,dn); lorsque la courbeΓ est à singularités ordinaires le groupe fon-
damentalπ1(Σ,∗) est abélien encore égal àZn/(d1, . . . ,dn) (théorème de DELIGNE-FULTON,
voir [36]).

Une conséquence immédiate est la suivante valable en tout degré :

Proposition 6.2. — Soit f un élément du groupe deCREMONA. Les ensemblesExc f etExc f−1

ont le même nombre de composantes irréductibles.

Remarque 6.3. — On note Inv l’application qui à une transformation birationnelle associe son
inverse : Inv( f ) = f−1. L’involution Inv respecte la « filtration » par le degré :

degInv( f ) = degf .

En effet, soientD etD ′ deux droites génériques deP2; puisque

f∗ , f ∗ : H1,1(P2)→ H1,1(P2)

sont auto-adjointes (voir par exemple [45]) on a

degf = deg( f ∗D ) = ( f ∗D )D ′ = D ( f∗D
′) = deg( f∗D

′) = degf−1.

6.2. « Classification » des transformations birationnellescubiques

La classification repose en grande partie sur la descriptionde l’ensemble des courbes contrac-
tées.

6.2.1. Le lieu exceptionnel contient une conique. —
Comme on l’a dit nous allons examiner au cas par cas les différentes configurations de ces

arrangements de droites et coniques. Dans ce qui suit on dit qu’une conique estréduite si
elle est ou bien lisse, ou bien constituée de deux droites distinctes. Lorsque la coniqueC est
constituée de deux droitesD 1 et D 2 distinctes nous dirons queC est contractée si les deux
droitesD 1 etD 2 le sont sur un même point. Modulo cette convention on a le :

Lemme 6.4. — Un élément f de̊Bir3 ne peut pas contracter deux coniques réduites distinctes.

Démonstration. — Soit f une transformation birationnelle purement cubique contractant les
deux coniquesQ1 = 0 etQ2 = 0. Dans tous les cas on peut vérifier quef ne peut contracter
Q1 = 0 etQ2 = 0 sur un même point. On se ramène donc à l’éventualité suivante : Q1 = 0 est
contracté sur(1 : 0 : 0) et Q2 = 0 sur(0 : 1 : 0); on constate alors que la troisième composante
de f est divisible par le produitQ1Q2 ce qui est absurde.

Il en résulte que Excf est une courbe de degré 6 constituée de droites et d’au plus une
conique réduite.

Dans le même ordre d’idée on a le :
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Lemme 6.5. — Soit f une transformation birationnelle purement cubique ;le lieu exception-
nel de f ne peut être réduit à une conique lisse.

Démonstration. — Raisonnons par l’absurde : supposons que Excf soit réduit à une co-
niqueC d’équationP = 0. À conjugaison près on peut supposer queC est contractée parf
sur (1 : 0 : 0). Il s’en suit que f est de la forme( f0 : ℓ1P : ℓ2P), les ℓi désignant des formes
linéaires nécessairement indépendantes. À conjugaison g.d. près on peut supposer queℓ1 = x0

et ℓ2 = x1. La transformationf étant birationnelle, la Proposition 1.5 assure que

det jacf = P

(
−x0

∂ f0
∂x0

∂P
∂x2

−x1
∂ f0
∂x1

∂P
∂x2

+
∂ f0
∂x2

(
x0

∂P
∂x0

+x1
∂P
∂x1

+P

))

est divisible parP3. Par ailleurs on a d’après l’identité d’EULER :

det jacf = P

(
∂P
∂x2

(
−3 f0+x2

∂ f0
∂x2

)
+

∂ f0
∂x2

(
3P−x2

∂P
∂x2

))
= 3P

(
P

∂ f0
∂x2

− f0
∂P
∂x2

)
.

On en déduit quef0 est divisible parP; la transformationf est alors de degré inférieur à 3.

Lemme 6.6. — Soit f dansB̊ir3 contractant une conique lisseC . Supposons que f contracte
deux droitesD 1 etD 2 (au moins) ; alors D 1∩D 2 appartient àC .

En particulier si f contracteD 1, . . . , D k, toutes ces droites sont concourantes avec point
d’intersection surC .

Démonstration. — On peut se ramener àD 1 : (x0 = 0) etD 2 : (x1 = 0). On peut aussi supposer
queC : (P= 0) est contractée sur(1 : 0 : 0) etD 1 sur(0 : 1 : 0); ces conditions étant satisfaites
la transformationf est du type suivant(x0q : ℓP : x0P) avecq forme quadratique etℓ forme
linéaire. La droiteD 2 est alors contractée, à conjugaison près, sur(0 : 0 : 1) ou sur(A : B : 0).
SiD 2 est contractée sur(A : B : 0), alorsP est divisible parx1 ce qui contredit l’irréductibilité.
Ainsi D 2 est contractée sur(0 : 0 : 1) et f = (x0x1ℓ : x1P : x0P). On pose

ℓ := ax0+bx1+cx2, P := αx2
0+βx2

1+ γx2
2+δx0x1+ εx0x2+µx1x2

et on veut montrer queD 1∩D 2 appartient àC , i.e. queγ = 0.
On va utiliser la birationnalité def que l’on écrit dans la carte affinex2 = 1 :

f (x0,x1) =

(
x1(ax0+bx1+c)

αx2
0+βx2

1+ γ +δx0x1+ εx0+µx1
,
x1

x0

)
.

On doit exprimer les conditions sur les coefficients pour quef (x0,x1) = (u,v) ait générique-
ment une seule solution. On obtientx1 = vx0 et

(6.2.1) vx0(ax0+bvx0+c) = u(αx2
0+βv2x2

0+ γ +δvx2
0+ εx0+µvx0).

On remarque que si le discriminant de l’équation (6.2.1) estidentiquement nul etγ 6= 0 alors
a = b = c= 0, cas exclu. Donc pour que cette équation quadratique enx0 ait génériquement
une unique solution il faut que le trinôme ci-dessus possèdeune racinex0 = η indépendante
de(u,v). C’est le cas par exemple siγ = 0 (η = 0). Un calcul direct montre que c’est la seule
possibilité.
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Remarques 6.7. — i. Soit f une transformation rationnelle purement cubique. La preuve ci-
dessus montre en fait que sif contracte une conique lisse et deux droites qui s’intersectent sur
la conique, alorsf est birationnelle ; de plus on dispose de la forme normale

(
x0x1L3 : x1(x0L1+x1L2) : x0(x0L1+x1L2)

)
,

lesLi désignant des formes linéaires (satisfaisant des conditions génériques évidentes).
ii. On peut voir que, génériquement pour un telf , il y a deux autres droites contractées néces-
sairement du typex1 = ηx0. Dans la carte affinex2 = 1, sur la droitex1 = ηx0, on a avec les
notations précédentes :

f (x0,ηx0) =

(
η(a+bη)x0+ηc

(α+βη2+δη)x0+ ε+µη
,η
)
.

On cherche alors lesη pour lesquels la première composante est une constante enx0, i.e. lesη
pour lesquels

∣∣∣∣
a+bη c

α+βη2+δη ε+µη

∣∣∣∣= (bµ−cβ)η2+(aµ+bε−cδ)η+(aε−cα)

est nul ; génériquement il y a deux solutions.

Proposition 6.8. — Soit f une transformation birationnelle purement cubique qui contracte
une conique lisse ; f contracte au plus4 droites et a au plus5 points d’indétermination dis-
tincts.

Démonstration. — Si f contracte une coniqueC , alors Excf n’est pas réduit àC (Lemme 6.5)
et les autres courbes contractées parf sont nécessairement des droites (Lemme 6.4). Désignons
parD 1, . . . , D k les droites contractées parf ; puisque det jacf est de degré 6, l’entier k est ma-
joré par 4. De sorte que Excf a au plus 5 composantes et d’après la Proposition 6.2 l’ensemble
Exc f−1 aussi. Mais les courbes exceptionnelles def−1 sont contractées sur les points d’indé-
termination def .

D’après les Lemmes 6.4 et 6.5 une transformation birationnelle cubique qui contracte une
conique lisse contracte au moins une droite. On a l’énoncé deforme normale suivant :

Lemme 6.9. — Soit f une transformation birationnelle purement cubique qui contracte une
conique lisse(et donc au moins une droite). Il existe a, b dansC et L1, L2, L3 trois formes
linéaires tels qu’on ait à conjugaison gauche-droite près

f =
(
x1(ax0+bx1)L3 : x0(x0L1+x1L2) : x1(x0L1+x1L2)

)
.

Démonstration. — Notons f0, f1 et f2 les composantes def . Soit P = 0 l’équation de la
conique lisseC que l’on peut supposer être contractée sur(1 : 0 : 0). On en déduit l’existence
de deux formes linéaires indépendantesα1 et α2 telles quef = ( f0 : α1P : α2P). Soit ℓ1 = 0
l’équation d’une droiteD 1 contractée parf . Si D 1 était contractée sur le point(1 : 0 : 0), les
formes linéairesαi seraient multiples etf ne serait pas birationnelle ; on peut donc supposer, à
conjugaison g.d. près, queD 1 est contractée sur le point(0 : 1 : 0). Il s’en suit queα2 coïncide, à
multiplication par un scalaire près, avecℓ1 et qu’il existe une forme quadratiqueq telle quef0 =
α2q, i.e. f = (α2q : α1P : α2P). Commeα1 et α2 sont indépendantesf s’écrit à conjugaison
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g.d. près(x1q : x0P : x1P), soit
(

q
P,

x0
x1

)
dans la carte affinex2 = 1. La transformationf est

birationnelle si, pour tousζ, µ, le système constitué des équations suivantes

q−ζP= 0, x0−µx1 = 0

a une unique solution en dehors des points d’indétermination. Dit autrement tout élément
du pinceau de coniques défini parq− ζP = 0 doit couper les éléments du pinceau de droi-
tesx0− µx1 = 0 en un unique point en dehors de Indf . Puisque génériquement une droite
coupe une conique en deux points, chaque conique du pinceauq−ζP= 0 passe par(0,0), i.e. q
et P s’annulent en(0,0); ainsi f est du type

(
x1(x0ℓ1+x1ℓ2) : x0(x0L1+x1L2) : x1(x0L1+x1L2)

)
.

Le pinceau défini parη(x0ℓ1+x1ℓ2)+ν(x0L1+x1L2) = 0 contient une conique dégénérée ;C
étant lisse, cette dégénérescence n’a pas lieu lorsqueη est nul et il existeν tel que

x0ℓ1+x1ℓ2+ν(x0L1+x1L2) = (ax0+bx1)L3.

Il en résulte qu’à conjugaison g.d. prèsf est de la forme
(
x1(ax0+bx1)L3 : x0(x0L1+x1L2) : x1(x0L1+x1L2)

)
.

Ce Lemme s’avère utile pour établir la :

Proposition 6.10. — Soit f un élément de̊Bir3. Supposons queExc f soit constitué d’une
seule droite et d’une conique lisse. À conjugaison gauche-droite près on a :

• lorsque la droite est tangente à la conique, f est de la forme
(
x0(x

2
0+x1x2) : x3

1 : x1(x
2
0+x1x2)

)
{8};

• lorsque la droite n’est pas tangente à la conique, f est du type suivant
(
x2

1x2 : x0(x0x2+x2
1) : x1(x0x2+x2

1)
)

{9}.

La notation{k} signifie que l’ensemble exceptionnel de la transformation considérée pré-
sente la configuration{k} (voir §6.1).

Démonstration. — D’après le Lemme 6.9 et sa démonstration la transformation f est, à conju-
gaison g.d. près, du type(x1(ax0 + bx1)L3 : x0(x0L1 + x1L2) : x1(x0L1 + x1L2)), la conique
contractée étant définie parx0L1+x1L2 = 0 et la droite contractée parx1 = 0. Un calcul montre
que

det jacf = 3(x0L1+x1L2)x1(ax0+bx1)

(
(x0L1+x1L2)

∂L3

∂x2
−L3

∂(x0L1+x1L2)

∂x2

)
.

Puisque det jacf s’annule uniquement sur les courbes contractées et queC est lisse, le coeffi-
cienta est nul. De plus

(x0L1+x1L2)
∂L3

∂x2
−L3

∂(x0L1+x1L2)

∂x2
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est un multiple dexp
1(x0L1+x1L2)

q, le couple(p,q) appartenant à{(2,0),(1,1)}. Posons

Li := aix0+bix1+cix2.

Si p = 2, alors ou bien(a1,a2) =
(

c1a3
c3

, b3c1+a3c2−c3b1
c3

)
, ou bienc1 = a3 = c3 = 0. Dans

le premier cas,c3 est non nul et on peut supposer queL3 = x2; on obtient pour modèle à
conjugaison g.d. près :

(
x2

1x2 : x0(x2
1 + x0x2) : x1(x2

1 + x0x2)
)
. La configuration des courbes

contractées est donnée par :

x2
1+ x0x2 = 0

x1 = 0

On constate que les points d’indétermination def sont les points d’intersection de la droite
d’équationx1 = 0 avec la coniquex2

1+x0x2 = 0.
La seconde éventualité conduit à conjugaison g.d. près à

(
x3

1 : x0P : x1P
)

avec

P= a1x2
0+(b1+a2)x0x1+b2x2

1+c2x1x2;

toujours à conjugaison g.d. près on obtient
(
x0(x2

0+x1x2) : x3
1 : x1(x2

0+x1x2)
)
. La configuration

des courbes contractées est alors donnée par :

x2
0+ x1x2 = 0

x1 = 0

Notons que l’unique point d’indétermination def est le point de tangence entre la droi-
te x1 = 0 et la coniquex2

1+x0x2 = 0.
Lorsque l’exposantq vaut 1, on note quec1 et c2 sont nuls d’où le modèle suivant :

(
x2

1(a3x0+b3x1+c3x2) : x0P : x1P
)

avecP= a1x2
0+(b1+a2)x0x1+b2x2

1 auquel casC n’est pas lisse.

Remarques 6.11. — i. L’inverse def =
(
x0(x2

0+x1x2) : x3
1 : x1(x2

0+x1x2)
)

est
(
x0x1x2 : x1x2

2 : x3
2−x2

0x1
)
;

on constate que Excf−1 = {x1 = 0, x2 = 0}. Les lieux exceptionnels def et f−1 « ne sont donc
pas de même nature » :f contracte une conique et une droite tangente à cette coniqueet f−1

deux droites. Ce phénomène n’arrive pas en degré deux où dansce cas les configurations de
Exc f et Excf−1 sont linéairement les mêmes. Remarquons, comme l’indique l’énoncé 6.2,
que les groupes fondamentaux des compléments des deux ensembles exceptionnels sont iso-
morphes.
ii. L’inverse def =

(
x2

1x2 : x0(x0x2+x2
1) : x1(x0x2+x2

1)
)

est
(
x1(x

2
2−x0x1) : x2(x

2
2−x0x1) : x0x2

2

)
;
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on remarque que Excf−1 = {x2 = 0, x2
2 − x0x1 = 0}, dit autrementf et f−1 contractent une

conique et une droite non tangente à la conique.

Remarque 6.12. — Soit f une transformation birationnelle purement cubique dont lelieu ex-
ceptionnel contient une conique réduiteP = 0 et au moins deux autres droites. Ces courbes
ne peuvent pas être contractées sur 3 points distincts alignés. En effet à conjugaison g.d. près
on peut supposer que Excf = {x0 = 0, x1 = 0, P= 0}. Raisonnons par l’absurde : supposons
queP= 0, x0 = 0, x1 = 0 soient respectivement contractés sur les points(0 : 0 : 1), (0 : 1 : 0)
et (0 : 1 : 1). On constate que la première composante def est divisible parx0x1P : ce qui n’est
pas possible.

Le lemme qui suit est l’argument fondamental de la classification des transformations bira-
tionnelles cubiques.

Lemme 6.13. — Soit f une transformation birationnelle purement cubique.On suppose que f
contracte une conique réduiteC et au moins deux droites distinctes. Alors f est, à conjugaison
gauche-droite près, de l’un des types suivants :

(a)
(
x0(αx2

0+βx2
1+ γx0x1+ δx0x2+ εx1x2) : x1(αx2

0+βx2
1+ γx0x1+ δx0x2+ εx1x2) : x0x1x2

)
;

(b)
(
x0(αx2

0+βx2
1+ γx0x1+ δx0x2+ εx1x2) : x1(αx2

0+βx2
1+ γx0x1+ δx0x2+ εx1x2) : x0x2

1

)
;

(c)
(
x0(x

2
0+ x1x2+ γx0x2) : x1(x

2
0+ x1x2+ γx0x2) : x0x1(x0− x1)

)
;

(d)
(
x0x2(x1+ γx0) : x1x2(x1+ γx0) : x0x1(x0− x1)

)
.

Tous ces modèles sont birationnels dès qu’ils sont purementcubiques.

Démonstration. — Supposons que les deux droites contractées aient pour équation x0 = 0,
resp.x1 = 0 et queC soit donnée parP = 0. On se ramène, grâce au Lemme 6.4 et à la
Remarque 6.12, au cas oùx0 = 0, x1 = 0 etC sont contractées sur

(0 : 1 : 0), (1 : 0 : 0) et (0 : 0 : 1)

respectivement. Il existe alors une forme linéaireℓ telle quef = (x0P : x1P : x0x1ℓ). À conjugai-
son près on peut supposer queℓ est l’une des trois formes linéairesx2, x1−x0, x1. ÉcrivonsP
sous la formeax2

0+bx2
1+cx0x1+dx0x2+ex1x2+ εx2

2. Puisquef est purement cubiqueP n’est
divisible ni parx0, ni parx1; dans la carte affinex0 = 1 la transformationf s’écrit

f (x1,x2) =

(
x1,

ℓ

a+bx2
1+cx1+dx2+ex1x2+ εx2

2

)
.

La birationnalité def implique que les équationsf (x1,x2) = (u,v) possèdent génériquement
une seule solution ; on démontre alors sans difficulté queε = 0. Lorsqueℓ = x2 (resp.ℓ = x1)
on obtient la première (resp. deuxième) forme normale. Supposons queℓ= x1−x0. Observons
qued et e ne peuvent pas être simultanément nuls ; commex0 et x1 jouent un rôle symétrique
on peut supposer quee= 1 et

P= ax2
0+bx2

1+cx0x1+dx0x2+x1x2.

À composition à droite près par(x0 : x1 : x2− (c−bd)x0−bx1) la transformationf s’écrit
(
x0(αx2

0+x1x2+ γx0x2) : x1(αx2
0+x1x2+ γx0x2) : x0x1(x0−x1)

)
.
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On note queα et γ ne sont pas simultanément nuls. Siα est non nul on se ramène à la forme
normale :

(
x0(x

2
0+x1x2+ γx0x2) : x1(x

2
0+x1x2+ γx0x2) : x0x1(x0−x1)

)
(c)

qui contracte la conique lissex2
0+x1x2+ γx0x2 = 0 et les droites

x0 = 0, x1 = 0, x1 = x0, x1 =−γx0.

Ces droites sont au nombre de quatre siγ 6∈ {0, 1}; de plus, la droitex1 = −γx0 est tangente
à la conique lisse d’équationx2

0 + x1x2 + γx0x2 = 0. Lorsqueα est nul, on obtient la forme
normale

(
x0x2(x1+ γx0) : x1x2(x1+ γx0) : x0x1(x0−x1)

)
(d)

qui contracte les cinq droitesx0 = 0, x1 = 0, x1 = x0, x1+ γx0 = 0, x2 = 0.

Dans l’Appendice A on réduit le nombre de paramètres apparaissant dans les différents mo-
dèles du Lemme 6.13 à conjugaison g.d. près (§A.1). On compare ensuite les modèles possé-
dant la même configuration de courbes contractées ; on constate, en utilisant les configurations
de Indf−1, que certains sont g.d. conjugués, d’autres non (§A.2). Cette étude conduit à la
liste de formes normales suivante dans laquelle nous avons précisé la configuration des droites
contractées entre accolades.

Proposition 6.14. — Soit f un élément de̊Bir3. On suppose que f contracte une conique
réduiteC et au moins deux droites distinctes. Alors f est, à conjugaison gauche-droite près, de
l’une des formes suivantes :
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1.
(
x0(x0+ x1)(x1+ x2) : x1(x0+ x1)(x1+ x2) : x0x1x2

)
, {5};

2.
(
x0(x0+ x1+ x2)(x0+ x1) : x1(x0+ x1+ x2)(x0+ x1) : x0x1x2

)
, {5};

3.
(
x0x2(x0+ x1) : x1x2(x0+ x1) : x0x2

1

)
, {5};

4.
(
x0(x

2
0+ x2

1+ γx0x1) : x1(x
2
0+ x2

1+ γx0x1) : x0x1x2
)
, γ2 6= 4, {6};

5. (x0x2(x1+ x0) : x1x2(x1+ x0) : x0x1(x0− x1)), {7};

6.
(
x0(x

2
0+ x2

1+ γx0x1+ γ+x0x2+ x1x2) : x1(x
2
0+ x2

1+ γx0x1+ γ+x0x2+ x1x2) : x0x1x2
)
, γ2 6= 4, {7};

7.
(
x0(x

2
1+ x0x2) : x1(x

2
1+ x0x2) : x0x1x2

)
, {10};

8.
(
x0(x

2
1+ x0x2) : x1(x

2
1+ x0x2) : x0x2

1

)
, {10};

9.
(
x0(x

2
0+ x1x2) : x1(x

2
0+ x1x2) : x0x2

1

)
, {10};

10.
(
x0(x

2
0+ x1x2+ x0x2) : x1(x

2
0+ x1x2+ x0x2) : x0x1x2

)
, {11};

11.
(
x0(x0x1+ x0x2+ x1x2) : x1(x0x1+ x0x2+ x1x2) : x0x1x2

)
, {11};

12.
(
x0(x

2
0+ x1x2) : x1(x

2
0+ x1x2) : x0x1(x0− x1)

)
, {12};

13.
(
x0(x

2
0+ x0x1+ x1x2) : x1(x

2
0+ x0x1+ x1x2) : x0x1x2

)
, {12};

14.
(
x0(x

2
1+ γx0x1+ x1x2+ x0x2) : x1(x

2
1+ γx0x1+ x1x2+ x0x2) : x0x1x2

)
, γ 6∈ {0,1}, {13};

15.
(
x0(x

2
0+ x2

1+ γx0x1+ x0x2) : x1(x
2
0+ x2

1+ γx0x1+ x0x2) : x0x1x2
)
, γ2 6= 4, {14};

16.
(
x0(x

2
0+ x1x2+ x0x2) : x1(x

2
0+ x1x2+ x0x2) : x0x1(x0− x1)

)
, {14};

17.
(
x0(x

2
0+ x2

1+ γx0x1+ δx0x2+ x1x2) : x1(x
2
0+ x2

1+ γx0x1+ δx0x2+ x1x2) : x0x1x2
)
, γ2 6= 4, δ 6= γ±, {15}

avecγ± =
γ±
√

γ2−4
2 .

Remarque 6.15. — Considérons la transformationf de la Proposition 6.14 définie par :
(
x0x2(x1+x0) : x1x2(x1+x0) : x0x1(x0−x1)

)
, {7};

On vérifie que

Exc f =
{

x2 = 0, x1 = 0, x0 = 0, x1+x0 = 0, x0 = x1
}

;

Ind f =
{
(0 : 1 : 0), (0 : 0 : 1), (1 : 0 : 0), (1 : 1 : 0)

}
.

On constate en particulier que le nombre de points d’indétermination diffère du nombre de
courbes contractées ce qui n’arrive pas en degré 2; la raisonest la suivante : les droitesx2 = 0
etx1+x0 = 0 sont contractées sur un même point, le point(0 : 0 : 1) (ici la conique réduite est
constituée de ces deux droites).

Puisque f est une involution, son inverse présente la même configuration. En éclatant le
point (0 : 0 : 1) on constate que le diviseur exceptionnel est envoyé surx2 = 0 et sur ce diviseur
exceptionnel il y a encore un point d’indétermination qui lui est envoyé surx0+x1 = 0.

Mentionnons d’autres élémentsf du groupe de CREMONA pour lesquels un point d’indé-
termination est éclaté sur plusieurs courbes et pour lequelle comportement def−1 diffère de
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celui de f (voir [9]) :

(
(x0x1−x2

0)
nx2 : xn−1

0 (x1−x0)
n+1(x0+x2)+x2

n

∑
j=0

a j(x0x1−x2
0)

n− j(x2
2−x0x1−x1x2)

j :

x2(x0x1−x2
0)

n−1(x2
2−x0x1−x1x2)

)
.

Pourn≥ 2, i.e. degf ≥ 5, ces transformations ont quatre courbes exceptionnelles

x0 = 0, x0 = x1, x2 = 0, −x2
2+x0x1+x1x2 = 0;

les trois premières sont contractées sur le point(0 : 1 : 0). Les composantes def−1 sont données
par

xn
0x2

(
n

∑
j=0

a jx
n− j
0 x j

2−xn−1
0 (x0+x1)

)
,

(x0+x2)

(
n

∑
j=0

a jx
n− j
0 x j

2−xn−1
0 x j

2−xn−1
0 (x0+x1)

)2

,

xn−1
0 x2

(
xn−1

0 (x2
0+x0x1+x1x2)− (x0+x2)

n

∑
j=0

a jx
n− j
0 x j

2

)
;

son ensemble exceptionnel est formé de

x0 = 0, x2 = 0, xn
0+xn−1

0 x1−
n

∑
j=0

a jx
n− j
0 x j

2 = 0

et

xn+1
0 − (x0+x2)

(
xn

0+xn−1
0 x1−

n

∑
j=0

a jx
n− j
0 x j

2

)
= 0.

Les deux premières courbes sont contractées sur(0 : 1 : 0), la troisième sur(0 : 0 : 1) et la
dernière sur(1 : 1 : 0).

6.2.2. Le lieu exceptionnel ne contient pas de conique. —

Nous continuons la classification en étudiant les transformations cubiques dont l’ensemble
exceptionnel est un arrangement de droites.

6.2.2.1. Le lieu exceptionnel est réduit à une droite. —
Soit f une transformation birationnelle qui contracte exactement une droite que l’on suppose

êtrex2 = 0. On a :

H1(P2\{x2 = 0},Z
)
= H1(P2\Exc f−1,Z

)
= 0

ce qui implique que Excf−1 est aussi une droite. À conjugaison g.d. près on se ramène à :

Exc f = Exc f−1 =
{

x2 = 0
}

de sorte quef induit un automorphisme polynomial de degré 3 dans la carteC2 = (x2 = 1).
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Proposition 6.16. — Soit f une transformation birationnelle purement cubique contractant
exactement une droite ; f est gauche-droite conjuguée à la transformation

(
x0x2

2+x3
1 : x1x2

2 : x3
2

)
, {1}.

En particulier ces transformations forment une seule orbite sous l’action gauche-droite.

La démonstration de cette proposition utilise le :

Lemme 6.17([78]). — Soit f un germe de fonction holomorphe à l’origine deCn; écrivons f
sous la forme fn1

1 . . . f
np
p avec pgcd( f1, . . . , fp) = 1. On suppose que les fi sont irréductibles et

que les ni sont premiers entre eux, i.e. f n’est pas une puissance. Soitg un germe de fonction
holomorphe satisfaisant d f∧dg= 0. Il existe un germe de fonction holomorpheℓ à l’origine
deC telle que g= ℓ◦ f .

Remarque 6.18. — Si f et g sont de plus des polynômes homogènes, sous les hypothèses du
Lemme 6.17 on obtientg= ε f s avecε dansC ets dansN.

Démonstration de la Proposition 6.16. — D’après ce qui précède on peut supposer quef in-
duit un automorphisme polynomial dans la cartex2 = 1. On écrit f sous la forme

f = (P,Q) = (P0+P1+P2+P3,Q0+Q1+Q2+Q3)

lesPi etQi appartenant àC[x0,x1]i . À conjugaison g.d. près on peut supposer queP0 = Q0 = 0
et queP3 est non identiquement nul. Commef est un automorphisme polynomial, il existe un
complexe non nulη tel quedP∧dQ=ηdx0∧dx1. Si P3 n’est pas une puissance le Lemme 6.17
assure queQ3 = αP3; à conjugaison g.d. près, on se ramène àQ3 = 0 puis àQ1 =Q2 = 0 ce qui
est impossible. De sorte queP3 est une puissance et la seule possibilité à conjugaison linéaire
près estP3 = x3

1; on peut ici encore se ramener àQ3 = 0 etQ2 = εx2
1.

Si ε est nul, f s’écrit (P1+P2+ x3
1,Q1) et nécessairementQ1 = µx1 ce qui fait qu’à conju-

gaison g.d. près on se ramène à(x0+x3
1,x1).

Reste à s’assurer queε = 0; si ce n’est pas le cas on peut supposer queε vaut 1. Toujours en
exploitantdP∧dQ= ηdx0∧dx1, il vient dP2∧dx2

1+dx3
1∧dQ1 = 0 qui conduit à

d(2P2−3x1Q1)∧dx1 = 0

de sorte queP2 =
3x1Q1

2 +βx2
1. À conjugaison g.d. prèsf est du type
(

P1+
3x1Q1

2
+βx3

1,Q1+x2
1

)

avec la condition(3Q2
1/4− 2P1x1)∧ dx1 = 0; celle-ci implique queQ1 est divisible parx1 et

empêche quef soit un automorphisme.

Remarque 6.19. — Le rapporteur nous a signalé que la Proposition 6.16 s’obtient à partir des
travaux de [53] qui décrivent les classes de conjugaison des automorphismes holomorphes.
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6.2.2.2. Le lieu exceptionnel est constitué de deux droites. —
Soit f un élément de̊Bir3 qui contracte exactement deux droites. Comme Excf a deux

composantes, il en est de même pour Excf−1. Les arguments topologiques précédents nous
indiquent que Excf−1 est constitué soit de deux droites distinctes, soit d’une conique lisse et
d’une droite tangente à la conique. Rappelons que le complément de ces deux types de courbes
dansP2 sont biholomorphes. Quoiqu’il en soit on peut supposer, à conjugaison g.d. près, que
Exc f =

{
x0 = 0, x2 = 0

}
et que Excf−1 est de l’un des deux types suivants :

Exc f−1 =
{

x0 = 0, x2 = 0
}

; Exc f−1 =
{

x2 = 0, x2
1−x0x2 = 0

}
.

Traitons la première possibilité ;f induit un biholomorphisme deC2 \ {x0 = 0} dans lui-
même. Si on écritf = ( f0, f1) dans cette carte, on note quef0 et f1 n’ont pas de pôle en dehors
dex0 = 0 et quef0 n’y a pas de zéro. Par suite il existep, q dansZ etg1 dansC[x0,x1] tels que

f0(x0,x1) = xp
0, f1(x0,x1) = xq

0g1(x0,x1).

Mais le déterminant jacobien def est

pxp−1
0

∂g1

∂x1
(x0,x1);

comme f est un automorphisme deC2 \{x0 = 0}, on a ∂g1
∂x1

(x0,x1) = axn
0. Ainsi à conjugaison

linéaire près :

f =
(
xp

0,x
n+q
0 x1+xq

0ψ(x0)
)

avecψ ∈C[x0]. Visiblementp vaut±1 ; il nous reste à listerq, n+q etψ pour lesquels ce type
de transformations est de degré 3 exactement. On obtient, à conjugaison g.d. près, les modèles
suivants :

(
x0x2

2 : x2
0x1 : x3

2

)
,

(
x0x2

2 : x3
0+x0x1x2 : x3

2

)
,

(
x2

0x2 : x3
0+x3

2+x0x1x2 : x0x2
2

)
,

(
x2

0x2 : x2
0x1+x3

2 : x0x2
2

)
.

Considérons pour finir la seconde éventualité : Excf−1 =
{

x1 = 0, x2
1−x0x2 = 0

}
. La Pro-

position 6.10 donne la description def−1 :
(
x3

1 : x0(αx2
0+βx0x1+ γx2

1+δx1x2) : x1(αx2
0+βx0x1+ γx2

1+δx1x2)
)

soit à conjugaison g.d. près
(
x0(x2

0+x1x2) : x3
1 : x1(x2

0+x1x2)
)
; l’inverse de cette transformation

est donné par(x0x1x2 : x1x2
2 : x3

2−x2
0x1).

Il s’en suit la :

Proposition 6.20. — Soit f une transformation birationnelle purement cubique qui contracte
exactement deux droites({2}). Alors f est à conjugaison gauche-droite près de l’une des
formes suivantes :
(
x0x2

2 : x2
0x1 : x3

2

)
,

(
x0x2

2 : x3
0+x0x1x2 : x3

2

)
,

(
x2

0x2 : x3
0+x3

2+x0x1x2 : x0x2
2

)
,

(
x2

0x2 : x2
0x1+x3

2 : x0x2
2

)
,
(
x0x1x2 : x1x2

2 : x3
2−x2

0x1
)
.



160 CHAPITRE 6. TRANSFORMATIONS BIRATIONNELLES DE DEGRÉ 3

6.2.2.3. Le lieu exceptionnel est constitué de trois droites. —
On procède plus ou moins comme précédemment. Soitf un élément de̊Bir3 qui contracte

exactement trois droites. Ces trois droites sont
(i) ou bien concourantes ;
(ii) ou bien en position générale.
Nous allons traiter ces deux éventualités l’une après l’autre.

(i) Supposons que Excf soit constitué de trois droites concourantes. Comme Excf et Excf−1

ont même nombre de composantes et ont leurs compléments difféomorphes, on a les deux
possibilités suivantes :

• Exc f−1 est formé d’une conique lisse et de deux droites réalisant laconfiguration{11}.
En inversant les modèles réalisant cette configuration (10.et11.dans la Proposition 6.14)
on constate que cette situation n’arrive pas.

• Exc f−1 est formé de trois droites qui sont nécessairement concourantes. Dans ce cas on
peut supposer, à conjugaison g.d. près, que Excf = Exc f−1 :

Proposition 6.21. — Soit f un élément de̊Bir3 dont le lieu exceptionnel est constitué de
trois droites concourantes({4}). Alors, à conjugaison gauche-droite près, f est de l’un
des types suivants :

(
x3

0 : x2
0x1 : (x0−x1)x1x2

)
,

(
x2

0(x0−x1) : x0x1(x0−x1) : x0x1x2+x3
1

)
.

Dans les deux éventualités l’ensembleExc f−1 est aussi formé de trois droites concou-
rantes.

Démonstration. — D’après ce qui précède il suffit d’examiner le cas où

Exc f = Exc f−1 =
{

x0x1(x0−x1) = 0
}
.

Sous cette hypothèsef respecte la fibrationx1/x0 = cte. En effet considérons une droite
x1 = βx0 avecβ 6∈ {0,1,∞}; introduisons l’application holomorphe

ψ : C→ C2\
{

x0x1(x0−x1) = 0
}
⊂ P2\

{
x0x1(x0−x1) = 0

}

définie part 7→ (et ,βet). Commef est, par hypothèse, un automorphisme de

P2\
{

x0x1(x0−x1) = 0
}
,

l’applicationϕ = f ◦ψ est une application holomorphe deC à valeurs dans

P2\
{

x0x1(x0−x1) = 0
}
≃ C\{0,1}×C.

Une application directe du théorème de PICARD assure queϕ est à valeurs dans une droite
x1 = β′x0 et ceci pour toutβ, d’où l’affirmation. Par conséquentf s’écrit en coordonnées
homogènes :

f =
(
(cx0+dx1)Q : (ax0+bx1)Q : C

)
, ad−bc 6= 0,

avecQ quadratique etC cubique. CommeQ est contracté parf on peut supposer queQ=

x0ℓ où ℓ est l’une des formes linéairesx0 ou x0− x1. Finalement à conjugaison g.d. près
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on se ramène à :

f =
(
x2

0ℓ : x0x1ℓ : C
)
, degC= 3.

Mais le calcul explicite de det jacf conduit à

C = x2C1(x0,x1)+C2(x0,x1).

En écrivant quex1 = 0 est contracté on constate queC1(x0,0) = 0 et

f =
(
x2

0ℓ : x0x1ℓ : x1x2L(x0,x2)+C2(x0,x1)
)

avecL linéaire etℓ= x0 ouℓ= x0−x1. Un tel f contracte effectivement les droitesx0 = 0
etx1 = 0.

Si ℓ= x0, la droitex0 = x1 sera contractée si et seulement siL(x0,x0)= 0; à conjugaison
g.d. près on a

f =
(
x3

0 : x2
0x1 : (x0−x1)x1x2+C2(x0,x1)

)
, degC2 = 3

qui définit bien une transformation birationnelle cubique contractant exactement trois
droites. On se ramène alors à conjugaison g.d. près au premier modèle annoncé

(
x3

0 : x2
0x1 : (x0−x1)x1x2

)
.

Lorsqueℓ= x0−x1 l’application f est du type

f =
(
x2

0(x0−x1) : x0x1(x0−x1) : x1x2L(x0,x1)+C2(x0,x1)
)
.

Pour que la droitex1 = 0 soit contractée il faut queL = ctex0, la constante pouvant être
supposée égale à 1. On se ramène alors par conjugaison gauche-droite à

f =
(
x2

0(x0−x1) : x0x1(x0−x1) : x0x1x2+x3
1

)
.

Les transformations
(
x3

0 : x2
0x1 : (x0−x1)x1x2

)
et

(
x2

0(x0−x1) : x0x1(x0−x1) : (x0−x1)x1x2+x3
1

)

ne sont pas g.d. conjuguées : contrairement à la seconde la première contracte une droite
avec multiplicité 4.

(ii) Supposons que Excf soit formé de trois droites en position générale. Il y a deux possibilités
suivant que Excf−1 contienne ou non une conique lisse.

Lorsque Excf−1 contient une conique lisse, Excf−1 contient aussi deux droites ; il s’agit de
la configuration{10} ou{11} :

{10} {11}
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Le complément de la configuration{10} dansP2 est difféomorphe au complément de trois
droites en position générale. Un calcul explicite montre que pour les trois modèlesf de la Pro-
position 6.14 présentant la configuration{10} l’ensemble Excf−1 est l’union de trois droites
en position générale (configuration{3}). Concernant la possibilité{11} ou bien on remarque
que le complément de{11} n’est pas difféomorphe au complément de{3} (les groupes fonda-
mentaux sont différents), ou bien on inverse les deux modèles f de la Proposition 6.14 présen-
tant la configuration{11} pour constater que Excf−1 est encore de type{11}. Cette dernière
situation est donc à exclure.

Proposition 6.22. — Soit f un élément de̊Bir3 qui contracte trois droites en position généra-
le ({3}). SiExc f−1 contient une conique lisse, il contient deux droites dont l’une est tangente
à la conique ; de plus, f est, à conjugaison gauche-droite près, de l’une des formes suivantes :

(
x2

0(x1−x2) : x0x1(x1−x2) : x2
1x2
)
,

(
x2

0x2 : x0x1x2 : x0x2
1−x2

1x2
)
,

(
x0x1x2 : x2

1x2 : x0(x
2
1−x0x2)

)
.

Le cas restant est celui où Excf−1 est lui aussi formé de trois droites en position générale.
À conjugaison gauche-droite près nous pouvons supposer que

Exc f = Exc f−1 =
{

x0x1x2 = 0
}
.

Dans la carte affineC2 = (x2 = 1) la transformationf induit un automorphisme du complément

de x0x1 = 0. On en déduit quef s’écrit
(
xp

0xq
1,x

r
0xs

1

)
avec

[
p q
r s

]
∈ GL2(Z). Lorsque l’on

homogénéisef on trouve une expression du type
(
xp0

0 xq0
1 xr0

2 : xp1
0 xq1

1 xr1
2 : xp2

0 xq2
1 xr2

2

)

où les sommespi +qi + r i valent 3 et les produitsp0p1p2, q0q1q2, r0r1r2 sont nuls. Le déter-
minant jacobien def vaut, à multiplication près par une constante,

x(∑ pi )−1
0 x(∑qi)−1

1 x(∑ r i)−1
2

et puisque Excf est constitué de trois droites il faut que

∑ pi > 1, ∑qi > 1, ∑ r i > 1.

Comme la transformationf s’écrit
(
xp0−p2

0 xq0−q2
1 ,xp1−p2

0 xq1−q2
1

)
dans la carte affinex2 = 1, on

a de plus

det

[
p0− p2 q0−q2

p1− p2 q1−q2

]
=±1.

L’examen de toutes les éventualités nous conduit à la :

Proposition 6.23. — Soit f une transformation birationnelle purement cubique telle que les
lieux exceptionnels de f et f−1 soient formés de trois droites en position générale({3}).
Alors f est, à conjugaison gauche-droite près, du type suivant :

(
x3

0 : x2
1x2 : x0x1x2

)
.
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6.2.2.4. Le lieu exceptionnel est formé de quatre droites ouplus. —
Les démonstrations des deux énoncés suivants sont laissés en exercice.

Lemme 6.24. — Soit f un élément de̊Bir3.On suppose qu’à conjugaison gauche-droite près f
contracte les droites x0 = 0, x1 = 0 et x2 = 0 sur trois points distincts p1, p2 et p3; on suppose
en outre que f contracte une quatrième droiteℓ= 0. Alors les pi ne sont pas alignés.

Proposition 6.25. — Une transformation birationnelle purement cubique ne peutpas contrac-
ter quatre droites en position générale.

Les configurations de quatre droites contractées (au moins)contiennent donc au moins trois
droites concourantes. Comme on l’a vu si les quatre droites sont contractées parf sur trois
points, alorsf est, à équivalence près, un des modèles de la Proposition 6.14. On peut donc
supposer que les quatre droites sont contractées sur quatrepoints distincts et que trois d’entre
elles sontx0 = 0, x1 = 0 etx1 = x0. On considère tour à tour les cas où les droitesx0 = 0, x1 = 0
et x0 = x1 sont contractées sur trois points alignés, puis non alignéset distincts.

Proposition 6.26. — Soit f un élément de̊Bir3. Supposons qu’à conjugaison gauche-droite
près f contracte les droites x0 = 0, resp. x1 = 0, resp. x1 = x0 sur trois points(1 : 0 : 0), resp.
(0 : 1 : 0), resp.(1 : 1 : 0) et (au moins) une quatrième droite. Alors f contracte cinq droites et
est, à conjugaison gauche-droite près, le modèle5. de la Proposition 6.14.

On termine en supposant que les droitesx0 = 0, x1 = 0 etx1 = x0 sont contractées respecti-
vement sur(1 : 0 : 0), (0 : 1 : 0) et (0 : 0 : 1). La démonstration de l’énoncé qui suit est laissée
enexercice.

Lemme 6.27. — Soit f un élément de̊Bir3. Supposons qu’à conjugaison gauche-droite près f
contracte la droite x0 = 0, resp. x1 = 0, resp. x1 = x0 sur(1 : 0 : 0), resp.(0 : 1 : 0), resp(0 : 0 : 1)
et (au moins) une quatrième droite de la forme x1 = ηx0 avecη 6∈ {0,1}. Alors f contracte une
conique réduite ; en particulier, les hypothèses de la Proposition 6.14 sont vérifiées.

Proposition 6.28. — Soit f une transformation birationnelle purement cubique.Supposons
qu’à conjugaison gauche-droite près f contracte les droites d’équation x0 = 0, x1 = 0, x0 = x1

sur (1 : 0 : 0), resp.(0 : 1 : 0), resp.(0 : 0 : 1) et la droite x2 = 0. Alors f appartient à l’orbite
sous l’action gauche-droite de l’une des transformations suivantes :

• modèle2. de la Proposition 6.14, {5};
•
(
x1(x0−x1)(x0+x2) : x0(x0−x1)(x2−x1) : x1x2(x0+x1)

)
, {7}.

Démonstration. — D’après les hypothèsesf est de la forme
(
x1(x0−x1)(αx0+βx2) : x0(x0−x1)(γx1+δx2) : x0x1(ε(x0−x1)+µx2)

)
.

Notons queβ, δ etµ ne peuvent être nuls puisquef est purement cubique ; on peut après action
d’homothéties ad-hoc les supposer égaux à 1. On remarque qu’une transformation du type
ci-dessus est birationnelle si et seulement si nous sommes dans l’une des situations suivantes :

• γ = ε = 0;
• α = γ = 0;
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• γ =−1, ε = α
α+1.

Dans les deux premiers cas on obtient à conjugaison g.d. près

f1 =
(
x1(x0−x1)(x0+x2) : x0x2(x0−x1) : x0x1x2

)
, {5};

la dernière éventualité conduit à
(
x1(x0−x1)(αx0+x2) : x0(x0−x1)(x2−x1) : x1x2(αx0+x1)

)

soit à

f2 =
(
x1x2(x0−x1) : x0(x0−x1)(x2−x1) : x2

1x2
)
, {5}

ou à

f3 =
(
x1(x0−x1)(x0+x2) : x0(x0−x1)(x2−x1) : x1x2(x0+x1)

)
, {7}

suivant queα est nul ou non.
On vérifie quef1 et f2 sont g.d. conjugués comme suit :

f2 = (−x2 : −x0 : x1+x2) f1(−x1 : x0−x1 : x2).

La transformationf1 est g.d. conjuguée au modèle2. de la Proposition 6.14 que nous note-
ronsg :

f1 = (x2 : x0 : x1)g(x1−x0 : −x1 : x0+x2).

Remarque 6.29. — La transformationf3

(
x1(x0−x1)(x0+x2) : x0(x0−x1)(x2−x1) : x1x2(x0+x1)

)

n’est pas g.d. conjuguée aux modèles de la Proposition 6.14 présentant la configuration{7}.
Elle n’est pas g.d. conjuguée au modèle6. de la Proposition 6.14 : sur la composante de

det jac de multiplicité 2 chacun de ces deux éléments admet deux points d’indétermination dont
la position diffère (dans le cas def3 ces points ne sont pas nécessairement des points d’intersec-
tion avec d’autres courbes de Excf3 contrairement au modèle6.). Elle n’est pas non plus g.d.
conjuguée au modèle5.de ce même énoncé ; en effet le modèle5. possède la propriété suivante
que f3 n’a pas : on peut trouver dans le lieu exceptionnel de cette transformation trois courbes
contractées sur trois points distincts alignés. Voici des dessins qui illustrent ce discours ; on
adopte les notations suivantes. Les droites correspondentaux courbes contractées par la trans-
formation considérée ; quand la multiplicité (dans le déterminant jacobien) de l’une d’elle est
strictement supérieure à 1 elle est précisée entre parenthèse. Les « cercles » correspondent aux
points sur lesquels les éléments du lieu exceptionnel sont contractés ; on précise entre crochets
le nombre de droites contractées sur un point lorsque celui-ci est strictement supérieur à 1. Les
carrés caractérisent les points d’indétermination de la transformation étudiée.
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x0 = 0
x0− x1 = 0

x0+ x1 = 0 (2)

x1 = 0

x2 = 0

[2]

f3

x1 = 0

x0
γ+ + x1+ x2 = 0

x0+ γ+x1 = 0

x1+ γ+x0 = 0 (2)
x0 = 0

[2]

x2 = 0

x1 = 0

x0+ x1 = 0 (2)

[2]

x0− x1 = 0
x0 = 0

modèle6. Proposition 6.14modèle5. Proposition 6.14

6.2.3. Récapitulatif. —
Le tableau qui suit donne, à conjugaison g.d. près, les différents modèles de transforma-

tions birationnelles purement cubiques ; pour chacun d’entre eux on a mentionné la configu-
ration des courbes contractées de la transformation (deuxième colonne), la configuration des
courbes contractées de son inverse (troisième colonne) et la dimension de son orbite sous l’ac-
tion gauche-droite (quatrième colonne). Siγ désigne un complexe, on rappelle que

γ+ :=
γ +

√
γ2−4

2
et γ− :=

γ −
√

γ2−4
2

sont les deux racines du trinômet2− γ t +1.
Rappelons qu’on obtient la dimension de l’orbite d’une transformation birationnelle en dé-

terminant son groupe d’isotropie. Donnons un exemple. Considérons la transformationf =

(x0x2
2+x3

1 : x1x2
2 : x3

2). CherchonsA, B dans SL3(C) etη dansC∗ tels queA f = η f B; on obtient
que nécessairement

A=
(

ηγ3x0+ηαδ2x1+ηβδ2x2 : ηγδ2x1 : ηδ3x2

)
, B=

(
γ3

δ2 x0+αx1+βx2 : γx1 : δx2

)

avecη3δ6 = 1 etγ4 = δ. La dimension du groupe d’isotropie est donc 3, celle de l’orbite def
sous l’action gauche-droite 16−3= 13.
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(
x0x2

2+x3
1 : x1x2

2 : x3
2

)
{1} {1} 13(

x0x2
2 : x2

0x1 : x3
2

)
{2} {2} 15(

x0x2
2 : x3

0+x0x1x2 : x3
2

)
{2} {2} 15(

x2
0x2 : x3

0+x3
2+x0x1x2 : x0x2

2

)
{2} {2} 14(

x2
0x2 : x2

0x1+x3
2 : x0x2

2

)
{2} {2} 15(

x0x1x2 : x1x2
2 : x3

2−x2
0x1
)

{2} {8} 14(
x3

0 : x2
1x2 : x0x1x2

)
{3} {3} 15(

x2
0(x1−x2) : x0x1(x1−x2) : x2

1x2
)

{3} {10} 15(
x2

0x2 : x0x1x2 : x2
1(x0−x2)

)
{3} {10} 15(

x0x1x2 : x2
1x2 : x0(x2

1−x0x2)
)

{3} {10} 15(
x3

0 : x2
0x1 : (x0−x1)x1x2

)
{4} {4} 15(

x2
0(x0−x1) : x0x1(x0−x1) : x0x1x2+x3

1

)
{4} {4} 16(

x0x2(x0+x1) : x1x2(x0+x1) : x0x2
1

)
{5} {5} 16(

x0(x0+x1)(x1+x2) : x1(x0+x1)(x1+x2) : x0x1x2
)

{5} {12} 16(
x0(x0+x1+x2)(x0+x1) : x1(x0+x1+x2)(x0+x1) : x0x1x2

)
{5} {12} 16(

x0(x2
0+x2

1+ γx0x1) : x1(x2
0+x2

1+ γx0x1) : x0x1x2
)
, γ2 6= 4 {6} {6} 15 1 paramètre(

x0x2(x1+x0) : x1x2(x1+x0) : x0x1(x0−x1)
)

{7} {7} 16(
x0(x2

0+x2
1+ γx0x1+ γ+ x0x2+x1x2) : x1(x2

0+x2
1+ γx0x1+ γ+ x0x2+x1x2) : x0x1x2

)
{7} {14} 16 1 paramètre(

x1(x0−x1)(x0+x2) : x0(x0−x1)(x2−x1) : x1x2(x0+x1)
)

{7} {14} 16(
x0(x2

0+x1x2) : x3
1 : x1(x2

0+x1x2)
)

{8} {2} 14(
x2

1x2 : x0(x0x2+x2
1) : x1(x0x2+x2

1)
)

{9} {9} 15(
x0(x2

1+x0x2) : x1(x2
1+x0x2) : x0x1x2

)
{10} {3} 15(

x0(x2
1+x0x2) : x1(x2

1+x0x2) : x0x2
1

)
{10} {3} 15(

x0(x2
0+x1x2) : x1(x2

0+x1x2) : x0x2
1

)
{10} {3} 15(

x0(x0x1+x0x2+x1x2) : x1(x0x1+x0x2+x1x2) : x0x1x2
)

{11} {11} 16(
x0(x2

0+x1x2+x0x2) : x1(x2
0+x1x2+x0x2) : x0x1x2

)
{11} {11} 16(

x0(x2
0+x0x1+x1x2) : x1(x2

0+x0x1+x1x2) : x0x1x2
)

{12} {5} 16(
x0(x2

0+x1x2) : x1(x2
0+x1x2) : x0x1(x0−x1)

)
{12} {5} 16(

x0(x2
1+ γx0x1+x1x2+x0x2) : x1(x2

1+ γx0x1+x1x2+x0x2) : x0x1x2
)
, γ 6= 0, 1 {13} {13} 16 1 paramètre(

x0(x2
0+x2

1+ γx0x1+x0x2) : x1(x2
0+x2

1+ γx0x1+x0x2) : x0x1x2
)
, γ2 6= 4, {14} {7} 16 1 paramètre(

x0(x2
0+x1x2+x0x2) : x1(x2

0+x1x2+x0x2) : x0x1(x0−x1)
)

{14} {7} 16(
x0(x2

0+x2
1+ γx0x1+δx0x2+x1x2) : x1(x2

0+x2
1+ γx0x1+δx0x2+x1x2) : x0x1x2

)
, γ2 6= 4, δ 6= γ± {15} {15} 16 2 paramètres



6.2. « CLASSIFICATION » DES TRANSFORMATIONS BIRATIONNELLES CUBIQUES 167

Parmi ces modèles cinq familles dépendent effectivement d’au moins un paramètre. Ces pa-
ramètres, attachés à des configurations de courbes contractées, peuvent être reliés à des confi-
gurations de points sur la droite projective, précisément 4ou 5 points suivant qu’il y a un ou
deux paramètres. Le lecteur intéressé pourra décrire l’espace des invariants ; il y rencontrera
l’invariant j des courbes elliptiques.

Remarque 6.30. — Dans le tableau les modèles apparaissant dans des lignes différentes ne
sont pas g.d. équivalents. On le vérifie en examinant les invariants suivants : type et nombre
de composantes des zéros du déterminant jacobien et leur multiplicité, configuration des points
d’indétermination (par exemple alignement ou non), etc (voir Appendice A). Néanmoins il peut
y avoir des redondances dans les lignes : par exemple les transformationsξγ,δ et ξ−γ,−δ sont
g.d. conjuguées ; les coefficientsγ, δ ne sont pas des invariants complets.
Notons qu’on pourrait vérifier que les modèles apparaissantdans des lignes différentes ne sont
pas g.d. équivalents en examinant minitieusement les paires de points base def et f−1.

Remarque 6.31. — Toute transformation birationnelle cubique est donc à conjugaison dyna-
mique près du typeA f oùA désigne un automorphisme deP2 et f un élément de la liste donnée
ci-dessus.

Comme nous l’avons fait dans le cas quadratique on peut étudier l’espace des relations li-
néaires associé à une application birationnellef deB̊ir3. Si f = ( f0, f1, f2) on introduit l’espace
vectoriel

RL( f ) :=
{

L = (L0,L1,L2) application linéaire|L0 f0+L1 f1+L2 f2 = 0
}
.

En utilisant la classification précédente on vérifie sans peine que pour toute transformationf
purement cubique dimRL( f ) = 1. De plus, siL est un élément non trivial de RL( f ), alorsL
est de rang 2. On obtient alors un énoncé analogue au Théorème1.19 :

Théorème 6.32. — Soit f un élément de̊Bir3. Il existe une application linéaire L= (L0,L1,L2)

et une application quadratique Q= (Q0,Q1,Q2) telles que

f = L∧Q=
(
L1Q2−L2Q1 : L2Q0−L0Q2 : L0Q1−L1Q0

)
.

En particulier les éléments de̊Bir3 sont des applications déterminantielles.

Exemple 6.33. — Pour l’élément générique présentant la configuration{15} on constate que

L = (x1,−x0,0) et Q=
(
0,x0x2,−(x2

0+x2
1+ γx0x1+δx0x2+x1x2)

)

conviennent.

Toutefois l’énoncé 6.32 est moins complet que le Théorème 1.19 ; en effet, siL est une
application linéaire de rang 2 etQ une application quadratique, alorsL∧Q ne définit pas
nécessairement une application birationnelle.
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6.3. Irréductibilité de B̊ir3

Pourγ2 6= 4 etδ 6= γ± on désigne parξγ,δ la transformation
(
x0(x

2
0+x2

1+ γx0x1+δx0x2+x1x2) : x1(x
2
0+x2

1+ γx0x1+δx0x2+x1x2) : x0x1x2
)

qui présente la configuration{15}. ConsidéronsA etB deux automorphismes deP2 tels que

(6.3.1) Aξγ,δB= ξγ′,δ′ .

On constate que Exc(Aξγ,δB) = B−1(Exc ξγ,δ) = Exc ξγ′,δ′ . Comme

Exc ξγ,δ =
{

x0 = 0, x1 = 0, x2
0+x2

1+ γx0x1+δx0x2+x1x2 = 0, x2
0+x2

1+ γx0x1 = 0
}

l’ensemble des automorphismesA etB deP2 satisfaisant (6.3.1) est fini.

Remarque 6.34. — On retrouve ici que la g.d. orbite deξγ,δ est de dimension 16.

Posons

X :=
{

Aξγ,δB |A, B∈ PGL3(C), γ, δ ∈ C, γ2 6= 4, δ 6= γ±
}
⊂ B̊ir3;

il s’agit d’une réunion d’orbites gauche-droite qui représentent les transformations dont l’en-
semble exceptionnel est constitué d’une conique lisseC et quatre droites non tangentes àC
(configuration{15}).

La Proposition qui suit est conséquence directe de ce qui précède :

Proposition 6.35. — L’adhérence deX dansRat3 ≃ P29 est une variété algébrique irréduc-
tible de dimension18.

Dans les traités anciens on trouve le discours suivant : les courbes du réseau homaloïdal
associé à une transformation birationnelle cubique satisfont les équations suivantes ([1]) :

∑µ2
i = 8, ∑µi = 6, µi ∈N

où µi désigne la multiplicité aux points base (qui rappelons le nesont pas nécessairement
propres) etq le nombre de points base. Ce système d’équations a pour solution, à réindexation
près,(µ1,µ2,µ3,µ4,µ5) = (2,1,1,1,1). Ces formules sont satisfaites par tout élément « géné-
rique » deX qui compte cinq points d’indétermination dont un d’ordre 2 et quatre d’ordre
1.

Proposition 6.36(Décomposition de NŒTHER des éléments deX )
Soit f un élément deX ; alors f possède une écriture du type :

BσAσC

avec A, B, C∈ PGL3(C).

Démonstration. — Considérons un automorphismeA deP2 de la forme spéciale suivante :

A=
(
b0x1+c0x2 : b1x1+c1x2 : a2x0+b2x1+c2x2

)
.
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La transformationσAσ s’écrit
(
(b1x1+c1x2)Q : (b0x1+c0x2)Q : x0(b0x1+c0x2)(b1x1+c1x2)

)

avecQ = a2x1x2 + b2x0x2 + c2x0x1. On constate qu’elle est cubique pure dès quea2b2c2 est
non nul, condition qui caractérise la lissité de la coniqueQ= 0. Visiblement les courbes

Q= 0, b0x1+c0x2 = 0, b1x1+c1x2 = 0, x1 = 0 et x2 = 0

sont contractées. Ainsi pour des valeurs des paramètres en dehors d’un ensemble algébrique la
configuration des courbes contractées parσAσ est du type{15}. Notons que la configuration
de Exc(σAσ) détermine les lignes de la matriceA à multiplication scalaire près (ce qui corres-
pond à l’action à gauche du groupe diagonal) et permutation(x0 : x2 : x1) près. On en déduit
facilement que l’ensemble des transformations du typeBσAσC, avecA comme ci-dessus, est
de dimension 18. Par suite aux configurations de type{15} est associée une décomposition de
la formeBσAσC avecB, C∈ PGL3(C) et

A=
(
b0x1+c0x2 : b1x1+c1x2 : a2x0+b2x1+c2x2

)
.

Remarque 6.37. — L’énoncé précédent donne une nouvelle justification à l’étude des trans-
formationsA telles que le degré deσAσ soit anormal, étude faite au Chapitre 4.

Notons∁X = B̊ir3\X ; chaque élément de∁X est g.d. conjugué à l’un des modèles repré-
sentant toutes les configurations exceptées{15}. Comme ces modèles dépendent au plus d’un
paramètre, on en déduit que la dimension de l’adhérence de∁X est en tout point inférieure ou
égale à 17.

D’après la Remarque 6.3 et pour des raisons de dimension on a Inv(X ) = X , ce que l’on
peut voir de façon explicite en inversant lesξγ,δ.

Pour démontrer l’irréductibilité de̊Bir3 on procède comme suit ; on cherche à joindre tout
élémentf0 de∁X à l’adhérence deX par un chemin rationnels 7→ fs de sorte quefs=0 = f0
et fs appartiennent àX pour les valeurs génériques des. Il est souvent plus commode de
travailler avec des formes « prénormales » qui font intervenir « beaucoup » de paramètres,
comme celles données dans le Lemme 6.13, plutôt qu’avec les formes finales (par exemple
celles de la Proposition 6.14). On procède au cas par cas suivant la nature du lieu exceptionnel.

6.3.1. Le lieu exceptionnel contient une conique. —
Nous allons essayer de joindre les formes prénormales du Lemme 6.13 de type(b) à celles

de type(a) qui sont nécessairement dansX . Soit f0 =
(
x0Q : x1Q : x0x2

1

)
où

Q= αx2
0+βx2

1+ γx0x1+δx0x2+ εx1x2

un élément de type(b). On considère la transformationfs=
(
x0Q : x1Q : x0x1(sx2+x1)

)
. Pour

s= 0, on atteint la transformation initialef0 et fs est dansX poursnon nul.
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Maintenant on cherche à relier un élémentf0 de type(c)

f0 =
(
x0(x

2
0+ γx0x2+x1x2) : x1(x

2
0+ γx0x2+x1x2) : x0x1(x0−x1)

)

à X . On introduit fs :=
(
x0(x2

0 + γx0x2+ x1x2) : x1(x2
0 + γx0x2+ x1x2) : x0x1(sx2+ x0− x1)

)
.

Pours= 0, on obtient la transformation initiale et pours 6= 0 on constate quefs est dansX ;
en effet fs

(
x0 : x1 : x2−x0+x1

s

)
s’écrit

(
x0P : x1P : x0x1x2

)
où

P=
(

1− γ
s

)
x2

0+
x2

1

s
+

γ −1
s

x0x1+
γ
s
x0x2+

x1x2

s
.

Pour les élémentsf0 de type(d) :

f0 =
(
x0x2(x1+ γx0) : x1x2(x1+ γx0) : x0x1(x0−x1)

)

on peut procéder simplement comme suit. Les transformations

fs =
(
x0(sx2

0+ γx0x2+x1x2) : x1(sx2
0+ γx0x2+x1x2) : x0x1(x0−x1)

)

sont conjuguées pours 6= 0 à fs=1 que l’on sait être dansX car de la forme(c). Pours= 0, on
a l’élément f0 de type(d).

6.3.2. Le lieu exceptionnel est constitué de plus de4 droites. —
Il s’agit de montrer que la transformation

f =
(
x1(x0−x1)(x0+x2) : x0(x0−x1)(x2−x1) : (x0+x1)x1x2

)

obtenue dans la Proposition 6.28 est dansX . On constate que

(x0+x1 : x1 : x2) f (x0−x1 : x1 : x2),

qui s’écrit aussi
(
x0(x

2
0+2x2

1−3x0x1+x0x2−2x1x2) : x1(x
2
0+2x2

1−3x0x1+x0x2−2x1x2) : x0x1x2
)
,

est du type(a) à homothétie près ainsif appartient bien àX .

6.3.3. Le lieu exceptionnel est constitué de trois droites.—
Les éléments de̊Bir3 dont le lieu exceptionnel est constitué d’une conique lisseet deux

droites appartiennent àX ; on déduit de l’invariance deX par Inv que les modèles obtenus
dans la Proposition 6.22 sont dans l’adhérence deX .

Considérons une transformation de type(a). Si α = ε = 1 etβ = γ = δ = 0 elle s’écrit

f =
(
x0(x

2
0+x1x2) : x1(x

2
0+x1x2) : x0x1x2

)
.

Posons

gs :=

(
x0−x2

s
: x1 : x2

)
f (sx0 : sx1 : x2) =

(
x3

0 : x1(sx2
0+x1x2) : x0x1x2

)
;

on remarque quegs=0 = (x3
0 : x2

1x2 : x0x1x2) est le modèle de la Proposition 6.23.
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Reste à considérer les deux modèles dont le lieu exceptionnel est constitué de trois droites
concourantes. Lorsqueα = β = 1, γ = 2 etδ = ε = 0 une transformation du type(a) est de la
forme :

(
x0(x0+x1)

2 : x1(x0+x1)
2 : x0x1x2

)
; on constate alors que

(x0+x1 : x1 : x2)
(
x0(x0+x1)

2 : x1(x0+x1)
2 : x0x1x2

)
(x0−x1 : x1 : x2)

coïncide avec
(
x3

0 : x2
0x1 : x1x2(x0−x1)

)
, l’un des deux modèles de la Proposition 6.21.

Considérons la seconde transformation obtenue dans la Proposition 6.21
(
x2

0(x0−x1) : x0x1(x0−x1) : x0x1x2+x3
1

)
;

elle s’écrit dans la cartex1 = 1 comme suit
(

x0,
x0x2+1

x0(x0−1)

)
. On peut la pertuber de la façon

suivante : (
x0,

x0x2+1
x0(x0−1)+sx2

)
, s∈ C;

on remarque que c’est une homographie enx2. En homogénéisant on obtient l’élément deB̊ir3

suivant : (
x0(x0(x0−x1)+sx1x2) : x1(x0(x0−x1)+sx1x2) : x0x1x2+x3

1

)
,

élément qui contracte la conique lissex0(x0 − x1) + sx1x2 dès ques est non nul ; or un tel
élément est dansX (voir §6.3.1) donc

(
x2

0(x0−x1) : x0x1(x0−x1) : x0x1x2+x3
1

)
l’est aussi.

6.3.4. Le lieu exceptionnel est constitué de deux droites. —
Le modèle(x0x1x2 : x1x2

2 : x3
2−x2

0x1) de la Proposition 6.20, dont l’inverse
(
x0(x1x2+x2

0) : x3
1 : x1(x1x2+x2

0)
)

contracte une droite et une conique, est, de par l’invariance deX par Inv, dansX .

Voici rapidement comment on procède pour les cas restants. Considérons une transformation
de la forme(b) que l’on sait être dansX . Après conjugaison dynamique par(x1 : x0 : x2) on
obtient lorsqueβ = δ = 1 et α = γ = ε = 0 l’élément f =

(
x3

0 + x0x1x2 : x2
0x1 + x2

1x2 : x2
0x1
)
.

Posons

gs =

(
x2 :

x1−x2

s
: x0

)
f (x2 : x0 : sx1) =

(
x0x2

2 : x2
0x1 : x3

2+sx0x1x2
)
;

alorsgs=0 =
(
x0x2

2 : x2
0x1 : x3

2

)
est le modèle obtenu dans la Proposition 6.20.

Partons encore d’une transformation du type(b). Lorsqueα = β = ε = 1 etγ = δ = 0 on a
(
x0(x

2
0+x2

1+x1x2) : x1(x
2
0+x2

1+x1x2) : x0x2
1

)
.

Posons

gs :=

(
x2

s
:

x0−x2

s3 : x1

)(
x0(x

2
0+x2

1+x1x2) : x1(x
2
0+x2

1+x1x2) : x0x2
1

)
(sx0 : x2 : s2x1),

soit
gs =

(
x0x2

2 : x3
0+x0x1x2 : x2(s

2x2
0+x2

2+s2x1x2)
)
.

On remarquegs=0 = (x0x2
2 : x3

0+x0x1x2 : x3
2) est un des cas de la Proposition 6.20 ; il est donc

dansX .
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Le modèle(x2
0x2 : x2

0x1+x3
2 : x0x2

2) de la Proposition 6.20 a pour inverse
(
x3

0 : x0x1x2−x3
2 : x2

0x2
)
.

On vérifie que

(−x2 : x1 : x0)
(
x3

0 : x0x1x2−x3
2 : x2

0x2
)
(−x2 : x1 : x0) =

(
x0x2

2 : x3
0+x0x1x2 : x3

2

)
.

On vient de voir que
(
x0x2

2 : x3
0+x0x1x2 : x3

2

)
appartient àX ; commeX est invariant par Inv

la transformation
(
x2

0x2 : x2
0x1+x3

2 : x0x2
2

)
est dans l’adhérence deX .

Pour finir prenons la transformationf =
(
x2

0x2 : x3
0 + x3

2 + x0x1x2 : x0x2
2

)
de la Proposi-

tion 6.20. Soitfs la transformation birationnelle définie par

fs =
(
x2

0x2 : x3
0+x3

2+x0x1(x2−sx0) : x0x2(x2−sx0)
)
.

On constate que poursnon nul fs contracte trois droites donc est dansX et quefs=0 = f ; ceci
implique quef appartient aussi àX .

6.3.5. Le lieu exceptionnel est constitué d’une droite. —
Considérons le modèle

(
x0x2

2 : x3
0+ x0x1x2 : x3

2

)
qui contracte exactement deux droites. Po-

sons

gs =
(
x1−s3x2 : x0−sx2 : x2

)(
x0x2

2 : x3
0+x0x1x2 : x3

2

)(
x1+sx2 :

x0

s
−3sx1 : x2

)
;

on constate quegs =
(
x3

1+
x0x1x2

s +x0x2
2 : x1x2

2 : x3
2

)
. Lorsques tend vers+∞, la transforma-

tion gs tend vers
(
x3

1+x0x2
2 : x1x2

2 : x3
2

)
; on reconnait l’élément obtenu dans la Proposition 6.16

qui contracte précisément une droite.

Finalement on obtient le :

Théorème 6.38. — L’adhérence(ordinaire) deX dansB̊ir3 estB̊ir3. En particulier B̊ir3 est
irréductible.

6.3.6. Non irréductibilité de Bir3 en tant que sous-ensemble deP29. —
Alors que Bir2 est lisse et irréductible, il n’en est pas de même pour Bir3 (vu comme

sous-ensemble deP29); comme nous l’avons vůBir3 est irréductible (en fait rationnellement
connexe).

Théorème 6.39. — Le sous-ensembleBir3 deP29 a deux composantes irréductibles.

Démonstration. — Considérons un élément de Bir3 du type suivantf0 = ℓAσ où ℓ est une
forme linéaire générique, disonsx0 + x1+ x2. Il est clair quef0 en tant que triplet de formes
homogènes ne peut être limite de transformations deB̊ir3 car aucun élément de̊Bir3 contracte
quatre droites en position générale. Ceci implique que Bir3 n’est pas irréductible ; plus préci-

sément les composantes irréductibles deBir3 sontB̊ir3 et Bir′3 où Bir′3 désigne l’ensemble des
transformations de typeℓQ avecℓ forme linéaire etQ dans Bir2. On note queBir′3 est de di-

mension 16. Toutefois chaque élément de Bir2 se représente dansB̊ir3. Plus précisément avec

les notations habituelles Bir•
3 = (B̊ir3)

•.
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6.4. Décomposition de NŒTHER

Rappelons queρ = (x2−x1 : x1−x0 : x1)σ(x1+x2 : x2 : x0)σ(x0+x2 : x1−x2 : x2) et

τ = (x1−x0 : 2x1−x0 : x2−x1+x0)σ(x0+x2 : x0 : x1)σ
(−x1 : x0+x2−3x1 : x0)σ(x0+x2 : x0 : x1)σ(x1−x0 : −2x0+x2 : 2x0−x1).

Nous avons vu dans la Proposition 6.36 la décomposition de NŒTHER des éléments deX ;
voyons ce qu’il en est pour les autres éléments de Bir3. Nous reprenons les notations et l’ordre
du tableau obtenu au §6.2.3 ; introduisons les automorphismesA, B etC définis par

A=
(
(1− δγ+)x0+

γ−+ γ+δ2−2δ
γ+γδ− γ+− δ

x1 : −2δγ++ γ+γδ2+1− δ2

γ+γδ− δ− γ+
x0+ ζx1 :

x0+
γ−+ γ+δ2−2δ

γ+
(

γδ− δ2−1
)x1−

δ
(√

γ2−4−2γ+δ2−2γ+γδ+ δ2γ2γ++4δ− δ2γ
)

1− γδ+ δ2− γ+δ+ γ+δ2γ − δ3γ+
x2

)
,

où ζ=−
γ+

(
12γ(δ3γ−1−δ2)−4δγ2(1+δ2γ2+δ3γ)+6δ2γ3+γ+δ4γ3+3δ4γ+4δ

)
+6δ2(1−γ2)+4γδ(γ2δ2+1)−1−8γδ3+δ4(3γ2−γ4−1)

γ+

(
δ3γ5−4δ3γ3−γ2+3δγ3−3δ2γ4−3δ2−6γδ+4δ2γ2+3δ3γ+1

)
+γ+3δ(1−γ2)+3γδ2(γ2−2)+δ3(3γ2−1−γ4)

,

B=

(
x1+x2 : x1−

γ−δ
γ+δγ −δ− γ+

x2 : x0+ γ+δx1+x2

)

et

C=

(
−x0+δx1+δx2 :

(δγ+−1)(1− γδ+δ2)

δ− γ−
x1 : (1− γδ+δ2)x2

)
.

Théorème 6.40. — La décomposition deNŒTHERdes transformations birationnelles cubiques
est donnée, à conjugaison g.d. près, par la liste qui suit. Enparticulier la décomposition de
NŒTHER d’une transformation birationnelle cubique fait intervenir au plus huit fois l’involu-
tion deCREMONA :

(x0 : x2 : x1)ρ(x2 : x1 : x0)τ(x2 : x1 : −x0)ρ(x0 : x2 : x1), {1}
(
(x2 : x1 : x0)ρ

)2
, {2}

(x2 : x0 : x1)ρ(x2 : x1 : x0)τ(x2 : x0 : −x1), {2}
(x1 : x2 : x0)τ(x1 : x0 : −x2)τ(x0 : x2 : −x1), {2}
(x1 : x0 : x2)ρ(x0+ x1 : x0 : x2)ρ(x2 : x1 : x0)ρ, {2}
(x1 : x0 : −x2)τ(x2 : x0 : x1)ρ, {2}
(
ρ(x1 : x2 : x0)

)2
, {3}

(x0+ x2 : x2 : x1)ρ(−x0+ x1 : x2− x1 : x0)σ, {3}
(x1 : x2 : x0+ x2)ρ(−x0− x1+ x2 : x0 : x1)σ, {3}
(x1 : x0 : −x2)τσ, {3}
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(x0+ x2 : x2 : x1)σ(x0 : x1 : x2− x0)ρ(x1 : x2 : x0), {4}
(x1+ x2 : x2 : x0+ x2)ρ(−x0+ x1+ x2 : x1 : x0− x1)τ(x0 : x1 : −x2), {4}
(x1+ x2 : −x2 : −x0− x2)ρ(−x0− x1+ x2 : −x0 : x0+ x1)σ, {5}

(−x0 : βx2 : αβx1)σ(x2 : x0+αx1 : x1+βx2)σ
(
− x2

αβ
: −x1

β
: x0+ x1

)
, {5}

σ(x0+ x2 : −x0+ x2 : 4x1+2x2)ρ
(
−x0

2
+

x1

2
: x2 :

x0

2
+

x1

2

)
, {5}

σ
(
− δx0+ δx1 : δγ+x0− δγ−x1 : x2

)
σ
(
x0+ γ+x1 : x0+ γ−x1 : x2

)
, {6}

(
2(x1+ x2) : 2(x1− x2) : 2(x0+ x2)

)
ρ
(
−x0

2
− x1

2
+ x2 : −x0

2
+

x1

2
:

x0

2
+

x1

2

)
σ, {7}

σ(δγ+x0− δγ−x1 : −δx0+ δx1 : x1+ x2)σ(γ+x0+ x1 : γ−x0+ x1 : x2), {7}
(x0+ x2 : x2− x0 : x1− x2)ρ(x0− x1+2x2 : −x0+ x1 : x0+ x1)σ, {7}
ρ(x1 : x2 : x0)τ(x1 : x0 : −x2), {8}
(x1 : x0 : x2)ρ(x0 : x0+ x1 : x2)ρ(x0 : x2 : x1), {9}
(x2 : x0 : x1)σ(x0 : x0+ x1 : x2)ρ(x0 : x2 : x1), {10}
σ(x1 : x2 : x0+ x1)ρ(x2 : x0 : x1), {10}
(x0 : x2 : x1)σ(x0 : x0+ x1 : x2)ρ(x1 : x2 : x0), {10}
(x1 : x2 : x0)σ(x0+ x1+ x2 : x0 : x2)ρ(x1 : x2 : x0), {11}
σ(x1 : x2 : x0+ x1+ x2)σ, {11}
(−x0 : x1 : −x2)σ(x1+ x2 : x2 : x0+ x1+ x2)σ(x2 : x0 : −x0− x1) {12}
(x0 : x0− x1 : x2)σ(x1− x0 : x1 : x2)τ(x1 : x0 : −x2), {12}

σ(−γx2 : x1+ x2 : −γ2x0+ x1+(1− γ)x2)σ
(

x2 : −x1

γ
: x0+

x1

γ

)
, {13}

σ(−x0− x1 : γ−x0+ γ+x1 : γ−x0+ γ+x1+(γ2−4)x2)σ(−δ(x0+ γ−x1) : δ(x0+ γ+x1) : x2), {14}

σ(−2x1+4x2 : 2x1+4x2 : −4x0+ x1+4x2)ρ
(x0

4
+

x1

4
+ x2 : −x0

4
− x1

4
: −x0

2
+

x1

2

)
, {14}

AσBσC, {15}.

Remarque 6.41. — Les décompositions présentées dans l’énoncé qui précèdene sont peut-
être pas de « longueur optimale ».

6.5. Transformations birationnelles cubiques et feuilletages

On mime ce qui a été fait au Chapitre 3 pour le cas quadratique avec des notations analogues.
Puisque Rat3 ≃ P29 etF3 ≃ P23 on a

F (·) : P29 → P23

f = ( f0 : f1 : f2) 7→ (x1 f2−x2 f1)dx0+(x2 f0−x0 f2)dx1+(x0 f1−x1 f0)dx2
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Soit f dansB̊ir3. Lorsque le feuilletageF ( f ) est vraiment de degré 3, i.e. lorsqueF ( f ) ne
s’annule pas sur une hypersurface, les points singuliers deF ( f ) sont la réunion des points
d’indétermination et des points fixes def . Alors qu’en degré 2 cette même application res-
treinte à Bir2 est essentiellement surjective, il n’en est pas de même en degré 3. CommeB̊ir3

est de dimension 18, son image parF (·) est a priori de dimension au plus 18.

Rappelons queX est l’orbite des transformationsξγ,δ de la forme
(
x0(x

2
0+x2

1+ γx0x1+δx0x2+x1x2) : x1(x
2
0+x2

1+ γx0x1+δx0x2+x1x2) : x0x1x2
)

induisant la configuration{15}.Un élément deX s’écritBξγ,δC pour certainsB,C dans GL3(C)
etγ, δ dansC. Notons queBξγ,δC est conjugué àCBξγ,δ et par suiteF (Bξγ,δC) est linéairement
conjugué àF (CBξγ,δ). Dans la suite on se concentre donc sur les transformations dutypeAξγ,δ.

Elles s’écrivent

(a0x0Q+b0x1Q+c0x0x1x2 : a1x0Q+b1x1Q+c1x0x1x2 : a2x0Q+b2x1Q+c2x0x1x2)

oùA=




a0 b0 c0

a1 b1 c1

a2 b2 c2


 etQ= x2

0+x2
1+γx0x1+δx0x2+x1x2.Un calcul direct montre queF (Aξγ,δ)

est donné par la 1-forme :

ω =
(
x1(a2x0Q+b2x1Q+c2x0x1x2)−x2(a1x0Q+b1x1Q+c1x0x1x2)

)
dx0+(

x2(a0x0Q+b0x1Q+c0x0x1x2)−x0(a2x0Q+b2x1Q+c2x0x1x2)
)

dx1+(
x0(a1x0Q+b1x1Q+c1x0x1x2)−x1(a0x0Q+b0x1Q+c0x0x1x2)

)
dx2

On remarque queω, écrit dans la carte affinex2 = 1, a son jet d’ordre 1 nul en(0,0); ce type de
feuilletages a des propriétés dynamiques spéciales ([29]). En fait son 2-jet en(0,0) est donné
par
(
−δa1x2

0+(a1+b1δ+c1)x0x1+b1x2
1

)
dx0+

(
δa0x2

0+(a0+b0δ+c0)x0x1+b0x2
1

)
dx1.

En particulier, toujours pourγ, δ et A génériques, la multiplicité du point singulier(0,0) pour
ω est 4. Ceci semble indiquer qu’il y a génériquement 10 points singuliers. Pour confirmer celà
on constate que siA= id, les points singuliers deξid,γ,δ pourγ, δ génériques sont au nombre de
9

(1 : 1 : 0), (1 :−1 : 0), (1 :−γ+ : 0), (1 :−γ− : 0), (0 : 0 : 1),

(0 :−1 : 1), (−δ : 0 : 1),
(
(1+δ) : (1+δ) : −(1+ γ)

)
, (δ−1 : δ−1 : 1− γ)

avec la notation habituelleγ± =
γ±
√

γ2−4
2 .

On remarque alors que le 2-jet en(0,0) de ωid,γ,δ n’est pas de type général, en particulier
sa multiplicitéµ est strictement plus grande que 4. Un feuilletage de degré 3 deP2 a 13 points
singuliers comptés avec multiplicité. Ceci implique que les autres points singuliers sont de
multiplicité 1 et queµ= 5. Si A est voisin de l’identité et générique, les huit points simples
subsistent, le point(0,0) devient de multiplicité 4 donc un dixième point singulier apparaît. Ce
qui précède permet d’énoncer la :
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Proposition 6.42. — Un élément générique deX possède dix points spéciaux. Cinq sont des
points d’indétermination dont l’un est de multiplicité4, les cinq autres sont des points fixes
simples.

En général pour un élémentf deX au moins quatre des cinq points fixes sont en position
générale (pas d’alignement 3 à 3). Pour celà il suffit de construire un exemple. On se donne une
transformationξγ,δ et on choisit quatre pointsp0, p1, p2 et p3 en position générale tels queξγ,δ
soit un difféomorphisme local en chacun de ces points. On suppose que lesqi := ξγ,δ(pi) sont
aussi en position générale. Alors il existe un unique automorphisme linéaireA tel queAqi = pi .

La transformation birationnelleAξγ,δ ∈ X possède quatre points fixes en position générale.
Considérons maintenant deux transformations génériques deX ayant leurs cinq points d’in-

détermination communs comptés avec multiplicité (i.e. le point de multiplicité 4 est commun
aux deux transformations) ainsi que 4 points fixes communs ; comme les transformations sont
génériques ces 4 points fixes sont en position générale. Remarquons que les points d’indéter-
mination déterminent les 5 courbes contractées : ce sont donc les mêmes pour les deux trans-
formations. On se ramène bien sûr au cas où les deux transformations s’écriventAξγ,δ etBξγ′,δ′ .

Mais si ξγ,δ et ξγ′,δ′ ont même points d’indétermination elles sont égales, c’estun calcul élé-
mentaire. Les quatre points fixes communs nous permettent d’affirmer queA= B. Comme en
degré 2 on obtient le :

Théorème 6.43. — Une transformation birationnelle de degré3 générique est déterminée par
la position de ses5 points fixes et de ses5 points d’indétermination affectés de leur multiplicité.

Dans le cas quadratique pour 7 points en position générale onpeut trouver un élément de Bir2

ayant ces 7 points spéciaux ; les configurations de 10 points étant de dimension 20 il n’est pas
possible de réaliser un 10-uplet de points génériques commepoints spéciaux d’un élément
de Bir3. Pour une transformation de̊Bir3 générique la position de 9 points spéciaux détermine
celle du dixième.

Problème.Est ce que toute transformation birationnelle deP2 est déterminantielle ?

Problème.Existe-t-il une généralisation en tout degré du Théorème 6.43 ?



ANNEXE A

DÉMONSTRATION DE LA PROPOSITION 6.14

Nous présentons ici une démonstration de la Proposition 6.14. Il s’agit de réduire le nombre
de paramètres apparaissant dans les différents modèles du Lemme 6.13 à conjugaison g.d. près.
Pour celà à chaque transformation on associe deux invariants gauche-droite :

• la configuration des courbes contractées avec multiplicité, celle qui apparaît dans la dé-
composition en facteurs irréductibles du déterminant jacobien ;

• la configuration des points images des courbes contractées qui n’est rien d’autre que celle
des points d’indétermination def−1.

Nous allons voir que pour certaines valeurs spécifiques des paramètres quelques modèles
faisant partie de types distincts (on fait ici allusion aux types(a), (b), (c) et (d) introduits au
Lemme 6.13) présentent des configurations d’ensembles Excf et Ind f−1 identiques.

Nous avons découpé la preuve en deux parties. La première (§A.1) est une approche gros-
sière de la classification : modulo quelques conjugaisons immédiates on liste les ensembles
Exc f lorsque f décrit les différents modèles du Lemme 6.13. La seconde (§A.2) consiste à
comparer les transformations qui présentent une même configuration d’ensemble exception-
nel.

Toutes les manipulations se font à conjugaison g.d. près (nous ne le mentionnerons pas
toujours) ; ceci permet souvent de normaliser certains coefficients (en général à 0 ou 1).

A.1. Première étape

A.1.1. Éléments de la forme(a). —
Soit f une transformation de type(a). Suivant que le paramètreα est nul ou non, on se

ramène àα = 0 ouα = 1.
(a) i. Commençons par étudier l’éventualitéα = 0. La transformationf étant dansB̊ir3 le
paramètreδ et le couple(β,ε) sont non nuls ; il suffit donc de traiter les possibilités suivantes :

(β,δ,ε) = (0,1,1), (β,δ,ε) = (1,1,0), (β,δ,ε) = (1,1,1).
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(a) i.1. Supposons que(β,δ,ε) = (0,1,1). Notons que siγ = 0, la transformationf est quadra-
tique, par suiteγ = 1 à conjugaison g.d. près et

f =
(
x0(x0x1+x0x2+x1x2) : x1(x0x1+x0x2+x1x2) : x0x1x2

)

pour laquelle on observe la configuration{11} :

x1 = 0 (2)

x0 = 0 (2)

Rappelons que les indices ( ) indiquent la multiplicité qui apparaît dans la décomposition
en facteurs irréductibles du déterminant jacobien. Cette multiplicité, qui est évidemment un
invariant g.d., n’est mentionnée que lorsqu’elle est strictement supérieure à 1.
(a) i.2. Si (β,δ,ε) = (1,1,0), alors

f =
(
x0(x

2
1+ γx0x1+x0x2) : x1(x

2
1+ γx0x1+x0x2) : x0x1x2

)
.

On a l’alternative suivante :
• ou bienγ = 0, l’ensemble Excf est du type{10} :

x1 = 0 (3)

x0 = 0

• ou bien on peut supposer queγ vaut 1 et on constate quef présente la configuration{12} :

x1 = 0 (2)

x0+ x1 = 0

x0 = 0

(a) i.3. Lorsque(β,δ,ε) = (1,1,1) on a

f =
(
x0(x

2
1+ γx0x1+x0x2+x1x2) : x1(x

2
1+ γx0x1+x0x2+x1x2) : x0x1x2

)
.

La conique d’équationx2
1 + γx0x1 + x0x2 + x1x2 = 0 est lisse si et seulement siγ 6= 1. Les

courbes contractées présentent la configuration{11}, resp.{13} lorsque la conique est lisse :
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x1 = 0 (3)

x0 = 0

x1 = 0 (2)

x0 = 0

γ = 0 γ 6∈ {0,1}

γx0+ x1 = 0

et la configuration{5} lorsqu’elle ne l’est pas :

x1 = 0 (2)

x0+ x1 = 0 (2)x0+ x2 = 0

x0 = 0

γ = 1

(a) ii. Supposons queα = 1. On observe que le couple(β,ε) est non nul ; comme précédem-
ment il suffit de considérer les possibilités :

(β,ε) = (1,0), (β,ε) = (0,1), (β,ε) = (1,1).

(a) ii.1. Étudions l’éventualité(β,ε) = (1,0) :

f =
(
x0(x

2
0+x2

1+ γx0x1+δx0x2) : x1(x
2
0+x2

1+ γx0x1+δx0x2) : x0x1x2
)
.

Rappelons que

γ+ :=
γ +

√
γ2−4

2
, γ− :=

γ −
√

γ2−4
2

.

La conique d’équationx2
0+x2

1+γx0x1+δx0x2 = 0 est lisse si et seulement siδ 6= 0. Si δ est non
nul, le lieu exceptionnel def contient une conique lisse et on observe les configurations{12}
et{14} :

x1 = 0 x0+ γ−x1 = 0

x1 = 0

x0± x1 = 0 (2) x0+ γ+x1 = 0

δ 6= 0, γ =±2 δ 6= 0, γ2 6= 4

x0 = 0 x0 = 0
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Lorsqueδ est nul on constate quef présente la configuration{6} :

x0 = 0

δ = 0, γ2 6= 4

x0+ γ+x1 = 0

x0+ γ−x1 = 0

x1 = 0

Remarquons que pourγ2 = 4 etδ = 0, la conique est une droite double, donc non réduite,
ce qui sort du contexte étudié ici.
(a) ii.2. Si (β,ε) = (0,1), alors f s’écrit

(
x0(x

2
0+ γx0x1+δx0x2+x1x2) : x1(x

2
0+ γx0x1+δx0x2+x1x2) : x0x1x2

)
.

La conique d’équationx2
0 + γx0x1 + δx0x2 + x1x2 = 0 est lisse si et seulement siγδ 6= 1. On

observe les configurations{13}, resp.{12} :

x0 = 0 (2)

x0 = 0 (2)

x0+ γx1 = 0

x1 = 0

x1 = 0x0+ γx1 = 0

δ 6= 0, γ 6= 0, γδ 6= 1 δ = 0, γ 6= 0

Lorsqueγ est nul, le nombre de droites diminue et on obtient les configurations {13},
resp.{12} :

x0 = 0 (3)
x0 = 0 (3)

x1 = 0

x1 = 0

δ 6= 0, γ = 0 γ = δ = 0

Enfin siγδ = 1 on constate quef ne contracte plus de conique lisse ; plus précisémentf a
pour configuration{5} :
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γx0+ x2 = 0
x1 = 0

x0 = 0 (2) x0+ γx1 = 0 (2)

γδ = 1

(a) iii. Enfin on s’intéresse à la possibilité(β,ε) = (1,1); on a

f =
(
x0(x

2
0+x2

1+ γx0x1+δx0x2+x1x2) : x1(x
2
0+x2

1+ γx0x1+δx0x2+x1x2) : x0x1x2
)
.

Notons que la coniquex2
0 + x2

1 + γx0x1 + δx0x2 + x1x2 = 0 est lisse si et seulement siδ 6∈
{γ+,γ−}. Siδ est distinct deγ+ etγ−, les configurations des courbes contractées sont{15}, {13}, {14}
et{12} :

x0 = 0 x0 = 0

x1 = 0
x0+ γ+x1 = 0

x0+ γ−x1 = 0 x0± x1 = 0 (2)

x1 = 0

δ 6∈ {0,γ±},γ2 6= 4 δ 6∈ {0,±1}, γ2 = 4

x0± x1 = 0 (2)

x0+ γ+x1 = 0

x0+ γ−x1 = 0

x1 = 0x0 = 0 x0 = 0x1 = 0

δ = 0, γ2 = 4δ = 0, γ2 6= 4

Lorsque la conique dégénère ou bienδ = γ±, ou bien(γ,δ) = (±2,±1). Si on changex0

en−x0 on voit que les configurations(γ,δ) = (2,1) et (γ,δ) = (−2,−1) sont isomorphes, tout
comme(γ,δ) = (2,−1) et (γ,δ) = (−2,1); de sorte qu’il n’y a que les éventualités(γ,δ) =
(2,±1) à considérer. On obtient alors les configurations{5} et{7} :
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x0+ γ±x1+ γ±x2 = 0

x0+ γ±x1 = 0

x0+ γ∓x1 = 0 (2)
x0 = 0

x1± x0+ x2 = 0

x0± x1 = 0 (3)x0 = 0

δ = γ±, γ2 6= 4

x1 = 0 x1 = 0

γ = 2, δ =±1

A.1.2. Éléments du type(b). —
Soit f un élément de la forme(b).

(b) i. Dans un premier temps supposons queα = 0. La transformationf étant purement cu-
bique on peut supposer queδ = 1 et (β,ε) 6= (0,0); on distingue les possibilités suivantes à
conjugaison g.d. près :

(β,δ,ε) = (1,1,0), (β,δ,ε) = (0,1,1), (β,δ,ε) = (1,1,1).

(b) i.1. Si (β,δ,ε) = (1,1,0), alors f =
(
x0(x2

1+ γx0x1+ x0x2) : x1(x2
1 + γx0x1+ x0x2) : x0x2

1

)

et la configuration de Excf est la configuration{10} :

x0 = 0 (2)

x1 = 0 (2)

(b) i.2. Lorsque(β,δ,ε) = (0,1,1) on a

f =
(
x0(γx0x1+x0x2+x1x2) : x1(γx0x1+x0x2+x1x2) : x0x2

1

)
.

La coniqueγx0x1 + x0x2 + x1x2 = 0 est lisse si et seulement siγ 6= 0; nous avons donc les
configurations{12} et{5} :

x1 = 0 (2)

x0+ x1 = 0 (2)
x1+ x2 = 0

x0 = 0

x0 = 0

x1 = 0 (2)

γ = 0

x0+ x1 = 0

γ 6= 0

(b) i.3. Pour(β,δ,ε) = (1,1,1) la transformationf est du type
(
x0(x

2
1+ γx0x1+x0x2+x1x2) : x1(x

2
1+ γx0x1+x0x2+x1x2) : x0x2

1

)
.
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La coniquex2
1 + γx0x1 + x0x2 + x1x2 = 0 étant lisse si et seulement siγ 6= 1, on observe les

configurations{12} et{5} :

x1 = 0 (2)

x0+ x1 = 0 (2)
x1+ x2 = 0

x0 = 0
x1 = 0 (2)

x0 = 0

γ 6= 1 γ = 1

x0+ x1 = 0

(b) ii. Lorsqueα est non nul, on peut supposer queα = 1. Puisquef appartient àB̊ir3 on a
(β,ε) 6= (0,0); par suite à conjugaison près

(β,ε) ∈ {(1,0),(0,1),(1,1)}.
(b) ii.1. Lorsque(β,ε) = (1,0) la transformationf s’écrit

(
x0(x

2
0+x2

1+ γx0x1+δx0x2) : x1(x
2
0+x2

1+ γx0x1+δx0x2) : x0x2
1

)

et présente la configuration{10} :

x0 = 0 (2)

x1 = 0 (2)

(b) ii.2. Si (β,ε) = (0,1) on a :

f =
(
x0(x

2
0+ γx0x1+δx0x2+x1x2) : x1(x

2
0+ γx0x1+δx0x2+x1x2) : x0x2

1

)
.

La conique d’équationx2
0 + γx0x1 + δx0x2+ x1x2 = 0 étant lisse si et seulement siγδ 6= 1 on

observe pourγδ 6= 1 les configurations{10} et{12} :

x0 = 0

x1 = 0 (2)

x0 = 0

δx0+ x1 = 0

δ 6= 0, γδ 6= 1δ = 0

x1 = 0 (3)

Si γδ = 1 on obtient la configuration{5} :



184 ANNEXE A. DÉMONSTRATION DE LA PROPOSITION 6.14

x1 = 0 (2)

δx0+ x1 = 0 (2)

x0 = 0

x0+ δx2 = 0

γδ = 1

(b) ii.3. Pour finir lorsque(β,ε) = (1,1) la transformationf s’écrit

(
x0(x

2
0+x2

1+ γx0x1+δx0x2+x1x2) : x1(x
2
0+x2

1+ γx0x1+δx0x2+x1x2) : x0x2
1

)
.

La conique d’équationx2
0+x2

1+ γx0x1+δx0x2+x1x2 = 0 est lisse si et seulement siδ n’appar-
tient pas à{γ+,γ−}. Dans ce cas Excf présente la configuration{10} ou{12} :

x1 = 0 (2)

x0 = 0

x0 = 0

δ = 0 δ 6∈ {γ+,γ−}

δx0+ x1 = 0
x1 = 0 (3)

Lorsqueδ = γ± on observe la configuration{5} :

x0 = 0

x0± x1 = 0 (2)

x1± x0+ x2 = 0
x1 = 0 (2) x1 = 0 (2)

x0+ γ±x1+ γ±x2 = 0

x0+ γ∓x1 = 0 (2)
x0 = 0

δ =±1, γ =±2 δ = γ±, γ 6= 2

A.1.3. Éléments de la forme(c) et (d). —
Les transformations de type(c) conduisent aux configurations{14} et{12} :
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x0 = 0

x0 = x1

x1 = 0

x0 = 0
x1+ γx0 = 0

γ 6= 0 γ = 0

x1 = 0 (2)
x0 = x1

Enfin pour un élément de la forme(d) on a la configuration{7} :

x2 = 0

x1 = x0

x0 = 0

x1 = 0

x1+ x0 = 0 (2)

A.2. Deuxième étape

A.2.1. Configuration {5}. —
Les transformations du §A.1 ayant la configuration{5} sont les suivantes :

f1 =
(
x0(x1+x2)(x0+x1) : x1(x1+x2)(x0+x1) : x0x1x2

)
;

f2 =
(
x0(x2+ γx0)

(
x0

γ
+x1

)
: x1(x2+ γx0)

(
x0

γ
+x1

)
: x0x1x2

)
;

f3 =
(
x0(x0+x1)(x0+x1+x2) : x1(x0+x1)(x0+x1+x2) : x0x1x2

)
;

f4 =
(
x0x2(x0+x1) : x1x2(x0+x1) : x0x2

1

)
;

f5 =
(
x0(x0+x1)(x1+x2) : x1(x0+x1)(x1+x2) : x0x2

1

)
;

f6 =
(
x0

(
x0

γ
+x1

)
(x2+ γx0

)
: x1

(
x0

γ
+x1

)
(x2+ γx0) : x0x2

1

)
;

f7 =
(
x0(x0+x1)(x0+x1+x2) : x1(x0+x1)(x0+x1+x2) : x0x2

1

)
;

f8 =
(
x0(x1+ γ+x0)(x1+ γ−x0+x2) : x1(x1+ γ+x0)(x1+ γ−x0+x2) : x0x2

1

)
.

On remarque que d’une partf4, f5, f6, f7 et f8 sont g.d. conjuguées comme suit :

f4 = f5(x0 : x1 : x2−x1); f4 =

(
x0

γ
: x1 :

x2

γ

)
f6(γx0 : x1 : x2− γ2x0);

f4 = f7(x0 : x1 : x2−x0−x1); f4 = (γ+x0 : x1 : γ+x2) f8

(
x0

γ+
: x1 : x2−

γ−
γ+

x0−x1

)
;
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d’autre partf1 et f2 appartiennent à la même g.d. orbite :

f1 = (γx1 : x0 : x2) f2

(
x1 :

x0

γ
: γx2

)
.

Les élémentsf1 et f4 ne sont pas g.d. conjugués : # Indf4 6= # Ind f1.
Les transformationsf1 et f3 ne sont pas g.d. conjuguées : tous les points d’indétermination

de f3 sont des intersections de droites de Excf3 ce qui n’est pas le cas pourf1.
À conjugaison g.d. près il reste donc seulement les modèles suivants pour la configura-

tion {5} :
(
x0(x1+x2)(x0+x1) : x1(x1+x2)(x0+x1) : x0x1x2

)
;

(
x0(x0+x1)(x0+x1+x2) : x1(x0+x1)(x0+x1+x2) : x0x1x2

)
;

(
x0x2(x0+x1) : x1x2(x0+x1) : x0x2

1

)
.

A.2.2. Configuration {6}. —
Un seul modèle présente la configuration{6} :

(
x0(x

2
0+x2

1+ γx0x1) : x1(x
2
0+x2

1+ γx0x1) : x0x1x2
)
, γ2 6= 4.

A.2.3. Configuration {7}. —
Deux modèles du §A.1 possèdent la configuration{7} :

f1 =
(
x0(x

2
0+x2

1+ γx0x1+ γ+x0x2+x1x2) : x1(x
2
0+x2

1+ γx0x1+ γ+x0x2+x1x2) : x0x1x2
)
;

f2 =
(
x0x2(x1+ γx0) : x1x2(x1+ γx0) : x0x1(x0−x1)

)

avec dans la première possibilitéγ2 6= 4.
Les transformationsf1 et f2 ne sont pas g.d. conjuguées : trois des points def2(Excf2) sont

alignés ce qui n’est pas le cas pourf1(Excf1).

A.2.4. Configuration {10}. —
Les éléments obtenus au §A.1 ayant la configuration{10} sont :

f1 =
(
x0(x

2
1+x0x2) : x1(x

2
1+x0x2) : x0x1x2

)
;

f2 =
(
x0(x

2
0+x1x2) : x1(x

2
0+x1x2) : x0x1x2

)
;

f3 =
(
x0(x

2
1+ γx0x1+x0x2) : x1(x

2
1+ γx0x1+x0x2) : x0x2

1

)
;

f4 =
(
x0(x

2
0+x2

1+ γx0x1+δx0x2) : x1(x
2
0+x2

1+ γx0x1+δx0x2) : x0x2
1

)
;

f5 =
(
x0(x

2
0+ γx0x1+x1x2) : x1(x

2
0+ γx0x1+x1x2) : x0x2

1

)
;

f6 =
(
x0(x

2
0+x2

1+ γx0x1+x1x2) : x1(x
2
0+x2

1+ γx0x1+x1x2) : x0x2
1

)
.

On constate quef1 et f2 (resp. f3 et f4, resp. f5 et f6) sont dans la même g.d. orbite :

f1 = (x1 : x0 : x2) f2(x1 : x0 : x2); f5 = f6(x0 : x1 : x2−x1); f3 = f4

(
x0 : x1 :

x2−x0

δ

)
.

L’élément f5 n’est conjugué ni àf1, ni à f2, ni à f4; la configuration de Excf5 se distingue
de celle desfi pour 1≤ i ≤ 4 par la propriété suivante : la droite de Excf5 tangente à la conique
de Excf5 est de multiplicité 3.
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L’élément f4 n’est conjugué ni àf1, ni à f2, ni à f5 : les deux droites de Excf4 apparaissent
avec multiplicité 2 ce qui n’est pas le cas pour les autres modèles.

La transformationf1 n’est pas conjuguée àf3 : la droite de Excf1 tangente à la conique
de Excf1 est de multiplicité 1 ce qui n’est pas le cas pourf3.

Par ailleurs on remarque quef3 est g.d. conjugué à(x0(x2
1+ x0x2) : x1(x2

1+ x0x2) : x0x2
1) et

que f4 appartient à

Og.d.(x0(x
2
0+x1x2) : x1(x

2
0+x1x2) : x0x2

1).

Ainsi à conjugaison g.d. près on a les modèles :

(x0(x
2
1+x0x2) : x1(x

2
1+x0x2) : x0x1x2); (x0(x

2
1+x0x2) : x1(x

2
1+x0x2) : x0x2

1);

(x0(x
2
0+x1x2) : x1(x

2
0+x1x2) : x0x2

1).

A.2.5. Configuration {11}. —
Considérons les éléments du §A.1 ayant pour configuration{11} :

f1 =
(
x0(x0x1+x1x2+x0x2) : x1(x0x1+x1x2+x0x2) : x0x1x2

)
;

f2 =
(
x0(x

2
1+x0x2+x1x2) : x1(x

2
1+x0x2+x1x2) : x0x1x2

)
;

f3 =
(
x0(x

2
0+x0x2+x1x2) : x1(x

2
0+x0x2+x1x2) : x0x1x2

)
.

Un calcul élémentaire conduit à :f3 = (x1 : x0 : x2) f2(x1 : x0 : x2).

Les transformationsf1 et f3 ne sont pas g.d. conjuguées : les multiplicités des droites
de Excf3 sont 3 et 1 alors que les droites de Excf1 apparaissent avec multiplicité 2.

A.2.6. Configuration {12}. —
Les transformations de configuration{12} sont :

f1 =
(
x0(x

2
1+x0x1+x0x2) : x1(x

2
1+x0x1+x0x2) : x0x1x2

)
;

f2 =
(
x0(x

2
0+x2

1+2x0x1+x0x2) : x1(x
2
0+x2

1+2x0x1+x0x2) : x0x1x2
)
;

f3 =
(
x0(x

2
0+ γx0x1+x1x2) : x1(x

2
0+ γx0x1+x1x2) : x0x1x2

)
;

f4 =
(
x0(x

2
0+x2

1+2x0x1+x1x2) : x1(x
2
0+x2

1+2x0x1+x1x2) : x0x1x2
)
;

f5 =
(
x0(x0x1+x1x2+x0x2) : x1(x0x1+x1x2+x0x2) : x0x2

1

)
;

f6 =
(
x0(x

2
1+ γx0x1+x0x2+x1x2) : x1(x

2
1+ γx0x1+x0x2+x1x2) : x0x2

1

)
;

f7 =
(
x0(x

2
0+ γx0x1+δx0x2+x1x2) : x1(x

2
0+ γx0x1+δx0x2+x1x2) : x0x2

1

)
;

f8 =
(
x0(x

2
0+x2

1+ γx0x1+δx0x2+x1x2) : x1(x
2
0+x2

1+ γx0x1+δx0x2+x1x2) : x0x2
1

)
;

f9 =
(
x0(x

2
0+x1x2) : x1(x

2
0+x1x2) : x0x1(x0−x1)

)
.

L’élément f9 n’est g.d. conjugué à aucun des autresfi : la droite de Excf9 tangente à la
conique de Excf9 apparaît avec multiplicité 2 ce qui n’est pas le cas pour les autres modèles.

Les huit premières transformations sont g.d. conjuguées :
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f2 = (x1 : x0 : x2) f4(x1 : x0 : x2); f7 = f8(x0 : x1 : x2−x1);

f1 = (γx1 : x0 : x2) f3

(
x1 :

x0

γ
: γx2

)
; f5 = f6(x0 : x1 : (γ −1)x2−x1);

f1 = (−x0 : x0+x1 : x0+x2) f2(x0 : −x0−x1 : x1+x2); f7 = f5(x0 : x1 : x0+x2);

f5 = (x0+x1 : −x1 : x2−x1) f1(−x0−x1 : x1 : x2).

Finalement on a deux modèles :
(
x0(x

2
0+x1x2) : x1(x

2
0+x1x2) : x0x1(x0−x1)

)
;

(
x0(x

2
0+x0x1+x1x2) : x1(x

2
0+x0x1+x1x2) : x0x1x2

)
.

A.2.7. Configuration {13}. —
Les transformations possédant la configuration{13} sont :

f1 =
(
x0(x

2
1+ γx0x1+ x1x2+ x0x2) : x1(x

2
1+ γx0x1+ x1x2+ x0x2) : x0x1x2

)

avecγ 6= 0, 1;

f2 =
(
x0(x

2
0+ γx0x1+ x1x2+ δx0x2) : x1(x

2
0+ γx0x1+ x1x2+ δx0x2) : x0x1x2

)

où γδ 6= 0, γδ 6= 1 ;

f3 =
(
x0(x

2
0+ x2

1+2x0x1+ x1x2+ δx0x2) : x1(x
2
0+ x2

1+2x0x1+ x1x2+ δx0x2) : x0x1x2
)

avecδ 6= 0, 1,−1.
Notons quef1 et f2, resp. f1 et f3, appartiennent à la même g.d. orbite :

f1 = (x0 : x1 : x2)
(
x0(x

2
0+ γx0x1+ x1x2+ x0x2) : x1(x

2
0+ γx0x1+ x1x2+ x0x2) : x0x1x2

)(
x0 : δx1 :

x2

δ

)
,

resp.

f1 = A

(
x0

(
x2

0+ x2
1+2x0x1+ x1x2+

γ −1
γ

x0x2

)
: x1

(
x2

0+ x2
1+2x0x1+ x1x2+

γ −1
γ

x0x2

)
: x0x1x2

)
B

avec

A=

(
γ −1

γ
x0 : (1− γ)x0+(1− γ)x1 : x0−

x2

γ

)
et B=

(
−γx0 : γx0+ x1 :

γx1

1− γ
+

x2

1− γ

)
.

A.2.8. Configuration {14}. —
Les modèles présentant la configuration{14} sont les suivants :

f1 = (x0(x
2
0+x2

1+ γx0x1+δx0x2) : x1(x
2
0+x2

1+ γx0x1+δx0x2) : x0x1x2)

où γ2 6= 4, δ 6= 0,

f2 = (x0(x
2
0+x2

1+ γx0x1+x1x2) : x1(x
2
0+x2

1+ γx0x1+x1x2) : x0x1x2)

avecγ2 6= 4,

f3 = (x0(x
2
0+ γx0x2+x1x2) : x1(x

2
0+ γx0x2+x1x2) : x0x1(x0−x1))
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avecγ non nul.
On remarque quef1 et f2 sont g.d. conjugués

f2 = (x1 : x0 : δx2) f1
(

x1 : x0 :
x2

δ

)
;

par contref1 et f3 ne le sont pas : trois des points def3(Excf3) sont alignés ce qui n’est pas le
cas pourf1(Excf1).

A.2.9. Configuration {15}. —
Un seul modèle du §A.1 possède la configuration{15}, il s’agit de :

(x0(x
2
0+x2

1+ γx0x1+δx0x2+x1x2) : x1(x
2
0+x2

1+ γx0x1+δx0x2+x1x2) : x0x1x2),

avecγ2 6= 4, δ 6∈ {0, 1}.





ANNEXE B

EN GUISE D’ÉPILOGUE

Nous avons procédé à quelques expériences numériques consultables sur le site des auteurs.
Elles concernent pour la plupart des transformations birationnelles quadratiques à coefficients
réels pour lesquelles nous avons tenté de dessiner quelquesorbites. Nous avons aussi appliqué
à ces transformations la procédure permettant de dessiner les ensembles de JULIA des fonc-
tions rationnelles sur la sphère de RIEMANN . Ci-dessous sont présentées 3 orbites typiques, les
autres figures sont des ensembles de type JULIA .
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Σ0 {ℓ(ℓ0 : ℓ1 : ℓ2), ℓ, ℓi formes linéaires, lesℓi étant indépendantes}
RL(Q) C-espace vectoriel des relations linéaires deQ 31

e(Q) dimension de RL(Q) 31

SingF lieu singulier du feuilletageF 39
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S6 {id, (x0 : x2 : x1), (x2 : x1 : x0), (x1 : x0 : x2), (x1 : x2 : x0), (x2 : x0 : x1)}
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A = {(x0,x1) 7→ (a1x0+b1x1+c1,a2x0+b2x1+c2) | ai , bi , ci ∈ C, a1b2−a2b1 6= 0} 55

E groupe élémentaire

E= {(x0,x1) 7→ (αx0+P(x1),βx1+ γ) | α, β ∈ C∗, γ ∈ C, P∈ C[x1]} 55

Fν projectivisé de l’espace vectoriel des formesω satisfaisant l’identité d’EULER :

Fν = P{ω = F0dx0+F1dx1+F2dx2 | x0F0+x1F1+x2F2 = 0, degFi = ν+1} 91

F •
ν espace des feuilletages de degré inférieur ou égal àν 91

F̊ν ensemble des feuilletages de degréν 92

F (.) application donnée par

Ratn → Fn, f = ( f0 : f1 : f2) 7→ (x1 f2−x2 f1)dx0+(x2 f0−x0 f2)dx1+(x0 f1−x1 f0)dx2 92

Fix f ensemble des points fixes def 92

Rez partie réelle dez 98

BB(F (m)) indice de BAUM -BOTT du feuilletageF au pointm 98

Aut(C,+, .) groupe des automorphismes du corpsC 109

Aκ élément obtenu en faisant agir l’élémentκ de Aut(C,+, .) sur les coefficients de

l’automorphismeA deP2 109

Ind+ f
⋃

n≥1 Ind f n

Ind− f
⋃

n≥1 Ind f−n

Exc+ f
⋃

n≥1Exc f n

Exc− f
⋃

n≥1Exc f−n

fα,β famille de transformations birationnelles définie par(
αx0+x1
x0+1 ,βx1

)
, α, β ∈ C∗ 129

dist métrique de FUBINI -STUDY 130

N
(

f ,G
)

sous-groupe normal de G engendré par l’élémentf de G 141

Inv application qui à une transformation birationnelle associe son inverse 149

(a) transformation du type

(x0(αx2
0+βx2

1+ γx0x1+δx0x2+ εx1x2) : x1(αx2
0+βx2

1+ γx0x1+δx0x2+ εx1x2) : x0x1x2) 154

(b) transformation de la forme

(x0(αx2
0+βx2

1+ γx0x1+δx0x2+ εx1x2) : x1(αx2
0+βx2

1+ γx0x1+δx0x2+ εx1x2) : x0x2
1) 154

(c) transformation du type

(x0(x2
0+x1x2+ γx0x2) : x1(x2

0+x1x2+ γx0x2) : x0x1(x0−x1)) 154

(d) transformation de la forme

(x0x2(x1+ γx0) : x1x2(x1+ γx0) : x0x1(x0−x1)) 154
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