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Abstract. We give a complete classification of maximal algebraic subgroups of the
Cremona group Bir(IP’Q) and provide algebraic varieties that parametrize the conjugacy
classes.

Résumé. Nous donnons une classification complete des sous-groupes algébriques maxi-
maux du groupe de Cremona Bir(IP’Q) et explicitons les variétés qui parametrent les classes
de conjugaison.

Translated Introduction

If X is an algebraic complex variety, we denote by Bir(X) its group of birational
transformations (birational maps from X to itself). We say that a subgroup G C
Bir(X) is algebraic if there exists a structure of an algebraic group on G such that
the action ¢ : G x X --» X induced by the inclusion of G into Bir(X) is a rational
map. The reader can verify that t satisfies the classical axioms of rational actions
of algebraic groups (in particular, that ¢ is defined in e x X); the fact that a finite
subgroup of Bir(X) is algebraic may also be verified.

The group Bir(P!) is a well-known algebraic group, isomorphic to PGL(2, C).
If n > 2, the group Bir(P") is not algebraic; this complicates the understanding
of the structure of the group.

The algebraic subgroups of Bir(P™) have interested many mathematicians for a
long time. For n = 2, we cite the complete classification of maximal connected al-
gebraic subgroups of Bir(P?) established by F. Enriques [E1893], where the author
proves that every maximal connected algebraic subgroup of Bir(IP?) is the conju-
gate of the identity component of the automorphism group of a minimal rational
surface. A modern proof may be found in [Um82b]. For n = 3, the classification
of maximal connected algebraic subgroups is due to F. Enriques and G. Fano; a
modern treatment may be found in [Ume80], [Ume82], [Um82b], and [Ume85] (the
results are also explained in [Oda88]). We also cite the study of maximal connected
algebraic subgroups of Bir(P") that contain a torus of dimension n made by M.
Demazure [Dem?70].
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For nonconnected subgroups, only a few of results are known, even in dimensi-
on 2. A lot of results exist in the case of finite subgroups (see [K1895], [W1896],
[BB0O0], [dFe04], [BB04], [Bea07], the survey [Isk05] and its references, and more
recently [DI07], [Bla07], [Bla07b], [Bla07c]), but these results do not show which
finite groups are maximal algebraic subgroups. There are also some remaining open
questions in the classification of finite subgroups (see the section “What is left?” of
[DI07]), like the parametrization of conjugacy classes and the precise description
of automorphism groups of conic bundles.

This paper provides a study, with recent tools, of algebraic subgroups of Bir(P?).
We show that any algebraic subgroup of Bir(IP?) is contained in a maximal algebraic
subgroup and give a complete classification of the maximal algebraic subgroups,
and a parametrization of the conjugacy classes by algebraic varieties. Some specific
examples are precisely described.

Our approach uses the modern viewpoint of Mori’s theory and Sarkisov’s pro-
gram, aiming a generalization in higher dimension (although we use in fact some
tools specific to dimension 2).

Let us give an outline of the paper. In Section 2 we recall some definitions and
state the main result (Theorems 1 and 2), which is the classification of maximal
algebraic subgroup of the Cremona group, each group being described as a G-Mori
fibration. We present these groups in Sections 3 and 4. We then prove (Section 5)
that any algebraic subgroup is contained in one of the groups of the classification,
and then that any group of the classification is a minimal G-fibration (Section 6),
that is furthermore birationally supperrigid (Section 7). The proof of the theorems
(Section 8) follows directly from these three observations. We finish the paper
(Section 9) with a precise description of a family of maximal algebraic subgroups
(the only one which is not directly explicit in Theorems 1 and 2) and a special
example (Section 10) that illustrates some particularities of the classification.

Acknowledgements. The author would like to express his sincere gratitude to
Michel Brion who asked him the question, and thanks him especially for interesting
discussions on this subject. Thanks also to the referees for their helpful remarks
and corrections.

1. Introduction

Si X est une variété algébrique complexe, on note Bir(X) le groupe de ses
transformations birationnelles (applications birationnelles de X vers lui-méme).
On dit qu’'un sous-groupe G C Bir(X) est algébrique s’il dispose d’une structure
de groupe algébrique qui rend rationnelle l'action ¢ : G X X --+ X induite par
I'inclusion de G dans Bir(X). Le lecteur remarquera que ¢ satisfait naturellement
les axiomes classiques d’actions rationnelles de groupes algébriques (en particulier
que t est définie en e X X); on peut également vérifier quun sous-groupe fini de
Bir(X) est algébrique.

Le groupe Bir(P') = Aut(P!) est un groupe algébrique bien connu, isomorphe
a PGL(2,C). Lorsque n > 2, le groupe Bir(P™) n’est pas algébrique, ce qui rend
sa structure plus difficile d’acces.

L’étude des sous-groupes algébriques de Bir(P™) est un sujet abordé par un
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grand nombre de mathématiciens depuis déja bien longtemps. Lorsque n = 2,
citons la classification compléte des sous-groupes algébriques connexes maximaux
de Bir(P?) établie par F. Enriques [E1893], oli Pauteur démontre que tout sous-
groupe algébrique connexe maximal de Bir(P?) est le conjugué de la composante
connexe de 'identité du groupe des automorphismes d’une surface rationnelle min-
imale. Une preuve modern se trouve dans [Um82b]. Lorsque n = 3, la classifica-
tion des sous-groupes algébriques connexes maximaux est due a F. Enriques et G.
Fano ; une preuve moderne se trouve dans [Ume80], [Ume82], [Um82b], et [Ume85]
(les résultats sont aussi expliqués dans [Oda88]). Rappelons également 1’étude des
sous-groupes algébriques connexes maximaux de Bir(P™) qui contiennent un tore
de dimension n effectuée par M. Demazure [Dem70].

Dans le cas non connexe, peu de résultats sont connus, méme en dimension 2. On
dispose de nombreuses études dans le cas de groupes finis (voir [K1895], [W1896],
[BB00], [dFe04], [BB04], [Bea07], le résumé [Isk05] et ses références, ainsi que plus
récemment [DI07], [Bla07] [Bla07b], [Bla07c]), mais ces travaux ne permettent pas
de déterminer quels groupes finis représentent des groupes algébriques maximaux.
Il reste aussi quelques points non établis dans la classification des groupes finis
(voir la section “What is left?” de [DI07]), comme la paramétrisation des classes
de conjugaison et la description précise des groupes d’automorphismes de fibrés en
coniques.

Cet article propose une étude, a I'aide d’outils récents, des sous-groupes algé-
briques de Bir(P?). Nous prouvons que tout sous-groupe algébrique de Bir(IP?)
est contenu dans un sous-groupe algébrique maximal et donnons une classification
complete et des sous-groupes algébriques maximaux, ainsi qu’une paramétrisation
de leurs classes de conjugaison par des variétés algébriques. Quelques exemples
caractéristiques sont précisément décrits.

Notre approche utilise le point de vue moderne de la théorie de Mori et du pro-
gramme de Sarkisov, en espérant une approche similaire en dimension supérieure
(tout en utilisant en réalité quelques subtilités propres a la dimension 2).

Cet article se présente de la maniére suivante. A la section 2, nous rappelons
quelques définitions et énongons le résultat principal (théoremes 1 et 2), & savoir
la classification des sous-groupes algébriques maximaux du groupe de Cremona,
chaque groupe étant décrit en termes de G-fibration de Mori. Nous présentons
ces groupes dans les sections 3 et 4. Nous démontrons ensuite (section 5) que
tout groupe algébrique est contenu dans un des groupes de la classification, puis
que chaque groupe de cette classification donne une G-fibration minimale (sec-
tion 6), qui est de plus birationnellement superrigide (section 7). La démonstration
des théoremes (section 8) découle alors de ces trois observations. Nous terminons
cet article (section 9) avec une description précise d’une famille de sous-groupes
algébriques maximaux (la seule qui n’est pas directement explicité par les théore-
mes 1 et 2) et un exemple spécial (section 10), qui illustre certaines particularités
de la classification.

Remerciements. L’auteur tient a remercier chaleureusement Michel Brion de
lui avoir posé cette question et surtout de lui avoir fait profiter de discussions
tres intéressantes sur ce sujet. Merci aussi aux rapporteurs pour leurs précieuses
remarques et corrections.
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2. Résultats

2.1. Actions biréguliéres sur des variétés

Rappelons que si G C Bir(P") est un sous-groupe algébrique, alors il existe une
application birationnelle de P™ vers une variété rationnelle X qui conjugue G a
un sous-groupe de Aut(X) (démontré par [Weib5] pour le cas connexe, étendu
par [Ros56] au cas non connexe, voir aussi [PV89]). En passant a une complétion
équivariante (& 'aide de [Sum74]), on peut supposer que X est projective; on
choisira ensuite X lisse a 'aide d’une résolution équivariante des singularités. Le
groupe G agit alors sur X mais également sur Pic(X); on note Pic(X)% la partie
du groupe de Picard qui est fixée par G. En utilisant un programme de Mori G-
équivariant, on veut réduire le rang de Pic(X)® et obtenir une G-fibration de Mori
(voir [KM98, Example 2.18]), au sens de la définition suivante :

Définition 2.1.1. Soit X une variété projective lisse et G un sous-groupe de
Aut(X). Une application birationnelle ¢ : X --» Y est G-équivariante si Gp~! C
Aut(Y).

Une G-fibration de Mori est une fibration 7 : X — Y, ou X et Y sont des
variétés projectives Q-factorielles a singularités terminales, Y est normale, G C
Aut(X) préserve la fibration, dimY < dim X, rk Pic(X)¢ — 1k Pic(Y)¥ = 1 et
—Kx - C > 0 pour toute courbe C' C X, invariante par GG et contractée par 7.

Une G-fibration de Mori 7w : X — Y est birationnellement supperrigide si toute
application birationnelle G-équivariante ¢ : X --+ X’ vers une G-fibration de Mori
7’ : X’ — Y’ est un isomorphisme, induisant de plus un isomorphisme ¥ — Y.

En dimension 2 (le cas que nous traiterons ici), la définition implique que X est
une surface projective lisse et Y est soit un point, soit isomorphe & P'. On verra
de plus (proposition 2.2.5) que dans le premier cas X est de del Pezzo et dans le
deuxieme cas, le morphisme X — Y est une fibration en coniques.

2.2. Le programme minimal en dimension 2

En dimension 2, le programme minimal G-équivariant a été établi par Yu. Manin
[Man67] (cas abélien) et ensuite par V. Iskovskikh [Isk79] (cas général). Les preuves
se font & Paide de couples (G, S) ol S est une surface projective lisse et G est
un groupe agissant fidelement sur la surface; ces couples sont également appelés
également G-surfaces. Deux cas sont traités de la méme manieére (voir I'introducti-
on de [Man67]), & savoir lorsque G est un sous-groupe fini de Aut(S) ou lorsque G
est un groupe de Galois. Dans ce dernier cas, le groupe est infini, mais ’action sur
le groupe de Picard étant finie, les preuves sont similaires. On peut de la méme
maniere étendre ces résultats au cas ot G est un sous-groupe algébrique de Aut(S),
I’action sur le groupe de Picard étant également finie.

Nous formaliserons ceci avec la proposition 2.2.5 ci-dessous, énoncée apres quel-
ques conventions et définitions que nous utiliserons tout au long de I'article.

Convention 2.2.1. On note Bir(IP?) le groupe des transformations birationnelles
de P? = P%(C), appelé également groupe de Cremona. Dans la suite, toutes les
surfaces seront supposées projectives, lisses et rationnelles. Lorsque nous dirons
qu’une transformation birationnelle fize une courbe, c’est que sa restriction a la
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courbe est 'identité ; si elle envoie juste la courbe birationnellement sur elle-méme,
nous dirons qu’elle laisse la courbe invariante ou qu’elle la préserve.

Définition 2.2.2. Si7: X — Y est un morphisme, on note Aut(X,7) C Aut(X)
le groupe des automorphismes qui préservent la fibration, i.e. qui agissent sur
Pensemble des fibres de 7, et Aut(X/Y) C Aut(X, 7) le noyau de cette action.

Définition 2.2.3. Un couple (G, S) est la donnée d’une surface S et d’un groupe
G, sous-groupe algébrique de Aut(S).

On dit que le couple (G,S) est minimal si tout morphisme birationnel G-
équivariant ¢ : S — S’, ot S’ est une surface, est un isomorphisme.

Définition 2.2.4. On dit qu'un morphisme 7 : S — P! est un fibré en coniques si
les fibre générales de 7 sont isomorphes & P!, et s’il existe un nombre fini de fibres
singulieres, chacune étant I'union transverse de deux courbes isomorphes & P!.

Proposition 2.2.5. Soit (G, S) un couple minimal. Alors, il existe un morphisme
m: 8 =Y qui soit une G-fibration de Mori (au sens de la définition 2.1.1).

De plus un morphisme G-équivariant m : S — Y est une G-fibration de Mori,
si et seulement si l'un des deux cas suivants se présente :

(1) Y est un point, Pic(S)¢ ® Q = QK5 et S est une surface de del Pezzo.
(2) Y =2 P!, 71 est une fibration en coniques et Pic(S)® @ Q = QK5 @ Qf, ou
f est la classe de la fibre générale de w. [

Comme cela fut observé précédemment, cette proposition suit de [Man67] et
[Isk79]. Depuis, avec les travaux de Mori [Mor82] et de ses successeurs sur le
programme minimal, on peut trouver plusieurs démonstrations ou énoncés plus
récents, comme par exemple [KM98, Example 2.18].

Rappelons que si X est une variété projective, le noyau K de ’application
Aut(X) — Aut(Pic(X)) est un sous-groupe algébrique linéaire (se voit & aide d'un
plongement de X dans un espace projectif). Un groupe G tel que K C G C Aut(X)
est donc un sous-groupe algébrique si et seulement si son action sur Pic(X) est
finie. Ceci nous permet d’énoncer la proposition suivante :

Proposition 2.2.6. Si S est une surface de del Pezzo, le groupe Aut(S) est un
sous-groupe algébrique du groupe de Cremona.

Sim:S — P est un fibré en coniques, alors le groupe Aut(S,7) est un sous-
groupe algébrique du groupe de Cremona.

Démonstration. Le premier cas se voit a I’aide du plongement induit par un multi-
ple de Dlanti-canonique, qui montre que le groupe Aut(S) est un sous-groupe
algébrique linéaire; la finitude de I’action sur Pic(S) est également prouvée dans
[Dol83]. Dans le deuxiéme cas, la finitude de cette action suit du fait que Pic(S)
est engendré par les composantes de chaque fibre singuliere (qui sont en nombre
fini) et par Kg. O

Afin de classifier les sous-groupes algébriques maximaux du groupe de Cre-
mona, nous devons donc déterminer quelles surfaces de del Pezzo et quels fibrés
en coniques donnent lieu a des groupes algébriques maximaux. Nous verrons que
ces groupes doivent agir minimalement sur la surface.
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Parmi les fibrés en coniques, beaucoup ont des groupes d’automorphismes qui
agissent minimalement sur la surface, mais qui ne représentent pas des groupes
algébriques maximaux. Les fibrés en coniques représentant des groupes algébriques
maximaux se divisent en fait en trois familles ; nous énumérons celles-ci maintenant,
avant de donner la classification des sous-groupes algébriques maximaux du groupe
de Cremona.

2.3. Surfaces de Hirzebruch

Sin > 1, le groupe Aut(F,,) préserve une unique fibration en coniques (qui est en
fait une fibration en droites) sur la surface F,,.

2.4. Fibrés exceptionnels

On dit qu'un fibré en coniques 7 : S — P! est exceptionnel s'il est singulier au-
dessus de 2n points (n > 1) et qu'il existe deux sections d’auto-intersection —n
(cette notion a déja été introduite dans [DIO7]). Nous verrons (corollaire 4.3.2)
que la classe d’isomorphisme de (S, 7) est uniquement determinée par la classe des
points & fibre singuliere, & action de Aut(P!) pres.

2.5. (Z/27)2-fibrés en coniques

On dit qu'un fibré en coniques 7 : S — P! est un (Z/27Z)2-fibré en coniques si le
groupe Aut(S/P1) est isomorphe & (Z/27)? et si chacune des trois involutions de
ce groupe fixe (point par point) une courbe irréductible, revétement double de P!
via 7, ramifiée au-dessus d’un nombre positif (pair) de points.

Définition 2.5.1. Un triplet de ramification est un triplet {A4;, Ao, A3}, tel que
A; est un ensemble de 2a; > 2 points de P! pour i = 1,2, 3, et tel que tout point
de P! appartient & 0 ou 2 ensembles du triplet.

Nous verrons (proposition 4.4.6) que 'application qui associe & un (Z/27)?-fibré
en coniques le triplet formé des trois ensembles de points de ramification des trois
courbes fixées par les involutions de Aut(S/P!) est une bijection entre les classes
d’isomorphisme de (Z/27Z)?-fibrés en coniques et les triplets de ramification, &
action de Aut(PP!) pres. Nous démontrerons aussi que Aut(S, ) est un sous-groupe
algébrique maximal du groupe de Cremona si et seulement si la surface S n’est pas
une surface de del Pezzo (ce qui est le cas notamment dés que le nombre de points
de ramification est assez grand). Mentionnons qu’en général, Aut(S, 7) # Aut(S)
et que ce dernier groupe n’est pas toujours un groupe algébrique (section 10).

2.6. La classification

Nous pouvons maintenant énoncer la classification des sous-groupes algébriques
du groupe de Cremona, qui a été annoncée précédemment et qui sera démontrée
a la section 8.

Théoréme 1. Tout sous-groupe algébrique du groupe de Cremona est contenu
dans un sous-groupe algébrique mazximal.

Les sous-groupes algébriques mazimauz du groupe de Cremona sont les conjugu-
és des groupes G = Aut(S,m) ou S est une surface rationnelle et w: S — Y un
morphisme, tels que (S, m) soit dans l'un des cas suivants :
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(1) Y est un point, G = Aut(S) et S est une des surfaces de del Pezzo suiv-
antes :

1. P?, P! x P!;

2. une surface de del Pezzo de degré 1,4, 5 ou 6;

3. une surface de del Pezzo de degré 3 (respectivement 2) telle que le
couple (Aut(S), S) soit minimal (toujours vrai si le degré est 2) et
telle que les points fives de laction de Aut(S) sur S soient sur les
courbes exceptionnelles ;

(2) Y P! et 7 est une des fibrations en coniques suivantes :

1. la fibration en droites de la surface de Hirzebruch F,, pourn > 2;

2. un fibré en coniques exceptionnel ayant au minimum 4 fibres singu-
lieres ;

3. un (Z/27)%-fibré en coniques, tel que S ne soit pas une surface de
del Pezzo (ayant en particulier au moins 6 fibres singuliéres).

De plus, dans chacun des cas ci-dessus, le couple (G, S) est minimal et la fibration
m:S =Y est une G-fibration de Mori birationnellement superrigide.

En particulier, deuz tels groupes G = Aut(S, ) et G' = Aut(S’,7’) sont con-
Jjugués si et seulement s’il existe un isomorphisme S — S’ qui envoie les fibres de
m sur celles de 7.

Décrivons maintenant plus précisément la structure de ces groupes algébriques
maximaux et énoncons aussi que les classes de conjugaison des groupes sont para-
métrées par des variétés algébriques.

Théoréme 2. Les sous-groupes algébriques mazimaux du groupe de Cremona ap-
partiennent — a conjugaison prés — a l'une des onze familles suivantes :
(1) Aut(P?) = PGL(3,C).
(2) Aut(P! x P') = (PGL(2,C))? x Z/27Z.
(3) Aut(Ss) = (C*)? x (Symg x Z/27Z), ot Se est la surface de del Pezzo de
degré 6
(4) Aut(F,) = C"" xGL(2,C)/tn, ot Fy, est la n-ieme surface de Hirzebruch
et p, est la n-torsion du centre de GL(2,C), avec n > 2.
(5) Aut(S,m) ou (S, ) est un fibré en coniques exceptionnel, ayant des fibres
singuliéres au-dessus d’un ensemble A C P! de 2n points distincts, n > 2.
La projection de Aut(S, ) sur PGL(2,C) donne une suite exacte

1—C"%xZ/2Z — Aut(S,7) — Ha — 1,

o Ha est le sous-groupe fini de PGL(2,C) = Aut(P') constitué des élé-
ments qui laissent l’ensemble A invariant.

(6) Aut(Ss) = Symg ot S5 est la surface de del Pezzo de degré 5.

(7) Aut(S) = (Z/2Z)* x Hg ou S est n’importe quelle surface de del Pezzo
de degré 4, obtenue en éclatant 5 points de P?, et Hg est le groupe des
automorphismes de P2 qui laissent lensemble des points éclatés invariant.

(8) Aut(S) ot S est une surface de del Pezzo de degré 3 (cubique lisse), de la
forme suivante :
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1. le revétement triple de P2, ramifié le long d’une cubique lisse T'. Si
S est la cubique de Fermat alors Aut(S) = (Z/3Z)3 x Sym, ; sinon
on a une suite exacte

1 —Z/3Z — Aut(S) — Hr — 1,

ou Hr est le groupe des automorphismes de P? qui laissent la cubi-
que invariante ; Hr contient un sous-groupe isomorphe a (Z/37)? ;

2. la surface cubique de Clebsch', d’équation WX? + XY?2 +YZ% +
Z%Y =0 et de groupe d’automorphismes isomorphe a Symy ;

3. une surface cubique d’équation W3+W (X2+Y2+Z%)+AXY Z =0,
pour un X € C, 9X3 # 8\, 8\3 # —1, dont le groupe d’isomorphisme
est isomorphe a Sym,.

Aut(S) = Z/27Z x Hg ot S est une surface de del Pezzo de degré 2,
revétement double d’une quartique lisse Qs C P? telle que Hg = Aut(Qg)

agit sans point fize sur la quartique privée de ses points de bitangence.
Aut(S) ou S est nYimporte quelle surface de del Pezzo de degré 1, revéte-

ment double d’un cone quadratique Q, ramifié¢ le long d’une courbe I's de
degré 6, intersection compléte de Q avec une surface cubique de P3. On a
une suite exacte (en général non scindée)

1—Z/27Z — Aut(S) —» Hg — 1,
ou, Hg est le groupe des automorphismes de Q) qui laissent la courbe I'g
mvariant.
Aut(S, ) ot (S,7) est un (Z/2Z)*-fibré en coniques, tel que S ne soit pas
une surface de del Pezzo.
La projection de Aut(S, ) sur PGL(2,C) donne une suite exacte

1—-V — Aut(S,7) — Hy — 1,
ou V = (Z/27)* contient trois involutions o1,02,05 fizant chacune une
courbe hyperrelliptique, ramifiée au-dessus des points de A1, Ay, A3 C P!

et Hy C Aut(Pl) est le sous-groupe fini qui laisse I'ensemble { A1, Az, A3}
tmovariant.

Les onze familles sont disjointes et les classes de conjugaison au sein de chaque
famille sont paramétrées respectivement par :

(1-3)
(4)
()

1En

Le point.

1l n’y a qu’une classe de conjugaison pour chaque entier n > 2.

Pour chaque entier n > 2, les ensembles de 2n points de P, modulo l’ac-
tion de PGL(2,C) = Aut(P!).

Le point.

Les classes d’isomorphisme de surfaces de del Pezzo de degré 4.

Les classes d’isomorphisme des surfaces cubiques en question, données re-
spectivement

choisissant F = ¢3W + X + ¢Y + C4Z, ou ( est une racine 5-ieme de 'unité

et 0 = W, X,Y,Z) — (X,Y,Z, W), le morphisme (W : X : Y : Z) — (F : Fo :
Fo? : Fo3 . 72?:0 Fai) induit un isomorphisme entre la surface cubique d’équation
WX2+ XY2+YZ%+ Z%Y = 0 dans P? avec la surface cubique “diagonale” de Clebsch
d’équation 3 X; = S7(X;)? = 0 dans P*.
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1. par les classes d’isomorphisme des courbes elliptiques ;

2. pour la surface de Clebsch, il n’y a qu’une classe d’isomorphisme ;

3. par les classes de {\ € C | 9\3 # 8X,8)\3 # —1} modulo I’équivalen-
ce A~ =

(9) Les classes d’isomorphisme des quartiques lisses de P? ayant des groupes
d’automorphismes agissant sans point fize sur la quartique privée de ses
points de bitangence.

(10) Les classes d’isomorphisme de surfaces de del Pezzo de degré 1.
(11) Les triplets de ramification {A1, Az, A3} C P déterminant des (Z/27)-
fibrés en coniques sur des surfaces qui me sont pas de del Pezzo, modulo

laction de Aut(P1).

Nous décrivons plus précisément le cas des surfaces de del Pezzo de degré 2, ou
toutes les surfaces ne donnent pas forcément des groupes algébriques maximaux, au
lemme 3.6.1. De méme, les (Z/27Z)>-fibrés en coniques donnant lieu & des groupes
algébriques maximaux si et seulement si la surface n’est pas de del Pezzo, ces cas
sont déterminés a la section 9.

3. Automorphismes de surfaces de del Pezzo

3.1. Généralités

Rappelons qu’une surface de del Pezzo est isomorphe & P2, P! xP! ou & I’éclatement
d’un ensemble A de r points dans le plan, avec 1 < r < 8 et tels que la surface
ne contiennent pas de courbe d’auto-intersection < —2. Ceci est équivalent a ce
qu’il n’existe pas de droite passant par 3 points de A, ni de conique passant par
6 points de A, ni de cubique passant par 8 points de A et étant singuliere en 'un
des points. Par la suite, nous dirons simplement que les points sont en position
générale.

Pour toute surface S de del Pezzo, le groupe Aut(S) est un groupe algébrique
(proposition 2.2.6). Nous démontrerons plus tard que Aut(S) est un sous-groupe
maximal du groupe de Cremona si et seulement si le couple (Aut(.S), S) est minimal
et que laction de Aut(S) sur S privé de ses courbes exceptionnelles a des orbites
qui ont toutes une taille au moins égale & (Kg)? ; ces deux conditions étant toujours
vérifiées pour (Ks)? € {1,4,5,6,9}.

Le degré d’une surface de del Pezzo est le carré de son diviseur canonique.
Rappelons qu’il existe une unique classe d’isomorphismes de surfaces de del Pezzo
de degré d, pour d = 5,6, 7,9, deux classes d’isomorphisme pour d = 8 (les surfaces
de Hirzebruch Fo = P! x P! et F1) et une infinité de classes d’isomorphisme pour
d=1,2,3,4.

Les groupes d’automorphismes de P2 et P! x P! sont trés connus; il s’agit des
groupes algébriques PGL(3,C) et (PGL(2,C) x PGL(2,C)) x Z/2Z. 1l est assez
naturel que ceux-ci soient maximaux; nous démontrerons ceci plus tard (section
8). Dans la suite de cette section, A sera un ensemble de r points en position
générale, avec 1 < r < 8, et Sa sera la surface de del Pezzo obtenue en éclatant
r points en position générale de P2. Si r = 1,2, le couple (Aut(Sa), Sa) n'est pas
minimal et le groupe Aut(Sa) est conjugué a un sous-groupe de respectivement
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Aut(P?) et Aut(P! x P1). Si r = 3,4 nous noterons Sa = Sg_, vu que la surface
ne dépend pas de I’ensemble des points éclatés mais uniquement du degré, égal a
9—r.

Les groupes d’automorphismes des surfaces de del Pezzo ont été décrits a de
nombreuses reprises depuis le XIX® siecle dans de nombreux article, avec des listes
plus ou moins précises. Citons en particulier les travaux classiques de [K1895],
[W1896] et [Seg42], ainsi que le travail récent [DIOT], ot le lecteur trouvera d’autres
références sur le sujet.

3.2. La surface de del Pezzo de degré 6

La surface Sg peut étre vue comme
Se={((z:y:2),(a:b:c)) € P> xP? | ax = by = cz},

et ’éclatement Sg — P? est donné par la premiere projection. Le groupe Aut(Se)
est isomorphe & (C*)? x (Symg x Z/27Z), ou les facteurs de ce groupe sont donnés
respectivement par ’action diagonale sur les coordonnées, les permutations simul-
tanées des coordonnées de chaque facteur et la permutation des deux facteurs.

Il y a 6 courbes exceptionnelles sur Sg, correspondant aux courbes exceptionnel-
les des 3 points éclatés et des 3 droites passant par deux des points. Ces courbes
forment un hexagone et la projection de Aut(Sg) sur Syms x Z/2Z donne I’action
sur I’hexagone. Il y a 3 fibrations en coniques sur la surface, et la projection de
Aut(Sg) sur Syms donne I’action sur I’ensemble des trois fibrations.

3.3. La surface de del Pezzo de degré 5

La surface S5 contient 10 courbes exceptionnelles, correspondant aux courbes ex-
ceptionnelles des 4 points éclatés et aux 6 droites passant par deux des points. Il y
a 5 ensembles de 4 courbes exceptionnelles disjointes. Le groupe Aut(S5) agit sur
celles-ci et est, via cet action, isomorphe au goupe symétrique Syms. Ce groupe est
en fait engendré par le groupe Sym, correspondant aux automorphismes de P? qui
laissent A invariant et par une involution quadratique ayant comme points-bases
3 des 4 points de A et fixant le quatrieme.

3.4. Les surfaces de del Pezzo de degré 4

Supposons que r = 5. La surface Sa est isomorphe & la sous-variété de P4, donnée

par les équations
4 4
2 _ 2 _
E x; = E Aiz; =0,
i=0 i=0

pour des \; tous différents (voir, par exemple, [DI07, Lemme 6.5]). La 2-torsion du
sous-groupe diagonal de Aut(P*) = PGL(5,C)— que nous noterons T = (Z/27)*
—agit sur Sa et est engendrée par cinq involutions fixant chacune une courbes
elliptique —trace de 1’équations z; = 0 sur Sa pour i = 0,...,4. Il existe 10
fibrations en coniques sur la surface Sa, réunies en 5 couples. Chaque couple
correspond au pinceau des droites par un des points de A et au pinceau des coniques
passant par les 4 autres points. Le groupe Aut(Sa) agit sur ces 5 couples et cette
action donne une suite exacte (voir [Bla07c])

1—-T— Aut(S) — Ha — 1,



SOUS-GROUPES ALGEBRIQUES DU GROUPE DE CREMONA 259

oll Ha correspond au groupe des automorphismes de P? qui laissent I’ensemble
A invariant. Il existe donc une section & cette suite exacte et Aut(S) =T x Ha.
Remarquons qu’en général Ha est trivial et que sinon, il peut étre isomorphe a
Z)27, Z]AZ, ou au groupes diédraux & 6 ou 10 éléments.

3.5. Les surfaces de del Pezzo de degré 3

Pour » = 6, I’ensemble des surfaces Sa forme la famille des surfaces de del Pezzo
qui est probablement la plus connue, puisqu’il s’agit en fait des surfaces cubiques
lisses de P3. Les groupes des automorphismes de telles surfaces ont été classifiés
par Kantor et Wiman, puis corrigés respectivement par Segre [Segd2] et Hosoh
[Hos97] ; le lecteur trouvera un historique dans [DI07]. Une surface cubique générale
n’ayant pas d’automorphismes, les couples (Aut(Sa),Sa) qui représentent des
groupes algébriques maximaux correspondent & une des familles bien particulieres
de surfaces cubiques.

Proposition 3.5.1. Soit S C P3 une cubique lisse et soit w : S — P! une fibration
en coniques. Alors, le couple (Aut(S, ), S) n'est pas minimal. En particulier, si
G C Aut(S), le couple (G, S) est minimal si et seulement si tk Pic(S) = 1.

Démonstration. Une fibre générale de 7 est une conique planaire de P3, la droite
résiduelle dans le plan associé est invariant par Aut(S, 7) et peut étre contractée de
maniere Aut(S, 7)-équivariante; la paire (Aut(S, ), S) n’est donc pas minimale.
La derniére assertion suit de la proposition 2.2.5. [

T I'aide de cette proposition, on peut déterminer parmi les groupes d’automor-
phismes de surfaces cubiques ceux qui donnent des couples minimaux en détermi-
nant leur action sur le groupe de Picard. Ceci se calcule en utilisant la formule
de Lefschetz, la représentation des éléments comme éléments du groupe de Weyl,
ou directement en trouvant des courbes invariantes. Nous préférons omettre une
telle recherche, longue et fastidieuse, qui peut se retrouver dans [DI07]. Le résultat
suivant en découle :

Proposition 3.5.2. Soit S CP3 une surface cubique lisse. Alors le couple (Aut(S),
S) est minimal si et seulement si S est isomorphe d une cubique dont I’équation
est l'une des suivantes :

(1) W3+ X3+Y3+23+aXYZ=0;

(2) W2X + X2Y 4+ Y2Z + Z2°W =0

(3) W3+ W(X2+Y2+2%)+8XYZ=0;

4) W3+ X34+ yWX(Y +82)+Y3+23=0;
pour a, 3,7,6 € C, avec 963% # 83, 833 # —1. Dans le cas (2), Aut(S) = Sym; et
dans le cas (3), Aut(S) & Sym,. O

Nous démontrerons (& la section 8) qu’un tel groupe est un sous-groupe algébri-
que maximal du groupe de Cremona si et seulement si chacun de ses points fixes
sur S appartient a une courbe exceptionnelle. Le lemme suivant décrit ces cas.

Lemme 3.5.3. Soit SCP3 une surface cubique lisse, telle que le couple (Aut(S),
S) soit minimal.
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Si S est isomorphe o une surface dont l'équation est l'une des trois premiéres
de la proposition 3.5.2, alors les orbites du groupe Aut(S) sur S ont au minimum
3 points distincts.

Sinon, le groupe Aut(S) fize un point de S qui n’appartient & aucune courbe
exceptionnelle.

Démonstration. D’apres la proposition 3.5.2, I’équation de la surface est —a iso-
morphisme prés—de I'une des quatre formes citées dans la proposition 3.5.2. No-
tons w = e?7/3, une racine cubique de I'unité et examinons chacune des 4 possi-
bilités.

Dans le premier cas, ’automorphisme W +— wW a des orbites de taille 3, sauf
sur la courbe elliptique plane W = X3 +Y3 4+ Z3 + AXY Z = 0. L’automorphisme
(W:X:Y:Z)— (W:X:wY :w?Z) agit sans point fixe sur cette courbe
elliptique, ce qui implique le résultat. Dans le deuxiéme cas, "automorphisme (W :
X:Y:2Z)— (W:(X: ('Y :(3Z), ou ¢ est une racine 5-ieme de I'unité,
agit sur la surface et fixe 4 points. Ceux-ci étant permutés transitivement par
lautomorphisme (W : X 1Y : Z) — (X : Y : Z : W), toutes les orbites ont
une taille au moins égale & 4. Dans le troisieme cas, observons tout d’abord que
B # 0 (car la surface est lisse et donc irréductible). Les points de S fixés par
lautomorphisme (W : X :Y : Z)— (W :Y : Z: X) sont de la forme (u:v:v:v)
pour u,v € C*. Or, le groupe engendré par (W : X : Y : Z)—» (W : X : =Y : -2)
et (W:X:Y:Z)— (W:—-X:-Y:Z) envoie chacun de ces points sur 3 autres
points différents.

Dans le dernier cas, le groupe Aut(S) contient le groupe H isomorphe & Syms,
engendré par (W : X :Y : Z) > (WW 1 w?X 1Y : Z) et W: X :Y : Z)— (X :
W .Y : Z). Suivant les valeurs de p et A, on a trois possibilités (voir [DI07] ou
[Seg42]) : ou bien Aut(S) = H (qui est le cas général), ou bien u3 = 1 et Aut(9)
est engendré par H et (W : X :Y : Z) — (W : X : uZ : p?Y), ou bien X et p
sont tels que S est isomorphe & 'une des surfaces précédentes (notamment lorsque
A =0). On peut supposer que 'on est dans I'un des deux premiers cas; les points
(0:0:1:—w) pour i = 0,1,2 sont alors fixés par Aut(S). On vérifie par un
calcul direct qu’au moins un des trois points n’appartient a aucune des 27 droites
de la surface. O

3.6. Les surfaces de del Pezzo de degré 2

Lorsque 7 = 7, le morphisme anti-canonique donne un revétement double Sp — P2,
ramifié le long d’une quartique lisse (voir [Bea96]). Réciproquement, toute telle
surface est une surface de del Pezzo de degré 2. L’involution liée au revétement
est appelée involution de Geiser et 'action sur la quartique donne lieu a la suite
exacte

1—Z/2Z — Aut(Sa) — Hs, — 1,

ot Hg, est le groupe des automorphismes de P? qui laissent la quartique invariante,
ou de maniere équivalente le groupe des automorphismes de la quartique. On
peut de plus observer que cette suite exacte est scindée et donc que Aut(Sa) =
Z/QZ X HSA-

L’involution de Geiser fixant une courbe de genre 3, elle n’agit birégulierement

sur aucune surface de del Pezzo de degré > 3. Le couple (Aut(Sa), Sa) est donc
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toujours minimale. Nous démontrerons (& la section 8) que Aut(Sa) est un sous-
groupe algébrique maximal du groupe de Cremona si et seulement si chacun de
ses points fixes sur Sa appartient & une courbe exceptionnelle. Le lemme suivant
décrit ces cas, reprenant la classification des automorphismes de surfaces de del
Pezzo de degré 2 de [DI07], inspirée des résultats sur les quartiques lisses.

Lemme 3.6.1. Soit S une surface de del Pezzo de degré 2, plongé dansP(2,1,1,1)
comme W? = F(X,Y,Z), ou F est l’équation d’une quartique lisse. Si les points-
fizes de Uaction de Aut(S) sur S sont sur les courbes exceptionnelles, alors S est
isomorphe d l'une des surfaces suivantes (les notations pour la structure de Aut(S)
sont celles de [DI07], qui reprend celles de I’Atlas des groupes finis).

Ordre Structure Equation Restrictions
[Aut(S)| | de Aut(S) de la surface S parameétres
11336 2 x Lo(7) W2=X3 +Y3Z+ 273X
2 | 192 2x (42:83) [ w?P=xT4v14+ 27
31|96 2 x 444 W2=X"4+aX?Y2+Y* 1+ 2% | a®2=-12
4| 48 2 x Sy w2=x"+vt4+ 2% a#(—1++/=7)/2
a(X?Y? + X222 +Y22?)
5| 32 2 x ASig WZ=X*4+ax?v?+v1+ 2% | a%2+£0,-12
a® # 4,36
6| 16 2 x Dg wW2=x*"+vi4+ 7%+ a,b#0
aX?’Y?2 4+ 022 XY
7112 2 x S3 W2 =2+ aZ’XY+
Z(X3+Y3) +bX%y?
818 23 wZ=x*4vi4+ 7% a,b,c£0
aX?Y? 4+ bX22% 4+ cv?2? | distincts

Démonstration. La classification des groupes d’automorphismes des surfaces de del
Pezzo de degré 2, ot de maniere équivalente celles des quartiques lisses du plan, a
été établie par Kantor et Wiman, puis revue et corrigée par 1. Dolgachev [Dol04]
et F. Bars [Bar06]; ceci est résumé dans [DI07]. Nous reprenons simplement cette
derniere référence et enlevons les cas VI, VIII, XI, XII, XIII, qui ont des points-fixes
qui n’appartiennent & aucune courbe exceptionnelle (rappelons que ces derniéres
correspondent aux bitangentes de la quartique). On vérifie a la main que les cas
VII, IX et X de [DI07] (ici notés 6, 7 et 8) n’admettent aucun point fixe.

Le fait que les groupes 1 a 5 n’admettent aucun point fixe suit de ’observation
suivante : si un sous-groupe fini G C PGL(3,C) = Aut(P?) préserve une courbe
lisse et fixe un point P de la courbe, alors ’action sur l’espace tangent Tp donne
une suite exacte 1 - G — G — H — 1 ou G et H sont cycliques. En effet le
groupe H agit sur P(Tp) = P! avec un point fixe (correspondant i la tangente de
la courbe) et donc est cyclique, car fini; le groupe G’ est cyclique car il s’identifie
a un sous-groupe de C* agissant sur 7Tp par homothéties. [

3.7. Les surfaces de del Pezzo de degré 1

Si r = 8, le morphisme donné par le double de ’anti-canonique donne un morphis-
me Sx — P3, dont I'image est un cone quadratique @ et tel que la restriction Sx —
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@ est un revétement double, ramifié le long d’une courbe lisse I'a, intersection
compléte de @ avec une surface de degré 3 (voir [Bea96]). On dispose & nouveau
d’une suite exacte naturelle

1 —Z/2Z — Aut(Sa) — Hs, — 1

ol le noyau est engendré par la classique involution de Bertini et Hg, est le groupe
des automorphismes de () qui préservent la courbe I'a ou de maniere équivalente
le groupe des automorphismes de I'a. Remarquons qu’en général la suite n’est
pas scindée (on peut notamment trouver des racines carrées de involution de
Bertini—voir [Bla07, Table I, classe [1.B2.2]] et [DI07, Table 8, Type XIX]).

Les groupes d’automorphismes de surfaces de del Pezzo de degré 1 ont été
classifiés par Kantor et Wiman ; une approche moderne se trouve dans [DIOT7].

4. Groupes algébriques préservant une fibration rationnelle

4.1. Généralités

Une pseudo-fibration rationnelle est une application rationnelle 7 : S --+ P! dont la
fibre générale est une courbe rationnelle. Si de plus 7 est un morphisme, alors nous
dirons que c’est une fibration rationnelle. Si chaque fibre singuliere est isomorphe
& une réunion de deux courbes isomorphes & P! se coupant transversalement en
un point, alors 7 est une fibration en coniques et si de plus il n’existe pas de fibre
singuliére, alors m est une fibration en droites.

Un théoréme de Noether—Enriques [Bea96, Théoréme II1.4] implique que pour
toute pseudo-fibration rationnelle 7 : S --» P! il existe une application birationnel-
le S --» P? qui envoie les fibres générales de 7 sur les droites passant par un point ;
oll de maniere équivalente qu’il existe une application birationnelle S --» P! x P!
qui envoie les fibres générales de m sur celles d’'une des deux fibrations en droites
de P! x P!,

Définition 4.1.1. Un fibré en coniques 7 : S — P! se note également (S, 7).
Soient (S,7) et (S’,7') deux fibrés en coniques. Une application birationnelle
@ : S --+ 5" est une application birationnelle de fibrés en coniques si et elle envoie
une fibre générale de 7 sur une fibre générale de «’.
Rappelons que l'ensemble des automorphismes du fibré en coniques (S, 7) est
noté Aut(S, ) et que ce dernier est un sous-groupe algébrique du groupe de Cre-
mona (proposition 2.2.6).

Définition 4.1.2. On note dJo le groupe de de Jonquiéres, constitué des applica-

tions de la forme
- (22, 2l +000)
Y cx+d y(z)+d(z) )’

pour (Ccl Z) € PGL(2,C) et (: §> € PGL(2,C(z)). Ce groupe est naturelle-

ment isomorphe & PGL(2, C(z)) x PGL(2,C), ot PGL(2,C) = Aut(P!) agit sur
C(x) = C(P') via 'action de Aut(P') sur P*.
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En appliquant a nouveau le théoreme de Noether et Enriques, nous trouvons que
pour toute fibration en coniques (S, 7), le groupe algébrique Aut (.S, ) est conjugué
a un sous-groupe du groupe de de Jonquiéres dJo, introduit a la définition 4.1.2.

Réciproquement, si G est un sous-groupe algébrique du groupe de de Jonquieres,
alors G est conjugué & un sous-groupe algébrique de Aut(S, ), pour un certain
fibré en coniques (S, 7).

Lemme 4.1.3. Soit (S, ) un fibré en coniques avec au moins une fibre exception-
nelle. Si Pic(S)A"(5™) est de rang 2, il est égal o ZKs ® Zf, ot f est le diviseur
d’une fibre de 7.

Démonstration. Soit C € Pic(S)A(57™) : le groupe Pic(S)A1(57) étant de rang 2,
écrivons C = aKg + bf, pour a,b € Q. L’intersection de C avec une composante
d’une fibre singuliere valant —a, nous en déduisons que a € Z. Ceci montre que
aKg € Pic(S) et donc que bf € Pic(S), d’ou la relation b € Z. O

Nous présentons maintenant les sous-groupes algébriques du groupe de de Jon-
quieres annoncés dans l'introduction. Nous démontrerons plus tard (proposition
5.2.3) que les sous-groupes algébriques maximaux de Bir(P?) qui préservent une
fibration rationnelle sont les conjugués de ces groupes.

4.2. Automorphismes des surfaces de Hirzebruch

Si w: S — P! est une fibration en droites, alors S est isomorphe & une surface de
Hirzebruch. On note F,, la surface de Hirzebruch Pp: (Op1 & Op1(n)), pour n = 0.

La surface Fg est isomorphe & P! x P! et il existe deux fibrations en droites
sur cette surface. Le groupe des automorphismes de Fy qui préservent une des
deux fibrations (et donc l'autre) est isomorphe & (PGL(2,C))2. Ce groupe n’est
pas maximal, vu qu’il est contenu dans le groupe Aut(Fg) = (PGL(2,C))? x Z/2Z,
ot Z/27 correspond & la permutation des facteurs.

Sin > 1, alors il existe une unique fibration en coniques sur F,, (qui est en fait
une fibration en droites), et le groupe Aut(F,,) préserve donc celle-ci. Ce groupe est
isomorphe & C"*! x GL(2,C)/,, ot C"! s’identifie & ’ensemble des polynomes
homogenes de degré n en deux variables et ot GL(2, C) agit naturellement sur les
variables, avec comme noyau le sous-groupe u, des matrices égales & la matrice
identité multipliée par une racine n-ieme de 'unité. En coordonnées affines, I’iso-
morphisme associe a

a b

(o™ v e, (2 8) e xanacy

I’automorphisme

(2,y) --» <

ar+b y+ag+aix+---+ax”
cx+d’ (cx +d)™

de la surface F,,, vu comme élément du groupe de de Jonquieres.

Le groupe Aut(F,,) est un sous-groupe algébrique connexe du groupe de Cremo-
na. Si n = 1, alors ce groupe n’est pas maximal vu qu’il est conjugué a un sous-
groupe de Aut(P?), via la contraction de la section exceptionnelle. Nous verrons
(& la section 8) que pour n > 2, le groupe Aut(F,) est maximal.
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4.3. Automorphismes de fibrés exceptionnels

Nous avons défini en section 2.4 ce qu’était un fibré exceptionnel. Nous rappelons
brievement quelques descriptions simples des fibrés exceptionnels (lemme 4.3.1) et
de leurs automorphismes (lemme 4.3.3); la plupart de ces résultats se retrouvent
également a partir de la partie 5.3 de [DIOT7].

Lemme 4.3.1. Soit 7 : S — P! un fibré en coniques avec 2n fibres singuliéres.
Alors, les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) le fibré est exceptionnel;

(2) il existe exactement deux sections si, so d’auto-intersection —n, qui sont
disjointes ; de plus chaque fibre exceptionnelle a une composante qui touche
s1 et l'autre qui touche ss ;

(3) il existe un morphisme birationnel 0, : S — F,, de fibrés en coniques qui
est ’éclatement de 2n points, tous appartenant a une méme section d’auto-
intersection n ;

(4) il existe un morphisme birationnel ng : S — Fy de fibrés en coniques qui est
l’éclatement de 2n points, dont n sont sur une section d’auto-intersection 0
et les n autres sur une autre section d’auto-intersection 0.

Démonstration. Supposons que le fibré est exceptionnel et notons s; une des sec-
tions d’auto-intersection —n et so 'autre. En contractant dans chaque fibre ex-
ceptionnelle la composante qui ne touche pas s; nous obtenons le morphisme 7,
Ceci démontre en particulier I’assertion (2) et I’assertion (3). En contractant n
composantes qui touchent s; et n composantes qui touchent s, nous trouvons le
morphisme 79 (et donc I'assertion (4)). La démonstration se termine en vérifiant
que chacune des assertions (2), (3), (4) implique directement que le fibré est excepti-
onnel. [

Corollaire 4.3.2. Deux fibrés en coniques exceptionnels sont isomorphes si et
seulement les points de PL sur lesquels ils sont singuliers sont les mémes, & auto-
morphisme de P! prés.

Démonstration. 11 s’agit de montrer qu'un automorphisme de P! se releve & un
automorphismes de fibrés en coniques. Utilisons le morphisme 7,, du lemme 4.3.1.
Un automorphisme de P! peut étre vu comme un automorphisme de la section de
F,, d’auto-intersection n et s’étend a un automorphisme de FF,,, qui se releve, via
7y & un automorphisme du fibré en coniques. [

Le lemme suivant est une conséquence de [DI0O7, Prop. 5.3].

Lemme 4.3.3. Soit (S,7) un fibré en coniques exceptionnel et notons A C P*
l’ensemble des points qui ont une fibre singuliére. Alors, les assertions suivantes
sont satisfaites :

(1) laction de Aut(S,m) sur la base de la fibration donne lieu a une suite
eracte

1 — Aut(S/P') — Aut(S,7) — Ha — 1,

ot Ha est le sous-groupe de PGL(2,C) constitué des éléments qui préser-
vent l'ensemble A et Aut(S/Pt) = C* x Z/27Z.
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(2) Chaque élément non-trivial de C* C Aut(S/P') fize (point par point) deuz
courbes rationnelles et chaque élément de Aut(S/PY)\C* est une involution
qui fize une courbe irréductible, revétement double de P, via m, ramifiée
aux points de A.

(3) Le groupe C* C Aut(S/P') agit trivialement sur Pic(9).

(4) Pour toute involution o € Aut(S/P*)\C*, on a

rk Pic(S)? =rk Pic(S)Aut(Svﬂ) -9

Démonstration. Soit A C P! I'ensemble des points ayant une fibre singuliere et
soit 2n le nombre de points de A. Notons également s; et so les deux sections
d’auto-intersection —n et n, : S — F,,, 19 : S — Fy les morphismes donnés par le
lemme 4.3.1. Le groupe Aut(S,7) agit sur 'ensemble {s1,s2} et donne donc lieu
a une suite exacte

1— H— Auw(S,7) = W — 1,

ou W C Z/27Z. De plus, pour i = 0 et ¢ = n le groupe H est conjugué par 7; au
groupe des automorphismes de F; qui fixent les points éclatés par 7;.

Montrons que W = Z/27Z. En écrivant A = {p; 321, nous pouvons supposer que
les points éclatés par le morphisme 7o : S — P! x P! sont {(p;, (0: 1))}, {(ps, (1 :
0))}?7,. Choisissons pour i = 1,...,2n une forme homogene de degré 1 s’annulant
en p;, que 'on note m;, et définissons alors ’application birationnelle de P! x P!

suivante :

¢ (211 22), (11 92)) - ((331 txa), (y2 [[mi(en, w2) o [] mi($17$2))> :

i=1 i=n+1

Les points bases de ¢ et de son inverse (qui est ¢ elle-méme) étant exactement les
points éclatés par ng, ¢ se releve a une involution 7, Yono € Aut(S) qui préserve
la fibration, échange s; sur sy et échange donc les composantes de chaque fibre
singuliere. Ceci démontre que W = Z /27 et que Aut(S,7) = H x ().

Observons que le noyau de I’action de H sur la base la fibration est le relevé du
tore de Aut(P! x P!) constitué des automorphismes de la forme

(212 22), (Y1 1 y2)) = (21 1 22), (41 y2)), aeC.

Le groupe Aut(S/P!) est donc le groupe isomorphe & C* x Z/27Z, engendré par ce
tore et par ¢. Les éléments non-triviaux du tore fixent deux courbes rationnelles
et les autres éléments non-triviaux de Aut(S/P!) fixent des courbes irréductibles,
qui sont des revétements double de P!, via 7, ramifiés le long des points de A. Le
tore laisse chaque composante de chaque fibre singuliere invariante et donc agit
trivialement sur Pic(S).

Le groupe Aut(S, ) agissant sur ’ensemble des fibres exceptionnelles, 'image de
Paction de Aut(S, ) sur la base de la fibration est contenue dans le groupe Ha des
automorphismes de P! qui préservent I’ensemble A. Réciproquement, tout élément
de ce type peut se voir comme un automorphisme de la section de F,, qui contient
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les 2n points éclatés par 7,,. Un tel automorphisme s’étend a un automorphisme
de F,, et se releve donc a un élément de H.

Il reste & prouver la derniére assertion. Le groupe Pic(S) est engendré par le
diviseur canonique Kg, le diviseur f d’une fibre et les diviseurs Fy,..., Fo, des
courbes contractées par 7,. Observons que o échange les composantes de chaque
fibre singuliere et donc envoie F; sur f — E;. La matrice de cet automorphisme
relativement a la base Kg, f, f — 2E1, ..., f — 2Fs, est donc diagonale, avec deux
valeurs propres égales a 1 et les autres a —1. Ceci montre que la partie de Pic(S)
invariante par o (et donc par Aut(S, 7)) est de rang 2, engendré par f et Kg. O

Proposition 4.3.4. Soit (S,7) un fibré exceptionnel. Le groupe Aut(S) est un
sous-groupe algébrique du groupe de Cremona. De plus, Aut(S) = Aut(S,n) si et
seulement si le nombre de fibres singuliéres de m est plus grand ou €gal a 4.

Démonstration. L’algébricité du groupe Aut(S, ) suit de la proposition 2.2.6. De
plus, le noyau de l'action de Aut(S) sur Pic(S) contient un groupe isomorphe a C*
(lemme 4.3.3). Ceci implique [Har87] que le groupe Aut(S) agit de maniere finie
sur Pic(S) et est donc un sous-groupe algébrique du groupe de Cremona.

Si le nombre de fibres singulieres est 2, alors d’apres le lemme 4.3.1, la surface
S est obtenue en éclatant deux points généraux de P! x P! et est donc la surface
de del Pezzo de degré 6. Ceci montre que Aut(S) est strictement plus grand que
Aut(S, ) (voir paragraphe 3.2).

Réciproquement, si le groupe Aut(S) est strictement plus grand que Aut(S, 7),
alors 1'égalité rk Pic(S)A" (57 = 2 (lemme 4.3.3) implique que rk Pic(S)A"45) =
1. Ceci montre que S est une surface de del Pezzo (en utilisant un argument
de moyenne) et donc que le nombre de fibres singulieres est au plus 2 (sinon il
existerait une courbe d’auto-intersection —n avec n > 2). O

Nous finissons cette présentation des fibrés exceptionnels par un lemme techni-
que sur ceux-ci, qui reprend [DI0O7, Prop. 5.2] (ce dernier résultat est prouvé pour
un groupe fini, mais la preuve s’ajuste naturellement au cas général).

Lemme 4.3.5. Soit (S, 7) un fibré en coniques avec au moins une fibre singuliére
dont les composantes sont permutées par un élément de Aut(S, ).

Si Aut(S/P) contient un élément non-trivial qui agit trivialement sur Pic(S)
alors S est un fibré exceptionnel. Sinon, Aut(S/P) est isomorphe & (Z/2Z)" pour
r=20,1,2.

Démonstration. Soit G C Aut(S/P') le noyau de I'action de Aut(S, 7r) sur Pic(S).
En contractant une composante dans chaque fibre singuliére, nous obtenons un
morphisme birationnel de fibrés en coniques G-équivariant 1 : S — F,., pour un
certain 7 > 0. De plus R = nGn~! C Aut(F,) fixe tous les points éclatés par 7.
Si R € PGL(2,C(z)) n’est pas trivial, alors il fixe un ou deux points sur chaque
fibre de F,, et fixe donc une ou deux sections de F,. Le relevé de ’ensemble de
ces sections sur S est invariant par Aut(S, 7). Le fait qu'un élément de Aut(S, )
échange les composantes d’une fibre singuliere implique qu’il y a exactement 2
sections s1 et so disjointes, fixées par G et échangées par un élément de Aut(S, ) ;
elles ont donc la méme auto-intersection —n. En contractant dans chaque fibre
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exceptionnelle la composante qui touche s1, on obtient le morphisme birationnel
N+ S — F,, du lemme 4.3.1, ce qui implique que le fibré (S, 7) est exceptionnel.

Supposons maintenant que G est trivial. Ceci implique que tout élément non-
trivial &« € Aut(S/P!) est une involution et la conclusion suit du fait que Aut(S/P!)
C PGL(2,C(z)). O

4.4. (7Z./27)2-fibrés en coniques
Le lemme suivant se démontre directement par calcul dans PGL(2,C(z)) C dJo;

nous le laissons en exercice.

Lemme 4.4.1. Toute involution de PGL(2,C(z)) est conjuguée & un élément de

0 f
10

seulement si /g est un carré de C(x)*. O

la forme oy = , ot f € C(x)*. De plus, oy et o4 sont conjugués si et

Ceci implique notamment que deux involutions de PGL(2, C(x)) sont conjuguées
si et seulement si elles ont le méme déterminant (ce dernier étant & valeur dans

C(z)*/(C(=)*)?).
Définition 4.4.2. On notera £ 'application bijective qui associe a un ensemble
A={(a;:b;)}?", C P! de 2n > 0 points du plan la classe de H?El(aiz —b;) dans
C(z)*/(C(z)*)*.

Rappelons que 'on voit PGL(2, C(z)) comme un sous-groupe de dJo (definition
4.1.2), et que ’élément : g) € PGL(2,C(x)) s’interprete alors comme I’appli-
cation birationelle (z,y) --» (z, (a(z)y + 8(z))/(v(z) + 6(z))) de C* (ou P! xP1).

Les deux lemmes suivants se vérifient également directement a la main.

Lemme 4.4.3. Soit 0 € PGL(2,C(z)) une involution, de déterminant det(c) €
C(z)*/(C(z)*)2.

Si det(o) = [1], alors o est diagonalisable et five deux courbes rationnelles.

Si det(o) # [1] alors o n'est pas diagonalisable et fixe une courbe irréductible,
birationnelle a un revétement double de P!, ramifié le long de l’ensemble A ayant
un nombre pair positif de points, tel que £(A) = det(o). O

10
carré et notons N, le normalisateur de (o) dans le groupe PGL(2,C(z)).

Le groupe N, est constitué des matrices de la forme (Z bf) ou (Z _bc;f>’

avec a,b € C(x) et est donc égal a N2 x Z/2Z, ot N? est le groupe isomorphe
a C(x)[\Vf]*/C(x)*, via I’homomorphisme (Z bj) — [a + bVf] et Z)27 est

engendré par Uinvolution diagonale. L’action de Z/27 sur N envoie [p] = [a +

bV/J] sur [ = [a— by/F]. O

Rappelons le résultat suivant, démontré dans [Bea07, Lemme 2.1].

Lemme 4.4.4. Soit 0 = (O f) € PGL(2,C(z)), ou f € C(z)* nest pas un
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Lemme 4.4.5. L’application det : PGL(2,C(z)) — C(z)*/(C(x)*)? induit une
bijection entre les classes de conjugaison de sous-groupes de PGL(2,C(x)) isomor-
phes a (Z/27)?* et les sous-groupes de C(x)* /(C(z)*)? d’ordre < 4. O

Nous avons introduit en (2.5) la notion de (Z/2Z)2-fibrés en coniques. Nous
avons également défini pour chaque (Z/27)?-fibré en coniques son triplet de points
de ramification, qui est un ensemble de trois ensembles de points de PL. Décrivons
maintenant 'importance de ces points.

Proposition 4.4.6. Soit 7 : S — P! un (Z/27Z)*-fibré en coniques avec k fibres
singuliéres, soit o1,09,03 les trois involutions de Aut(S/P) et soit {Ay, Az, A3}
le triplet de points de ramification du fibré, de telle sorte que o; fixe une courbe
C;, revétement double de P! via m, ramifiée au-dessus des points de A;. Notons
2a; le nombre de points de A;, pouri=1,...,3. Alors :

(1) pour i =1,...,3, Uinvolution o; permute les deux composantes de 2a; fi-
bres singulieres, qui sont les fibres au-dessus des points de A; ;

(2) chacune des fibres singuliéres de m a ses deux composantes échangées par
deuz involutions de Aut(S/P), en particulier k = a1 + as + as ;

(3) en notant f le diviseur d’une fibre de 7, on a

Pic(S)AS/F) = Pic(§)AUS™ = 7Kg @ Lf;

(4) pouri=1,...,3, la courbe C; est égale & —Kg + (a; —2)f dans Pic(S) et
(CZ)2 == 4CLZ' — k.

(5) si(S',7") est un fibré en coniques et s’il existe une application birationnelle
de fibrés en coniques ¢ : S --+ S’ qui conjugue Aut(S/PY) a un sous-groupe
de Aut(S’,7"), alors ¢ est un isomorphisme ;

(6) Uapplication qui associe a un fibré en coniques son triplet de points de
ramification est une bijection entre les classes d’isomorphisme de (Z/27)*-
fibrés en coniques et les triplets de ramification, a action de Aut(P!) prés.

Démonstration. Notons V = Aut(S/P!) = (Z/2Z)?. Chaque fibre singuliere de
7 est permutée par au moins une involution de V' (et donc par exactement deux
involutions). Sinon, l'action de V sur chacune des composantes devant avoir un
point fixe (le point singulier de la fibre), une involution o; C V fixerait chacune
des deux composantes, et aurait un ensemble de point fixes singulier. Observons
ensuite que la courbe fixée par o; est ramifiée exactement aux points correspondant
aux fibres singulieres dont les composantes sont permutées par o;, ce qui donne
les deux premieres assertions.

Choisissons une composante dans chacune des k fibres singulieres et notons
Eq, ..., Ey ces courbes exceptionnelles. Alors, Paction de Aut(S, 7) sur Pic(S) fixe
le sous-ensemble ZKg @ Zf et V agit de manieére diagonale sur Pic(S) ® Q, selon
la base Kg, f,2F1 — f,...,2E; — f. Le fait que pour tout ¢ 'élément 2F; — f soit
envoyé sur —2F; + f par un élément de V implique que Pic(S)V = Pic(S9)Aut(5m) =
(QKs @ Qf) NPic(S); or ce dernier groupe est égal & ZKg ® Zf (lemme 4.1.3).

Soit i € {1,2,3}. Comme C; est invariante par V, elle est égale & aKg + bf
pour a,b € Z. L’égalité C; - f =2 donne a = —1 et C(C + Kg) = -2+ 2¢(C;) =
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—2 4+ 2(a; — 1) donne b = 2 — a;. La valeur de (C;)? se calcule avec ’égalité
(Ks)> =8 —k.

Prouvons maintenant ’assertion (5). Comme ¢ est une application birationnelle
de fibrés en coniques V-équivariante, elle envoie une fibre sur une fibre. Le groupe V'
permute les composantes de chaque fibre singuliere ; ¢ est donc une composition de
liens élémentaires V-équivariants (voir notamment [Isk96], [DI07]), chacun consis-
tant en un éclatement d’une orbite de V', dont tous les points appartiennent a des
fibres lisses distinctes, suivi par une contraction des fibres contenant ces points.
Le fait que V agisse sans point fixe sur chaque fibre lisse montre que ¢ est un
isomorphisme. Ceci démontre 1'assertion (5), et également que lapplication de
lassertion (6) est injective. L’utilisation du lemme 4.4.5 et de la bijection £ de la
définition 4.4.2 donne la surjectivité de cette application. [

Comme nous l'avons annoncé au début de ’article, nous verrons que les auto-
morphismes des (Z/27)2-fibré en coniques sont des sous-groupes algébriques maxi-
maux du groupe de Cremona si et seulement si la surface ambiante n’est pas une
surface de del Pezzo. La proposition suivante détermine quand c’est le cas (ce sera
précisé a la section 9).

Proposition 4.4.7. Soit 7 : S — P! un (Z/27Z)*-fibré en coniques avec k fibres
singuliéres.
(1) si k =8, alors S n’est pas une surface de del Pezzo;
(2) sik <5, alors S est une surface de del Pezzo;
(3) si k = 6,7 alors S n’est pas une surface de del Pezzo, si et seulement si
une des situations suivantes se présente :

1. S contient 4 sections d’auto-intersection —2 ;
2. une courbe fizée par une involution de Aut(S, ) est rationnelle, ce
qut implique qu’elle a auto-intersection 4 — k.

Remarque 4.4.8. L’assertion (2) suit de [DIO7, Proposition 5.5]. Le cas ot k =
6,7 peut donner des surfaces de del Pezzo, mais également d’autres surfaces plus
exotiques (voir section 9.1).

Démonstration. La premiere assertion suit de 1'égalité (Kg)? = 8 — k. Soient
01,02,03 les trois involutions de Aut(S/P!) qui permutent les composantes de
respectivement 2a1, 2a9, 2a3 fibres singulieres. Soit sy une section d’auto-intersec-
tion —r, ou —r < —1 est le minimum des auto-intersections des sections de 7 et
notons s; = o(sg) pour i = 1,...,3. En contractant les composantes des fibres ex-
ceptionnelles ne touchant pas sy nous obtenons un morphisme birationnel de fibrés
en coniques 7, : S — F,., qui envoie sg sur la section exceptionnelle. De plus, pour
1 =1,...,3, la courbe s; est envoyée sur une section d’auto-intersection —r + 2a;,
ce qui montre que a; > 7.

Supposons que 7 = 1, k < 7 et que S n’est pas une surface de del Pezzo. Ceci est
équivalent a ce qu’il existe une courbe irréductible d’auto-intersection < —2 sur S
(se déduit par exemple de [Dem?76, Prop. 2 et Théoréme 1]). Contractons la section
exceptionnelle de F; sur le point ¢ € P2. La surface S est obtenue en éclatant g,
ainsi que k autres points de P2, tous appartenant & des droites différentes passant
par g. L'inégalité k < 7 implique que les courbes d’auto-intersection < —2 sont les
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transformées strictes de droites, coniques ou cubiques de P? et le fait que » = 1
implique que ces courbes intersectent une fibre en 2 points au moins. Ce sont
donc soit des coniques passant par au minimum 6 points éclatés (et pas par q),
soit des cubiques passant par 8 points éclatés et ayant un point double a 'un
des points éclatés (et pas en ¢). T cause de l'intersection entre de telles courbes,
il ne peut y en avoir 2 et donc la seule courbe d’auto-intersection < —2 sur S
est laissée invariante par Aut’(S, 7). C’est donc une bisection, qui est fixée par
une involution o; € Aut’(S, 7). Or cette courbe est d’auto-intersection 4a; — k
(proposition 4.4.6), ce qui implique que a; = 1 et k¥ > 6 et donne la derniere
possibilité citée dans 1’énoncé. Réciproquement, si & = 6,7 et a; = 1 pour un
certain ¢, la surface n’est pas de del Pezzo.

Supposons que r > 1. Alors, il existe une section d’auto-intersection —r < —2
et donc S n’est pas une surface de del Pezzo. Nous avons observé précédemment
que pour i =1,...,3 on a a; > r, et comme aj + az + a3 = k (proposition 4.4.6),
on trouve que r = 2 et k > 6. La section est donc d’auto-intersection —2 et son
orbite par V' donne 4 sections de méme auto-intersection. O

5. Chaque groupe algébrique est contenu dans
un des groupes de la liste

Dans cette section, nous démontrons (& la proposition 5.3.1) que chaque sous-
groupe algébrique du groupe de Cremona est contenu dans un des groupes décrits
dans le théoreme 1. T l'aide de la proposition 2.2.5 on se rameéne aux cas ou le
groupe agit de maniere minimale sur une surface de del Pezzo ou un fibré en
coniques. Ces deux cas divisent la présente section.

5.1. Le cas des automorphismes de surfaces de del Pezzo

Proposition 5.1.1. Soit S une surface de del Pezzo. Le groupe Aut(S) est bira-
tionnellement conjugué a un sous-groupe de l'un des groupes décrits dans le théore-
me 1.

Démonstration. Si S est I'une des surfaces P?, P! x P! ou une surface de del Pezzo
de degré 1,4,5 ou 6, alors Aut(S) fait partie de la liste des groupes du théoréme.
Si S est éclatement de 1 (respectivement 2) point(s) dans le plan, alors le couple
(Aut(S), S) n’est pas minimal; on contracte une courbe et le groupe Aut(S) est
birationnellement conjugué & un sous-groupe de Aut(P?) (respectivement Aut(P* x
P1)). Si S est une surface de del Pezzo de degré 2 (respectivement 3) et que Aut(S)
fixe un point de S qui n’est pas sur une courbe exceptionnelle, I’éclatement de ce
point conjugue Aut(S) & un sous-groupe de Aut(S’), pour une surface S’ de del
Pezzo de degré 1 (respectivement 2). Le dernier cas est celui ol le degré de S est
2 ou 3 et ol tous les points fixes de I'action de Aut(S) sur S sont sur les courbes
exceptionnelles, qui fait partie de la liste du théoreme. [J

5.2. Le cas des automorphismes de fibrés en coniques

Rappelons tout d’abord le résultat suivant, probablement connu du spécialiste.

Lemme 5.2.1. Soit (S,m) un fibré en coniques et supposons que le nombre de
fibres singuliéres est 1 ou 2 et que le couple (Aut(S,),S) est minimal. Alors, S
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est la surface de del Pezzo de degré 6 (en particulier le nombre de fibres singuliéres
est 2).

Démonstration. Notons —r I'auto-intersection la plus petite de toutes les sections
de 7. En contractant une composante dans chaque fibre singuliére, on vérifie que
r existe et r > 0. La minimalité du couple (Aut(S,r), S) implique qu’il existe un
automorphisme qui échange les composantes de chaque fibre singuliére et donc
qu’il existe au moins 2 sections d’auto-intersection —r; on note s1 et ss ces deux
sections. En contractant dans chaque fibre singuliere la composante qui ne touche
pas s; on obtient un morphisme birationnel de fibrés en coniques 7w : S — F,
qui envoie s1 sur la section exceptionnelle et envoie so sur une section d’auto-
intersection —r + 1, ot [ € {1, 2}. Ceci implique que —r +1 > r et donc que r =1
et | = 2. La surface S est donc obtenue en éclatant deux points de F; dans des
fibres différentes et pas sur la section exceptionnelle, elle est alors isomorphe a la
surface de del Pezzo de degré 6. [

Nous pouvons maintenant démontrer la proposition clé de cette section, en
utilisant la structure algébrique du groupe dJo = PGL(2,C(z)) x PGL(2,C).

Proposition 5.2.2. Soit G un sous-groupe algébrique du groupe de de Jonquiéres
et notons G' C G et H C PGL(2,C) le noyau et l'image de Uaction de G sur la
base de la fibration. On suppose que H est fini, alors :
(1) Si G’ ={1}, alors G est conjugué — dans dJo —a H.
(2) Si G' =2 Z/27Z est engendré par une involution dont le déterminant n’est
pas trivial, alors G normalise un groupe V. C PGL(2,C(z)) isomorphe a

(Z)2Z)? et contenant G'.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que le corps C(z) a la propriété Cq
par le théoreme de Tsen et donc que pour tout groupe fini H, les ensembles
H'(H,GL(2,C(z))) et H?>(H,C(x)*) sont réduits & un élément (voir [Ser68, chap.
X, prop. 3 et 11]). Ceci implique donc que H'(H,PGL(2,C(z)) = {1}.

Supposons que G’ = {1}, ce qui implique qu’il existe une section H — G C dJo.
La différence de cette section avec la section canonique donnée par l'inclusion de G
dans dJo représente un co-cycle. Le fait que H'(H,PGL(2,C(x)) = {1} implique
que ce co-cycle est conjugué au co-cycle trivial, i.e. que G est conjugué a H, ce qui
démontre lassertion (1).

Il reste a prouver l'assertion (2). Notons o 1’élément d’ordre 2 de G’. Apres

10
pour un certain élément f € C(z)*. De plus, I’hypothese sur le déterminant de o
implique que f n’est pas un carré.

Notons N, le normalisateur de o dans le groupe PGL(2,C(x)) et rappelons
(lemme 4.4.4) que N, = N? x Z/2Z, ott N2 est isomorphe & C(z)[y/f]*/C(z)* et
Z/27 agit sur N? en envoyant [p] = [a + by/f] sur [p~] = [a — b/ f].

Décrivons maintenant une construction qui associe a tout élément h € H un
élément p, € N2 et un élément pj, € C(x)*. La préimage de h dans G est constituée
de deux éléments (v, h), (o, h) € dJo. Comme o est dans le centre de G, on a

yh(o)y™t = o. L'élément h(c) = <0 h(f)> étant conjugué i o = <0 f)

conjugaison par un élément de PGL(2, C(z)), on peut supposer que o = (O f),

1 0 1 0
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dans PGL(2,C(x)), il existe u € C(z)* tel que u? = f/h(f) (Lemme 4.4.1). On

0 1

a € N,. Choisissons le signe de i de telle sorte que o € N2. Nous désignons alors
respectivement par py, et pp les éléments a? € N? et u € C(z)*, en remarquant
que ces deux éléments sont uniquement déterminés par h, puisque ca € N2 et
(ca)? = a?.

Etudions maintenant plus précisément les deux application p, qui envoient
h respectivement sur pp et pp. Etant donnés deux éléments hi,he € H, posons
h3 = hihs et choisissons comme avant (o;3;, h;) € G pour i = 1,2,3, avec a; € N?

écrit 0 = (M 0), ce qui donne Bh(c)3~! = o. Alors, v s’écrit v = af3, avec

et B; = (%Z (1)), u? = f/hi(f). On peut choisir a333 de telle sorte que (a1 31, h1)-
(22, ha) = (a3fs, h3), ce qui implique que az = a1 - hi(azf2) - (B3)~". En
écrivant ap = Z bj €N 2 , calculons :

1 1-h1a 12-h1bf 1'h1(CL hl(bf .
Brha(ez)(B1) :(“ iy et >) B (M )" u1~h)1(a)>’

ceci montre que B1hi(ae)(B1) ! appartient & N2. De la relation

az =aq - (Brhi(a2)(B1)7h) - B ha(B2) - (Bs) "

on déduit que I’élément diagonal 31 - hq(32) - (83)~! appartient aussi & N2 et est
alors trivial, d’ott ’égalité us = py - hq(p2) qui montre que I'application p : H —
C(x)* qui envoie h sur juy est un co-cycle. Du fait que H'(H,C(x)*) = {1}, il
existe v € C(x)* tel que p, = v/h(v) pour tout h € H ; 'élément f/v? est alors
(1) on peut donc supposer que
wr =1 pour tout h — qui équivaut a dire que f est invariant par H. En reprenant
hi, ho, hs comme avant, on trouve alors (du fait que §; = 1 pour tout ¢) I’égalité
as = a1 - hi(asz), qui montre que I'application p : H — N? qui envoie h sur pj, est
maintenant un co-cycle. La suite exacte H-équivariante

invariant par H. Apres avoir conjugué G par

1= Cla)" = C@)[VfI* = Ny — 1,

et les égalités H'(H,C(z)[V/f*) = {1} et H?(H,C(x)*) = {1} impliquent la
trivialité de H'(H, N?). Il existe donc v € N2 tel que pp, = 7 - h(y)~! pour tout
h € H. 1l reste a voir que cette condition implique que l'involution (v, —1) € N,
commute avec G, ce qui montre que groupe V C PGL(2,C(z)) engendré par o et
(7, —1) est normalisé par G et qui donne le résultat escompté (car V est isomorphe
A (2/27)%).

Soit h € H et choisissons (a3,h) € G, avec « € N2 et 3 = <l(; (1)>, p? =
f/h(f), comme précédemment. Rappelons que =1 et donc que 8 = 1; alors, la
conjugaison de (7, —1) € N, par (a, h) est le produit (a, 1) - (h(7),—1) - (™%, 1)
dans le groupe N, = NO x Z/2Z. Ce produit est égal & (o, 1) - (h(y)a, —1) =
(h(y)a?,—1) = (h(y)pn, —1) = (v, —1), ce qui conclut la preuve. [J
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Proposition 5.2.3. Soit 7 : S — P! un fibré en coniques, tel que le couple
(Aut(S,7),S) soit minimal. Alors, le groupe algébrique Aut(S, ) est birationnelle-
ment conjugué a un sous-groupe d’un des groupes décrits dans le théoréme 1.

Démonstration. Supposons tout d’abord que 7 est une fibration en droites. La
surface S est donc une surface de Hirzebruch. Si c’est Fy, alors Aut(S,7) est
conjugué a un sous-groupe de Aut(P?), en contractant la section exceptionnelle.
Sinon, Aut(FF,,) est un des groupes de la liste, ce qui termine la démonstration.

Supposons maintenant que le nombre de fibres singuliéres est 1 ou 2. Le lemme
5.2.1 implique que S est la surface de del Pezzo de degré 6, dont le groupe des
automorphismes est présent dans la liste.

Supposons alors que le nombre de fibres singuliéres est au minimum 3 et notons
H C PGL(2,C) l'image de I'action de Aut(S,7) sur la base de la fibration. Le
fait que le nombre de fibres singulieres soit au moins 3 implique que H est fini. Si
Aut(S/P') contient un élément non-trivial qui agit trivialement sur Pic(S), alors
(S, ) est un fibré exceptionnel (lemme 4.3.5) et a au minimum 4 fibres singuliéres
(le nombre de fibres singulieres étant pair); le groupe Aut(S,7) fait donc partie
de la liste.

On peut supposer que Aut(S/P!) ne contient pas d’élément non-trivial qui agit
trivialement sur Pic(S). Le groupe Aut(S/P1) est donc isomorphe & (Z/2Z)" pour
r = 0,1,2 (lemme 4.3.5). Si r = 0, alors Aut(S,7) est conjugué a H (proposi-
tion 5.2.2); comme H C PGL(2,C) C Aut(P! x P!), on a terminé.

Le groupe Aut(S/P') contient donc une ou trois involutions. Chacune de ces
involutions agissant non-trivialement sur Pic(S), elle échange les composantes d’un
certain nombre de fibres singulieres et ses points fixes contiennent donc une seul
courbe irréductible. Ceci implique que le déterminant de chaque involution de
Aut(S/P') C PGL(2,C(z)) est non-trivial.

Si Aut(S/P') = 7Z/27, la proposition 5.2.2 nous dit que Aut(S, ) normalise
un sous-groupe V C PGL(2,C(x)), isomorphe & (Z/27)?, qui contient Aut(S/P!).
Alors, Aut(S, ) est contenu dans le groupe engendré par Aut(S, ) et V, qui est
fini et agit alors sur un fibré en coniques.

Il reste donc le cas ott Aut(S/P!) = (Z/27)? et on Papplication det: Aut(S/P!)
— C(z)*/(C(z)*)? est injective. Le fibré en coniques (S, 7) est donc un (Z/27Z)?-
fibré en coniques. Si la surface S est de del Pezzo, alors Aut(S,7) C Aut(S) et le
résultat suit de la proposition 5.1.1. Sinon, le groupe Aut(S, ) est un des groupes
de la liste. [

5.3. Le résultat

Proposition 5.3.1. Soit G un sous-groupe algébrique du groupe de Cremona.
Alors, G est conjugué a un sous-groupe d’un des groupes décrits dans le théoréme 1.

Démonstration. On peut supposer que G agit sur une surface S (voir section 2)
et assumer de plus que le couple (G, S) est minimal. D’apres la proposition 2.2.5,
ou bien S est une surface de del Pezzo et le résultat suit de la proposition 5.1.1,
ou bien G C Aut(S, w) pour un certain fibré en coniques 7 : S — P! et le résultat
suit de la proposition 5.2.3. [
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6. Minimalité des couples

Dans cette section, nous démontrons que les couples du théoréme 1 (groupe des
automorphismes et surface ambiante) sont minimaux. Ceci servira notamment a
démontrer la superrigidité birationnelle de celles-ci, a la section 7.

Lemme 6.1.1. Soit (S,7) un fibré en coniques ayant k fibres singuliéres, et suppo-
sons qu’il existe un groupe G C Aut(S, ) d’ordre 2 ou 4, agissant trivialement sur
la base de la fibration, et tel que vk Pic(S)¢ = 2. Sik =4 ou k > 6, le couple
(G, S) est minimal.

Démonstration. Supposons que k > 1 et que le couple (G, S) ne soit pas minimal.
Il existe donc une orbite de (—1)-courbes disjointes C1,...,C; avec I = 1,2,4. En
notant D = 2221 C; on trouve D? = D - Kg = —[. Comme D est invariant par G,
onaD=aKg+bf pour a,b € Z (lemme 4.1.3), ol f est le diviseur de la fibre de
7 ; de plus l'inégalité D - f > 0 implique que a < 0.

Les deux équations précédentes donnent a(a(Kg)? —4b) = a(Kg)? —2b = —I, ce
qui donne a(l 4 2b) = I. Les valeurs possibles pour ! donnent pour le triplet (I, a, b)
les valeurs (1, —1,—1), (2, -1, -2), (4, -1, —4), (4, -2, —3). L’égalité (Ks)* = (2b—
1)/a nous livre respectivement 3, 6, 12 et 5 comme valeurs possibles pour (Kg)?.
Comme (Kg)? = 8 — k, on trouve que k doit valoir 2,3 ou 5. [J

Corollaire 6.1.2. Soit (S, ) un fibré en coniques. Si (S,m) est l'un des deux cas
suivants, le couple (Aut(S,m),S) est minimal :
(1) un fibré en coniques exceptionnel ayant au minimum 4 fibres singuliéres ;

(2) un (Z/2Z)?-fibré en coniques, tel que la surface ambiante ne soit pas une
surface de del Pezzo.

Démonstration. Dans le premier cas, le lemme 4.3.3 implique que Aut(S, 7) conti-
ent un sous-groupe G = 7/27 tel que rk Pic(S)¢ = 2. Le nombre de fibres sin-
gulieres de (S, 7) étant égal & 2n pour n > 2, le lemme 6.1.1 implique que le couple
(G, S) est minimal. Dans le second cas, la proposition 4.4.6 montre que Aut(S, )
contient un sous-groupe V 2 (Z/27)? tel que rk Pic(S)" = 2. La proposition 4.4.7
nous dit que le nombre de fibres singulieres est plus grand ou égal a 6; en appli-
quant & nouveau le lemme 6.1.1 on trouve que le couple (V,S) est minimal. O

Proposition 6.1.3. Soit (S, 7) une des fibrations du théoréme 1, et G=Aut(S,n).
Alors, m est une G-fibration de Mori (au sens de la définition 2.1.1) et le couple
(G, S) est minimal.

Démonstration. Supposons d’abord que Y =2 P!, et donc que 7 est une fibration
en coniques. On a toujours —Kg - f = 2, ou f est le diviseur d’une fibre. Alors,
7 est une G-fibration de Mori si et seulement si rk Pic(S)¢ = 2. Si S est une
surface de Hirzebruch F,, pour n > 2, alors celle-ci est minimale et donc le cou-
ple (Aut(S,7),S) également; comme rk Pic(S) = 2, on trouve rk Pic(S)¢ = 2,
ce qui termine la preuve. Si 7 est un fibré exceptionnel ou un (Z/27Z)3-fibré en
coniques, le lemme 4.3.3 et la proposition 4.4.6 livrent ’égalité rk Pic(S)G =2;le
corollaire 6.1.2 montre que le couple (G, .S) est minimal.

Supposons que Y soit un point, et donc que S est une surface de del Pezzo
et G = Aut(S). Montrons que le couple (G, S) est minimal et qu’aucun fibré en
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coniques n’est laissé invariant par G, ce qui impliquera (proposition 2.2.5) que
rk Pic(S)¢ = 1 et donc que 7 est une G-fibration de Mori. Si S = P2 P! x
P!, alors S est minimale et donc (G, S) aussi et aucune fibration n’est laissée
invariante. Si S est la surface de del Pezzo de degré 6 (respectivement 5), alors G
agit transitivement sur les 6 (respectivement 10) courbes exceptionnelles, ce qui
implique le résultat. Si S est de degré 4, alors G contient cinq involutions fixant
des courbes elliptiques ; donc apres une conjugaison birationnelle, G ne peut agir
sur aucune surface de del Pezzo de degré > 5, ni sur aucun fibré en coniques.
Si S est de degré 3, la minimalité du couple (G, S) est imposée par ’énoncé du
théoréme 1, ce qui implique qu’aucun fibré en coniques 7 : S — P! n’est laissé
invariant par G (proposition 3.5.1). Si S est de degré 2 (respectivement 1), alors
G contient 'involution de Geiser (respectivement celle de Bertini), qui n’agit sur
aucune autre surface de del Pezzo de degré supérieur ni sur aucun fibré en coniques,
les deux involutions fixant des courbes non-hyperrelliptiques (voir [BB00]). O

7. Superrigidité birationnelle

La proposition 6.1.3 montre que chacun des couples (G,.S) du théoréme 1 est
minimal et représente une G-fibration de Mori. Nous démontrons maintenant un
résultat plus fort, c’est-a-dire que ces G-fibrations de Mori sont birationnellement
superrigides.

Lemme 7.1.1. Soit 7 : S — P! un fibré en coniques et soit G C Aut(S, ) tel que
rk Pic(S)¢ = 2. Supposons que ©' : S — P! est une fibration en coniques avec des
fibres différentes de celles de w, qui soit invariante par G. Alors S est une surface
de del Pezzo de degré 1, 2 ou 4 ou 8.

Démonstration. Si S est une surface de Hirzebruch, c’est forcément P! x P!, qui
est une surface de del Pezzo de degré 8. On peut alors supposer qu’il y a au moins
une fibre singuliere. Notons f le diviseur de la fibre de 7 et C' celui de la fibre de #’.
Le lemme 4.1.3 implique que Pic(S)¢ = ZKs@® Zf ; on écrit alors C = —aKg+bf
pour a,b € Z. L’inégalité C - f > 0 implique @ > 0 et les équations C? = 0 et
—Kg - C = 2 donnent respectivement a(a(Kg)? +4b) = 0 et a(Kg)? +2b = 2, ce
qui implique que b = —1 et a(Kg)? = 4. On trouve donc que (Kg)? € {1,2,4}.
Il reste & voir que S est une surface de del Pezzo. Si tel n’est pas le cas, alors
il existe une courbe irréductible d’auto-intersection < —2 (se déduit par exemple
de [Dem?76, Prop. 2 et Théoreme 1]); en notant D le diviseur de la courbe on
trouve D - f > 0 et D - (—Kg) < 0. Ceci implique l'inégalité D - C < 0, qui est
impossible. g

Proposition 7.1.2. Soit 7 : S — Y une des fibrations du théoréme 1 et notons
G = Aut(9, 7).

Soit ™' : S — Y’ une G-fibration de Mori et supposons qu’il existe une applicati-
on birationnelle p : S --+ S’ qui soit G-équivariante. Alors, @ est un isomorphisme
de G-fibrations de Mori.

Ceci signifie que la G-fibration de Mori w: S — Y est birationnellement super-
rigide.
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Démonstration. On peut décomposer ¢ en automorphismes de G-fibrations de
Mori et liens élémentaires G-équivariants, chacun passant d’une G-fibration de
Mori a une autre. Ceci est appelé actuellement programme de Sarkisov G-équiva-
riant et a été démontré dans le cas des surfaces dans [Isk96] (voir aussi [Cor95]).
Notons que la démonstration de [Isk96] et [Cor95] se fait dans le cas ou G est le
groupe de Galois d’une extension de corps, mais que le cas ou G agit de maniere
géométrique se démontre de la méme manieére (voir la section 2.2 et 'Introduction
de [Man67]); citons également la démonstration de [DI07], faite dans le cadre
géométrique. Les liens élémentaires sont classifiés dans [Isk96] (ainsi que dans
[DI07]).

Nous allons démontrer qu’aucun lien ne sort de la G-surface (G, S), ce qui
achevera la démonstration. Il suffit donc de supposer que ¢ est un lien élémentaire
et de trouver une contradiction. Il y a 4 types de liens possibles (que 1'on retrouve
dans [Isk96]), qui dépendent notamment de Y et Y’ ; ces derniers pouvant étre P*
ou un point (noté x). Les 4 liens sont décrits dans la figure suivante :

Type 1 Type 11 Type III Type IV
S<G—S' S<G—X—T>S’ S_">_S/ S—%>S'
¥ =—— Pl Y = Y’ Pl —— % Pl Pl

ot G agit birégulitrement sur S,5’, X et o et 7 sont des morphismes birationnels
contractant une G-orbite et tous les diagrammes sont commutatifs et G-équivari-
ants.

Si la surface S est P2, P! x P!, la surface de del Pezzo de degré 6 (3.2) ou une
surface de Hirzebruch F,, avec n > 2 alors aucun lien de type I, I, ITI n’est possible,
car il n’existe pas d’orbite finie. Les liens de type IV ne sont pas possibles non plus
car aucune de ces surfaces n’admet deux fibrations en coniques G-équivariantes.

Etudions maintenant dans les autres cas chacun des 4 liens.

Lien de type 1. Dans ce cas, S est une surface de del Pezzo et Y est un point.
De plus, [Isk96, Théoreme 2.6] montre que (Kg)? = 4,8,9. Les cas 8 et 9 ayant été
étudiés précédemment (P? et les surfaces de Hirzebruch), il nous reste (Kg)? = 4,
mais alors G = Aut(S) contient un groupe isomorphe a (Z/2Z)*, engendré par 5
involutions qui fixent chacune une courbe elliptique (3.4). Un tel groupe ne pouvant
pas agir sur un fibré en coniques, ce lien n’est pas possible.

Lien de type I1. Deux cas se présentent. Si Y, Y’ 22 P!, alors o éclate une orbite
de G sur S, dont tous les points appartiennent a des fibres lisses distinctes et 7
contracte les transformées strictes des fibres de chacun des points éclatés par o.
Comme chacun des groupes G du théoreme préservant des fibrations agit sans point
fixe sur chaque fibre lisse, ce lien n’est pas possible. Il nous reste le cas ou Y, Y”’
sont des points et S, .S’ sont des surfaces de del Pezzo. Alors, [Isk96, Théoreme 2.6]
montre que le nombre de points éclatés par o est strictement plus petit que (Kg)?
et que X est une surface de del Pezzo; aucun des point éclatés n’appartient donc
a une courbe exceptionnelle. Il suffit alors de voir que les orbites de 'action de
Aut(S) sur S privé de ses courbes exceptionnelles ont toutes une taille au moins
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égale & (Kg)2. Si (Kg)? = 1, c’est clair; si (Kg)? < 3, c’est imposé par 1’énoncé
du théoreme 1 et par le lemme 3.5.3. Si (Kg)? = 4, alors S C P* est I'intersection
de deux quadriques (3.4) et Aut(S) contient le sous-groupe diagonal T = (Z/27)*
dont les orbites sur S sont toutes de taille au moins égal & 4. Si (Kg)? = 5, alors
S est ’éclatement de 4 points dans le plan et Aut(S) contient le relevé du groupe
Sym, C Aut(P?) préservant ces points. Or, les orbites de ce dernier sur le plan
privé des droites passant par les 4 points sont toutes de taille au moins égale a 6.

Lien de type 111 Ici, 7 : S — Y est une fibration en coniques et [Isk96, Theo-
rem 2.6] nous dit qu’un tel lien n’existe que si S = F; (ce qui n’est pas le cas ici)
ousi (Kg)? € {3,5,6}, c’est-a-dire que le nombre de fibres singulieres est 6,3 ou 2
et qui n’est pas le cas non plus.

Lien de type IV. Ici, m : S — Y est une fibration en coniques et le lien consiste
en un changement de fibration en coniques sur la méme surface. Il suffit de voir
Aut(S, ) ne préserve aucune autre fibration en coniques sur S. Si S = FF,, pour
n > 2, c’est vrai car il n’existe qu'une fibration en coniques sur F,. Si on est dans
le cas d'un fibré exceptionnel ou d’un (Z/2Z)2-fibré en coniques, alors S n’est pas
une surface de del Pezzo (dans le premier cas, la courbe contient deux sections
d’auto-intersections < —2 et dans le deuxiéme cas c’est imposé par 1’énoncé du
théoréme 1) ; l'inexistence d’une autre fibration suit alors du lemme 7.1.1. O

8. Démonstrations des théorémes

Démonstration du théoréme 1. La proposition 5.3.1 montre que tout sous-groupe
algébrique du groupe de Cremona est contenu dans un groupe de 'une des familles
du théoreme 1. Ceci implique alors que tout groupe algébrique maximal est égal a
I'un de ces groupes.

La maximalité de chacun de groupes et les deux dernieres assertions du théoreme
suivent alors de la proposition 7.1.2. O

Démonstration du théoréme 2. Le théoreme 1 étant établi, il s’agit maintenant de
montrer que les descriptions des groupes d’automorphismes et les paramétrisations
du théoréeme 2 sont correctes.

Les groupes d’automorphismes des surfaces de del Pezzo proviennent des desc-
riptions faites a la section 3 et ceux des fibrés en coniques de la section 4.

En ce qui concerne les paramétrisations des surfaces de del Pezzo, les seuls cas
qui ne découlent pas directement du théoreme 1 sont les surfaces de degré 2 et 3.
Dans le premier cas, S est le revétement double de P? le long d’une quartique lisse
(3.6) et il faut alors observer qu'une courbe exceptionnelle de S correspond & une
bitangente de la quartique. Pour les surfaces cubiques, la proposition 3.5.2 et le
lemme 3.5.3 donnent les trois familles de surfaces qui ont des groupes d’automor-
phismes qui sont des sous-groupes algébriques maximaux du groupe de Cremona.
La premiere famille est de la forme W3 = L3(X,Y, Z), ot L3 est I’équation d'une
cubique lisse de P2, que I’on peut mettre sous forme de Hesse X3+Y3+Z3 4+ XY Z.
Deux cubiques lisses du plan étant isomorphes si et seulement si il existe un au-
tomorphisme du plan qui envoie I'une sur 'autre, la classe d’isomorphisme de la
courbe cubique détermine celle de la surface cubique. La deuxieme famille ne com-
porte qu'un élément (voir la proposition 3.5.2) et la derniere est celle des surfaces
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isomorphes & W2 + W(X? + Y2 + Z2) + AXYZ = 0 avec 9\3 # 83, 8\3 # —1.
La classe d’isomorphisme au sein de cette famille est déterminée par le parametre
A, a un facteur —1 pres. Ceci se détermine en cherchant les automorphismes de
P3 qui envoient une surfaces cubique sur une autre; ceux-ci devant normaliser le
sous-groupe diagonal de Aut(S) isomorphe & (Z/27Z)?, ils sont égaux & une compo-
sition de permutations des variables et de matrices diagonales. Les automorphismes
obtenus sont alors des composées d’automorphismes de S avec le changement de
variable X — —X.

La paramétrisation des classes d’isomorphisme de surfaces de Hirzebruch F,, est
donnée par ’entier n.

Celle des fibrés en coniques exceptionnels est donnée par les points de P! ayant
des fibres singulieres, modulo I’action de Aut(P!) (corollaire 4.3.2).

Finalement, celle des (Z/27)2-fibrés exceptionnels est donnée par le triplet de
points de ramification (proposition 4.4.6). O

9. (Z/27)2-fibrés en coniques donnant des sous-groupes
algébriques maximaux

9.1. Fibrés en coniques avec 6 ou 7 fibres singuliéres sur
une surface qui ne soit pas de del Pezzo

Soit 7 : S — P! un (Z/2Z)%-fibré en coniques avec k fibres singulieres. Le groupe
Aut(S,7) est un sous-groupe algébrique maximal du groupe de Cremona, si et
seulement si la surface S n’est pas de del Pezzo (théoreme 1). Cette derniere
condition implique que k > 6 et est toujours vérifiée si k < 8 (proposition 4.4.7).

Nous décrivons dans cette section les cas possibles de (Z/2Z)2-fibrés en coniques
avec 6,7 fibres singulieres. Ceci répond notamment & une question de [DIO7,
Sect. “What is left?”] sur lexistence de tels groupes d’automorphismes.

La proposition suivante détermine la géométrie des (Z/2Z)2-fibré en coniques
ayant 6 ou 7 fibres singulieres qui donnent lieu a des sous-groupes algébriques
maximaux du groupe de Cremona. Nous donnons ensuite un moyen de construire
ceux-ci.

Proposition 9.1.1. Soit 7 : S — P! un (Z/2Z)*-fibré en coniques avec k fibres
singuliéres, k € {6,7}, et un triplet de ramification avec 2ay,2as,2a3 points (avec
k = a1+as+as). Alors, le groupe Aut(S, ) est un sous-groupe algébrique mazximal
du groupe de Cremona si et seulement si on est dans l'une des situations suivantes :

(a) lun des trois nombres a; est égal a 1, i.e. {a1,a2,a3} est égal a {1,1,4},
{1,2,3}, {1,1,5}, {1,2,4} ou {1,3,3}.

(b) il existe 4 sections sg, . .., s3 de 7, d’auto-intersection —2, permutées transi-
tivement par Aut(S/P) et un morphisme birationnel n : S — P? qui est
l’éclatement des points q,p1,-..,pr du plan, qui envoie une fibre générale
de m sur une droite passant par q, qui envoie l’ensemble des quatres sections
S0,--.,83 sur un ensemble de quatre courbes a croisements simples trans-
verses, et qui satisfait 'une des assertions suivantes :

(b1) le morphisme n envoie les sections s, ..., s3 sur 4 droites ne pas-
sant pas par q. De plus, k=6, {a1,az2,a3} ={2,2,2} et les points
P1,- .-, Pe sont les 6 points du plan appartenant a deux des 4 droites.
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(b2) le morphisme n envoie les sections s, ..., 83 sur trois droites ne
passant pas par q et une conique passant par q. De plus, k = 7,
{a1,a9,a3} = {2,2,3}, et les points p1,...,p7 sont 7 des 9 points
du plan appartenant a deuz des 4 courbes. Les 2 points restants sont
alignés avec q.

Démonstration. D’apres le théoreme 1, le groupe Aut(S,7) est un sous-groupe
algébrique maximal du groupe de Cremona si et seulement si S n’est pas une
surface de del Pezzo. La proposition 4.4.7 montre que ceci est vrai si et seulement
si une des situations suivantes se présente : (i) une courbe fixée par une involution
de Aut(S, ) est rationnelle; (ii) S contient 4 sections d’auto-intersection —2. La
condition (i) est équivalente & ce que {a1,az2,as} contiennent un 1. Comme a; +
ag + ag = k (proposition 4.4.6), on retrouve les 5 possibilités décrites en (a).

Supposons maintenant que S contient une section sy d’auto-intersection —2
et que a1 = as = 2 (ce qui implique que ag = 2 si k = 6 ou que az = 3 si
k = 7) et démontrons l'existence d’un morphisme birationnel  — P? satisfaisant
les conditions de (b), ce qui terminera la preuve.

Notons 1, 02,03 les trois involutions de Aut(S/P!), qui permutent les compo-
santes de respectivement a1, as et asz fibres singulieres et notons s; = ai(so) pour
1=1,...,3. Décomposons ’ensemble des k fibres singulieres de m en trois parties
disjointes f1, f2, f3, telles que chacune des composantes de chaque fibre de f; est
laissée invariante par o;. En particulier, si & = 6 chacune des parties f; contient
deux fibres et si k = 7, alors f1, f2, f3 contiennent respectivement 1, 3, 3 fibres.

On construit un morphisme birationnel de fibrés en coniques v : S — F,, qui
contracte une composante dans chaque fibre singuliere de 7. Pour cela, on choisit
dans chaque f; une des fibres oli 'on contracte la composante qui touche sg (et donc
aussi s;) et dans les autres fibres de f;, on contracte la composante qui ne touche
pas sp (et donc ne touche pas s;). En calculant combien de courbes contractées
touchent chacune des sections, on voit que sq, s1, S2 sont envoyées sur des sections
de IF,, d’auto-intersection 1 et que s3 est envoyée sur une section d’auto-intersection
1sik=6et3sik="7. L'existence de sections d’auto-intersection 1 implique que
n = 1; la contraction de la section d’auto-intersection —1 sur un point ¢ € P2
induit un morphisme birationnel 1 : S — P2 qui envoie une fibre générale de 7
sur une droite passant par g. Les sections d’auto-intersection 1 (respectivement 3)
de Ty sont envoyées sur des droites ne passant pas par g (respectivement sur des
coniques passant par q). De plus, les k courbes contractées par v touchant chacune
exactement 2 sections, ces k courbes sont envoyées sur des points a l'intersection
d’exactement 2 des courbes images. Ceci implique que trois de ces courbes ne
s’intersectent pas en un méme point. Lorsque k = 6, les 4 sections sont envoyées sur
4 droites ne passant pas par ¢, celles-ci s’intersectent en au plus 6 points, il n’y pas
d’intersection triple et on obtient la situation (b1). Lorque k = 7, les courbes images
sont 3 droites et une conique, qui ont au plus 9 points d’intersection, 7 étant des
intersections transverses (les point py, ..., pr). Le(s) point(s) d’intersection restant
deviennent sur S des points de méme type d’intersection ot Aut(S/P!) agit. Les
4 sections étant disjointes et permutées transitivement par Aut(S/P!) = (Z/27Z)2,
il doit y avoir 2 points, permutés par Aut(S/P!), qui donnent sur P? deux points
alignés avec q. [
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Rappelons le résultat classique suivant, que nous utiliserons pour montrer I’exis-
tence de (Z/27)2-fibrés en coniques correspondant aux situations (bl) ou (b2) de
la proposition 9.1.1.

Lemme 9.1.2. Soit n : S — P2 l’éclatement des points q,p1, D2, ps3, pa € P2, tels
que S soit de del Pezzo et soit m : S — P! la fibration en coniques induite par la
projection de P? depuis q.

Alors, il existe une involution o € Aut(S,m), qui agit trivalement sur la base
de la fibration et qui échange les composantes de chacune des 4 fibres singuliéres.
En notant E; =n~(q), Ex =17 (p1),..., Ex =0~ (ps) et L le transformé d’une
droite générale de P2, l'action de o sur Pic(S) est donnée par

-1 -1 -1 -1 -1 -2
-1 -1 0 0 0 -1
-1 0 -1 0 0 -1
-1 0 0 -1 0 -1
-1 0 0 0 -1 -1

2 1 1 1 1 3

relativement a la base (Eq, Ev, Eq,E3,Eq,L). Le transformé strict sur S de la
droite passant par deuzx points de {p1,p2,p3,pa} est envoyé par o sur le transformé
strict de la droite passant par les deux autres points.

Démonstration. Notons C' la cubique de P2 passant par g, et par chaque point p;, de
maniere tangente & la droite passant par ¢ et p;. Notons ¢’ I'involution birationnelle
de P? qui fixe chaque point de C et préserve le pinceau de droites par q. La
restriction de o’ & une droite générale passant par ¢ est une involution qui fixe les
deux autres points de la droite qui appartiennent a C. Cette construction classique
d’involutions de de Jonquiéres se trouve par exemple dans [BB00, Exemple 2.4c].

Alors, o’ a exactement 5 points-bases, qui sont q,p1,...,ps et donc o = n~lo'n €

Aut(S, ).

Comme C est une courbe elliptique et une bisection de 7, elle est ramifiée en
4 points, ce qui implique que o permute les deux composantes de chacune des 4
fibres singuliere de 7, donc ¢(E;) = L—E;—E; pour i = 1,...,4. Comme o est un
automorphisme et préserve la fibration on a 0(Kg) = Kg = —3L+E,+Ei1+---+E;4
et o(L — E;) = L — E,, ce qui implique la matrice de I’énoncé.

Il existe une unique courbe irréductible de S équivalente a L — F7 — Es, qui
est le transformé strict de la droite passant par p; et ps, la situation est similaire
en prenant deux autres points. La derniere assertion suit donc du calcul direct

O'(L*Eleg):L*Eg*EAL. O

Démontrons maintenant Iexistence de (Z/27Z)2-fibrés en coniques correspondant
a la situation (b1l) de la proposition 9.1.1.

Proposition 9.1.3. Soit Q C P? la réunion de 4 droites distinctes, telles que
trois ne s’intersectent pas en un méme point, et soit ¢ € P>\Q. Notonsn: S — P?
l’éclatement de q et des 6 points singuliers de Q.

Alors, la projection de P? depuis q se remonte & une fibration en coniques m :
S — P, qui est un (Z/27)2-fibré en coniques. Le transformé strict de Q sur S
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donne 4 sections disjointes, d’auto-intersection —2. Le groupe G = Aut(S,w) est
un sous-groupe algébrique mazximal du groupe de Cremona.

Démonstration. Notons A C @ 'ensemble des 6 points singuliers de ). Cet en-
semble contient trois paires : chaque point appartient a 2 droites, on lui associe le
point d’intersection des deux autres droites.

L’éclatement de deux paires de A et du point ¢ donne une surface de del Pezzo
de degré 4. Sur celle-ci, il existe un automorphisme d’ordre 2 qui agit trivialement
sur la base de la fibration en coniques induite par la projection de P? depuis ¢ et
permute les composantes des 4 fibres singulieres (voir le lemme 9.1.2). Cette invo-
lution agit sur le transformé strict de @ (lemme 9.1.2) et donc fixe les deux points
de la troisieme paire. L’involution se remonte alors en un élément de Aut(S, ) qui
permute les composantes de 4 fibres singulieres.

En faisant ceci pour les trois choix possibles de deux paires, on en déduit que
(S, 7) est un (Z/27Z)?-fibré exceptionnel. Chaque droite de () passant par 2 points
éclatés par 7, le transformé strict de @) sur S donne 4 sections disjointes, d’auto-
intersection —2. La surface n’est donc pas de del Pezzo et alors Aut(S,7) est un
sous-groupe algébrique maximal du groupe de Cremona (théoreme 1). O

Nous faisons maintenant de méme pour la situation (b2) de la proposition 9.1.1.

Proposition 9.1.4. Soit Q C P? un ensemble de trois droites et une conique,
tel que trois des quatre courbes me s’intersectent pas en un méme point et que
la conique intersecte chaque droite en deux points distincts. Parma les 9 points
singuliers de @ on en choisit deux : dy,ds tels que dy soit sur deux droites et do
soit sur la 3-eme droite et sur la conique. On note q le point de la conique qui est
aligné avec di et dy et : S — P2 l’éclatement de q et des T points singuliers de
Q qui ne sont ni dy ni do (voir la figure 1). Supposons que q n'est pas aligné avec
deux points singuliers de Q (hormis dy et da).

Alors, la projection de P? depuis q se remonte & une fibration en coniques T :
S — P, qui est un (Z/27)2-fibré en coniques. Le transformé strict de Q sur S
donne 4 sections disjointes, d’auto-intersection —2. Le groupe G = Aut(S, ) est
un sous-groupe algébrique mazximal du groupe de Cremona.

Démonstration. Notons L, et L les deux droites de ) qui touchent da, L. la
troisieme droite et C la conique. Les 7 points singuliers de @) éclatés par n sont
notés ai, as, as, by, ba, bz, ¢ de la maniere suivante : a1, as, as sont sur L, ; by, bo, b3
sont sur Ly ; as, b3, ¢ sont sur L. et ay, az, b1, ba, ¢ sont sur C (voir la figure 1).
L’éclatement des points ¢, a1, ag, b et ¢ donne une surface de del Pezzo de
degré 4, ou il existe un automorphisme o, d’ordre 2, qui agit trivialement sur
la base de la fibration en coniques induite par la projection de de P? depuis g
et permute les composantes des 4 fibres singulieres (voir le lemme 9.1.2). Alors,
0, permute les transformés stricts de L, et L. (lemme 9.1.2) et permute donc
les points dy et do et fixe b3. La transformée stricte de L; est envoyée sur la
transformée stricte d’une conique D passant par ¢, a1, ag, ¢ (voir la matrice du
lemme 9.1.2) ; comme L; passe par da, la conique D passe par d; et est donc égale
a C. Les transformés stricts de Lj et C' sont donc permutés par o, qui fixe alors
b1 et be. L’involution o, se remonte alors & un élément d’ordre 2 de Aut(S,7) qui
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a2

F1G. 1. La configuration des points sur Q.

agit trivialement sur la base de la fibration, permute les composantes de 4 fibres
singulieres et agit sur le transformé strict de Q.

En faisant de méme avec les points g, b1, b, as et ¢ (i.e. en échangeant le role
de L, et L), on obtient une deuxieéme involution. Les deux engendrent un groupe
isomorphe & (Z/27Z)%. On en déduit que (S, ) est un (Z/2Z)?-fibré exceptionnel.
Le transformé strict de () sur S donne 4 sections d’auto-intersection —2. La sur-
face n’est donc pas de del Pezzo et alors Aut(S, ) est un sous-groupe algébrique
maximal du groupe de Cremona (théoréme 1). O

9.2. Paramétrisation par des variétés algébriques

La proposition 4.4.6 implique les résultats suivants. Pour tout n > 3, I’ensemble
des classes d’isomorphismes de (Z,/2Z)3-fibrés en coniques avec n fibres singulieres
est parametré par une variété algébrique C,, de dimension n — 3, correspondant
aux triplets de points de ramification & action de Aut(P!) pres; 'ensemble C,, a
plusieurs composantes connexes (toutes de dimension n — 3), correspondant aux
décompositions possible de n en trois entiers strictement positifs a;, as, ag (pour un
triplet { A1, A2, As}, le nombre de points de A; est 2a; et a1 +a2+a3 = n), on note
Ca,,a2,a5 les composantes, avec a1 < ag < ag ; par exemple Cg = C1,1,4UC; 2.3UC2 2 2
et Cr =C1,15UCi124UC133UC223.

On note CM,, C C, le sous-ensemble donnant des sous-groupes algébriques
maximaux du groupe de Cremona. Cet ensemble parametre les classes de conjugai-
sons de tels sous-groupes et correspond aux fibrés en coniques dont la surface
ambiante n’est pas de del Pezzo (théoréeme 2, famille (11)). Les propositions 9.1.1,
9.1.3 et 9.1.4 permettent de déterminer totalement CM,,, nous résumons ceci dans
la proposition suivante.

Proposition 9.2.1. Pour n <5, CM,, est vide. Pour n > 6, l’ensemble CM,, est
une variété algébrique. De plus :
(1) CMg est la réunion de C11 4, C1 2,3 et de Uhypersurface de Ca 2.2 correspon-
dant auz fibrés décrits a la proposition 9.1.3.
(2) CM7 est la réunion de Ci15, Ci24, C133 et de Uhypersurface de Caz2.3
correspondant aux fibrés décrits a la proposition 9.1.4.
(3) pour tout n = 8, CM,, = C,,.
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Démonstration. La description de CM,, pour n # 6, 7 est donnée par la proposition
4.4.7; pour n = 6,7, elle suit des propositions 9.1.1, 9.1.3 et 9.1.4. [

10. (Z/2Z)?-fibrés en coniques tels que le groupe d’automorphismes
de la surface ambiante ne soit pas algébrique

Proposition 10.1.1. Soit (S,7) un (Z/27Z)%-fibré en coniques, avec un triplé de
ramification {A1, A, A3}, tel que Ay et Ay comptent 4 points et A3 = A3 U Ag
compte 8 points.

Alors, deuz involutions de Aut(S/PY) fizent chacune une courbe elliptique. Les
deuzx courbes elliptiques ne se touchent pas et sont toutes deux équivalentes a —Kg ;
le morphisme anti-canonique induit une fibration elliptique n : S — P, invariante

par Aut(S).

Le groupe Aut(S) n’est pas un groupe algébrique, alors que le groupe Aut(S,m) —
sous-groupe de Aut(S) — est un sous-groupe algébrique mazimal du groupe de
Cremona.

Démonstration. Notons o1, 02,03 les trois involutions de Aut(S/P!) fixant respe-
ctivement les courbes C7,Cs, C3, ramifiées aux points A1, Az, Az. Alors, Cy, Cy
et —Kg sont égaux dans Pic(S) et leur carré est égal & 0 (proposition 4.4.6). Les
courbes C] et Cy étant différentes, le systeme linéaire des courbes équivalentes a
—Kg est de dimension projective au minimum 1. Comme (K)? = 0, la dimension
est exactement 1 et le morphisme anti-canonique donne une fibration elliptique
n:S — P2, qui est invariante par Aut(S) (de maniere classique cette surface est
une surface de Halphen d’indice 1).

La surface S n’étant pas de del Pezzo, le groupe Aut(S,7) est un sous-groupe
algébrique maximal du groupe de Cremona (théoréme 1). Il reste & montrer que
Aut(S) n’est pas algébrique. Pour cela, on choisit deux fibres singulieres de 7 et ’'on
prend une composante dans chaque fibre, ce qui donne deux sections disjointes de
7. Alors, la translation de 'une des deux sections sur 'autre est un automorphismes
de S, qui est d’ordre infini et qui agit également de maniére infinie sur Pic(S), ce
qui termine la preuve. [
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