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TRANSFORMATIONS BIRATIONNELLES
QUADRATIQUES DE L’ESPACE PROJECTIF
COMPLEXE A TROIS DIMENSIONS

par I. PAN, F. RONGA et T. VUST

1. Introduction.

1.1. — Considérons m + 1 fonctions polynomiales ¢;(zo, ..., Zm) de
m + 1 variables & coefficients complexes, homogenes de méme degré et non
toutes identiquement nulles; on leur associe ’application rationnelle

@ P P [moy .. T [cpo(xo, ey )y s m(To,y - - ,xm)].

On dit alors que ¢ est une transformation birationnelle de P™ §’il existe
une application rationnelle 1) : P™ ---» P™ telle que ¥ o ¢ est identité; on
parle aussi de transformation de Cremona de P™.

L’exemple le plus connu et utilisé est :
P? s P2, [z0,21,T2] +- [2172, ToT2, ToZ1] = [1/Z0,1/21,1/72);
il apparait dans tous les traités de géométrie algébrique (par exemple [10],

chap. III, [7], chap. V, exemple 4.2.3).

Il existe une littérature abondante sur les transformations biration-
nelles de P2 et P? jusque dans les années 1920 ; on pourra consulter [1], [8]
et [11] pour Pétat de la question & cette époque. Puis le sujet s’est démodé.

Les auteurs ont bénéficié d’un soutien du Fonds National Suisse de la Recherche
Scientifique. Le premier auteur remercie la Section de mathématiques de I’Université
de Genéve pour son accueil chaleureux.
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1154 I. PAN, F. RONGA & T. VUST

Ici, on reprend ce sujet classique et on s’intéresse aux transformations
birationnelles quadratiques de P3 :

P s P?

ot les ¢; sont de degré 2, a changements linéaires a la source et au but prés.

Notons As I'espace des fonctions polynomiales homogenes de degré 2
en zg,r1,%2,L3, €t, pour ©g,p1,p2,03 € A linéairement indépendants,
M (p) le sous-espace de Ay qu’ils engendrent. On régle la question des
changements de bases au but en considérant

H := {M(yp) | ¢ birationnelle quadratique}.

On démontre au §2 que H est une sous-variété localement fermée de la
grassmannienne des 4-plans de A, avec trois composantes irréductibles de
dimension 11, 13 et 14 respectivement. Le groupe GL(4, C) opére dans H par
changements de coordonnées & la source et on dira que deux transformations
birationnelles quadratiques ¢’ et " ont le méme type si M(¢') et M (")
appartiennent & la méme orbite de GL(4,C).

Le résultat principal de ce travail est une liste complete des
représentants pour les types de transformations birationnelles quadratiques
de P (théorémes 3.1.1, 3.2.1, 3.2.2, 3.3.1; dans les tableaux ci-dessous on
donne une description géométrique de chaque type).

Dans son article [3], L. Cremona étudie trois types génériques de
transformations birationnelles quadratiques avec représentants :

I) [1'0,...,1}3] k-3 [1'0{E3,$1I3,$2.’133,(Eg —.’111(1)2];
II) [1130, ey CL‘3] b-- [_Z'O-Tl + ZoZ2,ToT3, —Lox1 + T1T2, .’1?1.’E3] ;
III) [xo, . ,1‘3] L4 [.’E% — X1x3, .’II% — X2X3, 1?1.’1)2,1130.’1?3].

Le sous-espace M correspondant (identifié & un systéme linéaire de
quadriques) est constitué des quadriques contenant

I) une conique lisse et un point en position générale;
IT) une droite et trois points en position générale;

ITII) quatre points en position générale avec plan tangent fixé en 'un d’eux.

Il ajoute ensuite prudemment «... sono poi da notarsi i sequenti cass
particolari ... »1) et finalement explicite 23 types; nous en trouvons 30.
(1) «... il faut ensuite remarquer les cas particuliers suivants ... )

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



TRANSFORMATIONS BIRATIONNELLES QUADRATIQUES 1155

A ce sujet, Conforto [2] dit « Ma non ci indulgeremo su questa discus-
sione, che potrd essere un utile esercizio per il lettore. »(?)

Au §4 nous rappelons briévement comment Cremona procede en
général pour construire des transformations birationnelles de P3. Notre
approche est différente et ne s’adresse qu’a la situation particuliere
nous montrons qu’il existe trois sous-variétés Y, h = I, II ou III, de
dimension 3 de degré minimal dans un espace projectif convenable P™* avec
paramétrisation ¢y, : P3 ----» Y}, telle que toute transformation birationnelle
quadratique ¢ de P3 se factorise & travers 'une d’entre elles :

jp—

on - ;
// // ™
S
]11;3 __:p_, ]P3

en une projection linéaire 7; les trois cas correspondent aux trois
composantes de H. La minimalité du degré de Y, implique alors que
le centre de 7 est un sous-espace «sécant» de Yy et il ne s’agit ensuite plus
que d’établir un tri parmi ces projections linéaires.

1.2. — Les sous-espaces de dimension 4 de la forme (€o¢, £1£, €3¢, £5€)
ou £y, . ..£3,£ sont des formes linéaires, constituent une orbite de GL(4, C)
dans H notée lin : elle correspond aux automorphismes de P3. Les autres
orbites de GL(4,C) dans H sont décrites dans les tableaux 1, 2 et 3,
oll on a mis ensemble les transformations de méme bidegré (§2.2). La
premiere colonne contient un nom pour désigner chaque type et la seconde
un pictogramme : ils tentent de décrire la géométrie du sytéme linéaire
correspondant & la transformation.

Dans le nom on met en exposant le degré de la transformation
inverse. On utilise les abréviations gen, tan et osc pour général, tangent et
osculateur; tan se réfere a une condition de contact & un plan ou une droite
pour les éléments du systéme linéaire, et osc a une condition d’osculation
le long d’une courbe. Dans certains cas, ou ’ensemble des points-base est
connexe, on rajoute exc pour exceptionnel. Les dénominations sont aussi un
peu inspirées par la position du sous-espace sécant a Y}, correspondant a la,
transformation.

Dans les pictogrammes un point noir «e» désigne un point de P2 et
un petit cercle «o» un point infiniment voisin; de plus dans le troisieme

(2) (Mais nous ne nous attarderons pas sur cette discussion, qui pourra étre un exercice
utile pour le lecteur. »

TOME 51 (2001), FASCICULE 5
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Transformations de bidegré (2, 2)

Nom Points-base Déf. du systéme linéaire | Image réc. d’une droite :
conique ...
gen(2(0) ® Contenir une conique coupant C en deux
O lisse C et passer par un points et passant par A
point A
genl(?] (%) ° Contenir une conique passant par A et cou-
C dégénérée en deux pant chacune des droites
>< droites distinctes et constituant C'
passer par un point A
tanl?l(0) Contenir une conique tangente & a en R et
Q lisse C, et étre tangente | recoupant C en un autre
a un plan o en un point | point
donné R de C
tanl2l(x) Contenir une conique tangente & a en R et
></ C dégénérée en deux recoupant ’autre droite
droites distinctes et étre
tangentes a un plan o en
un point R de C
genl21(//) Coénes contenant une passant par A, tangente
° droite d, tangents & un a a en un point de d
/ méme plan a le long
de d et passant par un
point A
oscl?l(x) Contenir deux droites tangente & o en A; deux
d’un plan o se coupant telles coniques dans un
en A et s’osculer le long | méme plan s’osculent
d’une courbe passant par | €n A
A, tangente a o
tanl21(//) Cénes contenant une tangente & a en A; deux
droite d, tangents & un telles coniques dans un
/ méme plan « le long méme plan s’osculent
de d, s’osculant en un en A
point A de d le long
d’une courbe tangente
daen A

Tableau 1. Les «e) représentent des points et les «o» des points

infiniment voisins.

tableau le carreau «o» représente la condition d’étre tangent & un plan

donné en un point donné.

ANNALES DE L’'INSTITUT FOURIER
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Transformations de bidegré (2,3)

Image réc. d’une droite :

a (resp. B8) en un point
R (resp. S) de d et
passer par un point A

Nom Points-base Déf. du systéme linéaire bi h d
contenir une droite d et | Cubique gauche ayant
comme sécante et
gen[3] passer par trois points passant par A, B,C
, B,
tan(3l(/) étre tangent a un plan tangente & o en R et
a en un point R de passant par A, B
d et passer par deux
points A, B
tanl] (o) passer par un point A et | passant par A, tangente
étre tangent & une méme | 3 d’ en B
droite d’ en un point B
bitan(3! (/) étre tangente a un plan passant par A, tangente

a « (resp. B) en R (resp.
S)

bitan[3l(/,e)

étre tangente a un plan
a en un point R de d
et étre tangente a une
droite d’ en un point A

tangente & a en R et
tangente & d’ en A

contact d’ordre 3 en
un point R de d le long
d’une courbe tangente
a d et passer par un
point A

oscm( /) passer par un point A et | passant par A; tangentes
s’osculer le long d’une entre elles en R
courbe en un point R
de d

osc[3](o) s’osculer le long d’une passant par A; deux
courbe en un point A telles cubiques s’osculent

en A
oscBI(/) s’hyperosculer avec passant par A, tangente

aden R

excl3ltanosc

s’osculer le long d’une
courbe en un point R
de d, étre tangent & un
plan « en un point S
de d

tangente & a en S; deux
telles cubiques sont
tangentes en R

AAA AAAA A4l

contact 4 en un point R
de d le long d’une courbe
tangente a d

excl3losc’/ s’hyperosculer avec passant par R; deux
contact 3 le long d’une telles cubiques s’osculent
courbe en un point R en R
de d

exclBlosc” s’hyperosculer avec tangente & d en R; deux

telles cubiques s’osculent
en R

Tableau 2. Les «e) représentent des points et les «o» des points
infiniment voisins.

TOME 51 (2001), FASCICULE 5




1158

I. PAN, F. RONGA & T. VUST

Transformations de bidegré (2,4)

Nom Points-base Déf. du systéme linéaire : | Image réc. d’une droite |
avoir méme plan tangent | quartique gauche ayant
a en un point p et un point double en p,
tangente & ¢ en p et
gen[4] L4 passer par trois points passant par A, B,C
.
® o A,B,C
tanl4l () . passer par deux points passant par A, B et
* © A, B et s’osculer en p ayant une branche
le long d’une courbe par p tangente a une
tangente & « droite fixe
tanl4l (e) © étre tangent & une droite | tangente & d en A et
o (] d en un point A, passer passant par B
par un point B
bitan[4! (o) i s’osculer en p le long de | passant par A et ayant
00 deux courbes tangentes les deux branches par
< a « et passer par un p tangentes chacune a
point A une droite fixe de «
bitan[4] (o, e) *© s’osculer en p le long ayant une branche
& une courbe et étre par p tangente & une
d’ b ét t te 3

tangent en un point A
a une droite d

droite fixe de « et
tangente & d en A

oscl4l (o)

s’hyperosculer en p le
long d’une courbe et
passer par un point A

ayant une branche

par p tangente a

une droite fixe de o
(ces branches ont un
contact d’ordre 2 entre
elles) et passant par A

Tableau 3 (premiére partie). Les «e» représentent des points, les «oy
des points infiniment voisins et les «o» la condition d’étre tangent & un
plan donné en un point donné.

Les pictogrammes essaient aussi de montrer les dégénérescences. Par

® o [ )
®
désignent respectivement une transformation dont le systéme linéaire est
constitué des quadriques contenant une droite d, un point A et :

exemple

— deux autres points : c’est genl3!;

— avec un plan tangent fixé en deux points de d : c’est bitanl®l(/);

— avec hyperosculation en un point de d, le long d’une courbe

ANNALES DE L’'INSTITUT FOURIER
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Transformations de bidegré (2, 4)

Nom Points-base Déf. du systeme linéaire : | Image réc. d’une droite :
avoir méme plan tangent | quartique gauche ayant
« en un point p et un point double en p,
tangente & « en p et
oscl4l(e) €0 passer par A et s’osculer | passant par A; ont un
en ce point le long d’une | contact d’ordre 2 entre
© courbe elles
cuspl4 (o) s’hyperosculer en p le ayant un point cuspi-

long d’une courbe avec
un ordre de contact 5 et
passer par un point A

dal & tangente fixe en
p et passant par A;
ont un contact d’or-
dre 2 entre elles

exctanosc

s’osculer en p le long
d’une courbe et s’hy-
perosculer en p avec un
ordre de contact 3 le
long d’une autre courbe

ayant une branche
tangente & une
droite fixe et 'autre
branche tangente a
une autre droite fixe;
ces derniéres ont un
contact 2 entre elles

excl4]

s’hyperosculer en p le

ayant une branche

osc
<§‘d) long d’une courbe avec par p tangente a
contact d’ordre 4 une droite fixe; ces
branches ont un
contact d’ordre 3
entre elles
exc{‘l]cusp s’hyperosculer en p avec ayant un point cus-

ordre de contact d’ordre
6 le long d’une courbe
admettant en p un point
cuspidal

pidal en p avec tan-
gente fixe; ces quarti-
ques ont un ordre de
contact 3 entre elles

Tableau 3 (deuxiéme partie). Les «e» représentent des points, les oy
des points infiniment voisins et les «¢» la condition d’étre tangent a un
plan donné en un point donné.

tangente & d : c’est oscll(/)’;

— avec hyperosculation en un point de d, le long d’une courbe
transverse & d : c’est exclPlosc’.

Comme le suggerent ces dessins,

— le type genl®! dégénere en bitan®!(/), qui dégénere en oscl®l(/)’;

— le type genl®! dégénere en excllosc’;

— mais ni bitanl(/), ni oscBl(/)’ ne dégénerent en exclPlosc’.

On dit que le type t’ dégénére en le type t” si 'adhérence de t’ contient ¢”.
y Y

TOME 51 (2001), FASCICULE 5
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La troisiéme colonne donne une définition géométrique du systéme
linéaire. Enfin, la quatrieme colonne donne des indications sur l'image
réciproque stricte d’une droite générique au but.

Précisons ce que ’on entend par osculation des quadriques d’un sys-
téme linéaire en un point p le long d’un germe de courbe C : cela signifie
qu’elles ont un contact au point p d’ordre 2 avec C' (i.e. que la multiplicité
d’intersection de ces surfaces avec C en p est 3). Seul le jet d’ordre 2de C en p
est déterminé; si le systeme linéaire définit une transformation birationnelle,
alors on peut prendre pour représentant de C l'intersection résiduelle de
deux surfaces, ce qui revient a prendre I’image réciproque stricte d’une
droite au but. L’hyperosculation se définit de maniere analogue, avec ordre
de contact > 3.

Pour deux (germes de) courbes lisses, osculation (resp. hyperoscula-
tion) signifie qu’elles admettent des paramétrisations locales ayant méme
jet d’ordre 2 (resp. > 3), en ce point; dans le cas ol les deux courbes
auront un point singulier en commun, on ne parlera pas d’osculation mais
simplement d’ordre de contact en ce point : c’est le nombre d’éclatements
nécessaires a les séparer, moins 1. Sauf mention expresse, les points, courbes
et surfaces qui interviennent sont supposés étre en position générale.

1.3. — Signalons aussi le travail [5] ol sont classés & conjuguaisons
affines preés, les automorphismes polynomiaux de degré 2 de C3. IlIs
apparaissent dans notre classification comme ceux dont le jacobien est
la puissance quatrieme d’une forme linéaire : ce sont

oscll(x), tanl(//), excllosc”, excMcusp.
2. Classes de transformations birationnelles
quadratiques de P°.

On note A, 'espace des formes quadratiques sur C* et H 1’ensemble
des sous-espaces M de dimension 4 de A, tels que

bu B BOLY), s (£ € M f(a) =0)

est birationnelle (MY désigne le dual de M). Soit M € H; les
transformations quadratiques de P? associées & M sont les applications

z — [po(x), d1(x), p2(x), d3()] ot (do, 1, P2, P3) est une base de M.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Dans ce paragraphe, nous donnons une premiére description de H,
notamment sa décomposition en composantes irréductibles, dont nous
calculons la dimension.

2.1. — Voici d’abord quelques notations. Soient C, D, H respective-
ment une conique, une droite, un plan de P et soit p un point de H. On
pose :

As[C) :={f € Az : Z(f) contient C},
Ao[D] := {f € Ay : Z(f) contient D},
As[p”] := {f € Ay : Z(f) contient p et est tangente & H en p};

ici Z(f) désigne la surface d’équation (f = 0).

Plus précisément, si la conique C est définie comme lintersection
de la quadrique d’équation (¢ = 0) et du plan d’équation (¢ = 0), alors
f € A3|C] signifie que f appartient & idéal engendré par q et £. La
signification de Aj[D] est claire. Enfin, si par exemple p = [1,0,0,0]
et H = (z3 = 0), dire que f € A,[p*] signifie que

f =axoxs + h(ml,xz,mg),

avec « € C et h homogene de degré 2.

Soit V' C Ay un sous-espace vectoriel; notons H(V) ensemble des
sous-espaces M de V qui appartiennent & H. On pose alors :

UHAQ[C HY = UH A[D)), HM = | ) H(A:[p™)).

peEH

Si A; désigne ’espace des formes linéaires sur C%, on introduit enfin
0.= {€A1 fe Al},

qui est ensemble des M € H tels que ¢ est linéaire.

ProposITION 2.1.1. — Ona H=HI UHITUHIL

Preuve. — Il est clair que H® ¢ HINHINH I, Soit donc M € H—HO
et q,q deux éléments génériques de M. Alors lintersection des deux
quadriques (g = 0) et (¢’ = 0) est constituée de la transformée stricte B
par ¢ d’une droite générale et d'un l-cycle effectif By qui ne dépend

TOME 51 (2001), FASCICULE 5
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que de M et dont le support est contenu dans l’ensemble Base(M) des
points-base de M. La courbe B est rationnelle irréductible de degré 2,3
ou 4.

Si deg B = 2 (i.e. B est une conique lisse), alors By est I'intersection
d’une quadrique et d’un plan : en effet, sans perte de généralité, on peut
supposer B définie par (¢ = x3 = 0) et par conséquent il existe £ € A; et
a € C tels que ¢ = ag+ z3¢; ainsi By = (= ¢ =0). Dans ce cas M € H .

Si deg B = 3 (i.e. B est une cubique gauche), alors By est une droite
et M € HL

Si deg B = 4, alors By = 0 et Base(M) est un ensemble fini non vide.
On observe dans ce cas que la quadrique (g = 0) est lisse : sinon, d’apres le
théoréme de Bertini, tout élément de M définit un cone avec sommet fixé
et ¢pr n’est pas dominante. On considére maintenant le systeéme linéaire
découpé par M sur la quadrique lisse (¢ = 0) dont un élément général est
une quartique irréductible rationnelle qui posséde donc un point double;
d’apres le théoréeme de Bertini, de nouveau, ce point est fixe d’ou aussitot
M e R O

2.2. Remarque. — Soit ¢ : P2 ---» P? une application rationnelle; on
dit que ¢ est de degré d si

¢ = [¢07¢17¢27¢3]

ou les ¢; sont de degré d sans diviseurs non-triviaux en commun. Dans ce
sens, les transformations quadratiques sont de degré < 2.

Si ¢ est birationnelle, le couple (deg ¢,deg ') s’appelle le bidegré
de ¢. Le degré de ¢! est aussi le degré de 'image réciproque par ¢ d’une
droite générale (voir [10], chap. I11, §4 et [9], §1), et donc deg 1 < (deg ¢)2.

On note H%¢ I'ensemble des M € H tels que ¢ est de bidegré (2, e).
De la preuve de la proposition 2.1.1 suit que

H=HUH>?UH>3UH>* (réunion disjointe) et
2,2 , , I
H>?cH', HPPcH", H*cH'™

2.3. — A un sous-espace V de A, on associe plus généralement
I’application rationnelle

pv PP P(VY), zv-s {feV:f(z)=0}

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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on note Yy I'image de ¢y, i.e. 'adhérence de I'image par ¢y d’un ouvert
non vide ou celle-ci est définie.

En particulier, soit M € H(Az[#]); alors ¢ se factorise en
Ya, o) — P(A2[+]V)

Paglsl 7 |
2.3.1 7 0T
( ) " oM ! .

P? -2 p(MY)

ou 7y, est la projection naturelle de centre L = Ker(Ag[*]¥ — MY), c’est-a-
dire que L est annulateur de M dans As[].

Dans cet alinéa, nous étudions les applications ¢g4,[,. Rappelons
qu’une sous-variété irréductible Y de P™ est de degré minimal si Y n’est
pas contenue dans un hyperplan et si degY = m — dimY + 1 (voir [4]).

ProposITION 2.3.1. — Pour * = C,D,p¥, Iapplication ¢a,[, est
birationnelle et son image Y, est de degré minimal dans P(Az[+]").

Cette proposition suit des trois lemmes plus précis suivants ou, pour
simplifier, on écrit ¢c et Yo au lieu de ¢4,(c) et Ya,[c), et de méme
pour ¢p, Ppx, etc.

LemveE C. — On a :

1) dim A3[C] = 5;

2) Y¢ est de degré 2 dans P*;

3) ¢¢ est birationnelle.

Preuve. — Sans perte de généralité on peut supposer que C a pour
équations (z3 = q¢(zo,z1,22) = 0), oll g¢ est de degré 2; quitte & choisir
une base convenable de As[C], on peut écrire

d)C : ['TOa Z1,%2, :L'3] i I:"'on-?)? x1T3,T2x3, a;g? qC(an zy, .1'2)] )

d’ou aussitot les assertions. O

LEMMED. — Ona:
1) dim A3[D] = 7;

2) Yp est de degré 4 dans P®; en fait, Yp est isomorphe & I'éclatement
de D dans P3;

3) ¢p est birationnelle.

TOME 51 (2001), FASCICULE 5



1164 I. PAN, F. RONGA & T. VUST

Preuve. — Sans restreindre la généralité, on peut supposer que D a
pour équations (zg = z; = 0). En coordonnées, on a donc

) 2 2
ép : [0, 1, T2, T3] [330,370171,$0$2,$0$3,$1,$1$2,$1$3]-
La composition de ¢p avec I'inclusion P® < P7, donnée par

[Yo, - - -, Ye] — [¥0» Y1, Y2, Y3, Y1, Y4, U5, Y6),

se factorise en

oump : [xo, Z1, T2, 23] — [To, 1] et o est Pimmersion de Segre

0([yo,y1], [270,1‘1,372,%3]) = [yi 'xj]i=0,1;j=o,...,3-

Par conséquent, Yp est isomorphe & la section hyperplane (z; = 24) de
I'image de o ou, ce qui revient au méme, a ’hypersurface (zgz; — 129 = 0)
de P! x P3 : c’est I’éclatement de D dans P3. Les autres assertions se
vérifient aisément. O

LEMME pf. — On a:
1) dim Az [pf] = 7;

2) Y,u est de degré 4 dans IPS; en fait, Y,u est un cone sur I'image de
I'immersion de Veronese P2 — P%;

3) ¢pu est birationnelle.

Preuve. — Rappelons que I’immersion de Veronese de P? dans P est
par définition le morphisme

[21, T2, 23] — [2%, 2122, 2123, 23, ToT3, T3

On peut supposer p = [1,0,0,0], H = (z3 = 0) sans perte de
généralité ; en coordonnées on a donc

. 2 2 2
Gpr : [0, T1, T2, T3] ¥ [ToZ3, TT, T1T2, T123, T3, TaT3, T3],
d’ou aussitot les assertions. O
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2.4. — Considérons le diagramme (2.3.1). Puisque ¢4, est bira-
tionnelle, la description des sous-espaces M appartenant & H(Az[*]) revient
a celle des sous-espaces L de Ap[+]" tels que mp : Yy, - P(MY)
est birationnelle; notons H(Az[+])° 'ensemble de ces sous-espaces. Dans
’annexe A nous montrons que si Y4, ,] est de degré minimal, alors H(Az[x])°
est un ouvert non vide de la variété S(Y4, ) des sécantes de codimension 4
de la sous-variété Yy, C P(A2[+]").

Si V est un sous-espace vectoriel, on note G(a, V') la grassmannienne
des sous-espaces de dimension a de V' ; on pose

G(a,C%) = G(a, b).

ProposiTION 2.4.1. — H est une sous-variété localement fermée
de G(4, A;) ; ses composantes irréductibles sont les ensembles H 1, H 1
eton a

11 si x=1,
dimH* =4 13 si =11,
14 si +=1IL
Preuve. — (a) La premiére assertion suit d’un résultat général

démontré dans ’annexe B.

On note Q l’espace des coniques de P2, qui est de dimension 8. On
considere

Xc = {(M,C) EHXQ:MC AQ[C]}

Par définition, les fibres de la seconde projection X¢ — Q sont les
H(A2[C)); par dualité celles-ci sont isomorphes & H(A2[C])°. 1 suit alors
de la description ci-dessus que ces fibres sont des ouverts non vides de
la variété S(Yc) qui est ici de dimension 3 : par conséquent, X est
irréductible de dimension 11. Puisque la fibre générale de la premiere
projection X¢c — H est finie et I'image de cette projection est H1!, on a
aussitét que H! est irréductible de dimension 11.

On démontre de maniére analogue que H ' et ™! sont irréductibles
de dimension 13 et 14 respectivement.

(b) Maintenant, on introduit
F:= |J G(4,42[D]) C G(4, Ap),
DeG(2,4)
Flyg = U G(4,A2[pH]) C G(4,A2)

pEH,HEPY
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Les sous-ensembles F5 et Fy 3 sont fermés dans G(4, A3). En effet, la
projection naturelle

Fig:={(M,p,H) € G(4,Az) x P* x (P*)" :p € H, M C As[p]}
— G(47 A2)

a pour image F 3 et ﬁ1,3 est fermé dans G(4, Az) x P? x (P?)¥; pour F,
on considére de méme la projection naturelle

Fy = {(D,M) € G(2,4) x G(4, A2) : M C A2[D]} — G(4, A2).

Par définition, F, et F} 3 contiennent HTU et HI respectivement. Soit
alors M ! un élément général de H! : il existe une conique lisse C telle que

/ YC — ]P4
¢C, , ! //
/’/ l / ‘ 7TL
P3---— Pp3
Ml

est commutatif ol Yo est une hypersurface de degré 2 (lemme C); comme
Yo est égale a sa variété des sécantes de codimension 4, le centre de la
projection 7y, est un point ¢c(p;1) € Yo, ce qui s’interprete en disant que

M= A4,[C,p1] := {f € Az : Z(f) contient C et p; };

on vérifie directement que M' ¢ F, U Fy 3, dou M! ¢ HO Yy HI gy
particulier, et finalement HI ¢ H I U H I,

De méme pour un élément général M I de H!!, il existe une droite D
et trois points p1, p2, p3 en position générale tels que

M™ = A3[D,p1,pa,p3] := {f € Az : Z(f) contient D et p1,p2,p3};

on vérifie que M ¢ Fy 5 d’ott HI ¢ HIIL,
Vu que dimH™ > dimH!, dim H™, alors H = H'U HT U H T est

la décomposition en composantes irréductibles de H. O

2.5. Annexe A. — Soit Y une sous-variété irréductible de dimension ¢
de P™. On suppose dans cette annexe que Y est non-dégénérée, c’est-a-dire
que Y n’est pas contenue dans un hyperplan.
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On note S(Y') la variété des sous-espaces sécants de Y de codimension
£+ 1 :il s’agit de ’adhérence de "image de application rationnelle

Y™ s G(m — 4,m + 1)

qui & (Y1,...,Ym_¢) associe le sous-espace de C™*! engendré par
Yi,-- -y Ym—e-

On note H(Y) Vensemble des L € G(m—¥f, m+1) tels que la restriction
a'Y de la projection 7y, : P™ -—-s P! est birationnelle.

Puisque Y C P™ est non-dégénérée, on sait que degy > m - ¢+ 1
(voir [6], cor. 18.12 et [4]).

PrOPOSITION A. — On a H(Y) C S(Y). Si de plus Y est de degré
minimal, alors H(Y') est un ouvert non vide de S(Y').

Preuve. — (a) On montre par récurrence sur codimY que H(Y")
est contenu dans S(Y). Si codimY = 1, une projection de centre
un point n’appartenant pas & Y n’est pas birationnelle et par suite
H(Y)YCY =S8(Y).

On suppose maintenant codimY > 1. Soit L € H(Y). Puisque
np, : Y - P* est birationnelle, la sous-variété linéaire P(L) de P™ rencon-
tre Y; on choisit un point p € P(L)NY et on note Y’ 'adhérence de
I'image de la projection m, : Y ---» P™~1 de centre p. Alors Y’ est aussi
non-dégénérée et 7y, se factorise en

Tp
P™----— Pm»l

T

y -._% Sy T opt

Comme 7y, est birationnelle, on peut appliquer 'hypothese de récurrence
a 7' : le centre L' de ' appartient donc & S(Y'). Enfin, puisque 7, induit
un isomorphisme entre ensemble des sous-variétés linéaires de P! et
I’ensemble des sous-variétés linéaires de P™ contenant p, il s’ensuit aussitot
que L appartient a S(Y').

(b) On suppose maintenant que Y est de degré minimal. Soit L € S(Y")
et p € P(L)NY. On considére comme avant la projection 7, : ¥ — Y’ :
alors Y’ est aussi de degré minimal et de deux choses I'une (voir [4], §3)
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(i) p est un point lisse de Y et 7, : Y ---» Y” est birationnelle;
(ii) Y est un coéne de sommet p et dimY”’ < dimY.

Une récurrence montre alors que H(Y') est non vide et que 7z, : Y — P*
est ou bien birationnelle ou bien non dominante. Donc d’aprés (a) on a

H(Y) =S(Y)NnD(Y),

o1 D(Y) désigne I’ensemble des sous-espaces L tels que 7z, : Y — P est
dominante. Il s’ensuit que H(Y) est un ouvert non vide de S(Y') puisque

D(Y) est un ouvert de G(m — ¢, m + 1). a

On note H(Ag) C G(£ + 1, As) Pensemble des sous-espaces M de
dimension £+ 1 de ’espace Ay des formes linéaires de degré d en zy, ..., T,
telles que

¢r Pl P(MY), z+--> {f € M : f(z) =0}
est birationnelle.

Soit V' un sous-espace vectoriel de A; de dimension m + 1 : il lui
correspond 'application rationnelle ¢y : P*---» Yy, C P(VV) = P™

x> {f€V: f(z)=0}.
Pour py, ..., Pm—¢ en position générale dans P¢, on définit

%:V[plv"'7pm—€] = {feV:f(P1)="‘:f(Pm—e)=0},

dont l’annulateur dans V'V est le sous-espace L engendré par ¢v (p1),-- -,
v (Pm—¢)- Par construction on a le diagramme commutatif

4’—(‘,/» P(V)
p m

oo > P(Vp)
COROLLAIRE. — On suppose que Yy est de degré minimal et que ¢y est
birationnelle. Pour p;, . .., Ppm—¢ €n position générale dans P¢, I’application
¢V[p1v":pm—l] : PY s P

est birationnelle; réciproquement, si pour M C V, ¢pr : Pt -5 P¢ est
birationnelle, alors M est une dégénérescence de sous-espaces de la forme
V[ply'“,pm—l]- a
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2.6. Annexe B. — Nous conservons les notations de 'annexe A.

ProrosITION B. — H(A4) est localement fermé dans G(€ + 1, Ag).

Preuve. — On note Morg(Ct1 C#!) I’espace des morphismes
homogenes f : C! — C**! de degré d, i.e. 'ensemble des (£ 4+ 1)-uples
(fo,---s fe), fi € Aq; de plus on désigne par £ 'ouvert de Mory(C¢*+1, C4+1)
constitué des (¢ + 1)-uples linéairement indépendants. Alors

m:&— GHE+1,Aq)

qui associe & f le sous-espace engendré par (fo,..., fe) est le fibré des
(€ + 1)-repéres sur G(£ + 1, Ag). Pour démontrer la proposition, il suffit de
prouver que m~(H(A,)) est localement fermé dans €.

Remarquons que dire que f est birationnelle revient a dire que f est
dominante et qu'’il existe g = (go, ..., ) tel que g(f(z)) est proportionnel
a z, ou encore : g(f(z)) Az = 0, pour tout z. On considére le morphisme

¥, : Mory(C, C**!) — Hom (Mor (C*!,C4)
,Morge+1(CHT, A2 CHYY),

fr—lgm (@ g(f(2) Aa)]

ainsi que, & la source, I'ouvert U constitué des morphismes qui sont
dominants (ou encore dont le déterminant jacobien n’est pas identiquement
nul), et au but le fermé ! constitué des applications linéaires non injectives.
Alors

Une (st
est constitué des f tels que I'application
Pl P zems o, fi]
est birationnelle de degré < d avec inverse de degré < e. Comme en général
l'inverse d’une transformation birationnelle de P¢ de degré < d est de
degré < d*~! (voir [9], §1), on a
TN (H(Ag)) =UNTL ()

et par conséquent 7! (H(Aq4)) est localement fermé dans &. i
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3. Classification des transformations de Cremona
quadratiques de P°.

Le groupe GL(4) opére naturellement dans G(4, As) et laisse invariant
H = H(A2) ainsi que chacune de ses composantes irréductibles H !, H !
et H™!; dans ce paragraphe, on classe les orbites de GL(4) dans H. En
particulier, on verra que celles-ci sont en nombre fini.

3.1. La classe I. — Puisque H' = |J, H(A2[C]), on est aussitot
ramené & étudier les orbites du sous-groupe d’isotropie G¢o de C dans
GL(4) opérant dans H(A2[C]). Par dualité, cela revient & décrire les orbites
de Go dans H(A2[C])° C S(Yc) (voir 'annexe A en 2.5). Finalement,
puisque Y¢ est une quadrique dans P* (lemme C du §2.3), on a S(Y¢) = Yo
et il s’agit ici d’étudier l'opération de G¢ dans la sous-variété (Yo)reg
constituée des points réguliers de Y¢ : en effet, la projection de Y¢ & partir
d’un point de Y¢ est birationnelle si et seulement si ce point appartient a
(YO )reg-

Pour fixer les idées, on choisit C := {z3 = q(zo, 21, z2) = 0} de sorte
que

Yo = {q(vo,v1,¥2) — ysya = 0}

oll q est ou bien générale ou bien ¢ = ;x5 ou bien q = 22.

LeEMME 3.1.1. — Il n’y a qu’un nombre fini d’orbites de G¢ dans Yg.

La sous-variété Ec := Yo N {ys = 0} est I'adhérence d’une orbite de
dimension 2 et son complémentaire Yo — E¢ est Iorbite ouverte; il y a
aussi le point fixe p := [0,0,0,0,1] : ces trois orbites sont dites générales.
De plus,

1) lorsque C est lisse, alors Y¢ est aussi lisse et les seules orbites sont
les trois orbites générales;

2) lorsque C' posséde un unique point singulier, alors Yo est un céne
de sommet s := [1,0,0,0,0] et en plus des orbites générales, il y a le point
fixe s et une orbite spéciale de dimension 1 dont I’adhérence est la droite
passant par p et s;

3) lorsque C' est une droite double, alors Y¢ est un cone de sommet la
droite D := {[x,%,0,0,0]} et en plus des orbites générales, il y a la droite D.

Preuve. — Précédée de ’éclatement o : Bl (P?) — P2 de C dans P?,
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I’application rationnelle

¢c : %o, T1, T2, T3] - [T0T3, T123, 273, 23, 9(T0, T1, T2) ]
devient~ un morphisme qui contracte sur p = [0,0,0,0,1] le transformé
strict H du plan H = (z3 = 0) de C et applique le diviseur exceptionnel
sur E¢. Notons E le diviseur exceptionnel de o. Alors G¢ possede quatre
orbites dans Blg(P?) :
ENH, E—-H, H-E, Blg(P®)—(EUH).

Puisque H collapse sur p, on a trouvé les trois orbites générales de G¢
dans Y.

En adaptant ces arguments on démontre les autres assertions du
lemme. O

Si fo,...,fi € Az, on désigne par
(for---s 1)

le sous-espace vectoriel de A, engendré par fy,..., fo € As.

TuEOREME 3.1.1. — II y a huit orbites de l'opération de GL(4)

dans H! avec comme représentants

gen®l (@) = (zoz3, 2123, 2273, ¢a),

tan?)(a) := (zoz3, 723,73, 2173 — ),

osc[z](x) := (ToT3 — T1T2, T1T3, T2T3, T2),

lin := (zox3, T173, T2T3,T3),

oua= 0, x ou//, avec

qo =13 — 1Ty, Qx =T1T2, Gy = T3.

Preuve. — Les orbites genl?/(a), tan(?(a) et lin correspondent aux
orbites générales du lemme pour chaque type a de conique en projetant
a partir de [0,0,0,1,0], [0,1,0,0,1] et [0,0,0,0, 1] respectivement ; I’orbite
oscl?l(x) provient de I'orbite spéciale dans le cas ol la conique est d’équation
(z1z2 = 0), en projetant & partir du point [1,0,0,0,1]. Les autres orbites
donnent lieu & des transformations qui ne sont pas dominantes. O

3.2. La classe II. — Puisque
H! = H(4.[D)),
D
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I’examen de la classe II est immédiatement ramené & 1’étude des orbites
du sous-groupe d’isotropie Gp de la droite D dans GL(4) opérant dans
H(A2[D]). Par dualité, cela revient & décrire les orbites de Gp dans
H(A2[D])° C S(Yp), mais comme Yp est de degré 4 dans P® (lemme D
du §2.3) et S(Yp) est constituée de plans dans P, la situation est un peu
compliquée.

Sans perte de généralité, on peut supposer que D = {zg = z; = 0} et
que

) 2 2
ép : [To, L1, T2, 23] — [X5, ToT1, ToT2, ToL3, TT, T1T2, T123].

Faisant précéder ¢p de l’éclatement Blp(P3) — P3 de D dans P3, on
obtient un isomorphisme Blp(P?) — Yp. Il s’ensuit que Gp posséde deux
orbites dans Yp :

(gen) : Yp — Ep, (exc): Ep
ou Ep est 'image de I'immersion P! x P! — PS¢
([uo, u1], [vo, v1]) — [0,0, ugvo, uov1, 0, u1vg, Uy 1]
et correspond au diviseur exceptionnel de Blp (P?).

Soit L € S(Yp); dans notre classification, il y a donc une premiére
distinction & effectuer : cas général LN (Yp — Ep) # 0, cas exceptionnel
LNYp C Ep.

o Cas général. — Sans perte de généralité, on peut supposer que
ép(r) € LNYp our =[1,0,0,0], et que ¢p,r := Pa,[D,r] = Tgp(r) © PD €St

¢p,r : T+ [ToZ1, T2, ToT3, TT, T1 T2, T1T3).
L’adhérence Yp , de I'image de ¢p , est donc I'image du plongement de
Segre P! x P? — P,
(y,2) = [Y020, Y021, Y022, Y120, Y121, Y122)-
LeMME 3.2.1. — Le groupe d’isotropie Gp , de r dans Gp posséde
quatre orbites dans P(C*/D) x P(C*/r) = P! x P2 :
(Dr-exc) : [1,0] x [0, *, *],
(r-exc) : [1,0] X [a,*,%], a#0,
(D-exc) : [*,b] x [0,%,%], b#0,
(gen) : [*,c] x [d,*,%], ¢, d#0. m|
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Passant & Yp , via le plongement de Segre et en gardant les mémes
notations, il y a donc quatre cas & considérer pour la sécante L' de Yp ,
image de L :

cas général : L' intersecte (gen),
cas D-exceptionnel : L' rencontre (D-exc) et L'n Yp - est contenu dans
l’adhérence de (D — exc),
cas r-exceptionnel : L rencontre (r-exc) et L' N Yp , est contenu dans
l’adhérence de (r-exc),

cas Dr-exceptionnel : L' N Yp - est contenu dans (Dr-exc).

Pour chacune des quatre possibilités, on choisit, respectivement, un
point p, € L' NYp, avec ¢ = 1,2,3,4. Sans perte de généralité, on peut
supposer

(gen): L'NYp, 2 p} :=[0,0,0,1,0,0] — [0,1] x [1,0,0],
(D-exc) : L' NYp - 3 py :=0,0,0,0,1,0] — [0,1] x [0,1,0],
(r-exc) : L'NYp, 2 py :=[1,0,0,0,0,0] « [1,0] x [1,0,0],
(Dr-exc) : L' NYp - 3 py :=[0,1,0,0,0,0] « [1,0] x [0,1,0].

En effectuant la projection de centre p;, on est conduit &

[zoz1, ZoT2, ToT3, T1Z2, T123], @ =1,

2 .
[$0$1,$0$2,$0$3,$1, $1x3]7 1= 27

¢D,r,p: LT 2 .
[xoz2, Tox3, 7, T 102, T123], i =3,

2 .
[xox1, Tox3, 7, T122, T123], =4

Géométriquement, ces applications rationnelles correspondent respective-
ment aux systémes linéaires de quadriques qui

o (gen) : contiennent D, 7 et p = [0,1,0,0];

o (D-exc) contiennent D,r et sont tangentes au plan H = (z¢ = 0)
eno=1[0,0,1,0] € D;

o (7-exc) contiennent D et sont tangentes & la droite T' = (22 = z3 =
0) enr;

e (Dr-exc) contiennent la conique C = (z; = zoz3 = 0).
Le cas (Dr-exc) fournit des transformations de la classe I qui ont déja

été étudiées.
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Concernant les trois autres cas, les variétés YD,m,:, adhérence de
I'image de ép,rp,> @ = 1,2,3, sont des quadriques dans P*; 'examen des
orbites des sous-groupes d’isotropie correspondants n’offre pas de difficulté.
Les résultats sont résumés dans le théoréme ci-dessous qui décrit les orbites
de GL(4) dans le sous-ensemble H 1, de H ! constitué des systémes linéaires

dont ’ensemble des points-base contient une droite et un point en dehors
de celle-ci.

THEOREME 3.2.1. — Le groupe GL(4) a douze orbites dans gy, dont
voici une liste de représentants :

genl®l := (—zoz) + zo2, Toxs, —ToT1 + T122, T1T3),
tanl®l(/) := (zoz1, o2 — T122, ToTs, T13),
tanl®l (o) := (xoz) — Toxo, Tos, 2172, T123),
bitan[‘o’](/) = (ToT1, ToTa, ToT3 — T1T3, T2),
bitan[3](/, o) := (xoxy, Tox3, T2, T123),
oscl®l()) := (zoz1, Tozo — 22, ToT3, 2123),

osc[3](/)' := (ZoZ1, ToT2 — T1T3, ToL3, T2),

oscl®l(e) := (zozo — 22, Toxs, 122, T123),
et genl?l(x), tanl?(x), oscl?l(x), gen?(//) qui appartiennent aussi a H!.

Cas exceptionnel. — Soit L € S(Yp). On s’intéresse maintenant
au cas LNYp C Ep ou Ep ~ P! x P! est lintersection de Yp
avec {[0,0,%,%,0,,%]} : cela signifie que ensemble des points-base de
g, o ¢p est D. Sans perte de généralité, on peut supposer que L contient
[0,0,0,0,0,0,1] =: p’ et que ¢p p = Ty © ¢p est de la forme

. 2 2 .
épp T — [T5, ToZ1, ToT2, ToL3, LT, T1L2);

l’adhérence Yp ,» de son image est le cone de sommet py := [0,0,0,1,0,0]
sur ’adhérence Z de I'image de ’application

[z0, T1, T2] — [T, ToT1, ToT2, T3, T12);

en fait Z est isomorphe & l’éclatement de [0,0, 1] dans P2.

Le systeme linéaire
Hy._ /.2 2
Az[D, 0" ] := (x5, ToT1, ToT2, ToT3, T7, T122),
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associé & ¢p , est constitué des quadriques contenant D qui sont tangentes
a H = (zg =0) en o = [0,0,0,1]; son sous-groupe d’isotropie B est le
stabilisateur du drapeau o € D C H. Maintenant on peut, comme tout-
a-I’heure, étudier les orbites de B dans Yp ,, puis projeter Yp ,/ & partir
d’un point de chacune de celles qui sont compatibles avec la condition
LNYp C Ep.

Mais on peut procéder autrement. On introduit
A3[0,0,1] := (22, zo1, ToT2, T2, T172)
qui correspond aux coniques planes passant par le point [0, 0, 1]. Alors on a
M € H(A2[D,0™]) = M’ := M n A;[0,0,1] € H(A2[0,0,1]).

En effet, un tel M posséde une base de la forme (fo, f1, f2, Tozs + f3) avec
fi = fi(zo,z1,22) € A2[0,0,1],¢=0,1,2,3 et application

f i [xo, 21, 22, 23] — [ fo, f1, f2, o3 + fa]

est birationnelle si et seulement si

f’ : [100,101,372] — [anfl:fZ]
est birationnelle.

Maintenant,

o si H(A2[D,0])exc désigne I’ensemble des M € H(Az[D, o)) tels
que ’ensemble des points-base de ¢,s est exactement D et

o H(A2[0,0,1])exc est ensemble des M’ = (fo, f1, f2) € H(A2[0,0,1])
tels que (fo = f1 = f2 = 0) est contenu dans la droite (o = 0), on a

M € H(A2[D,0o"]) == M':=MnNA[0,0,1] € H(A2[0,0,1])

exc exc’

En effet, si f;(a,b,c) =0, i =0,1,2, avec a # 0, alors [a, b, ¢, —a~! f3(a, b, c)]
est un point base de f qui n’appartient pas a D.

L’application M — M’ est B-équivariante et B opére dans

H(A2[0,0,1])

exc

comme le stabilisateur By du drapeau [0,0,1] C (zo = 0) C P2 Par
conséquent, pour étudier 'opération de B dans H(Az[D,0"])exc, on
commence par celle de By dans H(Az2[0,0, 1])exc-
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LEMME 3.2.2. — Le groupe B posséde cing orbites dans H(A2[0,0, 1])exc
dont voici un systéme de représentants :

(a) = (3, xoT2, T1T2), Systéme linéaire des coniques par py = [0,0,1]
et tangentes a (z2 = 0) en p; = [0,1,0];

(b) = (z3,x071,T172), Systéme linéaire des coniques tangentes &
(z1 = 0) en pg et passant par p; ;

(¢) = (x3+x122,72, ToT1), Systéme linéaire des coniques qui osculent
(x3 + x122 = 0) au point po;

(d) := (woz2+7?, 22, T0T1), Systéme linéaire des coniques qui osculent
(22 + zox2 = 0) au point po;

(€) := (x3,ToT1, ToT2), Systéme linéaire des coniques qui contiennent
la droite (zo = 0). a

On désigne par HJL. le sous-ensemble de H ! constitué des systémes

linéaires dont ’ensemble des points-base est une droite.
THEOREME 3.2.2. — Le groupe GL(4) a quatre orbites dans HZ., dont
voici une liste de représentants :
excBltan osc := (mg, ToT1,ZT1Z2,LToL3 — xf),
excllosc := (22, zoxo, T1T2, ToT3 — T2),
excllosc” := (zoza + 2,22, 201, ToT3 — T1T2)
et tan!?l(//) qui appartient aussi & H!.

Preuve. — Soit M € H(A2[D, 0" ])exc; alors

M = (anf17f27z0x3 + f3>

ou M’ := M N Az[0,0,1] = (fo, f1, f2) et f3 € A3[0,0,1]. D’apreés le lemme,
on peut supposer que M’ est de I'une des formes (a), ..., (e) et il reste &
préciser f3. On traite par exemple le cas (a). On a

M = (z%, xox2, 2122, ToT3 + QT0T1 + B2l), , B € C.

Si B = 0, alors ’ensemble des points-base n’est pas une droite. Si § # 0, on
considére

avec v+oau=0 et fu=-1,

S O O
S O O
S = O O
- o O O
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et on a

2 2
s- M = (x5, x0x2, T1Z2, ToT3 — L7)-
On a trouvé le type exclBlosc’. 0

Note. — Comme H™ = HJI, UHJL, les théoremes 3.2.1 et 3.2.2

completent la classification des types de transformations birationnelles
quadratiques de la classe II.

3.3. La classe III. — Puisque

HI = | ) H(42[0"]),

oeH

I’examen de la classe III est immédiatement ramené a ’étude de ’opération
dans H(Az[0f]) du sous-groupe d’isotropie B := G,» du drapeau o € H
dans GL(4). Sio=[1,0,0,0] et H = (z3=0),0on a

A2[0H] = (1’0%3733%7»?%,33%,1‘1552,301373,$2$3>-

Ici une circonstance semblable a celle qu'on a rencontrée lors de

I’étude de HL. se produit : la variété Y,u est un cone et on a

M € H(Az[o"]) &> M N Ax(z1,%2,23) € H(A2(1,22,23)),

ou As(x1, 2, x3) désigne l'espace des formes quadratiques en x1, zo, x3.
Plus précisément, ’application

(3.3.1) o {H(Az[o’ﬂ) — H(As(x1, T2, T3)),

M+— M’ =Mn A2(.’L’1,.’L‘2,I3)
est B-équivariante et B opére dans H(Ax(z1,z2, z3)) comme le stabilisateur

By de (z3 = 0) dans P2. Par conséquent, pour étudier ’opération de B
dans H(Az[0™]) on commence par celle de

By =

O ¥ ¥
O % ¥

dans H(Az(z1, T2, x3)).
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LeEMME 3.3.1. — Le groupe By posséde 13 orbites dans H(Az(z1, T2, T3))
voici un systéme de représentants :

(al) := (2% — 2173, 73 — T2x3,2122), Systéme linéaire des coniques
par p; :=[0,0,1], p2 :=[1,0,1] et p3 := [0, 1,1];

(a2) := (2% — z173,T1T2, T2T3), Systéme linéaire des coniques par p;,
p2 et r1 :=[0,1,0] qui appartient & (z3 = 0);

(a3) := (z1T2, 173, T2T3), Systéme linéaire des coniques par p;, r1 et
ro := [1,0,0], ces deux derniers appartenant a (z3 = 0);

(b1) := (2% — z123, 2%, 2172), systéme linéaire des coniques par py et
tangentes a (1 = 0) en p;;

(b2) := (22, 2172, Tox3), Systéme linéaire des coniques par r; et
tangentes a (zz = 0) en p; ;

(b3) := (x2, x173, 22(T1 — T3)), Systéme linéaire des coniques par p; et
tangentes a (r; — z3 = 0) en 1 ;

(b4) := (2% x173,2273), Systéme linéaire des coniques par p; et
tangentes & (3 = 0) enry;

(b5) := (x%, x172, T2x3), Systéme linéaire des coniques par r; et
tangentes a (x2 = 0) en 7o}

(c1) := (2%, 2172, 2% — Tox3), Systéme lindaire des coniques osculant
2 _ .
(5 —z122=0) en py;

(e2) := (z?,z173,2% — 2172), systéme linéaire des coniques osculant

(22 — 122 = 0) en 7y ;

(c3) := (2%, 2173, 2% — T273), Systéme linéaire des coniques osculant
(2 — 323 = 0) en 7y ;

(lin1) := (z122, T3, T273), systéme linéaire des coniques contenant la
droite (zz = 0);

(lin2) := (z123, T2x3,73), systéme linéaire des coniques contenant la
droite (z3 = 0). O

TuEOREME 3.3.1. — Le groupe GL(4) a 26 orbites dans H' dont
une liste de représentants :

4 .

2 2
gen'™ 1= (z7 — T123, %5 — T2%3, T1T2,T0T3),

tanl4 (o) := (mf — T123,T1T2,L2T3, ToT3 — x%),
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bitan! (o) := (2122, 2123, 2223, To3 — 23 — 73),
tan[4]( o) := (z% — 7123, 2122, T3, ToT3),
bitan® (o, ) := (2,24, 2273, 23, Toz3 — 23),
oscll(0) := (22, z123, To (21 — 3), Tox3 — 23),
cusp!! (0) := (2123, 2223, 73, ToT3 — 23),
excltan osc : = (T1%2, T2T3, T3, ToT3 — T3 — T3),
oscl¥(e) 1= (23, 2120, 27 — wzxs,woi’s),
excosc 1= (23,2123, 23 — 2122, ToT3 — T3),
exccusp := <aj:2,’ T1T3,T] — ToT3, ToT3 — 1‘%>
et les types
lin, tanl?(0), genPl(x), genl?(/)), tanl?(x),
tan?(//), oscl?(x), tanBl(/), bitanPl(/e), oscll(/),
bitanl(/), excBlosc’, excPlosc”, oscll(/), excl®ltan osc,

qui appartiennent aussi 8 H! UH L.
Preuve. — On suit la méme méthode que celle utilisée au théo-

réme 3.2.2. Pour M’ := (fo, f1, f2) € H(Az2(z1,z2,z3)) fixé, on détermine
les orbites du groupe

Gur

OO O *

opérant dans lespace affine zgzs + Ag(z1,x2,23) /M’ (ici, Gpp est le
stabilisateur de M’). Si (moxg + f3 )) est un systéme de représentants,

alors (fo, f1, f2,Tozs + f3 ) est un systéme de représentants pour les
M € H(Az[o']) tels que M N Ay(x1,z2,73) = M’. Le lemme indique quels
sont les sous-espaces M’ & considérer.

Explicitons par exemple le cas (b5) ot M’ = (22, z1z2, T273). Lci,

GM' =

S O %

0
*
0

* O *

TOME 51 (2001), FASCICULE 5



1180 I. PAN, F. RONGA & T. VUST

et il s’agit de décrire les orbites de

* % % %
0 x 0 =
0 0 x O
0 0 0 =«

opérant dans zoz3 +ax? + B3 +vyr123+ M’ (@0, 8,7 € C); il y en a quatre :
« lorbite de zpz3 qui est de dimension 1 et est égale a
{zozs +yz123 + M'};

« Porbite de zoz3 — z? qui est de dimension 2 et est égale &

{moxg + ax? +yzizs+ M | o # 0} ;
o Porbite de zgxs — x% qui est de dimension 2 et est égale &

{zoms + Bx3 + yz125 + M’ | B # 0};
« Porbite de zgz3 — 72 — 2% qui est de dimension 3 et est égale &

{zozs + @z} + B3 + Y2125 + M’ | et B # 0} .

Par conséquent, (bs) fournit quatre types dans H(Az[o'!]), & savoir
tan[z](x), excmosc', exclltan 0sc, exctan osc
respectivement. O

Remarque 3.3.1. — Excepté (lin1) et (lin 2), chaque orbite O’ de By
dans H(Az(x1, T2,x3)) fournit une unique orbite O dans H! — (HIUH);
de plus O est dense dans p~1(0’).

Remarque 3.3.2. — Considérons le systéme linéaire

M := (xox3,T123, T3, T1T2)

du type tan{zl(x) constitué des quadriques passant pas la conique
T3 = 7172 = 0 et tangentes & (x; = 0) en [0,0,1,0] : on a M € H(A3[oF])
pour o = [1,0,0,0] € H = (z3 = 0), mais aussi M € H(Az[p¥]) pour
p=10,0,1,0] € K = (z; = 0); de plus MNAz(z1, T2, 23) = (T1%3,T3,T172)
est du type (bs) tandis que M N Ay(zo,71,23) = (ToT3, 173, T3) est du
type lin1.

On voit ainsi que tan(?(x) apparait dans deux fibres différentes de ¢.

Remarque 3.3.3. — Les tableaux de I'introduction s’obtiennent par
un examen soigneux de chaque cas.
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4. Dégénérescences.

Ce paragraphe contient quelques indications sur les dégénérescences
de transformations birationnelles quadratiques de P3.

Rappelons qu’on dit que le type t' dégénére en le type t” si ’adhérence
de t' contient t”.

Ci-dessous on donne les graphes de dégénérescences entre types de
méme bidegré; les nombres & droite indiquent la dimension. Un type
dégénere en ses voisins inférieurs.

O | u

2 > | 1

tan?(0) genl?l(x)
9
tan(?l (x)
/ 8
oscll(x) gen@(//)

Transformations de bidegré (2, 2)

Les cas de bidegré (2, 2) et (2, 3) se traitent directement : la géométrie
suggere si un type est ou n’est pas dans I’adhérence d’un autre; le calcul
du déterminant jacobien permet quelquefois de décider des situations
douteuses. Par exemple, le déterminant jacobien de bitan(®!(/) est constitué
de trois plans contenant la droite des points-base, dont 'un est double,
tandis que celui de exclPlosc’ est constitué d’un plan triple contenant la
droite des points-base et d’un plan transverse a celle-ci. Il s’ensuit que
bitan!® (/) ne dégénére pas en excl3osc’.
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‘. 13
genl!
© L]
— o | 12
tandl(e) | | tan()
oce © . .
— \ \K \Ko\ "
osc¥(e) | |bitan®(/,e)| | oscPl(/) | | bitan®(/)
| [ X1
\K \ko\ \m\' 10
excl osc’ excl® tan osc oscl3l(/)
\K 9
excl¥ osc”

Transformations de bidegré (2, 3)
Pour établir les dégénérescences entre types de bidegré (2,4), on se
sert du morphisme (3.3.1) :
_ {H(Az[o”]) — H(Az(21,22,23)),
‘ Ml——'>M, = MﬂAQ(.’Bl,IQ,mg,).

Soit ¢ un type de transformations birationnelles quadratiques de P3,
i.e. une orbite de GL(4) dans H(Az2); on pose

lorp=1N H(AQ[OH]).
PropoSITION 4.0.1. — Soient t' et t” deux types de transformations
quadratiques de P3.

(i) Sit' dégénére en t” et si t’;H] est constitué d’une seule orbite de B,
alors <p(t{o,,]) dégénére en cp(tE;H]).

(ii) Sit’ et t” sont de bidegré (2,4), alors
t' dégénére en t” <= (t(,x)) dégénére en <p(tf;H]).

Preuve. — L’assertion (i) est un cas particulier du lemme suivant,
avec G = GL(4) et B = G .
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° 14
genld
. '
‘e o ° 13
tanl¥ (o) tan(4(e)
/
0 . [ 00
bitan' (0, #) oscl®)(o) bitan'*!(0) oscll(e)
N\ I \
§ & °® 11
cuspll (o) excosc excl tan osc
g
s 10
excl¥ cusp

: Transformations de bidegré (2, 4)

LEMME 4.0.2. — Soit G un groupe linéaire algébrique connexe et B un
sous-groupe parabolique de G. Soit X une G-variété algébrique et Y une
sous-variété fermée de X qui est laissée stable par B. Soient enfiny’,y" €Y.
On suppose quey” € G-y’ et que (G-y")NY = B-y". Alorsy" € B-y'.

Preuve du lemme. — Puisque G/B est complete, on a G -y =
G(B-vy'). 1l existe donc s € G et z € By tels que ¥’ = s - z. Comme
z=s1.9y" €G-y NY,ilexiste b € B tel que z = b-y" et par conséquent
W' =b1-2e BB y) =By .

Soit ¢t de bidegré (2,4); alors t possede un représentant M qui
appartient & H(Az[0?]). Supposons que s~! - M appartienne aussi &
H(Az[of]), s € G;sis-0o=o0c¢et s-H# H, alors M est constitué de
quadriques singuliéres en o, ce qui n’est pas possible; si s- 0 # 0, le systéme
linéaire Mg induit par M sur un plan K contenant o et s - 0 est constitué
de coniques avec tangentes fixées en o et s- 0 : on a dim(Mg) < 2 ou bien
la droite passant par o, s - o est contenue dans I’ensemble des points-base
de M, ce qui est impossible dans les deux cas. On a donc montré que s € B,
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i.e. ton est une seule orbite de B, ce qui avec (i) démontre I'implication =
dans (ii).

Puisque ¢ est ouverte et, pour tout ¢ de bidegré (2,4), Porbite #[,x
est ouverte dans ¢~ 'o(t[,x]) (cf. remarque 3.3.1), les dégénérescences au
but se relévent. O

Il suit de la proposition 4.1.1 que le tableau des dégénérescences entre
types de bidegré (2,4) s’obtient & partir de I’étude des dégénérescences
entre orbites de By dans H(Aa(z1,z2,z3)) (¢f. lemme 3.3.1). Cette méme
proposition est aussi utile pour établir la (non)-dégénérescence entre types
de bidegré différents.

Par exemple, cherchons les descendants de excosc.

o Le type excl¥osc est de dimension 11 et ne dégénére pas en gen[?(x)
ou genl?(//) (on peut le vérifier en calculant les déterminants jacobiens).
Il ne dégénere pas non plus en excl®losc’ ni en oscll(/)’ : on observe en effet
que la trace sur H(Az[0?]) de ces derniers est une seule orbite de B dont
I’image par ¢ est constituée de systémes linéaires de coniques avec deux
points base (avec les notations du lemme 3.3.1 il s’agit de (b5) et (b4));
comme d’autre part 'image par ¢ de la trace sur H(Az[0]) de exc[osc est
constituée de systémes linéaires de coniques qui s’osculent (il s’agit de (¢2)),
P’assertion suit de la proposition 4.0.1.

e Que exclosc dégénere en tanl?(O) et exclltanosc est explicite
dans les déformations

2 2 2 2 2 2
(x],z123, €25 — 21Z2,ToZ3 — T5) et (T7,Z1%3,T5 — L1L2, ToLs — EXTS)

respectivement.
De plus, on sait déja que exc[¥osc dégénere en excl¥cusp.

Comme la liste des types de dimension 10 est tanl?(0), genl?l(x),
excBlosc/, exclBltanosc, oscl®l(/) et excllcusp, on a trouvé tous les liens
avec les types de dimension 10.

o Les seuls types de dimension 9 sont tan[?(x) et excllosc”. Puisque
un type de bidegré (2,2) ne peut dégénérer en un type de bidegré (2,3),
tan!?l(O) ne dégénere pas en excBlosc”. Un calcul de déterminant jacobien
montre que exccusp ne dégénere pas en tan[zl( x). Les dégénérescences de
excl®ltan osc en tan®l(x) et de exccusp en excl¥losc” sont explicites dans

2 2 2 2 2
(g, ToT1, ToT3 — €77, 2122) et (T3, 713,27 — T2T3,Z0T3 + T1T2 +ET3)
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respectivement. Les autres liens entre dimensions 10 et 9 concernent des
types de méme bidegré et sont déja connus. Le fait que excl¥osc” dégénere
en oscl?(x) est explicite dans

2 .2
(1’31’2 + Ex7,%3,X3%1,TOT3 — .T1I2>.

o En dimension < 8, il n’y a plus que des types de bidegré (2,2) et la
situation est claire (remarquer que gen/?(//) a déja été exclu).

En résumé, on a le tableau suivant qui décrit les descendants de
excosc :

c)O

S 11

excl4 osc

©000

)

e 1

tanl?(0) excl® tan osc excl¥ cusp

X

= |

tan(?(x) excl® osc”

X

oscl@(x)

K

tanl®l(//)

lin 3

Les descendants de excosc
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5. Commentaires historiques.

Soient S C P3 une surface rationnelle de degré n et m: S — P? une
application birationnelle. On considére le systéme linéaire A sur P?, image
par 7 de la trace du systéme linéaire de toutes les surfaces de degré n
dans P3.

Grosso modo, la méthode de Cremona (voir [3], [2]) consiste & remonter
les sous-systémes linéaires de A correspondant aux transformations
birationnelles de P? en des systémes linéaires de dimension 4 sur P3
contenant S; ce sont des candidats pour construire des transformations
birationnelles de P3. Dans le cas que nous avons traité, i.e. celui des
transformations quadratiques, la méthode de Cremona peut étre précisée,
dans un langage un peu plus moderne, de la maniére suivante.

Soit @ C P3 une quadrique lisse. Prenons o € Q et considérons une
projection m = m, : S — P2 de centre o; si £;,f; C @ sont les deux
génératrices par o et p; := w(¢; — {0}), ¢ = 1,2, on a un isomorphisme
T :Q — {f1Ufs) — P2~ {p1,p2}. On a aussi le diagramme commutatif
suivant :

ol o, et o désignent, respectivement, 1’éclatement de o dans @ et de p1,p2
dans IP?; I'image par ¢ du diviseur exceptionnel de o, est la droite p;ps.
Ici, A est le systeme linéaire des quartiques passant par p; et py avec
multiplicité > 2 : plus précisément, A est 'image par o, o o) de la trace
sur Q du systeéme linéaire de toutes les quadriques dans P* (pour les notions
d’images directes et inverses, voir par exemple [7], chap. V).

Considérons les sous-systeémes linéaires de A constitués par

I) les droites de P? plus, comme composantes fixes, la droite p1ps et
une conique passant par p; et ps;

I1) les coniques de P? passant par p; et deux autres points plus,
comme composantes fixes, la droite p;ps et une autre droite passant par ps;

III) les coniques de P? passant par trois points, plus la droite p1ps
comptée deux fois comme composante fixe.

En remontant ces trois systémes, on obtient les trois types généraux
de classe I, II et III respectivement.
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