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Résumé
On montre que le premier degré dynamique d'une transformation de Cremona du plan qui stabilise une courbe irration-
nelle non elliptique est égal & 1. De plus, parmi ces transformations, on caractérise celles qui sont d’oRiue fiitier cet

article: I. Pan, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 341 (2005).
0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

On the dynamic degree of plane Cremona transformations which stabilise an irrational non elliptic curve. We show
that the first dynamical degree of a Cremona transformation stabilizing an irrational non elliptic curve is 1. Moreover, among
these transformations, we characterize those which have finite @odete this article: I. Pan, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. |
341 (2005).
0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

Fix a birational mapF : P? --» P2, We define theFirst Dynamical Degre®f F as (see [9] and [6])
A(F):= lim deg F")Y/",
n—oQ
where ded™” denote theAlgebraic Degreeof F" .= F o --- o F. It is invariant under conjugation by birational

maps and we havie(F) = A(F*) for all £.
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Let C c P? be an irreducible curve whose geometric gep(S) is greater than 1. We say thAtstabilizesC
when F maps a point in general position ¢hinto a point ofC. The restriction ofF to C is of finite order¢, since
g(C) > 1.

From a theorem of Castelnuovo (see [3]) it follows thaFff has no finite order then it is conjugated to a de
Jonquiéres (birational) transformation: e.g., it preserves a pencil of lines. As itis shown in [1] or [6], a de Jonquiéres
transformation has = 1: more precisely, from [6, Theorem 0.2] it follows that

(i) the sequencédegF™} grows at most linearly.

On the other hand, we remark that a de Jonquiéres transformation of infinite order staldiljAimiges the
normalization ofC to be hyperelliptic. In fact, a power df fixes all point ofC and a line of the pencil (associated
to F) intersect<C in two ‘variable’ points. Then

(ii) If the normalization ofC is no hyperelliptic £(C) > 1) then ordF) < oo.

Finally, considering [6, Theorem 0.2] and [8, Theorem 3.2] together, we can show:

(i) F is of finite order if and only ifA(F) = 1 andF is conjugated to an automorphism of a smooth surface.
In fact, whenF is conjugated to an automorphism an@’) = 1 from [6, Theorem 0.2] (see also [11]) we obtain
that F is conjugated to an automorphism isotopic to the identity for sem&uch an automorphism can be
conjugated to a product automorphismidfx P, SinceF¢|c = Idc andC is not rational we concludé* = id
by the Liroth Theorem. The converse sentence follows directly from [8, Theorem 3.2].

Here, (i), (ii) and (iii) are essentially Theorem 1.1 and Corollary 1.2 below.

1. Introduction

On désigne paP? = ]P’é le plan projectif sur le corp§€ des nombres complexes. Fixo@sc P2 une courbe
irréductible ; on notez(C) le genre de sa normalisation. S@it P? --» P? une transformation de Cremona du
plan projectif; observons qué n’est collapsée paF que lorsqueg(C) = 0. On dira queF stabiliseC si elle
induit, par restriction, une application birationnelledelansC. Une telle transformation appartient &oupe de
décomposition d€ d’aprés Gizatullin [10].

Finalement, on note

A(F):= lim deg F"Y", 1)
n— o0
ou ded F") dénote le degré (algébrique) d¥ : c’est un invariant par conjugaison qui coincide avepriEmier

degré dynamiquéde F qui est défini dans [9] et [15] ou [6] (voir §2 plus loin).
Le but de cette Note est de démontrer le théoreme suivant.

Théoréme 1.1. Supposons que(C) > 1. Soit F :P? --» P2 une transformation de Cremona qui stabili€e
On a:

(&) A(F)=1etla suite{degF"} croit au plus linéairement
(b) si F est conjuguée a un automorphisme d’une surface ration(ledks), alors F est d’ordre fini;
(c) sila normalisation de” n’est pas hyperelliptique, alorg est d’ordre fini.

L'Exemple 1 montre que I'hypothése portant sur la normalisatioq’ @st nécessaire dans I'assertion (c). Pour
un exemple de transformation avee- 1 qui stabilise une courbe rationnelle voir 'TExemple 2.

Exemple 1. Considérons la courbe plane hyperelliptiqiied’équation affiney? = h(x), ol i est un polynéme

sans racine multiple de degré 2- 2 pourg = 1,2, .... Une application birationnelle d&€2 qui préserve les
droites verticales et fixe les points des’écrit sous la forme
a(x)y +h(x)
@y, ——
y+ax)
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aveca(x)? — h(x) 2 0 poura € C(x). Observons que pourgénérique une telle transformation est d’ordre infini;
néanmoins son premier degré dynamique est 1 (voir par exemple [1] ou [6, Lemme 4.2]). Cette transformation
appartient asroupe d'inertiede C d'apres [10].

Dans [5] on exhibe une écriture pour une transformation qui stabilise une c6urhdermes de I'équation de
la courbe (la référence a ce travail, dont le titre apparait incomplet, a été prise de [12, Chapitre VIII, 82, No. 465]).
Du théoreme suivent les corollaires suivants :

Corollaire 1.2. Soit F : P2 --» P2 une transformation de Cremona. On a

() SiA(F) > 1latransformationF ne stabilise pas de courbe irréductible de genré.

(b) Si F stabilise une courbe irréductible non hyperelliptig{gonc de genre= 3), alors elle est d’ordre fini et
conjuguée a un automorphisme d’une surface rationnelle.

(c) Si F stabilise une courbe irréductible hyperelliptique de gemre, alors la suite{degF"} croit au plus
linéairement.

Remarque 1. Si F est d’ordre fini, alors.(F) = 1 et d’aprés [8, Théoréme 3.2] elle est conjuguée a un automor-
phisme.

Corollaire 1.3. Si F stabiliseC avecg(C) > 1, alors F est d’ordre fini si et seulement (F) =1 et F est
conjuguée a un automorphisme d’une surface rationnelle.

2. Lereésultat principal

Soitgp: X --+ X une application birationnelle d’'une surface projective lisse.

On dira quep estconjuguéei une application birationnelig : X --» X s'il existe une application birationnelle
:X - Xtellequep=topor L

Comme dans [6], on peut définir pgemier degré dynamique(p) = A1(¢p) : c'est un invariant de la classe de
conjugaison dep, qui dans le cas oX = IP? coincide avec celui de I'Eq. (1) (voir [6, Proposition 1.18, Corol-
laire 1.19, Corollaire 2.1]).

Un automorphisme d’une surface projective lisseX — X estisotope a l'identités’il est le flot au temps 1
d’'un champ de vecteurs holomorphe.

Pour démontrer le Théoréme 1.1 on a besoin des deux résultats ci-dessousFidésigne lordre de I'appli-
cationF.

Proposition 2.1. SoientC une courbe irréductible ef : P2 --» P2 une transformation de Cremona qui stabiliSe
Supposons qug(C) > LetA(F) = 1. Alors, on a, ou moins, I'une des situatiofmon exclusivéssuivantes

(a) F estd'ordre fini
(b) F préserve un pinceau de courbes rationnelles. Dans ce cas i > ord(F'|¢), alors (la normalisation d§
C est hyperelliptique et la suit@legF”} croit au plus linéairement.

En plus, siF n’est pas d'ordre fini,F n’est pas conjuguée a un automorphisme.

Démonstration. Notonsm :=ordF |¢, I'ordre de la restriction dé& aC.

Supposons d’abord quE préserve un pinceau de courbes rationnelles. Quitte a résoudre les points d'indé-
termination du pinceau, on peut rempladr par une fibration rationnell& — P! et F par une application
birationnelleg : X --+ X qui commute avec celle-ci; puisqu& n’est pas une fibre de la fibratiop;" stabilise
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chaque fibre et y fixé points (comptés avec multiplicités) aviee: 2. Sigp™ # id, c’'est-a-dire ord” > ord(F|¢),
alorsk = 2 et la normalisation d€ est hyperelliptique ; st > 2 I'application est d’ordren.

Par ailleurs, d’aprés le théoréme de Diller et Favre [6, Théoréeme 0.2] on a exactement I'une des situations
suivantes (voir aussi [11] ou le cas (iii) est démontré) :

(i) la suite{degF"} est bornée eF* est conjuguée a un automorphisme isotope a I'identité podraiN ;

(ii) la suite {degF™} croit linéairement eF préserve un pinceau de courbes rationnelles ; dans cE césst
pas conjuguée a un automorphisme;

(iii) la suite {degF™} croit quadratiquement &t est conjuguée a un automorphisme qui préserve une fibration
elliptique.

Si F ne préserve pas de pinceau de courbes rationnelles, elle satisfait donc (i) ou (iii).

Supposons qu'on est dans la situation (i) ; notensk — X un automorphisme isotope a l'identité qui est
conjugué aF* pour un¢ € N. Soitv le champ de vecteurs sitr dont le flot au temps 1 est. Il existe une appli-
cation birationnelley : X --» P1 x P! qui conjuguev avec un champ de vecteurs de la formep v, avecy; des
champs de vecteurs sBit, i = 1, 2 : c’est un résultat classique dont une preuve peut étre trouvée, par exemple, dans
[2, Chapitre 6, Proposition 6(iii)]. Le flot d’un tel champ est un flot produit, d’ou suit@ju®njugues & un auto-
morphisme produit dans PG2) x PGL(2). On peut donc suppos&r= P! x P eto = 01 x 02, avecs; € PGL(2).

Puisquer préserve les deux fibrations Bé x P, sa puissance-iéme stabilise chaque fibre de celles-ci. Donc
o™ =id, car{(x, y)} = (P x {y}) N ({x} x PL), V(x,y) e P x PL.

Pour finir on montre qu’'un automorphisnje: X — X qui préserve une fibration elliptiqug: X — B et sta-
bilise une courb&’y de genre> 1 est d'ordre fini; ceci empéche que soit comme dans (iii) d'ou la fin de la
démonstration.

De la classification de Kodaira des fibrations elliptiques suit@a’est pas contenue dans une fibrefdeOn
en conclut qu’une puissance geinduit un automorphisme sur chaque fibre lissefd@vec des points fixes, d'ou
l'assertion. O

Pour démontrer que(F) = 1 dans le Théoreme 1.1 on va se servir du résultat ci-dessous di a Calstelnuovo [3]
qui se trouve aussi dans [12, Chapitre VIII, 82, No. 467] et [4, Book IV, Chapitre VII, 83, Théoreme 14]). On
rappelle qu’une transformation de Cremona est dite de de Jonquiéres si elle préserve un pinceau de droites ; dar
[14] nous faisons un exposé de ce travail.

Théoréme 2.2 (G. Castelnuovo) Supposons qug(C) > 1. SoitF : P? --» P2 une transformation de Cremona qui
fixe les points d€. Alors F est d’ordre fini ou elle est conjuguée a une transformation de de Jonquiéres.

En fait 'énoncé de Castelnuovo donne plus de précisions sur I'ordFed#as le cas ou elle n’est pas conjuguée
a une transformation de de Jonquiéres, mais nous n’avons pas besoin de cela.

Démonstration du Théoréme 1.1. (a) Puisque.(F*) = A(F)¢ pour tout? € N et g(C) > 1 on peut supposer que

F fixe les points d& . Par le théoréme de Castelnuovo et la Proposition 2.1(b) il suffit de montrer fywéserve

un pinceau de droites, alokgF) = 1. Quitte a éclater le point base du pinceau de drditest conjuguée a une
application birationnelle : IF; --» F1, ouF1 désigne la premiére surface de Hirzebruch, qui préserve la fibration
rationnelle. En coordonnées affines on peut égricemme une application birationnelle @8 de la forme

( a(x)y + b(x)>

x|\, =),
c(x)y+d(x)

aveca, b, c¢,d € C(x) d’ou suit quer(F) = 1 (de nouveau) par ([1] ou [6, Lemme 4.2]).
Les assertions (b) et (c) suivent directement de la Proposition 211.

)

Remarque 2. Qu’une transformation de de Jonquiéres soit conjuguée a une application comme dans I'Eq. (2) est
un fait bien connu des géomeétres classiques : voir par exemple [13, Chapitre VI, §1.3].
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Exemple 2. Pour donner un exemple de transformation de Crem®na@? --» P? aveci(F) > 1 il suffit de
considérer des transformations monomiales (voir [7]). On défini€2 --» C? par F = (xy, xy?) ; on constate
sans effort queF—1 = (x2y~1,x~1y). Par ailleursF presérve le tore réel d’équatidn| = |y| = 1. Puisque la
matrice des exposan(% %) de F possede des valeurs propres dont le module est plus grand que 1 nous concluons
gue I'Entropie Topologiquele celle-ci est positive et dongF) > 1 (voir [9]).

Observons que cette transformation posséde un point fix&,dn; quitte & conjuguer avec une transforma-
tion quadratique qui collapse une droite sur ce point fixe on obtient un exemple de transformatian-atec
qui stabilise une courbe rationnelle ; une telle transformation quadratique peut s’obtenir a partir de la transforma-
tion quadratiquéStandards : P2 --» P2, définie parS = (yz : xz : xy), par un changement (linéaire) de variables
adéquat.

Question. Existe-t-il des transformations de Cremona stabilisant une courbe elliptique avec degré dynamique plus
grand que 1?
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