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Résumé. On définit une notion de multidegré pour les transformations de Cremona. On établit des
inéquations diophantiennes pour celui-ci et, dans le cas de dimension trois, on construit
des transformations de Cremona avec tous les multidegrés possil2@80 Académie des
sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

On multidegree of Cremona transformations

Abstract. We define a notion of multidegree for Cremona transformations. We show Diophantine
inequalities for the multidegree and we construct, in dimension three, the Cremona
transformations with all possible multidegrees.2000 Académie des sciences/Editions
scientifiques et médicales Elsevier SAS

Introduction

Tout au long de cette Noté,désignera un corps algébriquement clos de caractéristiquePzérespace
projectif de dimensiom sur k et G(¢,n) la Grassmannienne désplans deP", pour{ =0,...,n. On
reserve le terme «variété » aux schémas réduits et irréductibles.

En tant queZ-module, 'anneau de Chow d&" x P™ est engendré par les classes d’équivalence
rationnelleh; ;, aveci =0,...,n, j =0,...,m, des sous-variétég; x E; € G(i,n) x G(j,m). Par
ailleurs, le graphe (fermé) d’une application rationnélleP™ --» P™ avecm > n, est une sous-variété de
P™ x P™ de dimensiom dont la classe d’équivalence rationnejle est une combinaison linéaire des;,
pouri + j = n, de la forme

VP = Z dp—e(F)hen—e,
=0

avecdy(F) = 1. Dans [7] les nombreg; = d;(F') sont appelés lesaractéresde F'; dans le cas o’ est
de Cremona on d,,(F) = 1, ce qu’on suppose par la suite ; on a en particulier n. Dans cette Note on
appelleralgn — 1)-vecteurmdeg(F') := (d1, . ..,d,—1) le multidegré de".

Dans le 81 on énonce des généralités sur le multidegré et on donne des conditions arithmeétiq
nécessaires pour celui-ci : plus précisément, on montre que/podr + ¢» on a

de < dg,dy,, o <dp—p,dp—g, {=1,...,n—1); 1)
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dans le cas ou = 3, les «bidegrés» possibles sont donc
(dye),...,(d,d*), d>1,e>Vd. )

Néanmoins (2) est bien connuofr [4]); on n’a trouvé de traitement systématique de cet invariant que
dans [7] ou on suggére une maniére de calculer ces caracteres que nous raffinons dans la propositio
plus bas.

Dans le 82, on construit des transformations de Cremﬁ’)nlﬁ3 --» P3 pour tout bidegré possible : c’est
notre résultat principal. Le probléme de savoir si pdur. . ., d, 1, vérifiant les inéquations (1), ou encore
d’autres plus restrictives, il existe une transformation de Cremona avec ces caracteres reste ouvert.

1. Multidegré des applications rationnelles

1.1 Généralités. —Soit F' : P --» P™ une application rationnelle avee > n ; il existe fo,..., fm €
k[xo,...,x,) homogenes de méme degi€s(T), appelédegréde F', et sans diviseurs communs tels que

F(P)=[fo(P),.... fm(P)], PeP"~{fo=-=fn=0};

le schéma de basde F' est le sous-schém@ := B(F') C P™ défini par lesf;. Si Z C P™ est une sous-
variété non contenue dais latransformée strictédirecte) deZ est la sous-variété(2) := F'(Z — B) C

P ; on notedeg(Z/F(Z)) le degré de I'extension de corps de fractions induite Z)aﬂ» F(Z). On
dira qu’une pair€ X, o), X étant une variété projective et: X — P™ un morphisme birationnefésout
I'indéterminationde F' si F' o o est un morphisme. Dans le cas @wst I'éclatement d&” le long deB,
avec diviseur exceptionnél := o~ (B), on notes(B,P") := Z@l(—l)’f*lo—*(Ek) la classe de Segre
de B dansP” ([3], 8 4.2); sih dénote la classe d'un hyperplan dds on écrit

s(B,P") an i,

pour certains nombres entiess_;.
Notonsh; eths les classes d’un hyperplan daps et P respectivement.

PROPOSITION 1.1. —=Soit ' : P™ --» P™ une application rationnelle. On a les assertions suivantes
1. si (X, o) résout I'indétermination dé’, alors on a

do(F) = deg[o (6" (h2)*) - (h1)"™*],

olug:=Foo; B N
2. si E € G(¢,n) est générique, alorg,(F) = deg(F(E)) deg(E/F(E)) ;
3. siB=B(F) etd=deg(F), alors

dg(F):d‘f—degl é d‘f—i(gsm}.
)

i=codim(B,P™

Démonstration. -Sans perte de généralité on peut prendre pole graphe dg” dansP™ x P et pour
o, ¢ les restrictions & des projectiongr,, pr, surP™ etP™ respectivement; il en résulte facilement 1.
Pour démontrer 2, il suffit d’'observer ques (hi)" ‘yr = Yr|s» OU7p|, €stla classe du graphe de la

F| ~
restrictionE -, F(E)deF akE.
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Finalement, s{ X, o) est I'éclatement d®" le long deB, on a¢*(hs) = do*(h1) — e, avece la classe
du diviseur exceptionnel. De 1 il suit

4
d(F) =Y (=1) (f) d"~"deg [h} 7" 0. (eh)].

=0

On sait que ([3], Cor. 4.2.20eg [h] ™" - 0. (e")] = (—1)""'s,_;; en particulier,s,_; = 0 pour0 < i <
codim (B,P™). On en déduit I'assertion 3.0

Supposons maintenamt= m et F' de Cremona. Dans ce cas(F) = deg (f(E)), d’ou aussitot
d1(F) = deg(F); de plus, puisqueyr s’obtient deyr-1 par l'involution qui transpose les facteurs de
P" x P", onady(F) = d,—¢(F1).

Par allleurs, siE = E41 N By avecE; € G(¢1,n) et By € G(la2,n) génériquesF(E) est contenu dans
F(E,)N F(E,) d'ou, par 'assertion 2 de la proposition 1dk(F) < dg, (F)dq, (F) pourl = {1 + {5 >0
(n > 2). On en déduit les inéquations (1).

Voici quelques exemples :

Exemplel.1.-Sid;(F) = 1, alors F € PGL(n + 1), donc les automorphismes sont les seules
transformationd” avecmdeg(F) = (1,...,1).

Si B est irréductible et lisses(B,P") est I'action sur la classe fondamentale Bele I'inverse de la
classe de Chern totale du fibré normad @ansP™ ([3], Cor. 4.2.1). Dans le cas dfi est de Cremona &8
irréductible est lisse, on parle de transformations de Cremona spéciales d’apres [1] et [2] ; on prend dan
dernier article la transformation de I'exemple ci-dessous.

Exemplel.2. — Considérons 'application rationnelle @& o0 B(F') est I'image du plongement de
Veronese : P? — P5 : on sait que, dans ce cas, l'idéal associga B(F) est engendré par six polynémes
de degr&. Or, on a ([3], Ex. 3.2.15)

s(B,P%) = (1 = 9v.(t) + 51w, (t*)) N B =4h® — 18h* + 5147,
out désigne la classe d’'une droite ddtfs On en déduit qués(F) = 1 et doncF est de Cremona, et que
mdeg(F) = (2,4,4,2).

Exemplel.3. — Une transformation de de Jonquiéres est une transformation de CrémbBhia -» P,
de degrél, qui, modulo des changements de coordonnées, peut s’écrire sous la forme :

= [gaqwla"'aqxn]a

avecyg = xoga—1(x1,...,xn) + ga(z1, ..., x,) irréductible,g = xoqa—2(x1, ..., 2n) + qa—1(T1, ..., Tn);
ces transformations existent pour talt: 2 (voir [5]). On amdeg (F) = (d,...,d) : en effet, en dehors
deg =0, l'intersection de’ hypersurfaces génériques d’équatigns= g +q(>_;_; a;;z;) = 0, coincide
avec l'intersection deg; = 0} avec le(n — ¢ + 1)-plan générique d’équations’;_, (a;; — ai1)z; =0,
j=2,...,0;doud,_«(F)=d.

2. Résultat principal
Soit ' : P3 --» P2 de Cremona aveé := deg(F) > 1. Par la proposition 1.1 on sait quedeg (F) =
(d, deg F*l(L)) ou L désigne une droite générique. 5= H, N H, avec H; des plans génériques et

S; := F~1(H;), d'aprés le théoréme de Bézout of'a! (L) = S; NSy — >, miB;,0UBy,..., B, sont
les composantes irréductibles de dimendiate B = B(F') et olum,; désigne la multiplicité d’intersection
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de S; etS; le long deB;. En coupant avec un plan générique on en détiit’) = d> — >~ m; deg(B;) ;
observer qu’alors les transformations avge= d? vérifientdim B = 0.

Par ailleurs, une transformaticstellaire est une transformation de Cremofig,; : P" --» P", de
degré disong, qui, modulo des changements de coordonnées, peut s'8grire= [g, gt1, . . ., qt,,), avec
t; € klxy,...,x,) de degré pourtouti =1,...,n, 9 =x0gq—1(x1,...,2n) + ga(x1,...,x,) irréductible,
q=20qd—r—1(x1,...,2n) + qa—r(z1,...,2,) €t de sorte que l'applicatio := [ty,..., t,] soit de
Cremona dé@"~! de degré- (ces transformations sont étudiées dans [6]).

Exemple2.1. — Pourd etr comme ci-dessus, mais avece= 3, considérons une transformation stellaire
Ty.q.t = 9, qt1,qt2, qt3]. La partie de dimensioh de I'ensemble de points-base est la réunion de la courbe
Cy :={g=q =0} et, éventuellement, du corie; constitué des droites contenues dars0 qui sont de
la formeop aveco = [1,0,0,0] et p un point-base d&. Si q est générique;; = B; est une composante
irréductible de dimensioh de B et avecmn; = 1; de méme, si = h%~" avech = 0 I'équation d’un plan
générique passant paralorsB; = {g = h =0} etm; = d — r. Supposons que pour tout point-basge
T tel que la droiteop soit contenue dang= 0, deux transformées strictes de droites générique¥'par
s’intersectent avec multiplicité : un tel point-base sera appelélinaire. Alors, les composantds; de B
pouri > 1 et lesm,; correspondantes sont données par ces drajtes leurs multiplicités dang = 0. On
en déduit

do(Tyqt) = d?>—d(d—r)— Z m; =dr — Zml

i>2 i>2
Cet exemple sera utilisé dans le résultat suivant :

LEMME 2.1.-Soientd > r > 2. Alors, il existe des transformations stellaires de multidegrélr — ¢)
avec/=0,1,...,d— 1.

Démonstration. -Choisissons d’une paff : P? --» P? de Cremona de degréde sorte qu'il existe
un pointp € B(T) ordinaire. Considérons d’autre part, une surface P3 de degréd, irréductible et
générique parmi celles qui contiennent le paeirsvec multiplicitéd — 1 et la droiteop avec multiplicité/
(ceci existe!) ; par généricit& ne contient pas d’autres droites de la foropé avecp’ point-base d&".
Si g = 0 est une équation d& et ¢ = zogq—r—1 + g4—r €St générique, la transformation stellaifg,
correspondante convient

THEOREME 2.2. —Pour tout entier positit, il existe des transformations stellaires Bié de multidegré
(d,e) avecvd < e < d?.

Démonstration. -Puisquemdeg(F) = (d, ) équivaut amdeg(F 1) = (e,d) etd = 1 impliquee = 1,
on peut supposer> d > 2; or, le case = d résulte de I'exemple 1.3. Il suffit donc de construire, pour2,
des transformations stellaires de multide¢tée) poure =d + 1,...,d?, ce qui est une conséquence du
lemme2.1. O
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