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Resume. On montre que tout ensemble de g6n6rateurs du groupe de Crernona de 
l'espace projectif de dimension plus grande que 2 doit contenir un nombre infini non 
d6nombrable de transformations non triviales. 
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Abstract. We show that  any set of generators of the Cremona group of P~  with n 
greater than 2 contains an infinite non numerable number of non trivial transforma- 
tions. 
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1. l~nonc6 et preuve du r6sultat. 
S i n  est un  ent ier  positif ,  on d6signe par  Pn  l 'espace p ro jec t i f  de d imen-  

sion n sur un  corps  k a lg6br iquement  c l o s e t  de carac t6r i s t ique  z~ro; on 

no t e r a  [xO,. �9 �9 , z~] le poin t  de P~ de coordonn~es  homog~nes  z0, �9 �9 �9 , x~. 

On rappel le  qu ' une  appl ica t ion  ra t ionnel le  

iF : p n  - - 4  P~,  

pe u t  6tre repr~sent6e c o m m e  

T ( z )  = [ f 0 ( z ) , . . .  , fT~(z)], z G e~*\{f0 . . . . .  f~ = o} 

off f o , . . .  , f,~ sont  des po lynSmes  homogSnes  du  m6me degr6 de9(T) et 

sans diviseurs  communs ;  l ' en t ier  deg(T) s 'appel le  le degrd de l 'appli-  

cat ion.  On  dit  que T e s t  une  transformation de Cremona (de P~)  si 
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elle possbde une inverse aussi rat ionnel le  (i.e. si elle est birationnelle):  

algSbriquement,  cela ~quivaut h demander  que le corps engendr~ sur k 

les ~ not~ par  
~ L t  

k(T) := k( f l  f'~), 
f o " " ' f o  

soit le corps de fract ions k(P ~) := k( zl .. z~ pn;  ,x0' . , ~-0) de on note  C r ( P  ~) 

le groupe de Cremona  de Pn.  

Le cas n = 1 est banal: C r ( P  1) = P G L ( 2 ) .  Si n = 2 par  un  th~or~me 

c6lbbre de M.Noether  tou t  ~lSment de C r ( P  2) est de la forme 

)9 l o / V o . . . o q c r  o F O ~ r + l  

avec F = [z l :c2,zoz2,  ZOXl] et Pi ~ P G L ( 3 )  Vi. Ce th~or~me ne se 

g6n6ralise pas au cas off n > 3; plus pr6cis6ment on d~montrera ,  ce qui 

est d 'ai l leurs le bu t  de cet te  note, le r~sul tat  suivant  (pour n = 3 un  

r6sul ta t  dans  cet te  direct ion est annonc~ dans  [chap.XVI,w 2]; pour  

d ' au t res  commenta i res  voir [w 3]) 

Th 6o r~me  1. Soit  n > 3. Tout  ensemble de 9~ndrateurs de C r ( P  ~) doit 

contenir  un hombre infini et non d6nombrable de t rans format ions  de 

degrd > 1. 

Pour  ce faire on a besoin de quelques rSsultats  qui ont de l ' int~r6t 

en soi. Voici le premier  qui en est un sur l 'existence de t r ans fo rmat ions  

de Cremona.  

Si g ,q  ~ k[xo, x l , . . . , x n ]  et t l , . . .  , t~ ~ k [ x l , . . . , x ~ ]  sont des 

polyn6mes  homog~nes avec deg(g) = deg(qtO pour  tou t  i, on note  Tg,q,t : 

p n  -- -~ p n  et T : p n - 1  __ ~ p r im les applicat ions rat ionnelles  dSfinies 

respect ivement  par  

Tg,q,t :-- [g, q t l , - - .  ,qt~], et T - -  I t1 , . . .  ,tn]. 

L e m m e  2. Soient  d , l  des entiers avec d >_ 1 + 1 >_ 2. Considdrons des 

poIynSmes  homog~nes sans faeteurs, c o m m u n s  g, q ~ k[xo, Xl, �9 �9 , x~], de 

degrds d , l  respeetivement,  et t l , . . .  , t~ E k [ x l , . .  . ,x~], de degrds d -  I. 

S u p p o s s o n s  q u e  9 --  XOgd-1  + g d e t  q = x o q l _  1 + ql a v e e  9 d - 1 , 9 d ,  q l - 1 ,  ql 

k [ x l , . . .  , x~] et gd-1 r 0 ou qz-1 r 0. Alors  Zg,q,t e s t  de Cremona  si et 

seu lement  si T est de Cremona.  
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Preuve.  D 'une  par t  /~(F) = k (F ) ( a )  avec a := 9/qf  1. D'au t r e  part 

puisque pgcd(g, q) 1, ] 'hypoth~se sur .gd-1 et ql-1 6quivaut g gd-lql - -  

K 

d6dni t  l 'assert ion.  [] 

R e m a r q u e .  Les t r ans fo rmat ions  const rui tes  comme dans  le lemme ci- 

dessus sont 6tudi6es d6tai l lement  dans  [4]. 

On rappelle que si S c P~ est une hypersurface  d '6qua t ion  q' = 0 et 

P E P~, la mult ipl ici t6 de S en P est l 'ordre d ' annu la t ion  de q' en P .  

Corol la i re  3. Soit n > 2. Soient S c P~ une hypersurface de degrd l > 1 

qui possr un point de multiplicitd > I - 1  et d u n  entier >_ 1+1; notons 

0 ce point. Alors, il existe une transformation de Cremona de degrd d 

qui contracte cette hypersurface en un point. 

Preuve.  Sans per te  de g6n6ralit6 on peut  supposer  O := [ 1 , 0 , . . . , 0 ] .  

Notons  q' = 0 l%quation de S et prenons h = 0 l '6quat ion d ' u n  plan 

g6n6rique passant  par  O. F ina lement  ehoisissons 9 := XOgd-1 + 9d avec 

9d-1 ~ 0 et en tor te  que pged(g, hq') = 1. Si q := hd- l - lq  ' et ti = xi pour  

i = 1 , . . .  , n, l ' appl ica t ion Tg,q,t fair l 'affaire par  le lemme pr6eSdent. [] 

Soient F ~ C r ( P  ~) et X C P~ une sous-vari6t6 (irr6duetible).  On 

dira  que F est g6n6riquement injective sur X s'il existe un  ouvert  non 

vide U C P~ in tersec tant  X sur lequel F est d6finie et injective. La  

preuve du lemme suivant  est triviale. 

L e m m e 4 .  Soient F = 21 ~  .oFt  avec Fi C Cr(P  ~) et X C P~ une sous- 

varidtd sur laqueIle F n'est pas gdndriquement injective, Alors, il existe 

1 < i < r tel que X est birationnellement dquivalente ~z une sous-varidtd 

sur laquelIe Ei n'est pas gdndriquement injective. 

Preuve  du  th6or6me.  Observer que l 'ensemble des hypersurfaces  sur 

lesquelles une t r ans fo rma t ion  de Cremona  n 'es t  pas g6n6riquement  in- 

jective est fini. D'apr6s le corollaire 3 et le lemme 4 il suffit donc de 

construire  une famille non  d6nombrable  d 'hypersurfaces  de P~ d ' u n  cer- 

rain degr6 I k 1, deux g deux non b i ra t ionnel lement  6quivalentes, qui 

cont iennent  O = [1, 0 , . . .  , 0] comme point  de multipliei t6 exac tement  1. 

Consid6rons la famille d 'hypersurfaces  d '6qua t ion  q(xl, x2, x3) = 0 

oh q = 0 d6finit une eourbe lisse Cq de degr6 1 sur le p lan d '6quat ions  
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xo = x4 . . . . .  x~ = 0; la surface q = 0 est birationnellement 

5quivalente ~ p n - 2  • Cq et ensure  deux telles surfaces q = 0 et q' = 0 

sont birationnellement ~quivalentes si et seulement si Cq et Cq, sont (ab- 

straitement) isomorphes. La preuve suit du fait que, d6j~ pour l = 3~ 

Fensemble des classes d~isomorphismes de cubiques planes lisses est une 

famille ~ un param~tre (voir [chap.IV~thm.4.1 et prop.4.6, 1]. [] 

Remarque.  L 'argument  ci-dessus montre que lemme 4 peut 6tre un 

instrument utile pour d6cider si une application rationnelle appartient 

ou pas h u n  sous-groupe de Cr(P ~) dont un sous-ensemble de g6n~rateurs 

est connu; comme cas particulier, par le th6orSme de M. Noether, une 

application rationnelle du plan qui contracte une courbe non rationnelle 

n'est pas de Cremona~ ce qui est d'ailleurs bien connu. 

&aimerais remercier la personne qui a r6fSr6 ce travail par ses re- 

marques enrichissantes. 
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