
Sui diagramini reciproci del 6temona,. 

~temoria di TULLIO VIOLA (a Bologna). 

S n n t o .  - .EsisteJtza di tvn d iagramma recil~roco per ogni t ravatura  tria'Jtgolare semplice sog. 
getta ad un  sistema di forze esterne in eq~r~ilibrio~ atopticate ai uodi. Esis tenza di tra. 
vature che ammettono d iagramma ,reciproco o no~ a seconda dette sollecitazioni ester~e. 
t'rot)riet~ notevole di due superficie potiedriche a fe~cce triq**gole~r,i~ reciproche in  m~a 
qualunque reciprocitg. 

1. iNella 2 a ediz. delle Lezioni di ~)~eecanica ~'azionale, vol. I~ di T. LEVI- 

CIVITA e U. AMALDI (Zanichelli, 1930, ling. 633 e segg.) (~ dimostrata I' esistenza 

di un diagramma reciproco per ogui trav-ttura triangolare semplice soggetta 

ad un sistema di forze esterne, in equilibrio, applicate ai nodi. La dimostra- 

zione consisl;e nella effettiva eostruzione di due superfieie poliedriche S ed S' 

semplicemente eommsse, reciproehe rispetto al sistema uullo e helle condizioni 

deseritte dal CREMONA nella elassica Memoria Le figu~'e ~'eciproche nella 
statica grafica (ediz. 1872, n. * 23, 24). 

In questa nora mi propongo di svolgere un 'a l t ra  dimostrazione di questa 

proprietg, aggiungendo inoltre un esempio per m0strare 1' esistenza di t ravature  

ehe ammettono diagramma reeiproco o no, a seconda delle sollecitazioni 

esterne alle quali sono sottoposte. Completer6 poi il risultato con un'osser- 

vazione sul|e fgu re  reciproche hello spazio. 

2. Pet' una t ravatura  triangolare semplice, ill equilibrio sotto 1' azione di 

un sistema di forzc esterne applieate ai nodi, 6 possibile disegnare un dia- 

gramm~ degli sforzi helle singole aste, il quale soddisfa alle seguenti eon- 

dizioni : 
1 a) le forze esterne sono disposte in un poligono chiuso nel quale esse 

si susseguono nell~ordine in cui s ' incontrano percorrendo il eontorno delia 

t ravatura  (giraudo in un senso oppure nel senso opposto); 

2 a) ad ogni nodo della t ravatura  eorrisponde nel diagramma un poligono 

chiuso i cui lati sono ordinatamente paralleli alle aste e a t t 'eventuale  forza 

esterna the  eoneorrono in quel nodo, ed hanno hmghezze proporzionali alle 

intensith degli sforzi the  si trasmettono helle singole aste e del t 'eventuale  

{brza esterna ; 
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3 a) per ogni asta della t ravatura  vi 6 nel diagrannm~ un solo segmento 
the  ne rappresenta 1o sforzo {LEVt-CIvlTA e AMALDI, ]OC. tit., pag. 693}. 

Si tratta di dimostrare t he  u,~ tale d iagramma 6 reciproco dello schema 

della travatura.  

Fissiamo all 'uopo l 'at tenzione su un esempio the  riporto dalle citate 
Lezioni di Meccanica razionale, ma condueiamo la dimostrazione per via 
de1 tutto generale. 

La fig. 1 rappresenti da una parte una t ravatura  reticolare triangolare 
semplice in equilibrio, dal l 'a l t ra  il corrispondente d iagramma degli sforzi che 
supponiamo costruito in base alle leggi del presente uumero. Innalziamo in 
tutti i vertici del d iagramma degli sfbrzi (cio6 nei punti Q~Q.:Q~Q4Q~Q~, 
TT'T"T'") le perpendieolari indefinite al piano del foglio, cio~ le I)roiettanti 

Fig. 1. 

sul piano ortografico. Ci proponiamo di costruire una superficie poliedrica ~ 
semplicemente connessa~ avente i vertici sulte proiettanti or ora iunalzate suI 
piano ortografico e le cui facce abbiano per proiezioni i poligoni del dia- 
g ramma degli sforzi: tale quindi che il poligono delle forze sia la proiezione 
del suo orlo e che gli altri segmenti del d iagramma siano le proiezioni degli 
spigoli. La superficie S dovra essere costruita in modo che la sua reciproca S ' 
si proietti hello schema della t ravatura;  alle facce di S dovranno, per la 
reciproci t~ eorrispondere i vertici di S', agli spigoli di S gli spigoli di S'~ 
all' orlo d i  S l 'orlo di S'; e quindi, per la proiezione ortografica, ai singoli 
poligoni, al poligono delle forze, ai singoli lati ~ interni ~ del diagramma, do- 
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vrmmo corrispondere hello schema della, t ravatura  rispett ivamente i singoli 
nodi, i[ sistema delle forze esterne e le aste. 

Come primo spigolo delia superficie poliedrica S, costruiamo quello eui 
deve corri.spondere l 'asta  di parete P~P~ del primo triangolo T, cio6 l 'asta 
eongiungente il nodo P,  in cui eoneorrono due sole aste col node Ps in eui 
eoueorrono tre sole aste. Tale primo spigolo dow'g essere un segmento avm!te 

gli estremi Q.a, T sulle proiettanti innalzate nei punti Q o, T. Seeg!iamo ad 

arbitrio ~e sulla proiettante in Os e laseiamo indeterminato il punto 7' sulla 

proiettante in T" abbiamo un faseio di rette (i sostegni dei segmenti O~T) 

con eentro in Q2 e giacente in un piano proiettante;  ad esso eorrisponder~t, 
per la reeiproeit~b un faseio improprio di rette t he  si proietterh, sul piano 
ortografie% aneora in un faseio improprio, al]zi nel faseio impropl:io il eui 

eentro ~ il punto improprio della retta Q.2T. Potremo dunque seegliere T 
sutla proiettante in T in modo ehe il corrispondente spigolo di S' si proietti 
nella retta P~P-2. Per6 la posizione dei nodi P~P., non sarh fissata ehe quando 
si sarh fissata la. posizione delle faeee di S ehe hmmo in eomune lo spi- 

golo Q:,T. Volendo e h e l a  posizione dei nodi P~P2 sia proprio quella dello 
schema della t rawmlra,  consideriamo in modo analogo gli altri due fasei di 

eentro Q2~ quello t he  si appoggia Mla proiettante in Q~ e quello the  si ap- 
poggia alla proiettante in Q~: al primo corrisponde~ sul piano ortografico, il 

fascio improprio il cui centro ~ il punto improprio della tetra  d 'azione della 
forza F~, al secondo il fascio improprio il eni eentro 5 il punto improprio 

della ret ta  d 'azione della tbrza F~. Seeglimno i punti Q~ e Qa rispett ivamente 

sulle pt;oiettanti in Q, e in Qa in modo che al!e rette Q.,Q~, Q.2Qa corrispon- 
dano, sul piano ortografico, i'ette passanti~ r ispett ivamente per P~, P : .  Con 

ci6 si sarauno fissate le posizioni dells prime due faeeie della superficie po- 

liedrica S, ia facci a triangolare Q~Q~7' e la ihecia quadrangolare Q~TQaT' , 
in modo che ad ease _corrispondono, sul piano m:tografico, r ispett ivamente i 
punti P~P~ precisamente nella posizione dello schema della travatura.  

Nel completare la costruzione delia superfieie poliedrica. S, r imarrg  arbi- 

trm'ia in sola scelta det punto Q~ sulla proiettante in Q.2 e ci6 come accade 
con la soluzione data helle eitate Lezio~i, nella quale veniva anzitutto co- 
struita la superficie poliedrica S' permettendole un g r ado  di libertg (cio~ la 
traslazione in direzione normale al piano ortografieo, come nella eostruzione 
presente). 

Ave ndo fissata ta posizione dells prime due faeei% nel modo (:he si 

indicat% risultmm fissati con esse anche gli spigoli Q~T e TT'  ai quali c o l  
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rispondono, sul piallo ortografieo, le aste P,P~, P~P~, eio~ quelle the, insieme 

al l 'as ta  gigt eonsidel'ata I'~1'~ eompleeano la. prima maglia triangolare (infatti 

gti spigoli Q~7; Q,7', )"(l' harms in comune il vert.iee ~)cui eorrisponde~ 1rolls 

proiezione ortogrsfiea, la detta maglia triangolsre). Con gli spigoli Q,7' e TT'  
risulta ulteriormente fissata la posizione della faeeia di S cui corrisponde il 

nods P6 e quests non potr~t evidentemente venire a eadere ehe nella posi- 

zione dells schema della travatura.  

Avendo fissata la posizione delle faccc di S alle quali corrispondono i 

nodi P~ e P,~, risultano fissati con esse anche gli spigoli QaT' e 5/"5["' ai quail 

eorrispondono, sul piano ortografieo~ le aste P-~Pa, PaP~, cio4 quelle the,  

insieme at i 'as ta  gi~t considerata P~.P6 eompletano ta seconds maglia trian- 

golare (infatti gli spigoli Q.aT', TT' ,  7"':/" harms in comune il vertiee 7" cui 

corrisponde, sells proiezione ortografica, la detta maglia triangotare). Con gli 

spigoli Q:~/" e 2r'T>' risulta ulteriormente fissata la posizione della faccia di S 

cui eorrisponde it nods I)a e quests non potrg evidentemente venire s cadere 

the  sells, posizione delto schema della travatura.  

Cosi si passerg suceessivamente al triangolo 7"' e al nods P at tria.n- 
5~ 

golo 5~ .... e aI nods P , .  1~ ehiaro the  se il numero dei triangoli costituenti la 

tre~wttura fosse > 4, non si avrebbe difficoltg a proseguire iI procedimento 

fins ad aver  esauriti tutti i triangoli. 

Con el6 si ~ eseguita la eostruzione della superfieie poliedrica ~S' e si 

dimostrato c h e l a  proiezione della superfieie poliedrica S' (reciproea di ~7) 

proprio lo schema della travatura,  com'e ra  richiesto dal problems. 

3. Si pone o r a l a  questione di sapere se la dimostrazione pub essere 

estesa ad altri tipi di t ravature  e se la costruzione dei diagrammi reciproci 

per uua data trava tm'a sia possibile per tutte le condizioni di caries. La 

ricerca di usa condizione necesssria e sufficiente sarebbe lungs ed inutile; 

qui mi propongo soltanto di mostrare co~, un esempio come si possono avere 

travature trisngolari che non ammettono in generale tm diagramma reciproco 

e come tale dia grsmm~ possa esistere per eerte eondizioni di carico~ mancare 
per tdtre. 

La fig. 2 rappresenta lo schema, di usa t ravatura triangolare non sem- 

pliee di 5 nodi e di 2 . 5 - - 3 - - 7  aste, sottoposta ad usa generics qualunque 

ipotesi di carico" secants ad essa sons disegnati i poligoni di equilibrio re- 

lativi a ciascun nodo~ riuniti Da loro in roods da formare un diagramma 

ehe non ~ pifi reeiproeo pereh~ in esso sons traeciati due volte i segmenti 
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Fig .  2. 

t ) roporziomdi agli sforzi nelIe aste 1.2 e 3-5. Si vede  per  tentat ivi  t h e  non 

/~ poss ib i le  r iuu i re  questi  poligoui in modo t h e  non si p resen t ino  simili ripe- 
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tizioni. Se 1~-~ stessa t r ava tu r~  (~ i nvece  sot toposta  a un car ieo  co~veniente ,  

come a d e s .  nelb~ fig. 3, in e.ui le forze 4, 5 sono uguali,  di segno e o n t r a r i o  

ed hanno  la stessa l inea d ' az ione ,  a l lora  5 possibile d i segnare  un d i a g r a m m a  

2 
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F i g .  3. 

degli sforzi t h e  soddisfa alle condizioni enuncia, t e a l  n. ° 2, ta.1 quale  l ' ab-  

b iamo disegnato,  g ipe t endo  stt questo d i a g r a m m a  i r ag ionamen t i  del n. ° 2 si 

vede  ehe anehe  questo d i a g r a m m a  6 rec iproeo .  

4:. Cons ider iamo ora  una r ee ip roc i tg  qua luuque  e v e d i a mo  come  si esten- 

dano ad essa, le p ropr i e fg  g e o m e t r i c h e  d imos t ra te  al n. ° 2 per  il sistema 

mtllo. P e r  uua reeiprocit~t qua lunque  5 assai facile d imos t r a re  la proposiz ione  
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seguente~ da considerarsi come tma generalizzazioue di quella del ~.o 23 

detla citata Memoria del CREMONA: 

Se S ~ una superficie poliedriea a facce triangolari, S' ta superficie re- 

ciproca di S ill ttna qualunque reciprocith 0r se a, a' sono le loro proiezioni 

su uu qualunque piallo = da uu punto P, qualtmque purch~ unito tlella reci- 

procit~ 0 : 

allora le due figure s, s' risultauo riferite iH modo che ad ogni triangolo 

di ~ corrisponde un pulltO di s'~ ad ogui lato comuue a due triangoli di 

corrisponde la cougiuugente i puuti corrispondenti ad essi e queste due rette 

incontraHo la ret ta the  6 interseziolte di ~ col pimlo reciproco di P in puuti 

che si corrispoudono i~1 una proiettivit/~, 

Orbe~le, il procedimento descritto al 11. ° 2, ripetuto per il caso generale, 

permette d'inver~ire la proposizioue ora enuuciat~ uella fbrma seguente:  

Dato in un piano un sistema fiuito od i~lfiMto di triangoli ed mm corri- 

spondenza biuuivoca che faccia corrispondere a ciasctm triangolo del sistema 

un puuto det piano e a d  ogui lato comune a due triangoii ]a COl~giuugellte i 

punti corrispondenti ~ questi; se avviene che le coppie di rette corrispoll- 

denti incol~trino tutte um~, tetra fissa v i n  puuti corrispoudenti in uml. pro- 

ietti vith : 

allora si pub far corrispondere ad ogui ret ta det sistema piano una tetra 

dello spazio di cui essa sia proiezioue da un punto fisso albitrario P, per 

modo che le  topple di rette che corrispondono a coppie di rette corrispo~l- 

denti ueI piano siauo reciproche rispetto ad uua reciprocit, it spaziale assegnata 

arbitrariamente, purch6 tMe che i~t essa il punto P sin punto uuito ed abbia 

per reciproeo iI piano P~', e che ta proiettivit~t che essa subordiua tra i ihsci 

di rette sovrapposti con ceutro in P e sostegno it piano l 'v proietti la detta 

proiettiviti~ sulla ~'. 


