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4 Développements limités

4.1 Définitions et généralités

Commencons par quelques rappels. Soient ag, aq, ..., a, des réels. La fonction
P:R—R,z+— P)=ay+az+ ax® + -+ a,a"

est appelée une fonction polynomiale. Pour ¢ < n, a,z° est appelé terme ou monome de degré ( de
P. Les réels ag, ay, ..., a, sont appelés les coefficients de P. Si a, # 0, nous dirons que P est de degré
n. Notons que P est dérivable pour tout = et P'(z) = a1 + 2asx + 3azx® + - -+ + na,z" ' Enfin P = 0 si et
seulement si ag = a1 = ag = --- = 0.

Définition 1 (D.L. en 0) Soient o, B deux réels tels que o« < . Soit I =]a, f[. Supposons que 0 € I,
c’est-a-dire « < 0 < fB. Soit f: I — R, x — f(z). Nous dirons que f admet un développement limité
(D.L.) en 0 a I'ordre n s’il existe des réels ag, ay, ..., a, et une fonction e: I — R avec :lcig[l)a(:c) =0 tels
que pour tout v € I

f(@) = ap + a1x + agx® + - - - + a,z™ + 2" ().

La fonction polynomiale x +— ag + a1x + asx® + - - - +a,az™ est appelée la partie réguliére du développement
limité.

La fonction I — R, | x+— f(z)—ag—a1x—asx*—- - —a,x™ = 2"e(x) est appelée le reste du développement
limaté.
d
Remarque 1 Toute fonction polynomiale f(x) = Z arz® admet un développement limité & tout ordre en
k=0
0:

— sin > d, alors la partie réguliere du D.L. d’ordre n en 0 de f est f et le reste la fonction nulle;



n
— sin < d, alors la partie réguliere du D.L. d’ordre n en 0 de f est Z arz® et le reste est
k=0

d d—n
Z apr’ = 2" Z ak+nxk
k=1

k=n+1
—_——

()

Autrement dit si n € N et si f est une fonction polynomiale, le polynome P obtenu en supprimant les
monomes de f dont le degré excede n (s'il en existe) est un D.L. a 'ordre n au voisinage de 0.

Remarque 2 Soit f: I - R, x — f(z). admettant un D.L. en 0 & l'ordre n. Il existe donc des réels aq, a,
..., @y, et une fonction €: I — R avec lir% e(x) = 0 tels que pour tout z € [
T—

f(x) = ao + a17 + agx® + ... + a,2™ + 2"e(x).

Soit A un réel. Notons ¢g: I — R, , la fonction définie par g(z) = Af(x) Nous avons encore pour tout
T €l —a,al:
(*)  g(x) = Af(2) = Mg + Ay + Aagz® + - - + Ana,z" + 2" (\e(x)) .

Nous avons encore : h_r;(l) Ae(x) = 0. Ainsi g = Af admet un D.L. en 0 d’ordre n donné par (x).

Remarque 3 f: ]a, 5[— R une fonction admettant un D.L. en 0 d’ordre n. Il existe donc des réels ag, a,
..., a, et une fonction £: I — R avec lin% e(z) = 0 tels que pour tout z €] — «, o :
T

f(z) = ao + a17 + agx® + ... + apz™ + z"e(x) .
Notons ¢: | — 8, —a|— R, la fonction définie par g(z) = f(—x). Nous avons encore pour tout = €] — 5, —af :
(#x)  g(z) = f(—2) =ap — mx + asz® + ... + (—=1)"a,2" + (—1)"a"e(—x) .

Nous avons encore : hII(l) e(—z) = 0. Ainsi g admet un D.L. en 0 d’ordre n donné par (xx).
T—



Définition 2 (D.L. en a) Soient a, 8 deux réels tels que o < (3. Soit I =|a, 3]. Supposons que a € I,
c’est-a-dire « < 0 < . Soit f: I — R, x — f(z). Nous dirons que f admet un développement limité
(D.L.) en a a Uordre n s’il existe des réels ag, ay, ..., a, et une fonction e: I — R avec il_r;lll e(z) =0 tels
que pour tout x € 1

f(x)=ao+ai(z—a)+ay(z—a)+...+a,(z—a)"+ (z — a)"s(x).

La fonction polynomiale x — ag + ai(x — a) + ag(x — a)* + ... + a,(x — a)" est appelée la partie réguliére
du développement limité.

La fonction I — R, | x +— f(z) —ag— ai(z —a) —as(x —a)*> — ... —ap(x —a)" = (x — a)"e(x) est appelée
le reste du développement limité.

Soient «, # deux réels tels que av < 3. Soit I =|a, B[. Supposons que a € I, c’est-a-dire a < a < /3. Nous
avons @ —a < 0 < f — a de sorte que 0 €la — a, f — al.

Dire que f: |, B]— R, x — f(x) admet pour D.L. en a & l'ordre n
f(x)=ap+ai(z—a)+a(x—a)+...+a,(x —a)" +e(x)(z — a)"
ou glgllge(x) =0

équivaut a

dire que f:]Ja —a,5 —al— R, h — f(a + h) admet pour D.L. en 0 &
I'ordre n

fla+h)=ao+ ath+ah*+ ...+ a,h" +<(a+ h)h"
ol }llii%s(a—l— h) = 0.

On passe de la premiere a la seconde situation en remplacant x par a + h et on passe de la seconde situation
a la premiere en remplacant a + h par x ou encore h par r — a.



Développement limité et approximation : soient «, 5 deux réels tels que v < 3. Soient I =|a, 5[, a € T et
f: I — R. Supposons que f admette un D.L. en a a 'ordre n. Soient ag, ay, ..., a, des réels et ¢: I — R
avec lir% e(z) = 0 tels que pour tout x € [
T—

f(x)=ao+ai(z —a)+as(x —a)*+ ...+ apn(z —a)" + e(z)(x —a)"
N———
partie réguliére du D.L. reste du D.L. qui est une « quantité proche

de 0 quand z est proche de a » X(z —a)"

On peut penser a cette écriture comme une approximation d’ordre n de f(x) au voisinage de a.

Exemple : Déterminons le développement limité & l'ordre 2 en /3 de la fonction f : R — R définie par
f(x) = x — 3. Pour h réel :

F(V3+h)=(/3+h)—(V3+h)?=V3+h—3V3—-9h—3V3h% — h® = —2/3 — 8h — 3v3h*> — ® .
C’est un polynome en h. Le développement limité & I'ordre 2 en 0 de f(v/3 4 h) est donc
F(V3+h) = —2v3 —8h — 3v3h>+e(h)h* .

ol }llirr(l) e(h) = 0. Le développement limité a I'ordre 2 en v/3 de la fonction f est donc :
—

fla) =2 —a® = -2V3 - 8(z — V3) = 3V3(zx — V3)’ + e(z)(z — V3)?

ol glclir(l) e(z) =0.

Proposition 1 Soient o, 3 deuz réels tels que o < (. Soient I =|a, B[, a € I et f: 1 — R. Si f admet un
D.L. d’ordre n en a de partie réguliére

P=ay+a(r—a)+ayr—a)+... +a,(z—a)",

alors f admet un D.L. d’ordre { < n en a de partie réguliére

ap + a1 (z — a) + ag(x — a)* + ... + ag(xz — a)".



Preuve : Soit £: [ — R avec lim e(x) = 0 telle que pour tout z € I :
f(x) =ao+ai(z —a) +as(z —a)®* + ...+ au(z — a)" + (z — a)"e(z) .
Pour ¢ < n :
fx) = ao+ay(x—a)+ayz—a)?+... +alz—a)
+(z — a)* (ag+1(x —a) +aga(z—a)l+ ... Fa(r—a)" + (z — a)”_gs(m)> :
Il reste a constater :
lim <ag+1(x —a)+apa(z—a)* + .. Fan(r—a)" 4 (x — a)”_ﬁs(as)> =0

pour observer que nous avons un D.L. de f en a d’ordre /.

Exemple : Considérons la fonction :

f:]—l,l[—>R,x|—>f(x):1ix.

Soit n € N. Montrons que f admet un D.L. a l'ordre n en 0. Pour z réel :
1—2)(l+z+2°+... +2")=1—2""!
d’ou pour x €] — 1,1 :
x

=1l4+z+22+.. . +2"+ ",
11—z 11—z

Considérons la fonction : .

e:]—l,l[—>R,x>—>s(m):1 .
-z

Pour x €] — 1, 1], nous avons ainsi :

1
=1l+z+2>+...+2" +2"(r) ot lime(z) =0.
1—=x z—0




Remarque 4 Attention le développement limité d’une fonction peut étre nul a tout ordre en 0 sans que la
fonction soit elle-méme nulle sur un voisinage ; ¢’est par exemple le cas de la fonction définie par

1 .
. exp(—x2> sixz#0
0 sinon

Proposition 2 La partie réguliere et le reste du D.L. a l’ordre n en a d’une fonction f: I — R sont uniques.

Preuve : Soient ag, a1, ..., a,, by, b1, ..., b, desréels, e1: I - R, g5: I — R avec glﬂll}r(llcfl(x) = glnl_r)rtllsz(a:) =0
tels que pour tout z € I :

f(@) = ap+ai(z—a)+ayr—a)’+...+a,(z—a)"+ (r — a)"s(z)
= by+bi(r—a)+by(z—a)+... +b(x—a)"+ (z — a)"es(n) .

Par différence pour tout = € I \ {a} nous avons :
(a0 — bo) + (a1 — by) (2 — @) + (a3 — bo) (& — )* + - .. + (ay — ba) (2 — a)" + (51($) _ Ez(x))(a: — o) =0

Faisons tendre x vers a : nous obtenons ag — by = 0 soit ag = bg. Divisons par (z — a); nous obtenons pour
tout z € I \ {a} :

(a1 —by) + (ag —bo)(x —a) + ... + (an — by)(z — a)" ' + (61(96) — 52(:0)) (z—a)" 1 =0 (1)
Faisons tendre x vers a; nous obtenons a; — by = 0, soit a; = b;. Nous itérons et obtenons
agzbg, a3:b3, cee (ln:bn.

De (1) nous déduisons enfin que ¢;(z)(x — a)" = ea(x)(x — 1)"™ pour tout x € I.



Corollaire 1 Soit o > 0 un réel. Soit f: ] — a,a[— R une fonction admettant un D.L. en 0 d’ordre n. Si f
est paire, alors la partie réguliére de ce D.L. en O est paire. St f est impaire, alors la partie réguliére de ce
D.L. en 0 est impazire.

Preuve : Rappelons que La fonction f est paire si f(—z) = f(x) pour tout x €] — «, a[. La fonction f est
impaire si f(—z) = —f(x). La preuve se déduit alors de la proposition 2 et des remarques 2 et 3.

Remarque 5 Soient « et 5 deux réels tels que o < (. Soient I =|a, B[, a € I et f: I — R.
— La fonction f est continue en a si et seulement si f admet un D.L. d’ordre 0 en a. Le D.L. de f est alors
f(@) = f(a) + £(@)(x — a) ot lim £(z) = 0.
— La fonction f est dérivable en a si et seulement si f admet un D.L. d’ordre 1 en a. Le D.L. de f est
alors f(z) = f(a) + f'(a)(z — a) + e(x)(z — a) ou lim e(z) = 0.

Partie de la preuve : Montrons que si f est dérivable en a, alors f admet un D.L. d’ordre 1 en a. Soit

T:I\{@}—HR,a:r—>7(x):f<x;:£(a);

notons que lim 7(x) = f'(a). Considérons la fonction e: I — R définie par
r—a

e(x) =7(x) — f'(z) pourx € I ~ {a} et £(0) =0 .
Nous obtenons :
a) d’une part lim e(z) =0,
b) d’autre part, pour x € I \ {a} I'égalité (z — a)e(z) = f(x) — f(a) — f'(a)(x — a) et donc aussi pour
xel~A{a}:
f(x) = f(a) + f'(a)(x — a) + (z — a)e(z) .

Mais cette égalité est aussi vraie pour x = a et donc pour tout x € I. Ainsi :

f(x) = f(a)+ f'(a)(z — a) + e(z)(z — a) on lime(z) =0.

x—0

10



Conséquence de la remarque :
— Si f: I — R admet un D.L. d’ordre n > 0 en a, alors f est continue en a et dans la partie réguliere du
D.L. nous avons toujours ag = f(a).
— Si f: I — R admet un D.L. a 'ordre n > 1 alors f est dérivable en a et les deux premiers termes de ce
D.L. sont f'(a)(z —a) + f(a) c’est-a-dire ag = f(a) et a; = f'(a).
— Une fonction qui n’est pas continue en 0 n’admet de développement limité a aucun ordre en 0.

Exemple : Considérons la fonction

e

FfiR—R, z+— f(x):;z:+:c3s1n(x2) pour x # 0
f(0)=0

a) Montrons que f admet un D.L. d’ordre 2 en 0. Notons € : R — R la fonction définie par

e(z) = xsin <;2> pour z # 0et £(0) =0.

1
x sin (2> ’ < . Il en résulte lim e(x) = 0. Par suite, pour tout x réel :
X z—0

Pour tout € R*, nous avons : 0 <

f(z) =2 + 2% e(z) avec glclgr(l) e(x)=0.

Ainsi, fonction f admet ainsi un développement limité d’ordre 2 en 0 de partie réguliere z. Elle est donc en
particulier continue en 0 et dérivable en 0 de dérivée f'(0) = 1.
b) Montrons que f n’admet pas de dérivée seconde en 0. Calculons pour ce faire f'(z) pour x # 0. Posons

u(z) = = alors u/(x) = =t Nous avons :

<sin <1>>/ = (sin(u(m))>/ = /() cos(u(x)) = —53 cos <1> :

xr2

P =1sasin () 40 (~eos(3))

11

Finalement pour z # 0 :



Ainsi :

o) = { 1 + 322 sin (;) + z? <—53 cos (;)) pour x # 0

f(0) =1
Si f”(0) existait, f'(x) serait continue en 0 et lin%) f'(z) = 1; donc pour toute suite (u,), tendant vers 0 quand
T—r
1 1
n tend vers l'infini, nous aurions lim f’(u,) = 1. Posons u,, = ——— ; alors — = 27n et
b £ () V2mn uz

3
fluy,) =1+ Dy sin(27n) — 2 cos(27n)

d'ou f'(u,) = —1 et 1_131 f'(u,) = —1 : impossible. Par conséquent f’(x) n’est pas continue en 0 et f”(0)

n’existe pas.

4.2 Le théoréeme de Taylor-Young

L’énoncé suivant assure que sous certaines conditions un développement limité existe toujours.

Théoréme 1 (Formule de Taylor-Young) Soient o,  deux réels tels que o < (. Soient I =|a, (] et
f: 1 =R,z f(x). Soit n > 2 un entier et soit a € I. Supposons que f soit n — 1 fois dérivable sur I et
que [ admette une dérivée d’ordre n en a.

Alors f admet comme D.L. a l'ordre n en a :

(x —a)?
2!

(z —a)"

+ -+ fM(a) -

f(@) = fla) + f(a)(x —a) + f"(a) +e(z)(z —a)"

ou €: I — R désigne une fonction définie sur I telle que glclgzlz e(z) =0.

Conséquence : Si f est une fonction infiniment dérivable sur un intervalle I, alors f posséde des D.L. a tout
ordre en tout point a de 1.

12



Développement limité en 0 de exp(z) : La formule de Taylor-Young pour la fonction z +— exp(z) a l'ordre
n en 0 s’écrit
2 I3 n

x x n
exp(x):1+:c+?+§+~~+ﬁ+x e(z)

ol ¢ désigne une fonction qui tend vers 0 lorsque x tend vers 0.

Preuve : La fonction exp(x) est dérivable a tout ordre. Pour tout x réel exp’(x) = exp(z). En itérant, nous
obtenons pour tout entier k et tout réel x que exp™ (x) = exp(z) et en particulier exp®(0) = exp(0) = 1. 1l
reste a appliquer la formule de Taylor-Young.

Développement limité en 0 de exp(—z) : La formule de Taylor-Young pour la fonction z — exp(x) a
I'ordre n en 0 s’écrit
()= 1ot D= T (21D ()
exp(—z)=1—-2+—— =+ + (=1)"— + 2"(x
P 2 3l nl

ol ¢ désigne une fonction qui tend vers 0 lorsque x tend vers 0.
Preuve : Utiliser la remarque 3.

Développement limité en 0 de sin(z) et cos(x) : La formule de Taylor-Young pour la fonction  + sin(x)
a l'ordre 2n 4+ 1 en 0 s’écrit

3 5 x2n+1

_ - 2n+1
3175 err tY @)

ou ¢ désigne une fonction qui tend vers 0 lorsque x tend vers 0.
La formule de Taylor-Young pour la fonction x +— cos(x) a 'ordre 2n en 0 s’écrit

1'2 $4 l‘6 l.2n

cos(x):1——+——f+---+(—1)"(2n)!

2n+1
o TG + ot e(2)

ol ¢ désigne une fonction qui tend vers 0 lorsque = tend vers 0.

13



Preuve : Les fonctions sin et cos sont dérivables a tout ordre. Pour tout = réel; sin’((z) = cos(z) et
cos'((x) = sin(x). En itérant, il e résulte que par récurrence pour tout entier k et tout réel x :

sin® (z) = (=1)*sin(z) , sin®*V(z) = (=1)F cos(z) , cos® (z) = (—=1)F cos(z) , cos®**V(z) = (—1)*sin(x) .
En particulier pour tout entier k :

sin®(0) = 0, sin®**V(z) = (=1)*, cos®(0) = (=1)* , cos®*+D(0) =0 .
Il reste a appliquer la formule de Taylor-Young.

Développement limité en 0 de In(1 + z) et In(1 — ) : Soit f: | —1,+o0[—= R, z — f(x) = In(1 + z),
la formule de Taylor-Young pour la fonction f donne :

IZ 173 l’4 n

11 — . <7 _1n71£ n
n(l+z)==x 2+3 4+ + (—1) n+:1:5(:1:)

ol ¢ désigne une fonction qui tend vers 0 lorsque = tend vers 0.

Soit g: ] — 00, 1[=» R, x+ g(z) = In(1 — x), la formule de Taylor-Young pour la fonction g donne :
2 3 gt 2
n(l—z)=—¢— > 2 2 _ T
n(l—x) T -5 T 1 + a"e(x)

ol ¢ désigne une fonction qui tend vers 0 lorsque x tend vers 0.

Preuve : La fonction f: ] —1,4+00[— R, z — In(1 + z) est indéfiniment dérivable. Notons que f(0) = 0.
Nous obtenons par récurrence pour tout = €] — 1, 4+o00[ et tout entier k > 1 :

1 1

fi(z) = 112" f(x) =— =, 9 (z) = (_1)1%17)‘

(1+x)

14



Il en résulte pour tout entier k& > 1: f*(0) = (—1)*~1(k — 1)!. Ainsi, pour tout entier k > 1 :

k!

Il reste a écrire la formule de Taylor-Young.

Utiliser la remarque 3 pour obtenir le D.L. en 0 de ¢

1 1
Développement limité en 0 de et :S0it f: ] —1,400[= R, 2 — f(x) = ——, la formule
1+ 1—x 1+
de Taylor-Young pour la fonction f donne :

=l-a+2> 2>+ +(=1)"2" + 2"<(2)

1+z

ou ¢ est une fonction telle que lir% e(z) = 0.
z—

Soit g: ] — 00, 1[=> R, z+— g(z) = , la formule de Taylor-Young pour la fonction f donne :

1+«

1

. =l+a+2°+ - +a"+a"(r)
—x

ou ¢ est une fonction telle que lir% e(z) = 0.
z—

Preuve : Laissée au lecteur.

_exp(z) — exp(—x) exp(z) + exp(—x)

Développement limité en 0 de sh(z) = 5 et ch(z) = : Ceux sont des
fonctions définies sur R infiniment dérivables. Les formules de Taylor-Young pour ces fonctions donnent :
exp(z) — exp(—x) L gt 2n+2
h e = _— n+
sh(z) 5 kz:% 2k 1 1] + 2" e ()

15



ch(z) exp(z) +2exp(—x) _ z”: x

ou ¢ sont des fonctions telles que lig(l) e(z) =0.

Preuve : Laissée au lecteur.

Rappel : Les coefficients binomiaux Nous rappelons la formule de Pascal qui précise le développement
en somme de monomes de (1 4 x)™ pour tout réel = et pour tout entier n.
Convention :

0l =1, =1, 21=2x1, .o nl=nxnh—1)l=nxn-1)x(n—-2)x...x2x1

—-1)...ln—9+1
PournENetOSjgn:<g>zllzletpour1<j§n:<r,b :n(n ) (n ‘7+).Deplus
J

F0)

Pour x réel nous avons les égalités suivantes

(14+2)* = 1422+ 2?
(1+2)? = 1+4+3z+32°+2°
(1+2)* = 1+40+62° +42° +1

Rappel : Formule de Pascal (1654) : Pour tout réel x et pour tout entier n

(I+2)"=1+ <T>x+ <Z>x2+...+ <Z>xp—|—...+ (nil>x”1+ (Z)x”

(1+$)”:1+n;p+wx2+.”+n(n—l)...(n—p+1)

o " P+ " 4"

Conséquence sur le D.L. de

f: R—R | z+— f(z)=>0+2)"

16



o pour k > n : la partie réguliere du D.L. de (1+x)™ a l'origine d’ordre k est donnée par le développement
de Pascal et son reste est nul;
o pour k < n : la partie réguliere du D.L. de (1 4 z)™ a l'origine d’ordre k est

(71—1)332+ +n(n—1)...(n—k+1)

n __ n k k
(14+x2)"=1+nz+ 51 u " + x"e(x)

ou }gr(l) e(z) =0.

De Pascal a Newton Soit o un réel. Considérons la fonction
f :]_17+OO[—>R7 x'_>f($):<1+x)a :

Cette fonction est infiniment dérivable de dérivée f'(z) = a(1 + z)*~!. Par récurrence, pour tout entier & et
tout réel x €] — 1, 4o00] :

fPa)y=ala=1)...(a—k+1)14+2)*"* et fPO)=afa—-1)...(a—k+1).

Il en résulte en suivant la formule Taylor-Young :

Formule de Newton : Le D.L. de (1 + x)* d’ordre n a l'origine est

-1 —1)...(a«— 1
(1+x)0‘:1+oz:v+a(az)x2+...+a(a ) '(a nt )x”—i-x"e(x)
!

ol }Jlg% e(z) = 0.

Suivant la remarque 3, Le D.L. de (1 — z)® d’ordre n a 'origine est

ala—1)...(a —n+1)
x!

(1—:10)0‘:1—aa:—|—04(042_1>x2+...+(—1)”

" + a"e(x)

ol ilil(l) e(z) =0.
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1
En particulier pour oo = % puis a = 5 nous obtenons
1/2 1 L, 2
l+z = (1+x) :1—|—§:B—§.’B + ze(x)
1

1 3
1 “12 _q_ = 2 2 2
N (1+x) = 2:7c+8x + 2%e(x)

Remarque 6 La formule de Taylor-Young assure qu’'une fonction de classe C*° sur un voisinage de 0 admet
des développements limités de tout ordre en 0. La réciproque est fausse.

4.3 Opérations sur les développements limités
4.3.1 Somme et multiplication par un réel

Proposition 3 Soient o, 8 deux réels tels que o < 3. Soit I =], B[. Soient f et g deux fonctions numériques
définies sur I, a € I et k un nombre réel.

Supposons que f et g aient un D.L. d’ordre n en a. Alors f + g et kf ont un D.L. d’ordre n en a.
Plus précisément si pour tout x € [

flx) = ag+a(z—a)+...+a,(z—a)"+ (z —a)"e(x)
g(x) = bo+bi(x—a)+...+by(x—a)"+ (x —a)"es(x)

ot lim e (x) =0 et lim eo(x) = 0. Alors pour tout x € T

(f+9)x) = [flz)+g(z)
= (ag+bo)+ (a1 +b)(x—a)+ ...+ (an +bp)(x—a)" + (x — a)"e(x)

et
(kf)(z) = kf(x)=kao+ ka(z —a)+ ...+ ka,(x —a)" + (x — a)"e(x)

ou € désigne par chaque formule une fonction tell que glglgr(ll e1(x) =0.
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Preuve : Dire que f admet un D.L. en a a 'ordre n c’est dire que pour tout x € 1
flz)=ap+ai(x—a)+...+an(x —a)" + (x — a)"e1(x)
De méme dire que g admet un D.L. en a d’ordre n c’est dire que
g(x) =by+bi(xr—a)+ ...+ b(z—a)" + (v —a)"e2(2)

ou lim e1(z) =0et lim go(z) = 0. Il en résulte que pour tout z € I

(f+9)(z) = f(x)+g(x) =(ap+bo) + (a1 + by)(x —a) + ...+ (a, + by)(x —a)" + (x — a)"(e1(x) + e2(x).

Considérons : I — R, x — e1(2) + &2(2) ; nous avons lim e(z) = lim ey(x) + lim e5(x) = 040 = 0. Ainsi
pour tout x € I nous avons

(f+9)(z)=(ag+bo)+ (a1 +b1)(x—a)+ ...+ (an + bp)(x —a)" + (x — a)"e(x)
ou lim e(z) = 0.
L’énnoncé sur kf fait I'objet de la remarque 2 .

Exemple : Considérons la fonction

3
h:R— R, x»—>h(x)x+%+x7+2sin(:v).

Donnons le développement limité de h en 0 a 'ordre 6.

Soient

f:]R—>R,xr—>f(x):$+%+a:7 et g:R— R, 2+ g(z) =sin(z) .



Remarquons que h = f 4 2g. A partir de

3 2P
g(x) =z — al + & + 2% ()
avec lin% e1(z) = 0, nous obtenons :
Tr—
223 22°
2¢g(x) = 2x — % + % + 22%, (z).

De plus
3

x
flz)=ax+ 3 + 2%, ()
avec lim e5(z) = 0. Il en résulte :
z—0
1 2 2
h(z) = 3z + <3 - 3|> z® + ﬁx‘r’ + 2%;(7)
01t 5
h(x) = 3z + §m5 + 2%;3()

ou e3(x) = 2¢1(x) + e2(z) ; en particulier }E}% es(z) =0.

Exemple : Considérons la fonction f donnée par

f:-11—R, x|—>f(x)—;ln(1+m> :

1—=
Donnons le D.L. de f en 0 a 'ordre 6.
Rappelons que

ln(l—i—x) :x_%"‘%—%-f-%—%—l—x(j&(x)
2 3 ot b S
111(1—1’) = _x_?_g_z_g_g—f‘lﬁég(l‘)



avec lim €1 (z) = lim e5(x) = 0. Nous en déduisons que
z—0 z—0

2 LE3 1'4 $5 33'6 6

—In(l—2)=a04+ =+ 4+ —+ =+ —
n(l —x) T T R 2 ex()

puis que

2 2
In(l+2z)—In(l —z) =2+ §x3 + 5x5 + (e1(z) — e2(2))2®

et enfin que

;(ln(l—l—x) —1In(1 _g;)> =+ 19:3—1— 151:5_1_ <51($) B 82(SC)> 25

3 5 2 2
e(x)
1
avec lim e(x) =0.0r f(x) = 2(111(1 +z) —In(1 — :L‘)) donc
T—
3 5
fl@) =2+ = + = + a(x)
3 5
avec lime(z) = 0.
z—0
Généralisation : soient fi, fo, ..., fp: I — R des fonctions, k1, kg, ..., k, des réels et a un point de I. Si

fi, fa, ..., fp ont des D.L. en a d’ordre n, alors ki f; + kafs + ... + k,f, admet un D.L. en a d’ordre n dont
la partie réguliere est

ki x partie réguliere du D.L. de f; + ko x partie réguliere du D.L. de f,
+ - -+ + k, x partie réguliere du D.L. de f,

4.3.2 Développement limité d’un produit

Proposition 4 Soient a et § deuz réels tels que o < . Posons I =|a, 3. Soient f et g deux fonctions a
valeurs réelles définies sur I. Soit a un point de I. Fixons n € N.
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Si f et g admettent comme D.L. en a d’ordre n

f(x) = ag+ai(xr—a)+ay(x—a)+ - +an(x—a)" + (r —a)e1(z)
g(x) = bo+b1(£€—a)+b2(x—a)2+...+bn<x_a)n+(x_a)n€2(x>

avec lim e1(z) = lim eo(x) =0, alors (fg)(x) = f(x)g(x) admet un D.L. en a d’ordre n dont la partie réguliére
s’obtient en conservant les monomes (v — a)® avec k < n dans le produit de la partie réguliére F du D.L. de
f en a d’ordre n par la partie réguliere G du D.L. de g en a d’ordre n.

Méthode de calcul : F'G est le produit

(a0~|—a1(x— a) + ax(r — a)® + -+ + a(x —a)") (bo—i—bl(x—a) + by(z — a)? —|—---+bn(9§—a)”>.

Gardons les monomes en (x — a)® avec k < n dans ces sommes :

aobo + agby(x — a) + agba(x — a)? + - -+ + agbp (v — a)”
albo(l' — CI) + albl(:c — CI)2 + -+ albn,l(m — a)”
asbo(r — a)? + aghy(x — a)® + - -+ + agb,_o(x — a)"

an-1bo(x — a)" ' + ay_1b1(z — a)™
anbo(z — a)”
Faisons la somme de ces monomes « restants », nous obtenons la partie réguliere du D.L. de fg en a a 'ordre
n:
(f9)(x) = aobo + (aghy + arby)(z — a) + (agbs + arby + asho)(x — a)?
+ ...+ (aoby, + arbp—1 + -+ apby_p + -+ anbo)(x — a)" + (x — a)"e(x)

ot lim e(z) = 0.
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Proposition 5 Soient a et § deuz réels tels que o < . Posons I =|a, 3. Soient f et g deuzx fonctions a
valeurs réelles définies sur I. Soit a un point de I. Fixons n € N. et soit p < n et ¢ < n deux entiers. Si f
admet comme D.L. en a d’odre n — q :

f(z) = ay(r — a)’ + appr(z — @)™ + -+ a,(z — @)+ (z — a)" ey (x) avec lim, .e1(z) = 0.
St g admet comme D.L. en a d’odre n —p :
g(x) = by(x — a)? + b1 (x — a)™ 4+ ap(z — )P + (v — a)" Pey(z) avec limy_qe2(r) = 0.

Alors, fg admet en a un D.L. d’ordre n. Et si F' désigne la partie réguliere du D.L. de f en a a l'ordre n — q,
et si G désigne la partie réquliére du D.L. de g en a a l'ordre n — p, alors la partie régquliere du D.L. de fg en
a a Uordre s’obtient en gardant les monomes en (z — a)* avec k < n dans le produit FG.

Exemple : Calculons le D.L. en 0 a 'ordre 3 de

h:—1,400[— R, x|—>h(:(;):(1—x+x2+x5)1+x.

Posons

f:]—l,—l—oo[—)R,xr—>(1—x+x2+$5> et g:]—1,+oo[—>]R,93»—>1+ :
x

Notons que h(z) = f(z)g(x). Le D.L. de f en 0 a l'ordre 5 est
f(x)=1—z+ 2%+ 2%
par troncature le D.L. de f en 0 a l'ordre 3 est
f(x) =1—2+ 2 + 2% (2);

avec lime(z) = 0. Le D.L. de g en 0 a l'ordre 3 est

z—0

g(@) =1—2+ 2% — 2% + 2%, (2)
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avec hH(l) g5(x) = 0. Pour obtenir le D.L. de f(z)g(x) en 0 a I'ordre 3 on ne conserve que les monomes z* avec
T—r
k < 3 dans le produit (1 — z + 2%)(1 — = + 2% — 23). Nous obtenons

1l—x+a22—23
—x 4 2% —2?
x? — a3

ainsi 1 — 2z + 322 — 322 est la partie réguliere du D.L. de fg en 0 a 'ordre 3. Autrement dit
f(x)g(z) =1 — 22+ 32% — 32° + 2°2(7)

avec lime(z) = 0.
z—0

Exemple : Calculons le D.L. en 0 a l'ordre 3 de la fonction
hi]—1,1[—R, 2+ h(z) =vV1+z In(1+z).
Posons
fl-1L1—R,z+— flz)=vV1+2z. et g:]-11[—R, 2+ h(z)=In(l+z)..
Notons que h(z) = f(z)g(z). Rappelons que pour « réel

ala—1) ,  ala—1)(a—2)
> 7 31

l14+x)*=14az+ 2?4+ 13e1 (7)

. - 1
avec hr% e1(z) = 0. Ainsi pour a = 5 nous obtenons :
Tr—

1 1 1
flx)=V1+x=1+ 2%~ ng + Exg’ + 2ey(7)
avec lim e5(z) = 0. De plus
z—0
T
g() =In(l +2) =z - B + 3 + 2e3(x)
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avec lir% e3(x) = 0. Il en résulte que le D.L. de h en 0 a l'ordre 3 s’obtient en ne gardant que les monomes en
z—

x*, k < 3, dans le produit
<1+1 12+1 3> x2+x3
2P TR Tt )\ T T )

Ces termes sont

[)32 1’3
rT——+ =
3
2 143
—=T

8

3
ainsi r — ;—4 est la partie réguliere du D.L. de fg en 0 a I'ordre 3. Autrement dit

fl@)g(z) =vV1+zln(l+2x)=2— % + 2%e(x)

avec lime(z) = 0.
z—0

Exemple : Donnons un D.L. en 0 a 'ordre 12 de la fonction h :
h:R— R, 2+ h(z) = (2" + 2% sin(z) .
Il existe une fonction e; définie sur R avec lin% e1(z) = 0 telle que pour tout z réel :
T—

3 b

sin(x) =z — ) + = + %1 () .

Il en résulte que pour tout = réel :



Soit

xlO .7712

h(l‘) = 1'8 — ? + H + x12€1(1§)
1}11 x13
‘I’l‘g - ? + F + ZL‘13€1($)

10 .CEH 3312 .CE13

i

S gt o b el aa)
3310 .Tll 3312 T

R ke R C RCIC R

e(x)

avec lime(z) = 0.
z—0

Nous aurions pu traiter cet exemple a ’aide de la proposition 5 en observant que la fonction polynomiale
27 + 2% admet un D.L. en 0 & 'ordre 11 de partie réguliére z7 + 25.
4.3.3 Division en puissances croissantes de fonctions polynomiales
La fonction f: R — R est polynomiale si pour tout réel x il existe ag, aq, ..., a, des réels tels que
f(x) =ag+a; +a@® + - +a,a™;
_ {0

n!
Supposons que f soit non nulle. Rappelons que le degré de f est par définition

notons que ag = f(0), a; = f'(0), .-+, a,

m = degf = sup{i € N|a; # 0}.

Introduisons la valuation de f
¢ =val(f) =inf{i € N|a; # 0}.
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Nous avons 'inégalité ¢ < m.

Exemple : Si f(z) = —22% + 527 — 27, alors val(f) = 3 et deg f = 17.

Remarque 7 Si f est une fonction non nulle, alors val(f) > £ si et seulement si f s’écrit sous la forme z‘v
ol v est une fonction polynomiale.

Lemme 1 Soit p < n,{ trois entiers. Soit u et v deux fonctions polynomiales telles que

1
u = apr® +ap P+ +a,a”

= b+ b+ ba® + - + bt
et val(u) > p, by = g(0) # 0. Alors

Gp p p+1
U = g+t v
9(0)

avec v une fonction polynomiale.
Preuve :

U = apr? + ap 2P 4+ a2 | g = g(0) + by + box? + -+ - + byt

ap p — D ap p+1
xPg = apr? + ——bix"" 4 - -
9(0) T g9(0) .
b _..p
x
9(0)

Ap

a
u— g = ((z —pb>$p+1+--~
9(0) P g(0)

Proposition 6 (Division en puissances croissantes) Soient f et g deux fonctions polynomiales. Suppo-

sons que g(0) # 0 (c’est-a-dire que val(g) = 0). Soit n € N. Il existe alors deux fonctions polynomiales uniques
q et v telles que

n+1
f= q g+x v
~~ ~~
quotient de la division reste d’D.mgre. n
a lordre n de la division
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avec degq < n ou q = 0.

Preuve : Démontrons cet énoncé par récurrence sur n :
o Ecrivons f sous la forme ag + a;x + asx® + - - - + a,,2™. Le Lemme 1 assure que
ao
f=—=g+av

9(0)

ao ag
avec deg () =0ou ——= =0.
9(0) 9(0)
¢ Supposons que f s’écrive sous la forme

f:qg+xn+1v

ol v désigne une fonction polynomiale et ot degq < n ou ¢ = 0. Le Lemme 1 assure que

n+1 v(0) i n—+2
= — g+ U
g(O) pol;t;;iale
Par conséquent :
0
f= (q i u( )an) g+ a2
9(0)

fonction polynomiale

polynomiale de de degré <n +1

Exemple : Divison en puissances croissantes 1 + x par 1 + 2% a 'ordre 2.
Nous obtenons pour tout x réel :

(*) 14+o=042—-2*)(1+2°)+23(~1+2).
Donnons comme application un D.L. a 'ordre 2 en 0 de la fonction f définie par

1+
1 4a?’

fiR— R, z+— f(x)
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Notre division () donne pour tout € R :

3 (-1+x) z(—1+x)
=1 B Mg S A | SV I WS
f(x) +z—z°+ e +x -z + o2 °
Posons pour tout x réel :
z(—1+x)
W ="rre

Remarquons que h{)r(l) e(x) = 0. Nous avons donc pour tout tout x réel :
flx) =14z —2* +¢(x)r?
avec 11{}1(1) g(x) = 0 qui est donc le D.L. a l'ordre 2 en 0 de f.

3 £L‘5 2 4

Exemple : Divisons en puissances croissantes x — 37 + &l par 1 — 5 + m a l'ordre 5. Nous obtenons pour
tout x réel : ' ' '
3 5 2 4
o 14 2 5 ¢ 6, 19 2 4
w6) T4+ =(r+ 0+ )1 - S+ ) a2l — )
G gt gy = o gr )0 = g ) T g~ )
2 4

La fonction 1 — — + x—' est non nulle & l'origine et continue (comme toute fonction polynomiale). Il existe

donc un intervalle I contenant 'origine sur lequel cette fonction est non nulle. Donnons comme application
de notre division un D.L. a l'ordre 5 en 0 de la fonction g définie par

3 b
$—|—§+§
g:]%R,ng(m):W.
12 L
2 Tl
Notre division (%) donne pour tout x € R :
19 2
Lg, 25 %x2_154'x45
g(x):x—|—§x —|—T5x—|— 1 $2+'x4 z’ .
2 4l
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Posons pour tout z € I :

9, 2 9 2

— - —=x - ——=x

( ): 360 15.4! — 22 360 15.4!
elr R R R R
- -

2 T 2 T

Remarquons que lir% e(z) = 0. Nous avons donc pour tout tout x réel :
T—
g(xr) =x+ llL‘S + 3x5 + e(z)2®
3 15

avec lin% g(x) = 0 qui est donc le D.L. a l'ordre 5 en 0 de f.
T—r

4.3.4 Développement limité d’un quotient

Soient « et § deux réels tels que v < 0 < 3. Posons I =], 3]. Soient f: I — Ret g: I — R deux fonctions
telles que g ne s’annule pas sur I. Considérons le quotient

f

=:I—R | x»—>@
g g9(x)

Proposition 7 Si f et g ont des D.L. en 0 a l'ordre n de parties réguliéres F' et G, alors f aun D.L. en 0

g
a l'ordre n de partie réquliere
F
— la partie réguliere du D.L. de a en 0 a lordre n ;
ou encore
— le quotient () de la division en puissances croissantes d’ordren de F par G : ce quotient () est caractérisé
par

F=QG+2""u
avec deg Q) < n ou Q) = 0.
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Donnons quelques explications. Soit la division en puissances croissantes de F' par G a 'ordre n
F=QG+ 2"

avec deg ) < n ou @ = 0. Nous avons G(0) = ¢g(0) # 0. Donc au voisinage de 0

F(z) ) x”“u(m): o) 4 g zu(z)
i = 00+ gy = e+ ()

e(z)

F
avec lir% e(z) = 0. Ainsi le D.L. de — en 0 a l'ordre n est
x>

G

F(x)
G(x)

— Q(x) +a"(x)

avec lim e(z) = 0.
z—0

Remarque 8 [Précisons la Proposition] Si F' = aya? + a,12Pt + -+ - + a,2™, alors le quotient de la division
en puissances croissantes d’ordre n de I’ par G est le méme que le quotient de la division en puissances

croissantes d’ordre n de F par la partie réguliere G du D.L. de g d’ordre n — p.

Remarque 9 [Cas a € I] Si f et g ont des D.L. en a a l'ordre n de parties régulieres F' et G, alors f a un
9

D.L. en a a l'ordre n. La partie réguliere du D.L. de i en a a 'ordre n est () le quotient de la division en

g
puissances croissantes de (z — a)* d’ordre n de I par G caractérisé par

F=QG+ (z—a)""u

avec deg ) < n ou ) = 0.
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fla+h)

Remarque 10 [Cas a € I] Le quotient ! aun D.L. en a d’ordre n si et seulement si la fonction h gath
g gla
admet un D.L. en 0 d’ordre n. La partie réguliere du D.L. de i en a d’ordre n est alors Q(z — a) ou @ est la

g
fla+h)

partie réguliere du D.L. en 0 a I'ordre n de la fonction h — .
gla+h)

Exemple : Donnons le D.L. en 0 a l'ordre 5 de

tan : }—W, W{ — R, z — tan(z) = sin(z) :
272 cos(x)
Notons que la fonction cos ne s’annule pas sur }—g, g[ De plus
_ N . .
sin(z) = x—g%—ajtx e1(x) }:11)1(1)51(96)20
T T I ~0
cos(z) = 1— o + o + x eq(x) lim gq(x) =

donc 5 .
o

est la partie réguliere du D.L. de sin(z) a 'ordre 5 en 0 et

2 2t

est la partie réguliere du D.L. de cos(z) a 'ordre 5 en 0.
Nous avons vu que la division en puissances croissantes de F' par GG a 'ordre 5 est

x> 2ab 192 223
Felo+ T 128 Y aguas (22 22 )
<x+3+ 15) T <360 15><4!>
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Donc le D.L. de tan(z) en 0 a 'ordre 5 est
3 2a°

_ - o 5
tan(z) = x + 5 + B + z°¢(x)

ol ;:15}1(1) e(z) = 0.

4.3.5 Quelques cas élémentaires de développement limité de fonctions composées

Soit r > 0 un réel. Posons I =| — r,r[ de sorte que 0 € I. Soit f: I — R une fonction. Supposons que f
admette un D.L. en 0 d’ordre n

f(x):ao+a1$+a2x2+...+anxn+xn€(l_)

avec lime(z) = 0.
z—0

ror )
—k,k[et51k<0,onpose<]—}

J—R | z+— f(kx)

1. Soit k£ un réel. Si k > 0, on pose J = ] { La fonction

roor
k' ok
admet un D.L. en 0 d’ordre n donné par
f(kx) = ag + kayx + K*asx® + ... + k"a,a" + 2™, ()
avec JICIL% e1(z) =0.
2. Soit m > 1 un entier. Posons J =] — r¥/™ r1/™[  La fonction
J—R | z+— f(z™)
admet un D.L. en 0 d’ordre nm donné par
f@™) = ap + a1 @™ + ax®™ + - + apr™™ + 2™ ey (2)

ec ilir(l) go(z) = 0.
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Preuve : Démontrons le second point. Pour tout € I nous avons
f(z) =ap+ a1z + asx® + ...+ a,z" + x"e(x)

avec hH(l] g(x) = 0. Par conséquent pour tout x € J nous avons
T—

f(@™) = ag + a1 2™ + apx®™ + ...+ apa™" + 2™ (™) (2)
Posons ey(x) = e(a2™). Alors }313% go(x) =0 et (2) est un D.L. en 0 a l'ordre mn de f(z™).
Exemple : Soit o un réel. Considérons les fonctions
f:]-L1—R | z+—(1-3x)"

et

g:]-L1[—R |, z+—V1-—322.

Donnons un D.L. de f en 0 a ’ordre 3.

Rappelons que | — 1, 1[— R, =+ (1 + 2)* admet pour D.L. en 0 a 'ordre 3

-1 —1)(a—2
(I+2)*=14ax+ a(a2 )a:2 + ala 3)'(a )a:3 + 23e(z)
avec lim e(z) = 0. En prenant k = —3 nous obtenons via le premier résultat :

z—0

2
(1-32)*=1-3ax+ 2(1(04 —1)2? - ;a(a —1)(a — 2)2® + 23e(z)

avec lim e(z) = 0.
z—0

Donnons un D.L. de g en 0 a ’ordre 6.
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D’apres ce qui précede nous avons en particulier (o = —%)
3 9 27

VI=3r=1-gz— §x2 — Ex?’—%m?’g(x)

avecc lig(l) e(z) = 0. Alors d’apres le second résultat (avec m = 2) nous obtenons

3 9 27
V1—-322=1- 5372 - §x4 - Exﬁ + 2% (z)

avec lime(z) = 0.
z—0

4.3.6 Développement limité et composition d’applications

Soient «, 5, v et 0 quatre réels tels que a < [ et v < 4.
Posons I =|a, B[ et J =]v,d]. Soient a € I, b€ Jet f: I - R, x— f(x), g: J > R, y — g(y). Supposons
que b = f(a) et que pour z € I nous avons f(z) € J. Nous pouvons alors considérer

gof :I—R:quad, z— (9o f)(z)=yg(f(z)).
Proposition 8 Supposons que
— f admet un D.L. en a a l'ordre n de partie réguliére

F(x)=b+ai(z —a)+as(v —a)*>+ -+ an(z —a)"
— g admet un D.L. en b a l'ordre n de partie régquliére
G(z)=bo+bi(y—b) +ba(y —b)* + - + b (y — b)"

Alors go f admet un D.L. en a a l'ordre n dont la partie réguliére s’obtient en conservant les monomes en
(x — a)* avec k < n dans le développement de G(F(x)) :

b0+b1(a1(x_a)+a2($—a)2+---+an(x—a)">
—l—bz<a1(x—a)—l—ag(x—a)2+..,+an<x_a)n>2
+'--+bn(a1(l’—a)+a2(x—a)2+...+an(x_a)n)n
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Remarque 11 Si dans la proposition précedente a; = --- = a,—1 = 0 la proposition reste exacte si on
suppose seulement que g a un D.L en b a l'ordre m pour un entier m tel que p(m + 1) > n. Le polynihone G
désigne alors la partie réguliere g a un D.L en b a 'ordre m.

Exemples d’applications : Soient u et v deux réels tels que u < v. Posons I =]u, v[. Soit a € I. Considérons
une fonction f: I — R. Supposons que h > 0 sur I et que h admette un D.L. en a d’ordre n.
Soit
f:I—R | z— f(x)=

On remarque que f(a) =0 et f(z) > —1 pour x € I. Soit a un réel.
D.L. de h(z)* en a : Soit

g:]=1oco[—R , y—gy) =h(a)*(1+y)"~

Remarquons que go f a bien un sens : si  appartient a I, alors f(z) appartient a | — 1, +00[. De plus g admet
un D.L. en 0 d’ordre n (donné par Newton). Considérons

gof:I—R, x> go f(x) = g(f(x)) = h(z)%
la Proposition 8 assure que h(z)* admet un D.L. en a d’ordre n que I'on calcule a partir de celui de h.
D.L. de In(h(z)) en a : Soit
9 ]-Loo[—R , y+——g(y) =1In(k(a)) + In(l +y).

Remarquons que go f a bien un sens : si  appartient a I, alors f(z) appartient a | — 1, +o0o[. De plus g admet
un D.L. en 0 d’ordre n. Considérons

gof I =R , xz+—=gof(x)=yg(f(z)) =In(h(z));

la Proposition 8 assure que In(h(x)) admet un D.L. en a d’ordre n que l'on calcule a partir de celui de h.
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1
Remarque pour a = —1 : Pour o = —1, alors h(z)* = ——. Nous obtenons un moyen de déterminer

h(x)

un D.L. de en a a l'ordre n. Un autre moyen est de calculer le quotient de la division en puissances

1
h(z)
croissantes de (x — a) de 1 par h.

Exemple 1 : Donnons le D.L. de

1
1+ 22

h:R—R | z+—

en 0 a l'ordre 4. Nous avons deja traité ce type d’exemple dans la sous-section 4.3.5.

Counsidérons les fonctions .

1+z

fix—a® et g x>

notons que h = g o f. Nous avons

f(x) =2+ a2 (z) ou lime(z))=0.

r—0

Comme ce D.L. de f commence par du z?, Il nous suffira d’avoir le D.L de g en 0 = f(0) d’ordre 2 :

g(x) =1—x+ 2>+ 2%(r) ot limey(r)) =0.

x—0

La partie réguliere du D.L de f en 0 d’ordre 4 est F'(z) = 2%, La partie réguliere du D.L de g en 0 d’ordre 2
est G(z) =1 — x + 22, Nous avons G(F(x) = 1 — 2? + x*. La Proposition 8 assure que

B 1
1422

=1— 2% +2* + 2%e3(2)

g9(f(x))

ol €3 est une fonction définie au voisinage de 0 telle que lin%) es(x) = 0.
T—
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Exemple 2 : Donnons le D.L. de

h :R— R | xz+— h(z)= exp(sin(z))
en 0 a l'ordre 4.
Nous avons sin(0) = 0. Rappelons les D.L. en 0 a I'ordre 4 :

3 LEQ 373 LE4

' T
sin(z) =z — al +a'ei(r) et exp(x)=1+x+ or + al + m + ztey ()

ol €7 et g9 sont des fonctions définies au voisinage de 0 telles que lirr(l) e1(r) = lin%) eo(z) = 0.
T—r xr—r

De plus sin(0) = 0. D’apres la Proposition 8 la partie entiere du D.L. de h en 0 a 'ordre 4 est :

o1, ., 2 1, 1y 2 !
Il en résulte le D.L. de exp(sin(z)) en 0 & 'ordre 4
2 4
exp(sin(z)) =1+ x + % - % + ztey ()

ou £3 est une fonction définie au voisinage de 0 telle que liH(l) g3(x) = 0.
T—

Exemple 3 : Donnons le D.L. de

T 1
h:|l—,=| —R — h(x) =
] 272 { ,x (@) cos(z)
, 1
en 0 a lordre 6. Ecrivons h sous la forme g o f avec g(u) = . et f(z) =1 — cos(x). Nous avons :
—u
z? ozt af 6 .
f(x)—?—ﬂ+%+x€(x) ou }:gr(l)g(x))—o.
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Comme ce D.L. de f commence par du z?, Il nous suffira d’avoir le D.L de g en 0 = f(0) d’ordre 3 :
gu) =1+u+u®+u* +us(u) ou 111% e(u)) =0.
u—>

Nous obtenons :

h(l‘)z 1 — _(ﬁ_#+:ﬁ>_1<ﬁ_ﬁ+x6>2_1<x2_x4+$6>3_|_x65($)
cos(z) 2 24 "720) 2\ 2 24" 720 3\2 24720
e
2 24 720 2\ 4 2 24 38
2 4 6
= —%—%—%—i—xﬁg(gﬁ)

ol ilg(l)a(a:) = 0.

Exemple 4 : Déterminons le D.L. de h(z) = In(cos z) au voisinage de 0 a 'ordre 6. On peut écrire h = go f
avec g(u) = In(1 —u) et f(x) =1 — cosz. D’une part, le D.L. de f d’ordre 6 en 0 est

2 ot 1S 6
f(x)—?—ﬁ+%+x€(a:).
D’autre part le D.L. de ¢ d’ordre 3 en 0 = f(0) est
2 3
ln(l—u):—u—%—%—kugs(u)
Nous obtenons :
h() x? x4+x6 1 (22 x4+x6 2 1 (22 a:4+:176 3+ 6()
) = - |———4+——|—-—=|———+——| — == —=—4+ — x’e(x
2 24 720 2\ 2 24 720 3\ 2 24 720
B x2+9§4 25 1 (2t 2?2t 1[E6+ O (1)
T 79 "o 70 2\a " f22a) 3y TRV
2 b p
= —?—E—ﬁ—f‘l’&‘(:ﬂ)
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Exemple 5 : Donnons le D.L. en 0 a 'ordre 3 de la fonction

1
h:}—ﬂ,ﬂ{—ﬂR , T ————— .
272 1 —sin(x)
Considérons
f'}—ﬂ W{—HR x> sin(z) et ]—-1,1][—R HL
* 272 9 .g' Y 7y 1_y'

Notons que f(0) = 0 et que si —g <zr< g, alors —1 < sinx < 1 de sorte que g o f est défini sur ]—g,g{
Nous constatons que
T m
gof: |2 5[ =R . v (g0 @) = g(f(x)) = hx)
i.e. go f = h. La fonction h est dérivable a tout ordre comme composée de telles fonctions. Par suite h admet
un D.L. en 0 a tout ordre. Donnons deux solutions.

Solution 1 : Nous appliquons la proposition 8. Le D.L. de f en 0 a 'ordre 3 est

f(x) =20 - +2’c(zr) ou lime(xr)=0

x—0

Le D.L. de g en 0 a 'ordre 3 est
9y) =1+y+y*+y° +y’e(y) ou lime(y) =0.

y—0

La partie réguliere de ce D.L. est G(y) = 1 +y + 3> + ¢°.
Ainsi h(z) = go f(z) admet en 0 un D.L. a l'ordre 3 dont la partie réguliere s’obtient en conservant les
monomes z¥, k < 3, dans le développement de



Nous obtenons 3

5
1+x—§+x +a2°=1+z+ 2 +63:

Par conséquent
1 5
=14+ + 2* +2%(x) ou lime(x)=0
1 — sin(x) 6 250
Solution 2 : Nous passerons par une division en puissance croissante. Le D.L. en 0 a 'ordre 3 de 1 — sin(x)

est
23

-2+ +a Se(z) on lime(x) =0

3! z—0
De plus 1 —sin(0) =1 -0 =1 # 0. Donc 17” admet un D.L. en 0 a 'ordre 3 dont la partie réguliere
— sin(z
est le quotient de 1 par 1 — x + g—? en puissances croissantes a l’ordre 3. Il s’en suit que

1 5 .
T—sin(z) 1+x+x2+6x3+x55($) ou  lime(z) =0

Exemple 6 : Donnons un D.L.en 0 a l'ordre 5. de
fR—R | x+1--cos(2z).

. La fonction f est dérivable a tout ordre. D’apres le Théoreme de Taylor-Young f admet un D.L. en tout
réel a tout ordre. Donnons trois solutions.

Solution 1 : Le théoréeme de Taylor-Young assure que le D.L. de f en 0 a 'ordre 5 est

" 3 “) (0 (5)
@) = 10)+ PO+ Ll SO0 JEO e SO 5 sty o i o) = 0.

szlc)ulons {()())Af (0 ) 17(0), £3(0), £9(0), f®(0). Rappelons que (cosu(x)) = —u/(x)sinu(z) et (sinu(z)) =
) =
(x

f(z) =1 — cos(2x) f(x) = —(—2sin(2x)) = 2sin(2z) f"(x) = 4cos(27)
f®(z) = —8sin(2z) f®(z) = =16 cos(2z) O (x) = 32sin(2z)
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donc

=0 fO=0  fO=4  JO0)=0  [O0)=-16
et
/"(0) F2(0) fO0) _ 2
/
- = —92 — —_Z
J(0) =0 S0y =0 2! 3! 0 4! 3
Il en résulte que
2
_ _ 9,2 _ % 4 5 N _
1 — cos(2x) = 2z 37 +z°¢(z) ou }311)1(1)5(95) 0.
Solution 2 : A partir de
—1 . 1 i =0
cos(x) =1— i + o + a2°e(x) ou xlg(l)e(:v) =
nous obtenons
2z)%  (22)*
cos(2r) = 1— ( ;) + ( j) + (27)°e(22)
T
= 1—-222+ T z°e ()

2
1— 222 + §I4 + 2% ()

avec €1 (z) = 2°¢(2z) et donc hrr(l) e1(z) = 0. Finalement
z—>

1 — cos(2x)

2
1-— <1 — 227 + §x4 + x551(x))
2
1—1+22° — §x4 — 21 (7)
2

27% — §x4 + 2°ey(7)
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avec £9(z) = —e1(x) et liir(l] go(z) = 0.
Solution 3 : Notons que 1 — cos(2x) = 2sin?(x) = f(g(z)) avec f(x) = 222 et g(z) = sin(x). D’une part le
développement limité de g en 0 a 'ordre 1 est
3
x 3
T gy + z7e(x)

d’autre part le développement limité de f en 0 a l'ordre 5 est f. De plus ¢g(0) = sin(0) = 0. Par suite le
développement limité de f(g(z)) en 0 est

2
22? — 5334 + 2% ()

avec lime(z) = 0.
z—0

4.3.7 Développement limité d’une primitive

Soient «v et [ deux réels tels que o < 3, I =], 5] et a € I. Considérons la fonction
f:I—R | z— f(x).
Proposition 9 Soit n un entier. Supposons que f admette une primitive sur I et un D.L. en a d’ordre n

f(x)=ao+ai(z—a)+ay(z—a)+--+an(z—a)"+ (z—a)"s(z) on lime(x)=0.

rT—ra

Alors toute primitive F de f admet un D.L. en a d’ordre n+ 1. Ce D.L. est

r —a)? x —a)"! o
F(z)=F(a) 4+ ap(z —a) + a1(2) +...+ a"(n+)1 +(z —a)"Mei(z) o glglg(llf—:l(x) =0.

primitive de la partie réguliére du D.L. de f qui vaut F(a) en a

43



Corollaire 2 Supposons que [ admette un D.L. en a d’ordre n

f(x)=ao+ai(z—a)+ayz—a)*+...+a,(z—a)"+ (z —a)"e(x) ou limey(z)=0.

T—a

Si f" admet un D.L. en a a l'ordre n — 1, alors le D.L. de [ est

fl(z) = ay + 2ax(x — a) + 3az(x —a)* + ...+ nay(xr —a)" ' + (v —a)" tez(x) ou limes(w) =0.

r—a

Exemple : Considérons
1

i
Soit n € N. La fonction h est dérivable & tout ordre donc admet un D.L. en 0 & Pordre n. Notons H la
primitive de h nulle en 0 :

h:R— R | x+— h(x)

r 1
H:R-—R | xr—>H(m):/ dt .
o 1+1¢2
Soit
J=1, 400 R , 7 gx)= —
g -1, , glr) = -

Le D.L. de g en 0 a 'ordre n est
g@)=1—az+2>+.. .+ (=1)"2" + 2"(z) ou liir(l)s(x) =0
Par suite pour tout réel

g(@®) = h(z) =1 -2 +2* + ...+ (=1)"2*" + 27"¢(2?)

avec €1(r) = g(x?) et hH(l) e1(z) = 0. Ainsi le D.L. de h en 0 & l'ordre 2n est
Tr—r

h(r)=1—2+2"+ ...+ (=1)"2*" + 2*"¢;(z) ou lime(z) =0

z—0
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D’apres la Proposition 9 la fonction H admet un D.L. en 0 a l'ordre 2n + 1

x> a2b

o v - _1\n 2n+1 N : _
H(z)==x 3 + : + . (D" + 2 ey(z) ou :}CIL%EQ(I)—O

Rappel : dans le cours de Fondements 1 il est démontré que

tan:}—g,g{HR , x> tan(x)

est une bijection dérivable. Son application inverse ou réciproque est

T
tan : R — |——, —| .
arctan ] 55 {
De plus arctan est dérivable et
1
tan’(z) = :
arctan’(x) T2
La fonction H est la fonction arctan.
Exemple 1 : Soit
F:}—g,g[—ﬂl& , F(z)=In(cosz) , F(0)=0.

La fonction F' est dérivable a tout ordre. Donnons le D.L.. de F en 0 a 'ordre 6.

_ sin(z)

{ — R |, Fl(z)= = tan(z).

272 cos(x)

Ainsi F = —/ tan(t) dt. Nous avons vu que le D.L. de tan en 0 & l'ordre 5 est
0

x> 2P

tan(z) = x + 3 + 15 + 2%¢(z)
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avec 1irr(1] e(z) = 0. La Proposition 9 assure que le D.L. de / tan(t) dt a I'ordre 6 est
T— 0

8

/ tan(t) dt = +£+x Oci(x) avec }:ig%al(x) =0.
Nous en déduisons le D.L. de In(cos(z / tan(t
2 xt b .
In(cos(z)) = ~ 5 T34 + 2%, (x) avec 91611)%52@) =0.

Autre méthode : In(cos(z)) = In(1+ (cos(x) —1) et on voit alors cette fonction comme une fonction composée.

Exemple 2 : Soit f la fonction définie par f(z) = In(1 + x); la fonction f est dérivable au voisinage de 0 et

f(z) = ira Nous avons
1 S ek -1 -
T2 = ’;:0( 1)fa® + 2" e(x) avec }}1{)1[1)5@) =0.

La Proposition 9 assure que

In(1+x)=> (-1) lxk +2"E(z) avec limé(x)=0.

k z—0

Exemple 3 : Soit f la fonction définie par f(z) = In(1 — x); la fonction f est dérivable au voisinage de 0 et

fl(x) = T Nous avons

=—> 2" +a" e(x) avec lime(z)=0.

x—0

1—
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D’apres la Proposition 9

In(1 — ) Z% avec  lim &(x) = 0.

xT—

Exemple 4 : La fonction f ;] —1,1[— R, z — f(z) =

en 0 de partie réguliere

admet un développement limité a 'ordre n

l—x+z*+ ...+ (=1)"2"

Sa dérivée [’ :]—1,1[— R, z— f'(z) = — est C*® sur | —1,1[ donc f" admet des développements

1
(1+x)?
limités a tout ordre en 0. Par conséquent la partie réguliere du développement limité de f’ & 'ordre n — 1 en
0 est

—1+2r+...+ (=1)"n2z" .

4.4 Utilisation des développements limités
4.4.1 Pour le calcul de limites

Lemme 2 Soient \ et p deux réels non nuls. Soient £, m dans N et soit a € R. Considérons
h: R~ {a} — R, |, z+— h(z) :7):—(a7—a)€_m

Alors

o sil =m, alors lim h(z) =

= >

o si £ >m, alors lim h(z)=0;
o sil <m et l —m est pair, alors

— >0, alors, limh(z) =400 ; si— <0, alors, limh(z) = —o0;
Iu Tr—a Iu Tr—a

47



o sil <m et —m est impair, alors

A A
si — > 0,alorslim h(z) = +oo et limh(z) = —oo; si — < 0,alorslimh(x) = —occ et lim h(z) = +o00

'u x>a x<a 'u x>a rx<a

Soient av < 3 deux réels. Posons I =|a, 5[. Soient a € I, f: I — Ret g: I — R. Supposons que f et g ont
comme D.L. en a a 'ordre n

f(x) = az(x — a)f + aul(:ﬁ - a)”l 4+ an(x _ a)” + (x _ a)"&?l(:c)
g(ﬂi) = bm(aj — a)m + bm+1($ — a)mﬂ 4+ 4 bn(lE . a)n + (33 _ a)nEg(.CIj)

avec glﬂlg(ll e1(z) =0 et glclgé g9(x) = 0. Nous supposons ay # 0 et b, # 0.

Proposition 10 [l existe r > 0 tel que Ja —r,a + r[C I et tel que g ne s’annule pas sur Ja —r,a + r[~{a}.
La fonction

i:]a—r,aqu[\{a} — R, z+— @)
9 9(x)
o (z) . az—a) o o .
est alors bien définie et () et b ) ont méme limite quand x tend vers a. Ces limites sont donnés
glx m\T — a)™

par le Lemme 2.

Preuve : (Idée de la démonstration) Nous avons

f(z) = ap(z — a)g (1 + %(x —a)+ @(l‘ — a)2 4o (2 — a)'n—f +(z— a)n—zgl(x)>
ae Qe ay Ay

Ainsi f s’écrit :
f(@) = ar(x — a)‘u(w)

avec u: I — R et lim u(z) = 1.
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De méme g s’écrit :
9(x) = b (x — a)™v(x)

avec v: [ — Ret lim v(x) = 1. La proposition en résulte.
T—ra

Exemple : Considérons la fonction :

\/H—ﬂv—ﬁ/l—kgx

h:]—1,400[\{0} — R | z+— h(z)= oS

Déterminons lim h(z).
z—0

Rappelons que pour « réel

-1
(1+x)°‘:1—|—ozx+a(a2)

2 2 - _
- +axe(x) avec glclg(ljé(x) =0.
En particulier

1 1
1+z = (14+2)2 =142 — 2+ 2%(z)

2 8
1 1
1+ = (1+x)1/3:1—|—§x—§x2+m25($)
3 1/3 1/3\?
freze = 105(50) -5 (7)o@
— 1_|_1 1 2_'_ 2()
= 5%~ 7% ol

avec dans chacun des cas lim e(z) = 0.
T—>

Le numérateur de h sécrit alors :

3 1
Vit — 1+ 3% = §x2 +2%e(z) avec lin% e(z)=0.

T—r
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Le dénominateur de h sécrit alors :

2? + 2% = 2® + 2%e(x) avec lime(x) =0.
z—0

La Proposition 10 assure que

1
lim A(z) = lim 8 -z,
z—0 z—0 :L‘Z 8

Exemple : Considérons la fonction f définie pour x > 0 par
fx)=vVa3+1—Va?2+uz

Déterminons lim f(x).
T—>+00

Nous avons :

fla)y=Vad+1-Va2+a = \P/x?’(l—l—l)— x2<1+1>

Or, nous avons pour h > —1 :

1
VI+h3=1+ gh?’ +e1(h)h?

1,1
Vit h=1+ 3h = gh%z(h)h2
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avec lim (h) = 0 et lim e5(h) = 0. Nous avons donc :
h—0 h—0

1,1
VI+h—V1+h= —§h+§h2+€3(h)h2

avec fllir% e3(h) = 0. Il en résulte pour x > 0 assez grand :
—

. 1 o .
avec ml_l}gloo 83(;) = 0. Nous en déduisons wllflloo f(x) = -5

sin(3z) — sin(2z)

Exemple : Calculons la limite de la fonction = lorsque z tend vers 0. Nous utilisons

x
le développement limité & Pordre 2 des fonctions sin(3z) et sin(2z) : nous avons sin(3z) = 3x + z%¢(z) et
sin(2z) = 2z + ?n(x) ol € et n sont deux fonctions qui tendent vers 0 lorsque z tend vers 0. Nous obtenons
alors pour tout x réel non nul

sin(3z) —sin(2z) 3z + 2%e(x) — 20 — a®n(x)
T T

. . sin(3z) — sin(2x)
Nous pouvons ainsi conclure : lim
z—0 x

— 1+ 2(e(a) - (@),

=1.

4.4.2 Pour ’étude des propriétés locales de la représentation graphique d’une fonction

Position de deux courbes représentatives

Soit o < f3 deux réels et I l'intervalle |a, B[. Considérons une application f : I — R. Considérons P
un plan géométrique muni d’un repére orthonormée O, i, 7. Nous identifions un couple de réels (z,y) avec le
point M de coordonnées (z,y). Nous désignons par C la courbe représentative de f :

Cr={(z,y)avecx € I et y= f(x) }.
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La courbe représentative de f définit deux sous ensembles du plan. Les points C’;[ au-dessus du graphe de f
définis par :
Cf ={(z,y) telsquez € I et y> f(x) }.

Les points C; au-dessus du graphe de f définis par :
Cy ={(r,y)telsquexr € I et y > f(z) }.

Soit g une deuxieme application g : I — R. Nous dirons que C; est au-dessus de C'y si Cy C C’;[ et nous
Cy est en-dessous de C'y si Cy C C}. Si J est un intervalle contenu dans I, nous dirons que C; est au-dessus
de Cf sur J si
{(z,y) avecz € J et y > g(x)} C C} .

Nous dirons que Cy est en-dessous de C'y sur J si
{(z,y)avecz € J et y > g(zx)} CC} .

Remarquons que demander que C;, soit au-dessus de C sur J équivaut a demander pour tout x € J :g(z) >
f(x) ou encore que g(x) — f(z) > 0. De méme demander que C, soit en-dessous de Cy sur J équivaut a
demander pour tout z € J : g(x) < f(x) ou encore que g(z) — f(z) <O0.

Faisons quelques remarques sur les sécantes d’une courbe représentative et les tangentes en un point a
une courbe représentative. Soit a # b € I; A= (a, f(a)) et B = (b, f()).
i) La droite AB est appelée sécante & Cy. Son équation est

v= 1@+ 10D o) ap).

ii) Supposons f dérivable en a. Lorsque b tend vers a, B tend vers A et la droite AB tend vers une droite T’
d’équation :
y=fla)+ fla)(z —a) (T)

appelée tangente en a a Cy.
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Notons que y = f(a) + k(x — a) est ’équation d'une droite D passant par A. Cette droite est aussi la
courbe représentative de la fonction R — R, = +— f(a) + k(x — a). Ainsi, dire que C'rest au-dessus de sa
tangente en a sur J signifie que pour tout x € J on ait : f(x) > f(a) + f'(a)(z — a). Et dire que Cyest
en-dessus de sa tangente en a sur J signifie que pour tout z € J on ait : f(z) < f(a) + f'(a)(z — a).

Position locale relative de deux courbes locales représentative :

Soient o < (8 deux réels. Posons I =]a, 5[. Soient a € I et n € N.
Lemme 3 Soit h: I — R une fonction admettant comme D.L. en a d’ordre n
h(z) = ap(z — a)? + app1(x — a)P™ + ...+ a,(x —a)" + (x — a)"e(z)

avec ap # 0 et lim e(x) = 0. 1l existe alors r > 0 tel que Ja —r,a+r[C I et h est du signe de a,(x — a)? sur

la —r a+r[.
Preuve : A partir de

h(z) = ay(z — a)? + appr(x — a)P™ + ...+ an(x — a)" + (x — a)"e(z)
nous obtenons

h(z) = (z — a)p<ap +appi(z—a)+ ...+ a,(z—a)" P+ (x — a)”pe(x))

Notons que li_r>n u(x) = a,. Par définition de la limite nous obtenons 'existence de r > 0 tel que |a—r,a+r[C [
T—a
et h est du signe de a,(z — a)? sur Ja — r,a + r[. Ainsi h est du signe de a,(x — a)? sur Ja —r,a + 7]
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Proposition 11 Soient f: I — R et g: I — R deux fonctions. Supposons que f et g admettent comme D.L.
en a d’ordre n

fx) = ap+ai(r—a)+tay(r—a)+--+a(r—a)"+ (z —a)e(2)
g(x) = by+bi(x—a)+byr—a)’+-+b,(z—a)+ (v —a)"ss(z)

avec lim e1(x) = lim go(x) = 0. Supposons enfin que
ap="by, , ar=0b, , ax=by, , ... , a_1=0b_1 , eta,#b, avec p<n

en particulier a, — b, # 0. Alors il existe r > 0 avec Ja —r,a + r[C I tel que si
o p est pair et a,—b, > 0, nous ayons la courbe représentative Cy de f au-dessus de la courbe représentative
Cy de g surla—r,a+r|;
o p est pair et a, — by, < 0, nous ayons la courbe représentative Cy de f au-dessous de la courbe représen-
tative Cy de g surla—r,a+7r[;
¢ p est impair et a, —b, > 0, la courbe représentative Cy de f au-dessus de la courbe représentative Cy de
g sur [a,a + 7] et la courbe représentative Cy de f au-dessous de la courbe représentative C, de g sur
la—ra];
o p est impair et a, — b, < 0, nous ayons la courbe représentative Cy de f au-dessous de la courbe repré-
sentative Cy de g sur [a,a+r[ et la courbe représentative Cy de f au-dessus de la courbe représentative
C, de g surla—r,a];
Remarque 12 Supposons que n > 2 et que f(a) = g(a). Si Cf est soit au-dessus de Cy sur Ja — r,a + 7],

soit au-dessous de C, sur Ja — r,a + r[, alors Cy et C, ont méme tangente en a.

Preuve : Supposons donc que n > 2 et f(a) = g(a) autrement dit ag = by. De plus a; = f'(a) et by = ¢'(a).
Si f'(a) # ¢'(a), alors la Proposition 11 aboutit a une contradiction. Comme 1’équation des tangentes en a a
Cy et C, sont

y=fla)+ f'(a)(z —a) et y=g(a) +g'(a)(x—a)

nous obtenons que Cy et Cy ont méme tangente en a.
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Proposition 12 Supposons que f admette un D.L. en a d’ordre n > 2. Alors f est dérivable en a et le D.L.
de f en a d’ordre 1 est
f(@) = fla) + f'(a)(z — a) + (z — a)er(x)
avec lim e1(z) =0.
Supposons que f admette comme D.L. en a a l'ordre n > 2

f(x) = fla)+ f'(a)(z —a) + ap(x —a)P + -+ ap(z — a)" + (x — a)"e(x)

avec lim e(x) =0 et supposons a, # 0.
Alors il existe v > 0 avec |a — r,a + r[C I tel que si
o p est pair et a, > 0, alors Cy est au-dessus de la tangente en a a Cy sur |a —r,a+1];
o p est pair et a, <0, alors Cy est au-dessous de la tangente en a a Cy surla —r,a+7|;
o p est impair et a, > 0, alors Cy est au-dessus de la tangente en a a Cy sur [a,a + 7| et au-dessous sur

la—r,a];
o p est impair et a, < 0, alors C est au-dessous de la tangente en a a Cy sur [a,a + 1] et au-dessus sur
la—r,a];

Lorsque p est impair, nous disons que a est un point d’inflexion de f.

Preuve : C’est une conséquence directe de la Proposition 11 si on se souvient que la tangente a Cy en 0 a
pour équation

y= @)+ (@)~ a)
et est donc la courbe représentative de
R—R , z+ f(a)+ f'(a)(z —a).
Exemple : Considérons
f:R>R—R | z+—— f(x)=exp(z).

La fonction f est dérivable a tout ordre et f(0) = f’(0) = 1. La tangente a Cy en 0 a donc pour équation

y =1+ x. De plus
2

T
exp(z) =1+z+ 5 + z%e(7)
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avec hH(l) e(z) = 0. Il en résulte que exp(z) — 1 — = > 0 sur un intervalle | — r,r[ avec r petit. Par conséquent
T—r

sur cet intervalle Cy est au dessus de sa tangente.

Exemple : Considérons la fonction
f: R—R |, x+— f(x)=1-2x—sin(z).

La fonction f est dérivable a tout ordre au voisinage de x = 0. Nous avons f(0) =1 et

fle)y=1—2z— (az—i%—x?’s(x)) :1—3.”B—|—§?—:B3€(ZE)

avec liII(l] e(z) = 0. Ainsi il existe r > 0 tels que
%

o f(x) =1+ 3z >0 sur [0,r[;

o f(x) —1+3x <0sur]—r0].
L’équation de la tangente en x = 0 a Cy est y =1 — 3.

Par suite

o Cf est au-dessus de sa tangente en x = 0 sur [0, r[;

o Cf est au-dessous de sa tangente en x = 0 sur | — r,0].
En x =0, f a un un point d’inflexion de f.

Pour ’étude des branches infinies

Soit f une fonction de R dans R admettant une limite infinie au point 400 (resp. —oco) de RU{—o0, oo}.
Les développements limités peuvent nous aider aide a la détermination des asymptotes de la courbe C d’équa-

tion y = f(z).

Exemple : Considérons f(z) = Vot + 22 — v/23 + 22. La fonction f(z) est définie pour z > 0.

Etudions la limite de f(z) aun z tend vers +oco. Posons g(x) = vz + 22 et h(x) = v/23 + x2. Nous avons

1_131 f(x) = 1_131 g(x) = +00. De sorte qu'il faut travailler un peu plus pour avoir le comportement de f(z)
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pour z > 0 grand. Dans 2% + 22 pour x > 0 grand, c est 2 le terme le plus grand et dans 2% + 2% c’est 3.
Mettons ces termes dominants en facteur pour x > 0 grand :

f(x):{l/x4+a:2—\7x3+:c2:\4/:04(14—;2)—\B/x?’(l—l—l)::c(\‘l/l%—;—f/(l—l—l).

T T

Nous avons pour h €] —1,1] :
1
VI+h2=1+ ZhQ +e(h)h?

1 1.1
Vi+h=1+ 3h - §h§h2 +e(h)h?

avec lim e(h) = 0. Il en résulte :
h—0

" 1.1
V1I+h2—V1+h= —§h+ 32h25(h)h2

avec lim e(h) = 0. Donc pour z > 0 grand :

h—0
1 1 1 13 1.1
_ Y14 = (1) = p(—— ol Y
py =a(fie - fos et v 2o
Ainsi ) 13 11
T =345 TG
1
Nous obtenons : EIJP flz) = —3 Cela montre que C est asymptote a la droite horizontale d’équation
Y= 3 en r = +00.

Prolongement de fonctions :
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Les D.L peuvent permettre de de prolonger une fonction qui n’est pas définie au point a.

Exemple : Donner un prolongement sur R de la fonction suivante :

fiR-{0}) R , wHﬁf@):améﬁ_l_;

Pour tout = #£ 0 :

14z —exp(x
f@) = (@)
z(exp(z) — 1)
Pour tout z réel :
2 .3
exp(z) =1+z+ 5 + 5 S )

2
xz
exp(z) =1+x+ 5 T 12ey(7)

Nous obtenons pour tout x réel :

2 3
1
1+ —exp(z) = —% — % — 23 (z) = 2 (—= — = — wey ()

z(exp(x) — 1) = z(x + % + 2?6y (7)) = (1 + g + zea())

T T
Posons pour tout z réel : u(z) = —=— - — zer(z) et v(x) =1+ 5Te g9(z). Ceux sont deux fonctions définies

sur R. Nous avons v(0) = 1 et la fonction v ne s’annule pas. Ces deux fonctions admettent des D.L d’ordre 1
en 0. En fait comme 1 + z — exp(x) et x(exp(x) — 1), ces fonctions u et v admettent des D.L. de tout ordre

en 0. La fonction :

h=""R-—R , z+h()=
v
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admet dont un D.L de tout ordre en 0. Nous avons :

1 =z
@) ) g va@ _ 1
M) = ev(x)  w(z) 1+g+x52(x) b 70 Mo 2

x x
Ainsi f se prolonge donc par h en 0. La division en puissance croissante de 5 g P 1+ 5 s’écrit :

Le D.LL. de h d d’ordre 1 en 0 est donc :

1
h(z) = —3 + % + e(z)x avec }}11}1(1) e(x)=0.
1
Nous avons vu que nous pouvons en déduire que h est dérivable en 0 et que h'(0) = —. Question pour un

12
champion : montrer que A est infiniment dérivable ?
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