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Exercice 1 — Soit u = (1,2,—1),v = (1,3,1) € R®.

1) Montrer que la famille (u,v) est libre.

2) Montrer que la famille (u,v) n’est pas une famille génératrice de R?. On précisera un vecteur
w = (a,b,c) € R? tel que w n’est pas combinaison linéaire de u et v.

3) Montrer que (u,v,w) est une famille libre et une base de R3.

Exercice 2 - Soit v = (1,2,—-1,1,3),v = (1,3,1,0,7) € R®.

1) Montrer que la famille (u,v) est libre.

2) Donner ws, wy, ws € R? telle que (u, v, ws, wy, ws) soit une famille libre et une une base de
RS.

3) Calculer Vect(u,v) N Vect(ws, wy, ws).

Exercice 3 — Soit E un R-espace vectoriel de base B = (eq, ez, e3). et (uy,us, ug,uy) une
famille génératrice de F.

1) Montrer qu'il existe ay, as, as, a4 des réels non tous nuls tels que ayu; +asus +azus +agug = 0.
2) Supposer a4 # 0, montrer que (uy, us, ug) est une base de F.

Exercice 4 ~ Soit H = {(z,y,2,t) € R*'telsque x +y + 2+t =0} .

1) Rappeler pourquoi H est un sous-espace vectoriel de R*. Donner sans calcul la dimension
de H ?

2) Montrer que u; = (1,—1,0,0),us = (0,1,—1,0),u3 = (0,0,1,—1) sont dans H et que la
famille (u,ug, u3) est libre. En déduire que (uq, ug, us) est une base de H.

3) Compléter la famille (uy,us, uz) en une base de R?.

Exercice 5 — Soit u = (1,1),v = (3,—1) € R2.

1) Montrer par plusieurs méthodes que B’ = (u,v) est une base de R? :

Méthode a : Montrer que la famille (u,v) est libre ...

Méthode b : Montrer que la famille (u,v) est une famille génératrice de R? ...

Méthode ¢ : Si Bean est la base canonique de R?, écrire la matrice dont les colonnes sont les
coordonnées de u et v dans la base B ...

2) Quelle est la matrice de passage P de B, & B 7

3) Soit (z,y) € R?. Quelles sont les coordonnées de (x,y) dans la base B’ ?

4) Quelles sont les coordonnées de (1,0) et (0,1)) dans la base B'. Quelle est la matrice de
passage de B’ a B, 7

5) Si (X,Y) € R? et w= Xu+ Yv, quelles sont les cooordonnées de w dans la base Be., ?

Exercice 6 — Soit £ un R-espace vectoriel de base B = (ey, €3, e3). Posons u = e; + e3 + e3,
V=ey — e, w=2ey.
1) Montrer par plusieurs méthodes que B’ = (u, v, w) est une base de E :



Méthode a : Montrer que la famille (u,v,w) est libre ...

Méthode b : Montrer que la famille (u,v,w) est une famille génératrice de F ...

Méthode ¢ : Si B est la base canonique de FE, écrire la matrice dont les colonnes sont les coor-
données de u, v et w dans la base B ...

2) Quelle est la matrice de passage P de Ba B’ 7

3) Soit (x,y,2) € R? et w = we; + yey + zes. Quelles sont les coordonnées de w dans la base
B 7

4) Quelles sont les coordonnées de ey, e et e3 dans la base B’. Quelle est la matrice de passage
de BaB?

5) Si (X,Y,Z) € R® et w = Xu+ Yv+ Zw, quelles sont les cooordonnées de w dans la base
B 7
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1) Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de My(K).
2) Montrer que B = (A, As) est une base de G ou :

10 0 1
A1:<0—1> « A2:<—1 0)

3) Montrer que les matrices :

2 3 1 -5
o= (2 5) «v=(5 )

forment une base B’ de G.
4) Quelle est la matrice de passage P de la base B a la base B’ ? Calculer P~!. En déduire les
coordonnées des matrices A; et A, dans la base B'.

Exercice7SoitG:{< € My(K) ; a+d=0etb+c=0}.

Exercice 8 — On considere le systeme d’équations linéaires a coefficients réels :

71’1 - 4?[72 + T3 + 24 = 0 (El)
(B) Txy — 2x9 4+ x3 — x4 = 0 (Ey)
Try — bry + w3 + 224 = 0 (Ej)
7561 — 6372 + 3 + 3374 =0 (E4)

Nous notons P le sous-espace vectoriel de R* formé des solutions de E.

1) Préciser l'ordre des variables du systeme linéaire E. Donner a I'aide d’un algorithme du
cours un systeme triangulé E’ ayant les mémes solutions que E. Quelles sont les deux variables
libres de ce systeme triangulé ?

2) Résoudre ce systeme. Expliciter une base B = (u,v) de P par cette méthode.

2
3) Posons v = (7, 1,1,1), v" = (0,1,3,1). Montrer que u' et v" sont dans P. Quels sont leurs

coordonnées dans la base B = (u,v). Montrer que la famille (v',v") est libre. Montrer que la
famille (u/,v") est une base de P.



