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4 Sous-espaces vectoriels

4.1 Introduction

Si E est un K-espace vectoriel de dimension n, nous commencgons par observer que tout sous-espace vectoriel
F' de E est de dimension inférieure ou égale a n et que si dimgF' = dimg F, c¢’est que F' = E.

Soit E un K-espace vectoriel muni d’une base B. Soit F' un sous-espace vectoriel de F engendré par une

famille (uq,...,u,) de E, autrement dit F' = Vect(us,...,u,). A partir de la matrice Mp(uy,...,u,) dont
les colonnes sont les coordonnées des vecteurs u; dans la base B, nous donnons un algorithme pour calculer
la dimension de F' appelée aussi rang de la famille (uy,...,u,). Cet algorithme construit en fait une base

échelonnée de F relativement a la base B.

Soit ' un K-espace vectoriel de dimension n. Soit * un systeme de m équations linéaires homogenes
de n variables a coefficients dans K. Nous pouvons observer facilement que le sous-ensemble de E formé
des vecteurs dont les coordonnées dans la base B sont solutions de * est un sous-espace vectoriel E. Nous
montrons inversement que tout sous-espace vectoriel F' de E est en fait formé des vecteurs de E dont les
coordonnées dans la base B sont les solutions d’un systeme équations linéaires homogenes de n variables.
Nous appelons un tel systeme un systeme d’équations de F' relativement a la base B. Si F' est engendré par
une famille (uy,...,u,) de E, nous montrons comment déterminer un systeme d’équations de F' relativement
a la base B a l'aide de la matrice Mp(uy, ..., u,).

Si F' est donné par un systeme de générateurs, il est facile de déterminer des vecteurs de F'. Ils sont
en effet "paramétrés” par la famille génératrice. Par contre, si F' est donné par un systeme d’équations, il
est facile de vérifier si un vecteur de E est dans F. L’idéal est donc de disposer a la fois d’un systeme de
générateurs d’un sous-espace vectoriel et d'un systeme d’équations. Les algorithmes du chapitre 7?7 et de ce
chapitre permettent justement de passer d'une présentation a ’autre.

La somme de deus sous-espaces vectoriels F' et G d’'un méme espace vectoriel E est ’ensemble des sommes



des vecteurs de F' et des vecteurs de G. C’est un espace vectoriel noté F'+ G. Nous montrons la formule :
dimk (F + G) = dimk F + dimg G — dimk (' N G)

La somme F + G est dite directe si F' NG = {0}. Tout vecteur de F + G se décompose alors de fagon
unique commme somme d’un vecteur de F' et d'un vecteur de G. On note alors F & G la somme de F
et GG. On dit que F et GG sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de F si E = F & G . Dans ce
cas, tout vecteur de E se décompose de facon unique commme somme d’un vecteur de F' et d'un vecteur de G.

Objectif Soit E et un espace vectoriel muni d'une base B et uy,...,u, des vecteurs de .
e Savoir déterminer a I'aide de Mp(uy, ..., u,) une base échelonnée de F' = Vect(uq,...,u,) et donc le
rang de la famille (uq,...,u,).

e Savoir déterminer a l’aide d’'une base échelonnée de F' un systeme d’équations de F' relativement a la
base B.

e Savoir montrer en petite dimension que deux sous-espaces vectoriels sot supplémentaires. Dans ce cas,
savoir préciser la décomposition d’un vecteur de £ en somme d’un vecteur de F' et d'un vecteur de G.

Dans ce cours, K désignera toujours soit 1’ensemble QQ des nombres rationnels, I’ensemble R des nombres
réels, ou '’ensemble C des nombres complexes. ou plus généralement ce que les mathématiciens appelent un
corps commutatif.

4.2 Sous-espaces vectoriels et dimension

Proposition 4.2.1 Soit F' un sous-espace vectoriel non réduit a zéro d’un K -espace vectoriel E de dimension
n. Alors, F' admet une base et dimk (F') < dimk (F) = n.

Preuve : Observons les deux points suivants.
1) Soit u un vecteur non nul de F. Suivant la remarque ??, la famille (u) réduite au seul vecteur u est alors

libre.



2) Supposons construit une famille libre (u4,...,u,) de vecteurs de F' qui ne soit pas une base de F. Soit
alors, u,+1 € F' qui ne soit pas combinaison linéaire de uy, ..., u,. Il en résulte (voir preuve de la proposition
??) que la famille (uq,. .., uy+1) est une famille libre de vecteurs de F.

Suivant ces deux remarques, si F' n’admettait pas de base, nous construirions une famille libre de strictement
plus de n vecteurs. C’est impossible, car toute famille de strictement plus de n vecteurs de E est liée. Ainsi,
F admet une base. Cette base est une famille libre de vecteurs de E. Elle a donc moins de n éléments et
dimk (F) < n.

Proposition 4.2.2 Soit F' un sous-espace vectoriel d’un K-espace vectoriel E de dimension n.
dimg (F) =dimg (F) <= F=EFE

Preuve : Supposons dimk (F') = n. Les vecteurs de B forment donc une famille libre de de n vecteurs de E.
Suivant le corollaire 77, B est une base de E. Ainsi, tout vecteur de E est combinaison linéaire des vecteurs
de B, donc de F. Ainsi, F C F et E = F. Inversement si ¥ = F, les dimensions de E et F' sont bien égales.

Corollaire 4.2.3 Soit E; et Ey deuzr sous-espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel ' de dimension n.
Ei CEy et dln’lK (El) = dlmK (EQ) <~ Ei=F,

Preuve : En effet, £ est un sous-espace vectoriel de E' contenu dans le sous-espace vectoriel £y de E. C’est
donc un sous-espace vectoriel de Fs. Il reste a appliquer la proposition 4.2.2.

Soit maintenant £ un K-espace vectoriel et uy, ..., u, des vecteurs de E. Le sous-espace F' = Vect(uy, ..., u,)
est par définition engendré par la famille (uq,...,u,). Sa dimension est donc inférieurea p.

Définition 4.2.4 Soit & un K-espace vectoriel et uy, ..., u, des vecteurs de EE. Nous appelons rang de la
famille (uy, ..., u,) Uentier :

rg(u, ..., uy) = dimg Vect(uy,...,u,) < p
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Remarque 4.2.5 Soit £/ un K-espace vectoriel et uy, ..., u, des vecteurs de .

rg(uy,...,uy) =p <= (w,...,u,) base de Vect(us,...,u,)
<= (uy,...,up) famille libre
Preuve : Posons F' = Vect(uy, ..., up,).
Comme F est par définition engendré par uy,...,u,, les assertions (uy,...,u,) base de F' et (uy,...,u,)

famille libre sont équivalentes.

Si le rang de la famille (uq,...,u,) est p, c¢’est que F est de dimension p. Ainsi (uq,...,u,) est une famille
génératrice de F' ayant le méme nombre d’éléments qu’une base de F', ¢c’est donc une base de F.

Inversement si (ug,...,u,) est une base de F, c’est que p est la dimension de F' et donc rg(us, ..., u,) = p.
Remarque 4.2.6 Soit I/ un K-espace vectoriel de dimension n et uy,...,u, des vecteurs de E.
rg(uy,...,uy) =n <= c=FE
<= (uy,...,u,) famille génératrice de E
Preuve : Sirg(uy,...,u,) =n, c’est que Vect(uy,...,u,) est un sous-espace vectoriel de E de dimension n.
Il résulte de la proposition 4.2.2 que Vect(uy, ..., u,) = E. Inversement, si Vect(us, ..., u,) = E, la dimension
de Vect(uy,...,up) est n, donc rg(us,...,u,) = n. Enfin, nous rappelons que I'égalité de Vect(uy, ..., uyp)
avec E équivaut a ce (ug,...,u,) soit une famille génératice de E.
Remarque 4.2.7 Soit E un K-espace vectoriel de dimension n et n vecteurs uq,...,u, de E.
rg(ur, ..., uy) =n <= (u,...,u,) basede £

Preuve : Cette remarque résulte par exemple des remarques 4.2.6 et 4.2.5.



4.3 Transformation conservant le sous-espace vectoriel engendré par une famille
de vecteurs

Dans cette sous-section, F désignera un K-espace vectoriel.

Proposition 4.3.1 (Lemme d’échange) Soit ui,uy, ..., u, € E et (u},uy, ..., u,) la famille de £ déduite de
Ui, ..., U, Par une ou une succession des opérations suivantes :

e permutation de deux vecteurs,
e multiplication d’un vecteur par un scalaire non nul,

e conserver un vecteur et retiter auxr autres vecteurs des produits par des éléments de K du vecteur
conserve,

e soustraction a un vecteur d’une combinaison linéaire des autres.

Alors, nous avons :

a)  Vect(uy,uy, ..., u,) = Vect(uy, uy, ..., uy,)

b)  (ui,ug,...,up) famillelibre <= (uj,uy,...,u,) famille libre

c) (up,ug,...,up) basede B <= (uj,up,...,u,) basedeE .
Preuve : L’assertion c) résulte des assertions a) et b). En effet si (v1,vq,...,v;) est une famille de vecteurs
de E, dire que (v, vg,...,1;) est une base de F équivaut a dire que la famille (vy,vq,...,v;) est libre et que
E = Vect(vy,vg,...,1).

Nous allons montrer les points a) et b) de la proposition dans le cas ot la famille (uy, us, . .., u;,) se déduit
de la famille (uy,us, ..., u,) en conservant u; et en retirant aux autres vecteurs des produits par des éléments

de K de u;. Ainsi, nous allons montrer la proposition dans le cas

/ / /
Uy = Uy, Ug = Uy — YoUL 5... , up:up—'ypul,
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ol les ; € K. Sous ces hypotheses, nous avons :

(k) ur = uy , ug = uy — (=y)ur ..., Up = uy, — (—p)us -
Il en résulte que la famille (uy, uy, . .., u,) se déduit de la famille (u},us, ..., u;,) par le méme procédé.
Montrons a). Si u € vect(uy,uy, ..., u,), il existe ay, ..., a, tels que :

/ /
u:a1u1+---+apup

Il en résulte :
u = ajuy + as(ug — youy) + - - + ay(u, — Ypuq) .

et
u= (a1 — agya — - — apYp)Us + agug + - - - + ayu, € Vect(u, us, . .., up)
Cela montre I'inclusion :
Vect(uy, uy, . .., up) C Vect(uy, ug, . . ., up)
L’autre inclusion résulte de .
Montrons b). Supposons la famille (uy,ug,...,u,) est libre. Montrons que (u,ug,...,u,) est une famille
libre. Soit ay, ..., a, des scalaires tels que

ajuy + -+ apu, =0
D’ou :
0 = a1uy + ag(ug — your) + - - + ap(up — Ypur) = (a1 — azys — -+ — @pYp) 1) + agug + -+ - + apuy, .

Il en résulte : a1 —asya—--—apyp,=as=...=a,=0. Do, a; =... =a, =0. La famille (u'l,u'Q,...,u;)
est donc libre. La réciproque résulte de .

Remarque 4.3.2 Soit u;,us,...,u, € F, nous avons :

Vect(uy, ug, ..., u,) = Vect(ug, ug, ..., up,0) .
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4.4 Famille échelonnée de vecteurs relativement a une base

Dans cette sous-section, E désignera un K-espace vectoriel. Nous supposerons F muni d'une base B =
(61, €9,... ,€n>.

Notation 4.4.1 Soit u un vecteur non nul de E de coordonnées (ay,as, . ..,a,) dans la base B. Nous ap-
pellerons ordre de u relativement a la base B [’entier :

vg(u) =1inf {i € {1,...,n}, tel que a; # 0}

L’ordre de u est autrement dit [’ordre de la premiere coordonnée non nulle de u.
Nous dirons qu’une famille wy, ..., u, de vecteurs non nuls de E est ordonnée par rapport a la base B si

v(ur) <wvplug) < -+ <wpluy) .

Nous dirons qu’une famille uy, ..., u, de vecteurs non nuls de E est échelonnée par rapport a la base B st
vg(ur) < vg(uz) < -+ <wvg(uy) .

S’il n’y a pas d’ambiguité sur la base B, nous écrirons plus simplement vg(u) = v(u).

Lemme 4.4.2 Une famille de vecteurs de E échelonnée par rapport a la base B est une famille libre.

Preuve : Soit (uy,...,u,) une famille de vecteurs de E échelonnée par rapport a la base B. Soit \; € K, tel
que :

(%) Mug+---+Au, =0
Notons k I'ordre de u; dans la base B et a; 5, # 0 la k-iéme coordonnée de u; dans la base B. Comme la famille
de vecteurs (uq,...,u,) est échelonnée par rapport a la base B, la k-itme coordonnée de Ajuy + - -+ + Ayu,
dans la base B est A\jaq . L'égalité * donne A\jaq, = 0. D’ou, Ay = 0. Itérons, nous obtenons que tous les A,
sont nuls et la liberté de la famille uy, ..., u, .
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4.5 Algorithme pour calculer le rang d’une famille de vecteurs et une base
d’un sous-espace vectoriel

Dans cette sous-section, E désignera un K-espace vectoriel. Nous supposerons E muni d’une base B =
(€1,€9,...,€,) €t uy, ..., u, des vecteurs de E connus par leurs cordonnées dans la base B.

Nous donnerons un algorithme qui déterminera le rang de la famille (uy,...,u,) et une base du sous-espace
vectoriel Vect(uq, us, ..., u,) qui sera méme échelonnée par rapport a la base B.

Si F' est un sous-espace vectoriel de E et que F' admet (uq,...,u,) comme famille génératrice, nous avons
alors I’ = Vect(uy,ug, ..., u,). Notre algorithme donne donc en particulier la dimension de F' et une base
échelonnée par rapport a la base B de F.

Cet algorithme sera une nouvelle fois tres semblable a I’algorithme de triangulation d’un systeme d’équations
linéaires.

Soit u et v deux vecteurs non nuls de £. Nous supposons que u est d’ordre k par rapport a la base B et
que v est d’ordre plus grand ou’gal a k dans la base B. Ainsi, si r est 'ordre de u par rapport a la base B :

U = ape,+---+anen ou a, #0
v = bee, +---+bye,
Le vecteur
b b b

VvV =v— U= (bpy1 — —app1)ers1 + -+ (by — —an)en,
a, a, a,

est dit déduit de v en utilisant u pour faire monter le poids de v par rapport a base B. Nous remarquons que
v'est d’ordre supérieur ou égal & r + 1 ou nul. Notons que v' = v si v est déja d’ordre d’ordre supérieur ou
égal a r+ 1.

Notation 4.5.1 Soituy,us, ..., u, des vecteurs de E et F' = Vect(uq, ua, . .., up). Désignons par Mg(uq, us, . .., u,)
la matrice dons la j-éme colonne est formée des coordonnées de w; dans la base B. Notons coordg(u;) =
(a14,...,an;). De sorte que Mp(uy,us, ..., u,) est la matrice de terme général a; ;.
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Détaillons maintenant ’algorithme qui précisera a partir de Mpg(uq,ug, ..., u,) une base échelonnée de F
relativement a la base B.

Nettoyage : Si tous les u; sont nuls, ' = {0}. Sinon, quitte & enlever les vecteurs nuls de la famille
(u1,u,...,u,) et ou & permuter ces vecteurs, nous pouvons supposer les u; sont non nuls et vg(u;) <

vg(ug) < -+ < wp(u,).

Ainsi :
aiq ... Gip
F = Vect(uy,ug,...,up) 5 Mpg(ui,us,...,uy,) =
Ani .o Gpyp
Si vg(uy) < vp(uz) < -+ < vg(u,) la famille (uy,us, ..., u,) est libre. C’est donc une base de F' échelonnée

par rapport a la base B. FIN
Sinon, pour un certain entier k : vg(u1) < vg(ug) < -+ < vp(ug) = vg(upy1) =7 < -+ < vg(u,).

Passage a I’étape suivante : Nous utilisons u; pour faire monter 1'ordre des vecteurs suivants g1, . . . , Up:
/ / i / /
F = Vect(u, ug, . ., Up, Wy gy, -5 0,) 5 Mp(un, g, oo Upy Wy, 5 )

ol pour j >k :

Qi i
! LEY) ry 7]
u; =u; — —=ug et coordg(uj) = coords(u;) — —=coords(us) -
Qr Qr
Notons ainsi que les k premieres colonnes de Mpg(uy, U, ..., Uk, Upyq, - - ,u;) sont les mémes que celles de
Mp(uy, ug, . .., up) et que pour j > k la j-eme colonne de Mp(uy,uy, ..., U, Uy, -, U,) st j-eme colonne
. Qrj , . N
de Mg(uq,us, ..., u,) moins ar—’] fois la k-eme colonne de Mp(uy,ug, ..., up).
r,k

Reste a itérer : nettoyage, passage a étape suivant. En moins de n ou p étapes, 'algorithme se termine.
Nous obtenons une base de F' échelonnée par rapport a la base B.
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Exemple 1 : Notons £ = R3 et B = (ey, ea, €3) la base canonique de R :
e; =(1,0,0),e3 = (0,1,0),e3 = (0,0,1)

Soit u; = (2,1,0),us = (—1,2,1),us = (3,4,1),uy = (0,5,2). Notons F' le sous-espace vectoriel Vect(u, ug, us, uy)
de E. Déterminons une base de F.

Etape 1 : Puisque (a, b, c) sont les coordonnées de (a, b, ¢) dans la base canonique de R?, nous avons d’une
part : v(uy) = v(ug) = v(uz) < v(uy). Ainsi, le point de dpart est :

2 -1 3 0
F:VGCt(ul,UQ,U37U4) s Mg(ul,u2,u3,u4) = 1 2 4 5
0 1 1 2

La famille (uq, ug, ug, ug) est une famille de vecteurs non nul ordonnée. Il n’a rien a nettoyer.

Etape 2 : Nous utilisons u; pour faire monter I'ordre des vecteurs suivants :

W= = (1 = us— (32w = s
2 0 0 0

F = Vect(uy, uy,ug,uy) ,  Mg(ul, uy, uy, u)) = 1 5/2 5/2 5
0 1 1 2

On a v(u)) < v(uy) = v(ug) = v(uf).
La famille (u}, uf, uj, u}) est une famille de vecteurs non nul ordonnée. Il n’a rien & nettoyer.

Etape 3 : Nous utilisons u/, pour faire monter l'ordre des vecteurs suivants :

no__ .,/ no__ 0 no__ .,/ / n__ .,/ /
U = U] Uy = Uy Us = Uz — Uy Uy = Uy — 2Uy
2 0 0 0
F — vect u// u// u// u/l MB u// u// u// u/l —
(1’ 25 %3 4) ’ (17 25 %3 4) 1 5/2 0 0 ’
0 1 0 0
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On a v(u]) < v(uj) et uy = uj = 0. Retirons les deux vecteurs nuls :

nn __ ! " __ /
Up = Uy Uy = Ug

F = Vect(uy, uy) Mg(uf, uy) = ? 5(/)2 . F = Vect(uf,uy) .
0 1

Nous avons v(uf) < v(uj) : L’algorithme est terminé et la famille
(ulll =2e1+ e = (27 17 0)7 UIQI = (5/2>62 +e3 = <07 5/27 1))
est donc une base de F échelonnée relativement  la base canonique de R?.

De plus, on peut observer que :

(2,1,0) = uf = 4} = u
(0,5/2,1) = uf = u = us+ (1/2)uy
0 = uf = uy—uhy=u3— (3/2us — (ug + (1/2)uy) = uz—us —2uy

0 = uy = uj—2uy=uy—2us+ (1/2)uy) = uy —2uy — Uy
L’algorithme donne en plus les relations entre les vecteurs uy, us, us, ty. :
O=wus—us—2u; et 0=1us— 2uy —uy .
4.6 Systeme d’équations d’un sous-espace vectoriel relativement a une base

Dans cette sous-section, F désignera un K-espace vectoriel muni d’'une base B = (ey,ea,...,€,).
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Proposition 4.6.1 Considérons un systeme linéaire homogéne de m équations linéaires a n inconnues.

1101 + a12T2 + -+ a1, = 0
(*) 2171 + A22T2 +---+ A2 nTn =0
Am1%1 + Qpolo + -+ Ty = 0
ot les a; j sont des éléments de K.
Suivant le cours de fondements 1, un algorithme nous donne une base (uy, ..., u,) des solutions de x. Notons,
alors v; le vecteur de E de coordonnées w; dans la base B. Alors, la famille (vq,...,v,) est une famille libre.

L’ensemble F' des vecteurs de E dont les coordonnées dans la base B sont solutions de % est un sous-espace
vectoriel de E de base (v, ...,0p).

Preuve : Montrons que (vy,...,v,) est une famille libre. Soit ay,...,a, € K tels que :
av1 + -+ apv, = 0g .
Passons en coordonnées dans la base B, nous obtenons :
ayuy + -+ -+ apu, = Ogn .
Il en résulte : ay = ... =a, =0.
Montrons que F' = Vect(vy, ..., v,). Par définition de F', nous avons :

veF <= coords(v) € Vect(uy,...,up,)

< il existeay,...,a, € K tels que coordg(v) = ajus + - - - + apu,
< ilexisteay,...,a, € Ktelsque v =ajv; +---+a,v,
< F = Vect(vy,...,v,) .
Donc, F' = Vect(vy,...,v,) est un sous-espace vectoriel de E. La famille (vy,...,v,) est une famille libre et

génératrice de F', c’est une base de F.
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Définition 4.6.2 Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Nous disons qu’un systéme d’équations linéaires
homogénes x est un systeme d’équations de F relativement a la base B si F est constitué des vecteurs de E
dont les coordonnées dans la base B sont solutions du systeme x. Autrement dit, * est un systéme d’équations
de F relativement a la base B si et seulement su

v € F <= coordg(v) solution de * .

Probleme : Soit F' sous-espace vectoriel de E dont % est un systeme d’équations relativemment a la base B.
détreminer une base de F'.

Cas Particulier E = R™ et B sa base canonique : Rappelons que si m u € R", u est égal a ses coor-
données dans la base canonique de R”. Le sous espace vectoriel F' n’est alors autre que I'espace vectoriel des
solutions de *. L’algorithme de résolution de x développé dans le cours de Fondements 1 donne une base de F'.

Cas Général : L’algorithme de résolution de *x développé dans le cours de Fondements 1 donne une basse
(u1,...,up) des solutions de *. Notons, alors v; le vecteur de E de coordonnées u; dans la base B. Suivant la
proposition 4.6.1, (vy,...,v,) est une base de F'. En particulier, F' = Vect(vy, ..., v,).

Exemple. Soit F un K-espace vectoriel de dimension trois et B = (eq, g, €3) une base de E. Considérons le
systeme d’équations linéaires homogenes de 3 variables

ry — X2 = 0
(*) 1‘2—1'3:0

Donner une base du sous-espace vectoriel F' de E d’équations * dans la base B.

Ce systeme est triangulé de variables libres z; et x3. La derniere équation donne x5 = x3 et la premiere
donne alors ;7 = x3. Les solutions de * sont alors

S = {(3, 23, x3) tels que x5 € R} = {x3(1,1,1) tels que z3 € R} .
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Soit e le vecteur de coordonnées (1,1,1) dans la base B. Alors, la famille (e) réduite au vecteur e est une
base de F' et ' = Vect(e).

4.7 Algorithme pour déterminer les équations d’un sous-espace vectoriel

Dans cette sous-section, F désignera un K-espace vectoriel muni d'une base B = (e, e, ..., €,).

Probleme : Soit uy,...,u, une famille de vecteurs de E connus par leurs coordonnées dans la base B.
Ainsi, nous supposons connu Mp(uy, us, . .., u,) la matrice dons la j-éme colonne est formée des coordonnées
de u; dans la base B. Le probleme est de trouver un un systeme d’équations de F' = Vect(uy,...,u,) rela-
tivement a la base B.

Nous allons donner un algorithme pour donner un tel systeme d’équations.

Lemme 4.7.1 Soit uy,...,u, € E et F' = Vect(uy,...,upy). On suppose vg(uy) < --- < vg(uy,). Soit u € E
de coordonnées (x1,...,x,) dans la base B. Alors :

ueF et Top(ur) = Tog(uz) = = Tug(up) = 0 <= u=20

Preuve : <= Clair, puisque qu’un vecteur de F est nul si et seulement ses coordonnées dans une base sont
nulles.

= Comme u € F, il existe A\1,... A\, € K tel que u = \jug + Aqug + - - - + A\pu,. La vp(ug)-eme coordonnée
de Ajuy + Agug + - - 4+ Ayt st Aayg(uy)1 O Quy(ur)1 7 0 est la vg(ug)-eme coordonnée de u; dans la base B.
Comme la vg(uy)-eme coordonnée de u est nulle, nous obtenons A; = 0. Itérons, on obtient A\; = --- =\, = 0.
Donc, u = 0.

Soit u € F d’ordre r dans la base B et v € E/, nous allons préciser ce que I'on entend par utiliser u pour
annuler la r-ieme coordonnée de v dans la base B. Nous avons :

u = are, “+ -+ apé,
v = b1€1 + br—ler—l + brer + "'+bnena
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ou les b; et a; sont dans K et ou a, est non nul, car u est supposé d’ordre r dans la base B. Considérons le
vecteur

b, b, b,
Ul =UV—-—u= blel + -+ br—ler—l + 067‘ + (br+1 - ;ar+1)er+l +ooe 4+ (bn - 70%)671 .

Qy T Gy

Nous disons que v’ est déduit de v en utilisant u pour annuler la r-iéme coordonnée de v dans la base B.
Description de I’algorithme : En utilisant ’algorithme du paragraphe 4.5, nous pouvons supposer que

(u1,...,up) est une base de F' échelonnée par rapport a la base B :

vp(ur) < vg(ug) -+ - < vp(uy)
Rappelons que pour u € E, entier vg(u) désigne l'ordre de u relativement a la base B. Notons a; ; la i-eme

coordonnée de u; dans la base B. Soit v € E de coordonnées (z1,...,x,) dans la base B.

Départ : v € F' et Mp(uy, us, ..., u,, ) La derniere colonne de Mp(uy, ua, ..., up,v) est (x1,...,x,).
Etape 1 : Utilisons u; pour annuler la vg(u;)-éme coordonnée de v, nous obtenons

veF < (1) :v—mul € F et Mpg(uy,ug, ..., up,v(l)).

a”ug(u1),1
x
La derniere colonne de Mp(uq,us, ..., upy, v(1)) est la derniere colonne de Mp(uq, uz, . . . , up, v) Moins Zos(w)
avB(ul)vl
fois sa premiere colonne.
Etape 2 : Utilisons uy pour annuler la vp(us)-eme coordonnée de v(1). Soit (x11,...,2,1) les coordonnées
de v(1) dans la base B3, nous obtenons :
T
veF << v(2)=uv(l)— Zos)ly, e Fooet Mp(uq, ug, . .., up,v(2)),
avB(u2)72
Ol Tyy(up),1 €5t 1a vp(ug)-eme coordonnée de v(1). La derniere colonne de Mp(ui,us,. .., upy, v(2)) est la
x
derniere colonne de Mg(uq,us, ..., u,, v(1)) moins “os(2)l f4is sa deuxieme colonne.
aUB(U‘Q):Q
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Etape p : Utilisons u, pour annuler la vz(u,)-¢me coordonnée de v(p — 1) Nous obtenons v(p) € E dont les
vp(uy)-eme, ... , vg(u,)-eme coordonnées dans la base B sont nulles et tel que

veF<=uv(p) € F et Mp(uy,us,...,u,v(p)) .

Synthese : Suivant le lemme 4.7.1, v € F équivaut donc a v(p) = 0 et donc a la nullité des coordonnées de
v(p) dans la base B. Nous obtenons ainsi un systéme d’équations de F' relativement a la base B.

Remarque : Ce systeme est un systeme d’équations de n — dimg F' linéaires homogénes de n variables. En
fait, en changeant ’ordre des variables, on pourrait noter que ce syseme est triangulé de variables libres :

Lop(u1)s Log(uz)s -5 Lop(up) -

Mais, oublions ce dernier point pour ne pas jeter de confusions....

Exemple 1 : E=R* u; = (1,-1,0,1), up = (0,1,0,0), uz = (0,0,4,3). Soit F' = Vect(uy, uz,us). Nous
nous proposons de donner un systéme d’équations de F relativement & B la base canonique de R*.

La famille (uy,us,u3) est échelonnée par rapport & la base canonique de R* : wvg(uy) = 1, vg(ug) = 2 et
vg(uz) = 3. C’est donc une base de F. Soit v de coordonnées (1, T2, T3, 4) dans la base canonique R*. .

Uy Uz U3 U
1 0 0 T
Mpg(uy,ug,uz,v) = =1 1 0 x
0 0 4 =x3
1 0 3 T4

Etape 1 : Utillisons u; pour annuler la premiere coordonnée de v.
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1 0 0 0
v(l)=v—zyuy , Mpg(uy,us,us,v(l))=1 -1 1 0 To + 11

0 0 4 T3

1 0 3 Ty4 — X1

Nous avons v € F' équivaut a v(1) € F.

Etape 2 : Utillisons uy pour annuler la deuxiéme coordonnée de v(1).

1 0 O 0
v(2) =v(1) = (xo +z1)us , Mpg(uy,ug,us,v(2))=1 -1 1 0 0

0 0 4 T3

1 0 3 Tg — X1

Nous avons v € F équivaut a v(2) € F. De plus, on peut noter que v(2) = v(l) — (x2 + z1)us =
u— xyuy — (T2 + 1) us.

Etape 3 : Utillisons u3 pour annuler la troisitme coordonnée de v(2).

uy us uz v(3) =v(2) — (w3/4)us

1 0 0 0
v(3) =v(2) — (x3/4)us , Mpg(uy,us,us,v(3))=1 -1 1 0 0
0 0 4 0
1 0 3 gy — 11 — (3/4)23

Nous avons v € F' équivaut a v(3) € F. Les vg(uq)-eme, vg(ug)-eme et vg(us)-eme coordonnées de v(3) sont

nulles.
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De plus, on peut noter que v(3) = v(2) — (x3/4)uz = u — x1u; — (T2 + x1)us — (x3/4)us,

L’algorithme est terminé. Le vecteur v de coordonnées (1, x2, x3, 24) dans la base canonique R?* est dans
F si et seulement si v(3) = 0. Donc, si et seulement si :

(%) x4 —x1—(3/4)23=0

Ce systeme * d’une seule équation homogene est donc le un systeme d’équations de F' = Vect(uq, us, us)
relativement & la base canonique de R*.

De plus, nous notons que si v € F, v(3) =0 et :
v =z + (r9 + x1)us + (3/4)us

Cela donne les coordonnées de v dans la base (uy, ug, uz) de F.

4.8 Intersection et somme de sous-espaces vectoriels

Dans cette section, F désignera un K-espace vectoriel.

Définition 4.8.1 (Somme de deux sous-espaces vectoriels) Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels de F.
Notons :
F+G={u+v;ueFetveG} CEFE

Alors, '+ G est un sous-espace vectoriel de E appelé somme de F' et de G.

Preuve : Comme Og € Fet 0 € Get O =0g+0g, on a0 € F+G. Ainsi, F+G est un ensemble non vide.

Soit wq,we € F + G. Par définition, il existe uy,us € F et v1,v5 € G tels que wy; = uy + vy et wy = ug + vo.

Nous avons alors :
Wy + Wy = (U1+Ul)+(UQ+U2) = U + V1 + Uy + Vg

= (u1 + u2) + (v1 + vo)
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Or, uy+uy € F, car I est un sous-espaces vectoriel de E/ et de méme v;+v9 € G. 1l en résulte wi+wy, € F+G.

Soit w € F+ G et A € K. Par définition, il existe u € F et v € G tels que w = u + v. Ainsi,
Aw = ANu+v) = Au+ dv. Comme \u € F et lv € G (stabilité de F' et G par multiplication par un
scalaire), nous obtenons Aw € F + G.

Ainsi, F'+ G est un sous-espace vectoriel de F.

Remarque : Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. En général, F' U G n’est pas un sous-espace
vectoriel de E. Par contre, nous pouvons noter que tout sous-espace vectoriel de F qui contient les sous-
espaces vectoriels F' et G contient F' + (G. Ainsi au sens de 'inclusion, F' + G est le plus petit sous-espace
vectoriel de E contenant F' et (.

Définition 4.8.2 (Somme directe) Soit F' et G deuz sous-espaces vectoriels de E. Nous disons que la somme
F + G est directe si tout w € F + G s’écrit de facon unique w = u + v avecu € F et v € G. Cette somme
est alors notée F'® G.

Proposition 4.8.3 Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels de E.
F + G est directe <= FNG={0g}

Preuve — : Soit u € FFNG. Nous remarquons que Op = 0p+0g = u+(—u). Or, Op,u € F et Op,—u € G.
Comme la somme F'+ G est directe, nous obtenons : O = u et 0 = —u. Ainsi, u = 0g. Donc FNG C {0g}.
Comme O € F'N G, nous avons finalement F'N G = {0g}.

<= : Soitw € F+G et w = u; +v1 = us + vy deux décompositions de w comme somme d’un vecteur de F et
d’un vecteur de G (c.a.d. uj,us € F, vy,v9 € G). Il en résulte us —uy = vy —vy. Or, ug—uy = ug+(—uy) € F
et de méme vy — vy € G. Ainsi : us —u; = v —v9 € FNG. Donc, us — uy = v; — vy = 0. Donc, uy = us et
V1 = Va.

Définition 4.8.4 (Sous-espaces vectoriels suplémentaires de E) Soit F' et G deuz sous-espaces vectoriels de
E. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
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o Tout élément w € E s’écrit de fagon unique w =u +v avec u € F et v € G.
e F=F®G
e E=F+GetFNG={0g}.

Nous disons alors que F' et G sont supplémentaires de E.

Lemme 4.8.5 Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E de dimension finie. Soit
(é1,...,6e.) une base de F N G. Complétons (ey,...,e.) en (e1,...,€m, fra1,..., f1) base de F et complétons

(e1,...,€e.) en(e1,...,€r Gri1s---,9m) base de G. Alors, (e1,...,€r, frats -y fi; Grats -5 Gm) est une base de
F+aG.
Nous convenons de prendre (ey, ..., e,.) égal a 'ensemble vide si F'N G est réduit au vecteur nul.

Preuve du lemme : Montrons que (ey,...,€., fri1,---, fi,9r41,- -+, gm) engendre F' + G. Soit x € F + G,
Par définition x s’écrit x =y 4 z avec y € F et z € G. Comme (e, ..., €, fri1,..., f1) est une base de F, y
s’écrit :

y=yier+ -yt Y fr++tynfi oty €K

Comme (€1, ...,€r,Gri1,---,gm) est une base de G, z s’écrit :
z=z1e1+ A+ e+ L1t o F Zamgm 00 2 €K
Il en résulte :
r=y+z=Q+a)at -+ U tzetvafit o+ ynfit man o+ Zmm
Ainsi, tout z € F'+ G est combinaison linéaire des vecteurs (€1, ..., €r, frats- -y f1s Grits- - Gm)-
Montrons maintenant que la famille (ey, ..., eq, fri1, .-, fiy Grit, - - -, gm) est libre. Soit x;, y;, z; € K tels que :

rien+ -z, i fito o Fufit g+ 4 Z2ngm = 0p
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Il en résulte
rier + o+ it tufi=—2n91— 0 — 2mgm € FNG

Ainsi, il existe \; € K tels que

—Z101 = = Zmlm = A1€1 + -+ Al
D’ou :
>\161+~-'+)\Ter+21g1—i—~-+zmgm:0E
Comme (e1,...,€r,Gri1,---,gm) est une famille libre, nous en déduisons que les z; sont nuls. Il vient alors :
rier + -+ xe, +yifi+o+uyfi =0g
Comme (eq,..., €., f1,..., fi) est une base de F, il vient : 7y = --- =z, = y; = --- = y; = 0. Cela montre
que la famille (e1,...,er, frats -5 f1,Gra1s - - -5 Gm) €st libre.

En particulier, si la somme de F' et de GG est directe, une base de F' & G s’obtient par la réunion d’une base
de F' et d’une base de G.

Comme conséquence directe du lemme, nous obtenons :

Proposition 4.8.6 Soit F' et G deuz sous-espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel E de dimension finie.
On a:
dimk (F' + G) = dimk F + dimk G — dimgk (F N G)

Corollaire 4.8.7 Soit F' et G deuz sous-espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel E de dimension finie. Les
trois conditions suivantes sont équivalentes

e [ et G sont des sous-espaces supplémentaires de E.
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Proposition 4.8.8 Soit ' et G deuz sous-espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel E de dimension finie.
Alors, F et G sont supplémentaires si et seulement si la reunion d’une base de F' et d’une base de G est une
base de E.

Preuve : On a déja vu que si la somme de F et de GG est directe, une base de F'&® G s’obtient par la réunion

d’une base de F' et d'une base de G. Cela donne que si F' et GG sont supplémentaires une base de F s’obtient
par la réunion d’une base de F' et d'une base de GG. La réciproque est laissée au lecteur
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