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Développements limités, compléments

Exercice 1
Montrer que le développement limité d’ordre 3 en 0 de la fonction « — ch(x)sin(z) a pour partie réguliére

3
x+ 5.
Solution 1
Les développements limités d’ordre 3 en 0 des fonctions cosinus hyperbolique et sinus sont
2 3

ch(z) =1+ % + 0p(z?) sin(z) = x — 37 + 0o (2?).

La partie réguliere du développement limité d’ordre 3 en 0 de la fonction = — ch(z)sin(z) est obtenue en
conservant les mondmes de degré inférieur ou égal a 3 dans ’expression du produit des parties réguliéres de ces
deux développements limités. On a

14 x? x3 x3 +x3 x® n 3 ab
—le—%5)=2—-——+F ==+ 5+ — —.
2! 3! 6 2 12 3 12

La partie réguliere du développement limité d’ordre 3 en 0 de x — ch(x) sin(z) est donc = + “’—;

Méme si le monéme z® est présent lorsque le produit est explicité, on ne dispose pas pour autant du dévelop-
pement limité d’ordre 5 en 0 de la fonction car d’autres termes faisant intervenir le monoéme 2° n’ont pas été
pris en compte des le départ dans les développements limités des fonctions cosinus hyperbolique et sinus.

Exercice 2

1. Montrer que le développement limité d’ordre 5 en 0 de la fonction tangente est

x3 2x°

_ o er 5
tan(z) =z 4+ 3 + T + o0p(z°).

2. Montrer que le développement limité d’ordre 5 en 0 de la fonction tangente hyperbolique est

tan(x)

3. En déduire le développement limité d’ordre 5 en 0 de la fonction x — thz) "

Solution 2

1. Le développement limité d’ordre 5 en 0 de la fonction tangente s’obtient en effectuant la division selon
les puissances croissantes a 'ordre 5 de la partie réguliere du développement limité d’ordre 5 en 0 de
la fonction sinus par la partie réguliere du développement limité d’ordre 5 en 0 de la fonction cosinus,
autrement dit en effectuant la division de P; par Q1 ou

X3 X5 X2 X4
Pi=X=agr+5r Qu=1-3r+ 5
On obtient
tan(@) =2+ % 1 2 1 og(a?)
an{xr) =x — —_— i
3 15 0



2. Le développement limité d’ordre 5 en 0 de la fonction tangente hyperbolique s’obtient en effectuant la
division selon les puissances croissantes a l'ordre 5 de la partie réguliere du développement limité d’ordre
5 en 0 de la fonction sinus hyperbolique par la partie réguliere du développement limité d’ordre 5 en 0 de
la fonction cosinus hyperbolique, autrement dit en effectuant la division de P, par @5 ou

X3 Xx° Xz x*
Fo=Xtgr tr @e=1F5r+75r
On obtient 5 s
x 2z
th(z) =2 — — + =— + 0g(x°).
(2) =2 = T+ 2+ 00(a?)
3. Le développement limité d’ordre 5 en 0 de = — tf&(;)) ne peut pas s’obtenir en effectuant la division

selon les puissances croissantes a 'ordre 5 du polynoéme de la partie réguliere du développement limité
d’ordre 5 en 0 de la fonction tangente par le polyndéme de la partie réguliere du développement limité

d’ordre 5 en 0 de la fonction tangente hyperbolique car celui-ci est de valuation non nulle (on appelle
k

valuation de P = Z a, X™ et on note val(P) le plus petit entier enturel n tel que a,, # 0, autrement dit

n=0
val(P) = min{n € N|a,, # 0}). On commence par écrire

P )(' X3 2X5 ] X2 2X4
3 3 15 3 15
( ) ){ X3 2X5 ] X2 2X4

3 3 15 3 15

puis on effectue la division selon les puissances croissantes a ordre 4 (et non pas a 'ordre 5) de Py par

Q4 ol

P_1+X2+2X4 Os=1 X2+2X4
tT 3 15 +T 3 15
On obtient () 02 oph
tan(x T T 4
=1+ = 4+ = )
th(z) +t5 T + 0o(z%)

On remarquera que la fonction x tflf((f)) étant paire, la partie réguliére de son développement limité ne

possede que des mondomes de degré pair. On peut ainsi écrire

tan(zx) 222 2z 5
= 1 _— _—
th(l‘) + 3 + 9 + Op (CC )

ce qui constitue le développement limité d’ordre 5 en 0 de la fonction étudiée.

Exercice 3
Déterminer ’expression du développement limité d’ordre 4 en 0 de l’application h: |—1,1[— R, z — —ﬁ
en utilisant la composition h = go f ou

fR2R, z—2*+2r

et

1
11— R, gy ———.
g:] [ y Ty

Solution 3
Remarquons que lin% f(x) =0 et que f est un polynome de degré 2 donc qu’il constitue son propre déve-
T—r

loppement limité d’ordre n en 0 pour tout entier n supérieur a 2. Par ailleurs le développement limité d’ordre
4 en 0 de g est

9(y) = -1+y—y*+y* —y* + o0o(y?).

La partie réguliere du développement limité d’ordre 4 en 0 de g o f est obtenue en conservant les monémes de
degré inférieur ou égal a 4 de la fonction polynomiale Q) o P ou

P=2X+X? Q=-1+X-X2+X3- X4



On a

QoP = —1+(2X+X%) - (2X +X%)"+ (2X + X?)° - (2x + x?)"
= —14+2X —-3X%4+4X°-5X* - 26X° - 23X5 - 8X" — X®.
On notera qu’il n’est pas utile d’écrire les monoémes de degré supérieur strictement a 4 lorsqu’on effectue les

différents calculs avec la formule du binéme de Newton. On déduit du calcul précédent que le développement
limité d’ordre 4 en 0 de g o f a pour partie réguliere

Il ne faut surtout pas penser que le développement limité d’ordre 5 en 0 de g o f a pour partie réguliére

—1+ 2z — 322 + 422 — 5%,

—1+ 2z — 322 + 422 — 52* — 262°.

Le coefficient du mondme X est erroné puisqu’il manque la contribution (2X)° issue du terme (2X + X?)® que
I'on devrait rajouter a notre calcul pour obtenir un développement limité d’ordre 5 en 0.

Exercice 4

1. Calculer le développement limité a I'odre 2p en 0 de ’application

1
V1—2a?

2. En déduire I'expression du développement limité a ’ordre 2p + 1 en 0 de la fonction arccos.

e:]-1L1[—=R, x——

Solution 4
1. Pour tout x €] — 1,1[ on a
1 1
- — (1= x2 2
— = (1-7)
Or pour a € R%.
2 n

u u
(1+u)a:1+au—|—a(a—1)§+...+a(a—1)...(a—n+1);+oo(u").

Pour a = f% on obtient

(1+u)"2=1-

Comme lim 2% = 0 on en déduit que

z—0
S 13 1\ 22
1—a?) P =14+ 4" p o (n—) 2y,
(=27 Ty e Tt (T g) T ool
On a donc
1 2?2 132* 13 1 x2”+o(2n)
——=-l-— - — . - n-z ] = x
V1—2z2 2 222! 22 2/ nl 0
2. La fonction arccosinus est dérivable sur | — 1,1[ et pour €] — 1,1 on a
1
(arccos(x)), =—

V1—z2



Comme arccos(0) = 5 on a

o 1 . 3 35 . 13 1\ 1 z2nt! —
AICCos(r) = 5~ & = og = Soos T T 2987 v 22\ T2 gm0
Pour tout £ € N* on a

13 k_} 1 _135...(2k—1)
22" k! ok k!
et
2"kl =2%(123 ...k) =246 ...2k.
N—_——
k termes
On a donc
13 Lo L 1 135...(2k—1)
227" 2) k!l 246 ...2k
On en conclut que
o Ls 3 5 35 5 135...(2n — 1) a2 t! —
Arceos(r) = 5 & = oa ¥ = S s T ouer T T T 246, om a1 T

Exercice 5
Calculer le développement limité au voisinage de 0 des fonctions suivantes a ’ordre indiqué :

1.2+ sin(x) cos(2z) a 'ordre 6 2.2 — cos(z)l (1 + z) a l'ordre 4
3.2 — (2% 4+ 1)v/1 —z a Pordre 3 4.2 — sin(z) — 1 a Pordre 2
cos(z) +
In(1
5.2 M a lordre 3 6.z — exp(arcsin(z)) a Pordre 3
sin(x)
7.2 — z(ch(z)) * 3 lordre 4 8.2 — argth(z) a l'ordre 3

9.z (1+ arctan(:z:))z/ sin(2) 4 a lordre 2

Solution 5

1. On a les développements limités suivants en 0

. 3 b 6 z?2 ozt af 6
sm(x):x—g—i—a—i—oo(:ﬁ ) cos(z) =1— o —&—Z—a—&—oo(x )
On en déduit que
_ (22)*  (2x)'  (22)° 6
cos(2z) = 1-— T ol + 0p(2°)
2% 420
— _gp2 2t 6
+ 3 15 + (’)0(1‘ )

Le développement limité d’ordre 6 en 0 de 'application ¢: R — R, z — sin(x) cos(2z) est donné par

3 2° 2x 4x
o(x) = <x— 30 + 5') (1—2 2—&—3—45>—|—00(x6).

En développant le produit et en ne retenant que les monoémes de degré inférieur a 6 on obtient

1323 1212°

o) = 5 120 + 09 (x%).




2. On a les développements limités suivants en 0

2zt 22 23 2t

cos(x)zl—ﬁ—i—ﬂ—i—oo(m‘i) ln(l—i—:v):as—?—f—?—z—l—oo(a:‘l)

Le développement limité d’ordre 4 en 0 de 'application ¢: R — R, x + cos(z) In(1 4 z) est donné par

2zt 2?2 23 a2t 4
cp(x)<12'+4') <$2+34)+Oo($ )

En développant le produit et en ne retenant que les monémes de degré inférieur a 4 on obtient

z? 2P
plx) =z — 2% + og(z*).

3. On a le développement limité suivant en 0

Vitu = (14u)?
- 2 "2\ 2)2r T2\ "2 9 ) 3r T ool

v ou? Ul
= 1 —_—— — E— 3 .
t3 3516 + oo (u”)
On en déduit que
R
Vi-z=1-52-"— - 3
T 58 16 + 0p(x?)

La fonction polynomiale z — 22 + 1 est de degré 3 et est son propre développement limité d’ordre 3 en O.
Le développement limité d’ordre 3 en 0 de I'application f: R — R, z + (23 + 1)y/1 — z est donné par

2 3
3 x x x 3
= Hil—-=--—-—
f@) =@+ (1-5 - 5 - 55) +oole?
En développant le produit et en ne retenant que les monoémes de degrés inférieur a 3 on obtient
r z? 1523
—1--_-= 3).
f(z) 5 g + 16 + og(z”)
4. On a les développements limités suivants en 0
. 2 a? 2
sin(z) = z + 0p(z?) cos(z) =1— o7 + 0o(z?)
d’ou
22
sin(z) — 1= —1+4 2 + 0o(2?) cos(z) +1=2— "= + og(z?)

2!

sin(z)—1
cos(z)+1 en

Comme lin}) cos(z) +1 = 2 # 0 on obtient le développement limité d’ordre 2 en 0 de z
T—>

effectuant la division selon les puissances croissantes de —1 + X par 2 — XTQ a lordre 2.



= A 5:4 Y Vi

A+n -nt

{-A.a_ -x.4s 2t

- x‘.q s - 2t -l"

42 bp =t

(= (4n-nt) g 2 4!
‘ = (Mt-u‘)q_ $ a3 (-A)

i-e. (Asn) = (A4a-a%) (4422) + B (- An)
——

e
Mgnlsz dovelueche 33

On en conclut que le développement limité d’ordre 2 en 0 de = +> % est

sin(z) -1 1 z =z 9
cos(x)+1 2 2 8

5. On a les développements limités suivants en 0

3 22 23

sin(z) = x — e + 09 (2?) In(142z) =2 — = + — + 0g(z?)



Comme lirrb sin(z) = 0, il n’est pas possible d’obtenir le développement limité de ¢: x — % en
r—

effectuant une division selon les puissances croissantes. Considérons les développements limités a l'ordre
4 en 0 des fonctions au numérateur et dénominateur de la fonction définissant .

3 1‘2 373 $4

_ x
sm(m):m—g—i-oo(x‘l) ln(l—i-x):x—?—i—?—Z—&—oo(x‘l).

On en déduit que

P too(at)  1-3+4% -4+ op(a?)

2
_ In(l+2z) z—-%+
+ 0p(z4) 1— 2 4 0g(z?)

z?
flx . = .
() sin(z) -5
On obtient le développement limité d’ordre 3 en 0 de ¢ en effectuant la division selon les puissances

. 2 3 2
croissantes de 1 — % + XT - XT par 1 — XT a lordre 3.



ﬁ ' } & e\
T~ Faf (‘ T
Vo do. Fo v )

B e deln lim:‘ o
dode ¥

On en conclut que le développement limité d’ordre 3 en 0 de ¢ est

2 .133

X X
%0(35)21—5'4‘?—?4'00(1‘3)-

6. Commengons par déterminer le développement limité d’ordre 3 en 0 de la fonction arcsinus. Pour x €]—1, 1]

on a
’ 1

(arcsin(z)) = Vi

=(1-2?)72,

8



De plus, du développement limité suivant au voisinage de 0
(I1+w)* =14 au+ og(u),

on déduit que

(I+u)"2 =1- =+ 0p(u)

puis que

Comme arcsin(0) = 0 on obtient
3

arcsin(z) = ¢ + % + 0o (x?).

Par ailleurs, on a le développement limité suivant au voisinage de 0

u u? ol
[ :1+u+§+§+00(u3).
Comme lim arcsin(z) = 0 on a
z—0
x3 1 23\? 1 23\’
i = ]_ R — P _ — 3
exp (arcsin(z)) —|—<x+ 6>+2(x+ 6> +6<x+ 6) + 0o(x”)
3 22 43
= 1 B 3
tat e+t oo(e?)
z? 2’

. Pour x € R* on a

On peut remarquer le terme z intervenant en produit dans I’expression de . Pour obtenir le développement

limité d’ordre 4 en 0 de ¢, on peut donc se contenter de calculer le développement limité d’ordre 3 en 0 de
In (ch

T > exp <n(clm)> . Pour se faire on a besoin du développement limité d’ordre 4 en 0 de z > In (ch(z))

et non du développement limité d’ordre 3 en 0 en raison du terme %
On a les développements limités suivants au voisinage de 0

2 2t

ch(z) =1+ o + ol + 0g(2*)
et 2 3 4
T 4
In(l+u)=u 2+3 4+(90(u)
On en déduit que
In (ch(z)) = In(1+ (ch(z)—1))
m2+m4 1 x2+x4 2+1 x2+x43 1 x2+$4 4+O(4)
= _— _— _ = _— _— —_ _— _— _ - _— €T
2l Tar) 220 T4l 3\20 4l a\20 4 0
z? ot 4
= 5 el
On a donc ( ( )) s
In (ch(z T 3
i S TR
On a le développement limité suivant au voisinage de 0
2 3
et = 1+u+u—|+u—+oo(u3)

2! 3l



d’ou
In (ch(z)) r 3 1/ 2%\
il S SV I | T “(z_
eXP< " +<2 12)*2(2 12)

Finalement le développement limité d’ordre 4 en 0 de ¢ est

In (ch(z)) 2?2 2% 2t 4
p(z) = wexp (a: —$+7+§—T6+00(x )

. La dérivée de la fonction argument tangente hyperbolique est  — . On a le développement limité

1—x2"
d’ordre 2 en 0 suivant : )
T, = Ltutu’+oow’)

d’out on déduit que
1

1— 2

Comme la fonction argument tangente hyperbolique prend la valeur 0 en 0 on a

=1+ 2%+ 0p(2?).

3
argth(z) =z + % + 0o (z?).

. Ona

o3 x1n (1 + arctan(x
¢(z) = (1 + arctan(z)) **@ = exp < ( 0 ( )))
sin”(x)
Commencons par déterminer un développement limité au voisinage de 0 pour la fonction arctangente. On
a

1
t "= .
arctan(z) 522
On a
L it o)
=1—-u
1+u 0
d’ou 1
_ 2 2
522 =1—2"+ op(z).
Comme arctan(0) = 0 on obtient
3
arctan(z) = x — % + 0p(2?).

On a le développement limité suivant au voisinage de 0

u?
In(l4+u)=u-— > + 3 + 0o (u?).
Comme lim arctan(x) = 0 on obtient
z—0
3 2 3
In (1 + arctan(z)) = z— % - % + % + 0(2?)
2
x
= -5 + 0g (%)
On a
. x3 4
sin(z) =« — 37 + 0p(z®)
d’on
L2 A 4
sin®(z) = z* — 3 + op(z®).

10



On en déduit que
3
zln (1+arctan(z)) 2?2 — L + og(z?) 11— % +0o(z?)

sin?(x) 2 — “‘3—4 +op(zt) 1- “‘3—2 + og(x?)
De plus
1
T+u 1 —u+u’ + og(u?)
d’ou )
1 T

— =14+ = +og(2?)

1— xgj + O()(LC2) 3
et

Enfin on a le développement limité suivant au voisinage de 0
u2

—1+’LL+ 2 -‘rOo( )

In (1 + arctan(z))

mais, comme lim x = 1 ’étape suivante est indispensable

20 sin?(z)
zln (1 + arctan(z)) z1n (1 + arctan(z))
o(x) = exp — = e exp — —1].
sin®(x) sin®(z)
On obtient finalement
2
pla) = eexp (—;C +5 00(x2>)

2 24
ex  llex? 9
= e— o+t

Exercice 6

1. Calculer le développement limité & 'ordre 4 en £ de @ — cos®(2z).
ln(ac)

2. Calculer le développement limité a l'ordre 2 en 1 de x —

Solution 6
1. Soit ¢: R — R, = — cos?(2z). Considérons au voisinage de 0 la fonction ¢ définie par po(t) = ¢ (¢t + )

On a
o(t) = (cos <2t + g))z = (c052(2t) — ? sin(2t)>

Les développements limités en 0 a ’ordre 4 de sinus et cosinus sont

uS 2 u4

sin(u):uf§+oo(u4) cos(u )*1fuf+ + 0o (u?)

20 4

On en déduit, en effectuant la substitution u = 2t et en sommant les deux développements limités que

&

ot 1 2
Cosé ) _ sin(2t) = 5 — VBt - £+ \[t?’—k 5+ oo(th).

Finalement

11



On en déduit que le développement limité & l'ordre 4 au voisinage de § de la fonction ¢: R — R,

x > cos?(2x) est
=3 5) -8+ By o '3 ) (- )

2. Soient ¢: x ;:;(2 et fo la fonction définie pour ¢ au voisinage de 0 par @o(t) = ¢(1+t). On a

In(1+1¢) In(1 +¢)
o) = ar 1" Wt

Compte tenu du fait que nous allons étre amené a diviser par t, considérons le développement limié a

l'ordre 3 suivant en 0
2 3

ln(1+t):t—5+§+00(t3).
On a donc ( ) )
In(1 +¢ tot )
BETY D ot
7 2+3+ o(t%)
Par ailleurs, pour tout ¢t €] — 2, +o00[ on a
111
2+t 21+1%

En utilisant le développement limité a ’ordre 2 en 0

1
1+u:1_“+“2+00(u2)
on obtient
1 1t ¢t )
— — — 4+ — + 0p(t%)

9+t 2 48

Le développement limité a l'ordre 2 de g en 0 est donc

t 3 1t t? 1t 52
t — 1_7 I _— = —_— t2 = - — — - t2.
®o(t) < 2+3)<2 4+8>+Oo( ) 2 2+12+Oo( )

Finalement le développement limité a ’ordre 2 de ¢ en 1 est

= 5@+ @1 +or (@ - 1)?).

Exercice 7
Calculer le développement limité & L’ordre 4 en 0 et z — e<5(®),

Solution 7
Pour calculer le développement limité d’ordre 4 en 0 de ¢: & — €5(*) on ne peut pas procéder de la méme
maniére que pour celui de z — e5™(*) puisque lin%) cos(z) = 1. Pour mener a bien ce calcul on remarque
T—

exp (cos(z)) = e exp (cos(z) — 1),

que la fonction ¢: 2 — cos(z) — 1 a pour limite 0 en 0 et a pour développement limité d’ordre 4 en 0

22 4 A
cos(z) — 1= T + ol + og(x).
On obtient
2 4 2 4\ 2 2 4\ 3 2 4\ 4
cos(z) =1 _ B W L L 1
¢ - 1+( 2!+4!)+2! ataw) fala ) taltata) o)
z? 2t 1zt 4
= 1+(—!+'>+2'4+00($)
2 4
= 1—%4—%4—00(%‘4)

12



On en déduit que le développement limité d’ordre 4 en 0 de ¢: z +— €°5(*) egt

2 4
ex ex
=ee@ = T 1 T 4 og(a?).

2 6
Comme la fonction ¢ est paire, la partie réguliere de son développement limité en 0 ne contient que des

monomes de degré pair. On a donc sans calcul supplémentaire le développement limité d’ordre 5 en 0 de ¢

ecos(m)

Exercice 8 Donner le développement limité des fonctions suivantes au voisinage de 0 a 'ordre 1 :

1. exp(z) 5. In(1+ )
2. sin(x) 6.vV1+z
1
3. 7.
cos(x) T2
4. tan(x)
Solution 8
l.exp(z) =1+ 2+ 0g(z) 5. In(1+z) =+ op(x)
2. sin(z) = x + 0¢(x) 6.\/1+x=1+g+oo(x)
1

3. cos(z) =14 0g(x) 7.m =1-—24 0g(x)

4. tan(z) = z + 0g(x)

Exercice 9
Donner le développement limité des fonctions suivantes au voisinage de 0 a ’ordre 1 :

In(1 —
1 Vaz +1 4. M
-z
2. In(1 — z) . exp(z)
cos(x)
dr 4+ 1
3.
11—z
Solution 9
In(1 —
1.\/4x+1:1+2x+00(m), 4.M:*$+Oo(x)
-z
exp(z)
2. In(1 —x) =— o , 5. =1 o
n(1— ) =~z + oolx) e~ 1+a o
4 1
3. fjx =145z 4 og(x),
Exercice 10
Ecrire le développement limité de
1.¢(x) = exp(x) a l'ordre n en 1 3.¢(z) =In(1+ 3z) a Pordre 3 en 1
2. ¢(x) = sin(z) en g 4. cos(x)v1+ z al'ordre 2 en 0

Solution 10

13



1. On pose h = = — 1. Si x est proche de 0, alors h est proche de 0. Nous allons nous ramener a un
développement limité de exph en h = 0.

expr = exp(l+ (z—1))
= exp(l)exp(x —1)

h2 h "
= exp(1) 1—|—h+§—|—...+m+h e(h)

(z—1) (z —1)"
i

(z—1) +ot E-1" + (= 1)"e((x - 1)))

= exp(l) (1 +(x—-1)+ + (= 1)"e((z - 1)))

= exp(1) <x+ 51 py
ot lime(z —1) =0.
z—1

2. Sachant que sinz = sin (% +x— g) = cos (Jc — %) on se ramene au développement limité de cos h lorsque

h =z — % tend vers 0. On a donc

ou lim 5(3:—1) =0.
z—w/2 2

3. Il faut se ramener & un développement limité du type In(l + k) en h = 0. On pose h = z — 1 et donc
r=1+h.Ona

o(x) = In(1+3z)

— ln(4) + 3(””4_ ) _ % (3(“”4_ 1))2 +% (3(:”4_1))3 (2 — 1%e(x - 1)

ou lime(z —1) =0.
z—1
4. D’une part
22
cos(z) =1— =) + 2%eq ()

d’autre part
2
Vite=1+2- m——i—ang(gc)

2 8
D’ou
x? 9 r  a? 9
cos(x)V1l+z = 1—?4-.%' e1(x) 1+§—§+x e2(x)
5 2
= 1+§—%+x25(az)
Exercice 11
Calculer le développement limité de
1. o(x) = sin(ln(1 + z)) & 'ordre 3 en 0 3. tan(x)a Pordre 5 en 0
1
2. ¢o(x) = y/cos(x) & 'ordre 4 en 0 4. 5 1 ¥ A Tordre 4 en 0
x
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Solution 11
1. On pose ici f(u) =sinwu et g(z) =In(1+ z). On a bien f o g(z) = p(z) et g(0) = 0.
Le développement limité & Pordre 3 de f pour u proche de 0 est : f(u) =sinu = u — g—? +udeq(u).
On pose u =g(z) =In(l+2) =z — ’”—22 + %3 + x3e(x) pour x proche de 0.
On a u? = 2% — 23 + 23e5(x) et u? = 23 + 2%e4(x).

Par suite

p(x) = fog(x)

= fl)
ud
= u—i—i-usl(u)
2?28 3 (23 + 23e4(2))?
= gty tea) - g
2 2
= x—j—i-g—l—ma(;v)

2. Le développement limité en 0 & 'ordre 2 de f(u) = V14 uest f(u) =vV1+u=1+% — %2 + 0o(u?). Si
on pose u(x) = cosz — 1 alors on a p(z) = f(u(z)) et u(0) = 0. Le développement limité de u(z) en 0 &
I'ordre 4 est

2?2 ot 4
u(z) = —5 + o1 + op(z%)
d’ou v?(z) = %4 + 0o(z*). Ainsi
pe) = flu)
2
uu
- 14 -=-_ = 2
+5 =g toolw)
2 4 CL‘2 .’L‘4 2
- 4z (—7 + ﬂ)
-1 7 "% 4
+ 5 3 + o0p(z*)
22 4
19 + og(z”)
3. Tout d’abord sinz = = — “"—63 + % + 2%¢(z). D’autre part cosx = 1 — ””—22 + % + 2%¢(z) = 1+ u en posant
u = —%2 + 92”—1 + 25¢(x). Nous aurons besoin de u? et u3 :
2 4 2
u? = (—xZ + ;—4 —|—x55(x))

et u = 2°¢(z). Ainsi

1 1
= 1 —u+u? —u® +ude(u)
cosx 1+u
2 gt 4
T AT .
+ 7 ~ o1 + 1 + z°e(x)
z?  bat 5
= + 7 + ﬂ +x E(ZL‘)
Finalement
1
t = i
an(z) sin(x) -
3 5 2 5 4
= (gc - % + %0 +:v55(a:)> (1 + % + 2—2 +x55(m)>
3 2 5
= ac—i—%—l—%—&—x%(w)
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4. On a

1+=x
= 1 —
2+ o)

1 x\2 x\3 x\4

o5 ) () () e
2( +x)< 5 T35 5) T35 + 0o(z")
1z 22 2 2t 4

BRI T TR

Exercice 12
Ecrire le développement limité de
1. Sl}?x a Pordre 4 en 0 3.arcsin(z) & lordre 5 en 0
shx
2 21"
2. arctan(z) a lordre n en 0 4.9(x) = % a Pordre 2 en 0
x
Solution 12
1. On a
sin(z) oz — ‘%? + %T + 00(z®)
sh(z) T+ L+ L+ 0g(25)
z(1- % + 5 +oofa?))
B x(l—i—%?-f—%—ﬁ-oo(w‘l))
x

1

2. On sait que arctan’(z) = 1755. En posant f(z) = ﬁ et F(z) = arctan(x) on écrit

Et comme arctan(0) =0

(_1)kx2k+1
arctan(z) = Z P e().

2k+1
3.0na
iy 1
arcsin’(x) 12217
) _l_1_
= 1 ( x)+ 2(=3 )(—x2)2+x4€(x)
2 2
2 3 4
= 1—}—%—}—%—&—9545(90)
Donc 5 5
3
arcsin(z) = x + % + 4—% + 2¢(x)

4. On pose C(x) =2+ z + 22% et D(z) =1+ 22. Alors
C(z) = D(z)(2 +x — 222) + 23(1 + 2z).

Par suite p(z) = 2 + z — 222 + 2%¢(x).

16



Exercice 13

Calculer lim

In(1+2x)—tanz + mg%

70 32 sin(x)?

Solution 13 L
Posons ¢(z) =1In(1 4+ z) — tanz + %(m) et ¥(x) = 3z?sin(z)%.
D’une part ¢(z) = 3z%sin(z)? = 322 (z + 0p(x)) = 3z* + 0g(x?).
D’autre part

S a3 1 23 2
(P(x) = (1' — ? + ? — Z + OO(‘T4)) - (15 + ? + O[)(lA)) + 5 (l' — E + 00(373))
4
= —1—5”2 + 0(z%)
Ainsi .
p(z) _ —F5 +oo(@!)  —5+00()
() 3at + og(z?) 34+ 00(1)
. . ln(l—i—m)—tanx—i—smz% 5
Finalement lim - = ——.
z—0 32 sin(x)? 36

Exercice 14
Soit ¢(x) = 2* — 223 + 1.
Déterminons la tangente en % du graphe de @ et précisons la position du graphe par rapport a la tangente.

Solution 14
On a ¢/ (z) = 42° — 622 et " (z) = 122> — 12z.
La formule de Taylor-Young assure que

B 1 (1 1\ ¢ (3) 1\ 1\°
plx) = <p<2)+<p <2> (x—2>+ 51 T—3 + T—3 e(x)
_B N 3 Y
- 16 2) 2 2 2) ©
La tangente en % a donc pour équation : y = }—2 — (x — %) et le graphe de ¢ est situé en dessous de la

tangente car

o)~y = (-2 =) (+- 1)

est négatif lorsque x est proche de %

Exercice 15 On se propose d’étudier la fonction f: z — xexp (#)

1.
2.

SRR NS N

Donner I'ensemble de définition de f.

Etudier la parité/imparité de f. Peut-on réduire I'ensemble sur lequel on va étudier la fonction ? Si oui
préciser I’ensemble D sur lequel il suffit d’étudier la fonction, si non notons D I’ensemble de définition de

7.

. Donner le sous-ensemble maximal de D sur lequel la fonction est continue. La fonction f est-elle continue

en 17 prolongeable par continuité en 17

. Donner le sous-ensemble maximal de f sur lequel la fonction est dérivable. Préciser la dérivée.
. Dresser le tableau de variations de f.
. Y a-t-il une asymptote verticale a la représentation graphique de f? Si oui préciser la.

. La droite d’équation y = x est-elle asymptote a la représentation graphique de f au voisinage de +oco0? Si

oui, préciser la position de la courbe par rapport a y = x et les points d’intersection de la représentation
graphique de f et y = x.

. Donner les points d’inflexion de f.

17



9. Donner une représentation graphique de f.

Solution 15

1.

La fonction exponentielle étant définie sur R, f est définie pour tout réel x tel que 1 — 22 # 0. L’ensemble
de définition de f est donc R~ {—1,1}.

2. La fonction f est impaire. On I’étudiera donc sur D = [0, 1{U]1, +oo].

3. La fonction f est continue sur D car la fonction rationnelle

1
1— 22

g:D—R, T

est continue sur D & valeurs dans R et la fonction exponentielle est continue sur R. On a

. . 1
;1:11)1111‘*'1—.’1,'2 - xllgl*l—.’l,a = teo
On en déduit que
lim f(z)=0 lim f(x)=+oc0
z—1t z—1—

La fonction f n’est donc pas prolongeable par continuité en 1. Elle est toutefois prolongeable par continuité
a droite en 1 en posant f(1) = 0.

. La fonction rationnelle g est dérivable sur D et la fonction exponentielle est dérivable sur R. La fonction

f est donc dérivable sur D et pour tout x € D on a

$4+1 2
f'(x) = mel/(l ).

. Puisque la fonction exponentielle est a valeurs strictement positives on en déduit que f’ est strictement

positive sur [0, 1{U]1, +00[ et par conséquent que f est croissante sur chacun des intervalles [0, 1] et |1+ co.
Par ailleurs on  lim g(z) =0 donc lim f(x)= +oo. On a aussi
r—r+0o0 Tr—r+00

f(0)=0 f1(0) =e.

Lorsque z tend vers 1 par valeurs inférieures, 1 — 22 tend vers 0 par valeurs supérieures et par suite

lim = 400. On en déduit que

z—1- 1 — 2

el/(1—z?)
lim ——— = lim wu
z—1- (1 —22)2  u—+oo

2e" = +o0.

On adonc lim f'(x) = +oo. Lorsque z tend vers 1 par valeurs supérieures 1 — 22 tend vers 0 par valeurs
rx—1—

inférieures et ainsi lim 5
zo1t 1 —x

= —00. On en déduit que

el/(1—2%) )
i —_— 1 u =
BT e LN

et 1ir111+ f'(x) = 0. On obtient le tableau de variation suivant
xT—r

Lz [o L1 0]
f'@)[e + +oo[O  + 0
+00 +oo
f@ || e
0 0

La représentation graphique de f au point d’abscisse 1 possede une demie tangente a droite horizontale.
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6. La droite d’équation x = 1 est asymptote a la représentation graphique de f. Recherchons une éventuelle
asymptote a la représentation graphique de f en +oo en cherchant un développement asymptotique pour
f au voisinage de +oo. Pour ¢ au voisinage de 0%, considérons la fonction fqy définie par

folt) = f (1) - %exp (;:) .

On a les développements limités suivants au voisinage de O :

u > 3 1 2 2
e :1+u+§+§+oo(u) 1—t2:1+t —‘rO(](t)
d’ott on déduit que tztil = —t2 4+ 0g(t?) puis que

t? 1 1 . , ,
exp (t2_1> =1+ (-t*) + 5(7152)2 + 6(—19)‘3 +0o(t?) =1 — 2 4+ 0o(t?).

On obtient le développement limité généralisé suivant pour fy

1
fot) = - -t+ 0o(t?)
ce qui indique que la fonction f admet pour développement asymptotique au voisinage de +oco

f(x):x—313+o+oo<xl2>.

Ainsi la droite d’équation y = x est asymptote a la représentation graphique de f au voisinage de +oo.
La quantité —% étant négative au voisinage de +00 la courbe se situe au-dessous de 'asymptote.

7. Intéressons-nous aux points d’inflextion de f. Pour z € D on a

von 2z(xt - 3) .
f(z) = —me .

Le signe de f” dépend de celui de la fonction polynomiale p: x +— z(z*—3). Cette fonction polynomiale est
impaire. Il est évident que ses racines réelles positives sont 0 et v/3. Par ailleurs la fonction polynomiale

p': z — 5z* — 3 admet pour unique racine réelle positive f/% Remarquons que % <1 < 3 et que la

fonction racine quatriéme est strictement croissante sur RT. On a donc Vg < 1 < /3. Le tableau de

variation de p sur [0, 4+o00[ est le suivant

z |[0 {/3/5 V3 400

0 400

On en déduit le tableau de signe suivant :

T 0 1 V3 400

p(z) ||0 — - 0 +

ffey jo + || + 0 -

Ainsi, sur le domaine d’étude, la fonction f” s’annule en 0 et v/3 en changeant de signe. Ces valeurs
correspondent donc & des points d’inflexion de f. La fonction f est par conséquen convexe sur [0, 1] et sur
]1, v/3] et concave sur |v/3, +-00l.

19



8. Déterminons les points d’intersecion entre la représentation graphique de f et l'asymptote en +oo en
résolvant I’équation f(z) =x. On a

f(x):x%:)a:(eﬁ—l):0<:>(x:00ueﬁ:1>.

Il n’y a donc qu’un seul point d’intersection entre la représentation graphique de f et I’asymptote en +oo
qui est le point (0,0) car 'équation ﬁ = (0 n’a pas de solution.

9. Représentaiton graphique de f

5 T T T

s

Points d’inflexion

- -

n
w
sk
(5]

Exercice 16
Pour n € N on désigne par f, la fonction définie sur R% par

ule) = { S sia A

17
3 siz=1

1. Calculer le développement limité a ’ordre 2 de fy au voisinage de 1. En déduire le développement limité
a lordre 2 de f,, au voisinage de 1 pour n € N*.

2. Montrer que pour tout n € N I'application f,, est dérivable en 1 et calculer f/ (1).
3. Donner I’équation de la tangente a la représentation graphique C,, de f, dans un repere orthonormé au

point d’abscisse 1. Préciser la position de la courbe C,, par rapport a sa tangente au point d’abscisse 1
dans un voisinage de ce point.

Solution 16

1. Pour z €]0,1[U]1, +00[ on a
_ In(x)
fola) = 2 -1

On consideére le changement de variable ¢ = x — 1 et la fonction go définie par go(t) = fo(t + 1). Pour
x au voisinage de 1, la variable ¢ est au voisinage de 0. On s’intéresse donc au développement limité au
voisinage de 0 de

In(t+1) 1 1
=2 = _In(t+1 .
90t) = 5 ztn(+)1+g
On a
2 3 1 t 2
ln(t+1)=t— — + — 3 =1-—-4 = t2
n(t+1) 5+ 3 o) 51 5+ +oot)
d’ou

1 1 23 1t 2
St == (- pou®)) = s — L Ly op2).
g (1) 2t( g T3 T ool )> 311§ o)
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et
1t tt2 1 t 5¢2

9o(t) = (24+t62> <12+4>+00(t2)22+12+oo(t2).

Ainsi fy admet pour développement limité d’ordre 2 au voisinage de 1

1 1 )
=———(z-1)4+ =(@x-1)*+oi((z-1)%.
fole) = 5 = 5@ = 1)+ 12 (z =1 + o1 (& ~ 1?)
La relation f,(x) = x" fo(z) pour x € R va nous permettre d’obtenir le développement limité a 'ordre
2 au voisinage de 1 de f, a partir de celui calculé pour fj. Il faut pour cela déterminer le développement
limité d’ordre 2 en 1 de la fonction x — z™. Une maniére d’obtenir ce développement limité est d’avoir
recours a la formule de Newton ; on a

" = ((z-1+ 1)”
- 1+ (T)(x_1>+ <Z)(m— 1)? + 01 ((x — 1)%)
= 1+n($_1)+n(n7—1)(x_1)2_'_01((30_1)2).

2

On en déduit que le développement limité d’ordre 2 en 1 de f,, est

fula) = (;—(x;1)+5<x1_21) )<1+n(m—1)+n(n2_1)(x—1)2>+Ol((a?—1)2)

= ;—I—;(n—l)(x—l)—l—(g—g—i—n(n;”) (z—1)*+o01((z - 1)?).

. Une condition nécessaire et suffisante pour que f,, admette un développement limité a ’ordre 1 au voisinage

de 1 est que f, soit dérivable en ce point. Puisque f, admet un développement limité a l'ordre 2, f, est

continue en 1 et elle est dérivable en 1. L’expression du développement limité d’ordre 2 en 1 de f, indique
-1

que f1,(1) = 32

. I’équation de la tangente a la représentation graphique C, de f, en 1 est

y=fal) + fo(D@—1) = 5 + 30— 1)z - 1).

La position de la courbe C,, par rapport a la tangente est donnée par le signe de
1 1
@)~ (5 + 5t - Ve -1).
D’apres 'expression du développement limité a 'ordre 2 de f, en 1, on a
1 1 5 n n(n-1) 9 9
f(.’l?)— <2+2(7’L—1)<$—1)> = <12—2+4) (.’17—1) +Ol(($—1) )
Pour x assez proche de 1, le signe de cette quantité est celui de

c’est-a-dire, comme (z — 1)? > 0, celui de

5 n nn-1 5 3n n?

T3t T Tnoa T
Le polynéme P = 1—52 — % + XTQ admet deux racines réelles qui sont
3 V21 3 V21
r1=g + 5 = 0.7362373842 Tp=g o 2.263762616.

La fonction polynomiale P prend des valeurs négatives entre les deux racines car le monéme dominant
qui est XTQ est positif. On en déduit que Tp = P(0) > 0, que 71 = P(1) < 0, que To = P(2) < 0 et que
pour n = 3 on a T, = P(n) > 0. Les courbes Cy et C,, pour n > 3 sont donc au dessus de leur asymptote
en 1 alors que les courbes C; et Cs sont au dessous de leur asymptote.
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Exercice 17
Considérons la fonction f définie par f(x) = z2arctan (14—%)
. Préciser I'ensemble de définition D de f.

. La fonction f est-elle continue sur D ? dérivable sur D ?

1
2
3. Donner le tableau de variation de f. (Indication : on pourra étudier le signe de g(x) = f,im)).
4

. La droite y = x — 1 est-elle asymptote a la représentation graphique de f en 400 ? Si oui peut-on préciser
la position de y = x — 1 par rapport a la courbe?

Solution 17

. . 2 1 , .
1. La fonction f: x — z?arctan (H—x) est définie sur R ~ {—1}.

2. La fonction f est continue et dérivable sur son ensemble de définition D.

f’(x) =z <2ar0tan (1 ix) 14+ (1x+ SU)2> .

Le signe de f’ dépend du signe de la fonction g définie sur R \ {—1} par

3. Pour x € D on a

() = 2arct 1 T
= T n —_— .
gie R 1+ (14 x)2

Cette fonction est dérivable sur € R~ {—1} et pour tout x € R~ {—1} on a

(2+z)*+2

Y ey

On en déduit le tableau de variation suivant pour g

T | —00 -1 -1 + oo
g - -
g 0 \ 1—m T4+ \ 0

ce qui permet d’obtenir le tableau de variation de la fonction f

Lz [~ -1 -1 0 400 |
f'(z) ¥ n/2-1-n/2-1 - 0 +
—mw/2 || 7/2 +oo
f(z) / \ /
oo 0

4. Afin d’étudier les branches infinies de f, calculons le développement limité généralisé de g(z) = f(z)/x
au voisinage de +o0o. On consideére au voisinage de 0 la fonction gy définie par

go(t) = f(ll/tt) = %arctan (1 +11/t) = %arctan (13_15) .

On a ; 1
— =1 —— =t + 2+ 0y (t?
1+t 1+t +#7+0o(t)
et
w3
arctan(u) = u — 3 + 00 (u?)

On en déduit que

1 1 2t2
go(t) = ;((t — ) - St ) oo(t3)> —1-t+ % + 00 (1)
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puis que

On a donc ) .

La droite y = x — 1 est asymptote a la représentation graphique de f en 400 et la courbe est au-dessus
de 'asymptote a la représentation graphique de f en +o0o. Le méme calcul indique que

f(ac):x—l—i—?i—i-ooo(al:).

La droite y = = — 1 est donc asymptote a la représentation graphique de f en —oo et la courbe est
au-dessous de 'asymptote au voisinage de —oo. La représentation graphique de f est donnée ci-dessous :

Exercice 18

Soit f: x +— (cos(z))

A e

1/z

Sur quel ensemble D la fonction f est-elle définie ?
Vérifier que f est dérivable sur D et calculer sa dérivée f.

Calculer le développement limité de f au voisinage de 0 a I'ordre 2.

m T

Montrer que f est prolongeable par continuité sur | — 7, 7]. On note f]e prolongement de f a | — 3, 7].

r 1
Montrer que f est de classe C* sur | — 3, 7.

Solution 18

1.

La fonction f définie par
1
flz) = (cos(x)) T = exp <
est définie pour x # 0 tel que cos(x) > 0 c’est-a-dire pour x appartenant & ’ensemble

D:}—%,O[U}O,%{U ( U }—g+2kw,g+2m[>

kez*

ln(cos(m)))

X

La fonction cosinus est dérivable sur D a valeurs dans ]0,1] et la fonction logarithme est dérivable sur
]0,1] & valeurs dans R™. La fonction # ~ In(cos(x)) est donc dérivable sur D. De plus la fonction z > 1
est dérivable sur D donc la fonction x — 2€5@) oot dérivable sur D comme produit de deux fonctions
dérivables sur D. Enfin comme la fonction exponentielle est dérivable sur R on peut conclure que la

fonction f est dérivable sur D. Pour tout x € D on a

) - (ln(C(;s(x))>/eXp (ln(cos(x))> - <ln(coi(x)) . tan(m)) P

xT €T T
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3. Le développement limité de f s’obtient en composant les développements limités de la maniere suivante :

2 u2

cos(z) =1-— % + 0g(x?) In(l14+u)=u-— 5 + 09 (u?)
d’on
2 1 .
In(cos(x)) = — = + og(a?) n(cos(@) _ _2 | o (a2)
2 T 2
Or
u?
e = 1+u+7+00(u2)
donc )
r x
=1-Z 4= 2),
flw)=1- 5+ %+ oo(a?)
4. Le développement limité obtenu a la question précédente indique que lir% f(z) = 1. D’autre part comme
r—r
1
lim In(u) = —o0, on a lim In(cos(z)) = —oo et par conséquent lim f(x) =0. Ainsi I'application
u—0t z—=5- x =5~
N o fx) sixE]—%,O[U]O,%[
f::z:e]fg,g{% 0 siz=73
1 siz=0
In(cos(x))

est continue. On pourra remarquer que lim

z—>-—%t x

L’application f n’est donc pas prolongeable par continuité a droite en —

= 400 ce qui implique que lim  f(z) = +o0.
m—>—%+
us
5
5. Nous avons établi que f est dérivable sur D. Par ailleurs nous avons déterminé le développement limité
d’ordre 2 en 0 de f. Puisque f admet un développement limité d’ordre 2 en 0 elle admet aussi un
développement limité d’ordre 1 en 0. Cela implique que f, ou plus exactement le prolongement par
continuité de f en 0, est dérivable en 0. L’expression du développement limité d’ordre 2 en 0 de f indique

que f'(0) = —1. L’application f est donc dérivable sur |—%, 2 et

Five]pig[n{ J(HEH ) s sero

-5 siz=0

s 1 _n =z i 5 £l i _m
Montrer que f est de classe C* sur ] 555 [ revient & montrer que f’ est continue sur ] 555 [ Notons

D' =]-%,0[U]0, Z[. La fonction cosinus est continue sur D’ a valeurs dans R* . La fonction = — In(cos(z))

. . . . 1
est donc continue sur D’. De plus, la fonction z — gg% est continue sur D’ donc la fonction z — w est
continue sur D’ en tant que produit de deux fonctions continues sur D’. Par ailleurs la fonction tangente
est continue sur D’ et la fonction x — x est continue sur D’ et ne s’annule pas sur cet ensemble. On en

déduit que la fonction z +— tan(@) ost continue sur D'. Finalement comme f est elle méme continue sur

D', on en conclut que f’ est continue sur D’. Intéressons nous & présent & la continuité de f’ en 0. On a

d’une part
2

In(cos(z)) = —% + 0p(z?)
d’ou | )
lim n(cos(x)) _ 1
x—0 {L‘2 2

et d’autre part

o tan(z)

x—0 z—0 x

On en déduit que

lim P (x) = lim (ln(cos(x)) N tan(a:)) fla) = 1 7(0).

z—0 z—0 xT x

On en conclut que f est de classe C! sur -2,
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Exercice 19

Soit f la fonction définie par f(z) =3 —z

sh(x)
ch(z)—1"

1. En utilisant la formule des accroissements finis, montrer que pour tout z € R* on a sh(z) > x.

2. Donner le développement limité au voisinage de 0 a l'ordre 3 de f. Que peut-on en déduire en 0 pour f 7
3.
4

. Montrer que la droite d’équation y = —x + 3 est une asymptote a la représentation graphique de f en

Donner le tableau de variation de f.

+o00. Préciser la position de la courbe par rapport a cette asymptote.

Montrer que f(2)f(3) < 0. En déduire qu’il existe un réel ¢ €]2,3[ tel que f(c) = 0 et que ce réel est le
seul zéro de f sur RT, i.e. le seul réel positif & vérifier f(c) = 0.

. Tracer la représentation graphique de f.

Solution 19

1.

La fonction sinus hyperbolique est continue sur R et dérivable sur R. D’apres le théoreme des accroisse-
ments finis !

Vo eRY Jec€]0,z[  sh(xz) = zch(c).

Comme la fonction cosinus hyperbolique est minorée strictement par 1 sur R*, on en conclut que pour
tout x € R* on a sh(z) > .

. On dispose des développements limités suivants

x5 4 22 2t 5
Sh(:v):m+§+00(m) ch(x):l+§+z+oo(x)
qui indiquent que que
4 2 «
ash(z) 2+ % +0o(a®) 1+ % 4 0g(z?)
ch(z) =1 24+ 2 4+ op(a®) L+ Z +0g(23)
En effectuant la division selon les puissances croissantes a l'ordre 3 de 1 + %2 par % + )2(—42 on obtient le

développement limité d’ordre 3 en 0 suivant pour f :

22
f@)=1- % + o)
Les fonctions sinus hyperbolique et cosinus hyperbolique sont définies sur R et ch(xz) = 1 si et seulement
si z = 0. On en déduit que f est définie sur R*. Par ailleurs, les fonctions sinus hyperbolique et cosinus
hyperbolique sont indéfiniment dérivables sur R et la fonction « — ch(z) —1 ne s’annule qu’en 0 donc f est
indéfiniment dérivable sur R*. Comme f admet un développement limité d’ordre 3 en 0 elle admet aussi
un développement limité d’ordre 1 en 0 et d’une part f est prolongeable par continuité en 0 en posant
f(0) =1 et d’autre part ce prolongement est dérivable en 0 avec f'(0) = 0.

. On pourra noter que f est paire car la fonction sinus hyperbolique est impaire et la fonction cosinus

hyperbolique est paire. On peut donc se contenter d’étudier f sur RT. Pour € R* on a

sh(z) —w

f’(:zc) = m

La fonction f’ est strictement négative sur R* car d'une part on a sh(z) < x pour tout x € R* et d’autre
part la fonction cosinus hyperbolique est minorée strictement par 1 sur R*. Par ailleurs on a

Ui Ui

e e
sh(z) fodiry ch(x) foliey
d’olt on déduit
ash(x) . sh(z) —x 1
ch(z) — 1 +o ch(z) — 1 +o0
Cela permet d’affirmer que lim f(z) = —oco et que lim f'(z) = —1.
x—+00 T—+00

On a donc le tableau de variation suivant pour I'application f sur R

1. Pour toute fonction réelle d’une variable réelle f: [a,b] — R (a, b € R, a < b) supposée continue sur l'intervalle fermé [a, b] et

dérivable sur 'intervalle ouvert ]a, b[ il existe (au moins) un réel ¢ dans ]a, b[ vérifiant f’(c)

_ f®)—f(a)
b—a .

25



f(z) || 0 - —1
1
f(z) ™~
—00
4. Pour montrer que la droite d’équation y = —x + 3 est asymptote a la représentation graphique de f en

+00, montrons que h(z) = f(xz) — (—x + 3) admet pour limite 0 en +o00. On a

sh(z) ) e (277 —1)
ch(z) —1) 1+e=(e==—1)

h(z) = f(z) — (—z + 3) ::E<1—

Or lim e *=0et lim ze ™
T—+00 r—+00
Pour préciser la position de la représentation graphique de f par rapport & son asymptote en +o0o étudions

au voisinage de 400 le signe de

=0donc lim h(xz)=0.
xr——+00

_weT®(2e7" —1)
Cl4e (et 1)

h(x)

Au voisinage de +00 le numérateur est négatif, le dénominateur est positif, donc h est négatif. On en
déduit que la représentation graphique de f est au voisinage de +o0o sous I’asymptote.

5 On a
2sh(2) 3sh(3)
016 = (- am ) (O am )
3(3ch(2) — 3 — 2sh(2)) (ch(3) — sh(3) — 1)
(ch(2) - 1) (ch(?)) - 1)

Puisque la fonction cosinus hyperbolique est minorée par 1, le dénominateur est toujours positif. Par
ailleus on a d’une part

ch(3) —sh(3) —1=e3—-1=e3-e"<0
car la fonction exponentielle est strictement croissante et —3 < 0 et d’autre part

e+ 572 -6

3ch(2) — 3 — 2sh(2) = 3

care > 2 d'oue? > 22 > 21 = 6. On a donc bien f(2)f(3) < 0.

L’application f est continue sur R™ et strictement monotone sur R. Son image est f(RT) =] — oo, 1. La
restriction fig+: RT —] — 00, 1[ est donc bijective. On en conclut que 0 admet un unique antécédent par
f, autrement dit, qu’il existe un unique réel ¢ € R* tel que f(c) = 0. Par ailleurs puisque f(2)f(3) <0 le
théoreme des valeurs intermédiaires permet d’affirmer que ¢ €]2, 3|.

6. La représentation graphique de f est donnée ci-dessous

21

—1

—2

26



