Université d’Orléans Département de Mathématiques
Année 2021-2022 Analyse S2

Calcul intégral, compléments

1 Primitives

Exercice 1
Soit la fonction f définie par f(x) = (sin?(x) — 3sin(z) + 8) cos(x). Déterminer sur R la primitive F de f
telle que F (37”) =0.

Solution 1
Un calcul montre que
f(z) = cos(x) sin?(z) — 3 cos(z) sin(x) + 8 cos(z).

Posons u(x) = sin®(z), v(z) = sin®(x) et w(x) = sin(z). Alors u'(x) = 3cos(z)sin?(z), v'(z) = 2 cos(z) sin(x)
et w'(z) = cos(x). Autrement dit
u'(z)  30'(x)

fla) =52 = 2 4 8w (a)

Les primitives de f sont

u(x v(x sin®(z sin?(z
F(x):%—%()—i-&u(x)ﬁ—cz 3( ) _3 2( )+881n(x)+0

ou c¢ désigne un réel. Il en résulte que la primitive F' de f telle que F' (37”) =0 est

.3 )
Fla) = s1n3(:c) B 3s1n2 (x) + 8sin(x) + %

Exercice 2

1. Montrer que 22 + 52% + Tz + 4 = (z + 3)(2® + 2z + 1) + 1.

_ z3+5z2+7a:+4

2. En déduire une primitive de la fonction f définie par f(z) = =157 sur | — oo, —1[.

Solution 2
1. Nous avons
(x+3)(2?+22+1)+1=2+22 4+ 2+ 32> + 62 +3+1 =2+ 527+ Tx + 4.
2. D’apres ce qui précede

?+522+T7r+4  (w+3)(a?+204+1)+1

2?2 +2x+1 2?2 +2x+1 v +x2+2x+1 v +(m+1)2
une primitive de f est donc
x2 43 1
— 4+ 3x — .
2 T+ 2
Exercice 3
Calculer
1 1 3
dt 2 dt 2t +1
L. / —— 2./ 3./ 2w
o t2+2 1= 9 t24+t—3

Solution 3



1. On a

boat 1t dt
A 212 §A ( f

2. Puisque x — ﬁ est paire on a

Il s’en suit que

| IE—
S e

2 dt
/_ g = Q{argth(t)

1
= 2argth <2> — 2argth(0)

1+ 1
2><1><1n +f
2 1—5

= In(3)

3. On a

3 2t 1 3 2 _ !
/;dt = /Mdt
9 t2+t—3 s 24+t-3

3
{mu2+t—3@

2
In(9) — In(3)

- (3

In(3)

Exercice 4
Déterminer une primitive de

1. z — tan(z).
2. x + cos(x)sin?(z).

xp(—x)
3. x> esﬁ’?,(x) )

Solution 4



1. L’application tangente est 27 périodique et elle est continue sur chacun des intervalles } — 55 { et ] R %’r [
Calculons les primitives sur chacun des intervalles.

L’application ¢: x € ] -5, 5 [ — cos(z) €]0,1] est dérivable. Considérons f: u €]0,1] — f%. On a

/ tan(t)dt = / 2:;2?) “
= [
_ / F(6(t)/(t) dt
— [ / f(u) d“L:¢(t)
_ [ / f(u) d“} u=cos(t)

- |: B 1n(\u|)} u=cos(t)
— (| cos(t))
= —In(cos(t))

En considérant I’application ¢: = € } s 37” [ — cos(z) €]0,1] on montre de fagon analogue qu’une primitive

37”[ est x — —In(— cos(x)).

de la fonction tangente sur } s
2. L’application ¢: = € R + sin(z) € [—1,1] est dérivable et ¢': z € R + cos(x). Posons f: u € [—1,1] = u?.

On a

u? sin®(t)

/g(t) dt = /f(¢<t))¢/(t) dt = [/f(w du} u=o(t) - {?] u=¢(t) E

3. La fonction sinus hyperbolique est continue sur R et s’annule uniquement en 0. Il s’en suit que la fonction

T ezﬁﬁg&f) admet des primitives sur chacun des intervalles | — 0o, 0] et ]0, +oo].

Considérons ¢: x €] — 00,0[— exp(2x) €]0,1[. Elle est dérivable sur | — 00,0[ et ¢': & €] — o0, 0[—

2exp(2z) €]0,1[. On a
exp(—t) B 8exp(—t)
/ a3 T | o et

8exp(2t)
/ (ep(at) 18

B 4¢'(t)

= [ o
4

- |:/(U—1)3:|u_q5(t)

- {_ (u f 1)2:|u:exp(2t)
2
(exp(2t) —1)?

Exercice 5
Calculer les intégrales suivantes

m/2 /2 L
1./ o 2./ _sin®) g,
o Ll+sin(t) o 1l+sin(t)

Solution 5



1. Posons I = fﬂ/Q L(t). Posons u = tan (%), alors

0 1+sin
U . 2u
t = arctan (7) , sin(t) = ——
2 1+ u?
2u 2du
an(?) 1—u?’ 1+ u?
Ainsi
1 1
1 2d 2
I = / om u2:/ 5 du
0 1+1+u21+u o 14+u?+2u
2
2 2 7!
- [ ]
o (I4u)? 14+wulo
=1

2. Posons J = foﬂ/ 2 13};&275) dt. Remarquons que

w/2 /2 i /2 1 . /2
I+J:/ difﬁ+/ ﬂdt:/ ij7@(’5)475:/ dt
o Ll+sin(t) o 1l+sin(t) o Ll+4sin(t) 0

Ilen résulte que J =5 —I =35 — 1.

2 Intégrations par parties

Exercice 6
Déterminer une primitive de :

1. x> 22 In(z) 3. z — In(z) puis = — In(z))?
2. x > xarctan(x) 4. x — cos(x) exp(x)
Solution 6
1. Posons u(t) = In(t) et v(t) = % ;alors u/(t) = et v/(t) =t%. On a

/t2 In(t)dt = /u(t)v’(t) dt

= [u(t)v(t)] —/u’(t)v(t) dt
o L
- ln(t):;:;[i}

= ()5 - S



2. Posons u(t) = arctan(t) et v'(t) = t; alors u/(t) = ﬁ et v(t) = % Par conséquent
/tarctan(t) dt = /u(t)v’(t) dt
— ()] - / (ot dt
i 21 I
I / Tza2
27 1 2
-z / T dt
] 1+41¢2

2
2
2
A 2

I 27 1 [1+t2-1

= arctan(t); —7/ i dt
2
2
2

2 14 1¢2

[arctan(t)t } - %/ (1 — 1+1t2> dt

t 1 1 1

= [arctan(t)Q} _i/dt+§/mdt
t

arctan(t)g} — [%]} + {arct;n(t)}

arctan(t)

— — E +c
- 2 2 2
t? t
= —; arctan(t) — - + ¢
3. Posons u(t) = In(t) et v(t) = t. Alors u/(t) = } et v'(t) = 1. Nous avons

/ln(t)dx = /u(t)v’(t)dt

— [tn()] - / Lear

[tIn(t /dt

= [tIn(t)

Donc une primitive de  — In(x) est z1n(x) — z.
Posons a(r) = (In(z))? et b(z) = x. Alors a/(z) = MHT(:E) et b/'(x) = 1. Nous avons

/ (n(z))2dz = / a(2)¥ (z) dx
— [a(@)b(@)] - / o (2)b(z) dz
- [x(ln(w))z]—/ﬂn(x)xd:r

= [z(In(x))?] - 2/1n(x) dx
= z(ln(z))? - 2zln(z) + 22 4 ¢

4. Posons I = [ cos(x) exp(x) dx. Posons u(z) = exp(x) et v(x) = sin(z); alors u/(z) = exp(z) et v'(z) =
cos(z). Nous avons

Il
2~z
I S~—
—
g\
&
e

= [exp(z)sin(z)] — /exp ) sin(z
)=

= [exp(z)sin(z



ot J = [exp(z)sin(z) dz. Posons a(z) = exp(z) et b(z) = — cos(z). Alors a’(z) = exp(x) et V' (z) = sin(z).
Nous avons

J = /a(x)b’(x)dx
— [a(@b(@)] - [ o @)bla)do

= —[exp(z)cos(z)] + /exp(x) cos(x) dx
—[exp(x) cos(z)] + I

Nous en déduisons que
I = [exp(z) sin(z)] — (—[exp(z) cos(x)] + I)

soit
21 = [exp(x) sin(x)] + [exp(z) cos(z)].
Enfin
I exp(z)(sin(z) + cos(z)) ‘e
2

Exercice 7
1. Déterminer une primitive sur R de la fonction ¢: x — zexp(—2z).
2. Déterminer une primitive sur |0, +oo[ de la fonction logarithme.
3. Déterminer une primitive F de f: z — /1 — 22 sur | — 1,1[.

Solution 7

1. Pour tout € R on a ¢(x) = v/ (x)v(z) ol u: z € R— —

/xexp(—Qx) de — _ zexp(—2z) I / exp(—2z) dr — ~wexp(—2z) exp(—2z) (14 2z)exp(—2z)
2

Metv:xeRHx.Ona

2 2 4 4

2. Ecrivons In(z) = o/(x)v(z) ot u: x €]0, +o00]— 2 et v: x €]0, +oo[— Inz. D’une part o/ (x)v(z) = In(z),
d’autre part u(z)v'(x) = 1. Par suite

/ln(sc)dx:xln(a:)—/ldac:xlnx—x.

I en résulte qu'une primitive de la fonction logarithme sur ]0, +oo[ est x — zInz — .
3. On écrit f sous la forme w'v ot u: z €] — 1,1~ z et v: x €] — 1,1[— V1 — 2. Puisque v'(z) = ——=

1—22
on a )
x
Flx)= | V]1—-22dz ==z 1—x2+/7dx
(@) / V1—22
Or ) )
T 1—-14z / 1 / .
—dr= | ———dr = | ——=dx— [ V1 —22dx = arcsin(z) — F(x
/\/1—562 V1— 22 V1— 22 (z) (z)
donc

F(z) = 2v/1— 22 + arcsin(z) — F(z).
On en déduit que
xv/1—22  arcsin(z)
+
2 2
Autrement dit une primitive de f: z +— v/1 — 22 sur | — 1,1] est

xy/1—22  arcsin(z)
2 + 2 '

F(z) =

F(x) =

Exercice 8



1. Soient a et b deux réels tels que a < b. Calculons fab arctan(t) dt.

2. Soient a et b deux réels tels que a < b. Calculons I = f: cos(t) exp(t) dt.

Solution 8

1. Considérons les applications u: ¢t € [a,b] — arctan(t) et v: ¢t € [a,b] — t. Les applications u et v sont de
classe C! et pour tout t € [a,b] on a

u/(t) = v'(t) = 1.

On a

b b b t2
tan(t)dt = [t tan(¢ } —/ ——dt
/a arctan(t) arctan(t) Bl A

= [tarctan(t)}z - [% In(1 + %) dt]z

1 1 2
barctan(b) — aarctan(a) + B In <1:’|—_ch2>

2. Considérons les applications u: ¢ € [a,b] — cos(t) et v: t — exp(t). Les applications u et v sont de classe
C! et pour tout t € [a, b]

u'(t) = —sin(t) v'(t) = exp(t).
La formule d’intégration par parties conduit a

b

/ab cos(t) exp(t) dt = [Cos(t) exp(t)} + /ab sin(t) exp(t) dt

a

Considérons les applications u: ¢t € [a,b] — sin(t) et v: t — exp(t). La formule d’intégration par parties

conduit a
/ab sin(t) dt = [sin(t) exp(t)}z - /ab cos(t) exp(t) dt
Par suite . , , .
/a cos(t) exp(t) dt = {cos(t) exp(t)] . + [sin(t) exp(t)} T /a cos(t) exp(t) dt
et

b b

+ [sin(t) exp(t)} = cos(b) exp(b)—cos(a) exp(a)+sin(b) exp(b)—sin(a) exp(a)

a a

b
2/ cos(t) exp(t) dt = [cos(t) exp(t)}

soit
/b cos(t) exp(t) dt (cos(b) + si;(b)) exp(b)  (cos(a) + si;(a)) exp(a)

Exercice 9
Pour n € N on pose I,, = fol "1 —xdx.

1. Calculons I et I;.
2. Montrons que pour tout n € N* on a (3 + 2n)I, = 2nl,_;.

Solution 9

1. D’une part
2

e [ ViSar= [ 2] =2

D’autre part

1 03/2 1
Ilz/x\/l—xdx:[—w}—i—;/(1—x)3/2dx:
0 0



2. Soit n € N*. Par intégration par parties on obtient

2 1 o2n !
I, = [f f(l—z)3/2:17"] +—n/ 2" N1 — )32 dx
3 0 3 0

1 1
/ "Y1 —2)3 2 de = / " 1 —2) (1 — )2 dx
0 0

1 1
= / 2" 11— )Y da — / 2"(1—xz) % da
0 0
= Iy -1,
done I,, = 2 ni=tn) on (3 + 2n)1, = 2nl, 1.

Exercice 10
Considérons la suite de terme général I,, = fol

on
14axm
1. Montrer que la suite (I,),en converge vers 0.

dx.

2. En utilisant une intégration par parties montrer que nl, =In2 — fol In(1 + 2™) dx pour tout n € N*.

Solution 10
1.Sio<z<lalors1<1+a"<2dot 3 < b <let 28 < £ <a” Ainsi

lJra?n ~ X 1+aj"n ~

1, .n 1 n 1
/ z—dmé/ x ndxg/x”dac
0o 2 o 1+=z 0

1 /1 z" 1
—— < dx < .
2(n+1) o L4z n+1

—

soit

Comme lim —— = = 0 on obtient que la suite (I,,), tend vers 0.

lim ——
n—+oo 2(n+1) notoon+1

nJ:"71

142m

2. Posons u(z) = In(1 + z™) et v(z) = z alors v/(z) = et v'(z) = 1. Nous avons

1

- /01 uw(x)v'(z) dz

1+am 0

nl, = /01 na” dr = /01 o (z)v(z) dr = [u(m)v(m)]
soit
nl, = [mln(l +x")}; - /Olln(l +2")dr =In2— /01 In(1+2")dz

Exercice 11
Calculer les intégrales suivantes

/2 1 dt
1. tsin(t) dt 3. —_—
f, |, e
1 2 1
exp(t) dt 4. / (1 + t2> arctan(t) dt
1

' o exp(t)+1 /2

2

Solution 11
1. Posons u(t) =t et v(t) = —cos(t). Alors v/(t) =1, v/(t) = sint et

/2 /2
/0 Lsin(t)dt = /O w(t)! () dt

/2
=[MWW%”—A W/ (t)o(t) dt

/2
[—t cos(t)]7/? +/ cos(t) dt
0

= 0—0+ [sin(t)]g"?
1



2. Posons u = exp(t). Alors t = In(u) et du = exp(t)dt. Nous avons

/1 exp(t) g = /e du
o exp(t)+1 1 Vu+1
= [2Vu+1]§
= 2Ve+1-2V2
3. Posons t = tan(u). Alors u = arctan(t) et dt = (1 + tan®(u))du = #“(u). Nous avons
1 dt w/4
S ————————— (1 + tan*(u)) d
/0 1+ )7 @+ (e Tt () du

1
Ty v
1+ tan®(u)

3
fagy
~

cos? (u) du

/4
/ (cos(2u) + 1) du
0

sin(2u) m/4

2

—

+u}
0

I
W =N = N C\ C\:‘ C\
~
iy

4
|3

jalors t = - et dt = —%. Nous avons

2
1
I = / <1 + 2) arctan(t) dt
1/2 t
1/2 1 du
1 +u?)arctan | — | [ ——

/2 ( +u)arcan(u>< u2>

2

1 1
/ <2 + 1> arctan () du

1/2 U u

Comme arctan(u) + arctan (1) = Z nous avons
2
1
I = / (2 + 1> (f farctan(u)) du
1/2 u 2
2 2
1 1
= z/ (2 + 1) du — / (2 + 1) arctan(u) du
2 1/2 \U 1/2 \U

4. Posons u =

Par suite [ = ?jf.

Exercice 12
Déterminer une primitive de :

Loz @ s

an )

2. x— (22 + 2+ 1) exp(x).

Solution 12



—ntl 1 1

1. Posons u/'(t) = t™" et v(t) = In(t). Alors u(t) = S 173 = — 2 e

/h;it) G - /u'(t)v(t)dt

= Juv®)] - / u(t)v'(t) dt
N e

- [l [ aome

et v/(t) = 7. Ainsi

B In(t) 1 11
N (n—l)t"—l+C+n—1[—n+1t"—1]
~In(?) B 1 LK

(n—1)tn1  (n—1)2n1
2. Posons u(t) =2+t + 1 et v/(t) = exp(t). Alors v/(t) = 2t + 1 et v(t) = exp(t). Ainsi
/(t2 +t+1)exp(t)dt = /u(t)v’(t) dt
= [utpe)] - / o (B)o(t) di

- :(t2+t+1)exp(t) - / (2 + 1) exp(t) dt

= _(t2 +t+1)exp(t /texp t)dt — exp(t)}

Posons a(t) =t et b/(t) = exp(t). Alors a’(t) =1 et b(t) = exp(t) et

/(t2 +t41)exp(t)dt = :(tQ +t+ 1)exp(t): - Z/a(t)b’(t) dt — [exp(t)]

= _(t2+t+1 )exp(t / exp(t dtf/exp(t)dt

- :(t2+t+1)exp(t):—Q[a(t)b(t) +2 a’(t)b(t)dt—[ (t)}

|2
= :(t2 +t+1) exp(t)_ -2 [t exp(t)} + 2/exp(t) dt — [exp(t)]
)

= [+t +Dexp®)] - 2[texp(®)] + 2 exp(t)] - [exp(t)]

= (t2 +t+1)exp(t )—Ztexp(t) +exp(t) +C
= (*—t+2)exp(t)+C

Exercice 13
Pour tout n € N on pose

/2
I, = / cos™(t) dt
0

1. Calculer Iy et I.

2. En utilisant une intégration par parties montrer que pour tout n > 2

w/2
I =(n-1) / sin(t) cos" 2 (£) dt
0

En déduire que pour tout n > 2

10



3. En déduire que pour tout k € N

(2k)! 22k (k1)2
2k = T (12 ML 0k + 1)
Solution 13
1. Nous avons
/2 /2 T /2 /2
Iy = / cos’ (t) dt = / 1dt == I :/ cos(t) dt = {sin(t)] =1.
0 0 2 0 0
2. Posons u(t) = cos™ 1(t) et v(t) = sin(t). Alors u'(t) = —(n — 1) sin(t) cos™ 2(t) et v/(t) = cos(t). Nous
avons
/2
L, = / w(t)! (1) dt
0
/2
= [ (t)v( t /
0
7r/2 /2
= [cos ~L(t) sin(t }0 (n—1) / sin?(t) cos™ " 2(t) dt
0

= (n-— 1)/0 sin®(t) cos™%(t) dt
Or sin?(t) = 1 — cos?(t) donc
w/2
I,=(n- 1)/0 (1 — cos®(t)) cos™ 2(t)dt = (n — 1)I,_o — (n — 1)1,,.

Finalement ]
n—
I, = I, _o.
n

3. Par récurrence sur k en séparant les cas I et Iog4.
3 Changements de variables

Exercice 14
Déterminer une primitive de :

1. x> (cos(x))?3 sin(x) 3.z

1 1
2.0 — —— 4, x —

xIn(z) Vi — 2

Solution 14

1. Posons u = cos(t). Alors t = arccos(u) et du = — sin(t) dt. Nous avons donc

1235 1235
()2 sin(t) dt = — [ w Py =[] = [ (1)
/ (cos(t)) 1234 sin(t) dt = / w234 gy = [1235] _ [ i ]

Donc une primitive de (cos(z))!?3* sin(z) est — {%}

2. Posons u = In(t). Alors ¢ = exp(u) et du = %. Nous avons

/“i%:/%:[1n|u|}:[1n|1n(t)\].

Ainsi une primitive de wlnl(w) est In | In(x)|.

11



3. Posons u = exp(t). Alors t = In(u) et du = exp(t)dt, soit dt = ‘%. Ainsi

/ dt du 1 / du [ln|3u—|—1|} {ln\SeXp(z)—qu
3+exp(—t)_ u3—|—— 3u+1 3 3

In |3 exp(x)+1]
3 .

Par suite une primitive de 3 +ex11)(7x) est
4. On a

dt dt _ dt
/m_/\/4(1—(;—1)2) /2 (1-(-1?)

Posons u = % — 1 alors dt = 2du. Ainsi

/ m / \/— / m = [aresin(u)] = [aresin (}1)}

Il en résulte qu’une primitive de \/T est arcsin (% — 1).

Exercice 15

Calculer I'intégrale suivante foﬂ/z dt

1+sin(t)

Solution 15

Posons I = OW/Q #n(t) Posons u = tan (%), alors
_ U 2u
t = arctan <§> , sin(t) = TTa
2u 2du
tan(? — dt =
an(t) = 1—wu?’ 1+ u?
Ainsi
1 1
1 2d 2
A R N
0 1+1+21+u o 1+u*+2u
2
2 2 171
- [l
o (1+u)? 14+wulo
= 1
Exercice 16
Déterminer une primitive de
l.zw— ! 2.2 — !
LT —— L
1+ ch(z) (ch(z)+1)2

Solution 16
1. On a

/ dt _/ dt
- xp(t)+exp(—t)
1 + ch(t) 1+%

12



Posons u = exp(t), alors t = In(u) et dt = %“. Ainsi

/ dt B du
1+ch(t)

u(1+ u;%>

2. On a
1 1

(ch(z) +1)? ~ (ewGlienCa) | )

Posons u = exp(z), alors = In(u) et dz = 9. Ainsi

2u+1

_ / du
u (5 +1)°
B / du
- T e o 112
u (W)

_/ du

2u

B (u+1)—1 "
B 4/ (u+1) a

- ) )
2 ]

2
a (exp(t) +1)%) = 3(exp(t) + 1)3)}
[ —6(exp(t) + 1) + 4}
N 3(exp(t) +1)3)

Exercice 17

13



1. Déterminer une primitive de g: x — i sur R.

2. Déterminer une primitive de g: = — ch#(x) sur R.

Solution 17
1

1. Considérons ¢: x — 1+ 2% et f:u — ENGE L’application ¢ est dérivable sur R et est a valeurs dans
J =[1,4o0|. L’application f est continue sur J. De plus g = (f o ¢)¢’. Ainsi

/v%ﬁ?u /Uommw@ﬁ

fﬂwﬁuﬂﬂ

u=1+t2

{
[ ]u 1+4t2
Viee

2. Considérons ¢: x +— exp(x) et f:u — u22+1. L’application ¢ est dérivable sur I = R a valeurs dans
J = Rf. L’application f est continue sur J. Alors g = (f o )¢’ et

Jaw = | swrec®
/ 2<>(+)>d
/f H)¢'(t)

/ J(w du uzexp(t)

[Qarctan(u)}

exp(t)dt

u=exp(t)

= 2arctan(exp(t))

Exercice 18
Déterminer une primitive de

1. @+ cos(z)sin®(x).

255

Solution 18
1. L’application ¢: z € R+ sin(x) € [—1,1] est dérivable et ¢': € R ~— cos(z). Posons f: u € [~1,1] > u?

On a .3
[owa= [remswa-| [rwa] _ ~[%] =0

2. La fonction sinus hyperbolique est continue sur R et s’annule uniquement en 0. Il s’en suit que la fonction

T e:ﬁ’g(&”)”) admet des primitives sur chacun des intervalles | — 0o, 0] et ]0, +o0].

Considérons ¢: x €] — 00,0[— exp(2x) €]0,1[. Elle est dérivable sur | — 00,0[ et ¢': & €] — o0, 0[—

14



2exp(2z) €]0,1[. On a
8exp(—t)
(exp(t) — exp(—t))?

/
i
| -1

dt

/ exp(~t) ., _
sh3(t)

exp 2t —1)3

(&(

[/ u—l L b(t)
- [ u—l L exp(2t)
-1

(exp(2t) 71) }

Exercice 19
1. Déterminer une primitive de f: t — ﬁ (on pourra considérer le changement de variable ¢: x +— In(z)).

2. Déterminer une primitive de f: ¢ — +/1 —? (on pourra considérer le changement de variable ¢: z —
sin(z)).

Solution 19

1. L’application ¢ est continue sur ]0,1[, bijective de ]0,1[ dans | — oo,0[. Elle est dérivable sur |0,1[ et

sa dérivée est la fonction z +— %; notons que celle-ci ne s’annule pas sur ]0, 1[. La bijection réciproque

¢~ x €] — 00, 0[— exp(x) €]0,1] est continue sur | — oo, 0[. L’application ¢ est donc un difféomorphisme

et
/ }jl(tt) dt = | / f@ad @] =] / m% -

Pour tout x €]0,1[ on a

sh(in(z)) = exp(In(x)) f2exp(fln(x)) _ 7;7 _z 2; 1.

On en déduit que sur | — oo, 0]

dt dx
a®="2) e = —2argth — “2argth(exp(t)).
/ Sh(t) dt |:/ 1-— 1'2 :| r=exp(t) {argt (l‘):| r=exp(t) argt (exp(t))

De méme en considérant ¢: z €]1, +oo[— In(z) €]0, +oo[ on obtient les primitives de f sur ]0, +oo] :

/%Z_Z{/%L:em@ :_2[/2(;#1)*/ Q(md—xi— 1)L:6Xp(t) - {/(md_xn_ (a:cig—cl)}z:exp(t)

soit
/s}(li(tt)dt n (E)L_expm:ln(m)'

2. La fonction f est définie et continue sur [—1,1]. L’application ¢ est un difféomorphisme de ] — 5.5 [ dans

] — 1,1 dont la bijection réciproque est

¢~ 't €[—1,1] = arcsin(t) € [— g, %}
On a
t)dt = '(z)d = 1 — sin? () d
JEC / fe@e @i <[ [\i-sw@es@d]
D’une part y/1 — sin®(x) = | cos(z)|, d’autre part la fonction cosinus est positive sur [—g, g} Par suite

1 cos(2x) x  sin(2z)
— 2 — — = | —
/f(t) dt = |:/COS (-'17) d$i| x=arcsin(t) - |:/ (2 + 2 ) dl’:| x=arcsin(t) |:2 * 4 dxi| r=arcsin(t)

15



Il en résulte que

/f(t) g — arcs;n(t) . tv/ 12— t2.

Exercice 20
1. Calculer fo }(t) dt.

2
2. Calculer f: tlgt(t).

Solution 20

1. Pour tout ¢ dans R on a

1 2 2exp(t) 2exp(t)

ch(t)  exp(t) +exp(—t) exp(2t)+1  (exp(t))2+1

Lot 1 2
/ chowjﬁ (@) 11 P

Considérons ¢: t € [0,1] — exp(t) et f: u —
f est continue sur ¢([0,1]) =[1,e]. On a

#(1) ° du i
/0 ch / f(o = /¢5(0) f(u)du = 2/1 TrE s 2[arctan(u)]§ = 2arctan(e) — 3

et oy € [1,2] — exp(y) € [e,e?]. L’application ¢ est

Par suite

2 ~7- L’application ¢ est de classe C! sur [0,1] et la fonction

2. Introduisons les applications f: t € [e,e?]

3
de classe C! sur [1,2] et f est continue sur ¢([ ]) = [e,e?] car la fonction ¢t — tIn(t) est continue sur
[e,e?] et ne s’annule pas sur cet intervalle.

La formule de changement de variable donne

/:2 tliit) - /{:1()2) ft)dt = /12 F(d(u)¢' (u) du = /12 exp (@) lri(exp(u)) exp(u) du = /12 % = {ln(u)ﬁ

Exercice 21
Soit ¢ la fonction définie par ¢(x) = Intdt.

1. Montrer que ¢ est dérivable et determmer ¢’ sans expliciter.

1+w

2. Montrer qu’une primitive de la fonction logarithme sur ]0, +00[ est 2 — z In(z) —z. En déduire 'expression
de ¢ puis retrouver I’expression de ¢’ obtenue & la question précédente.

Solution 21

1. L’application v: x € R — 22 4+ 1 est une application polynomiale. Elle est donc de classe C' sur R. Son
image est J = [1,+oo[. L’application f: ¢t € [1,+oo[— In(t) étant continue I'application ¢ est dérivable
sur J de dérivée en z € J

¢ (z) = v'(z)p(v(z)) = 2z In(2® 4 1).

2. Soit ¢: x € R* + xInx — . L’application ¢ est dérivable sur R% car la fonction logarithme est dérivable
sur cet ensemble. Pour tout z € R%, on a ¢'(z) =1+ Inz — 1 = Inx. Par suite ¢ est une primitive de la
fonction logarithme. Ainsi

1+x 1422
o(z) = / Intdt = [t In(t) — t] — (@ + 1) +1) - a?
1 1
Dérivons
(@2 + D@ +1)2?) = 2@+ 1)+ @2+ 1) 2
2 +1

= 2zIn(z? +1).

In(2)



Exercice 22
Calculer les intégrales suivantes

L exp(t)

Solution 22
1. Posons u = exp(t). Alors t = In(u) et du = exp(t)dt. Nous avons

/1 exp(t) i = /e du
o exp(t)+1 1 Vu+1

2vu+1]§
= 2Ve+1-2V2

du
cos?(u) "’

1 dt w/4 1
/0 (1+12)2 = /0 (1 +tan2(u))2 (1 +tan2(u)) du

w/4 1
= / ————du
o 1+ tan®(u)

w/4
= / cos?(u) du
0

/4
/o (cos(2u) + 1) du

2. Posons z = tan(u). Alors u = arctan(z) et dz = (1 + tan?(u))du = Nous avons

1
2

3. Posons u = % ; alors t = % et dt = —%. Nous avons

2
1
I = / (1 + 2) arctan(t) dt
1/2 t
1/2 1 du
1+ u?)arctan | — ) [ —=
/2 (14+u”)arc an(u> ( u2)
/1 1
/ (2 + 1) arctan () du
1/2 u u
Comme arctan(u) + arctan (+) = % nous avons
2
1 T
I = 1) (E et d
/1/2 (u2 + ) (2 arc an(u)) u
2 2
1 1
= I/ (2 + 1) du — / (2 + 1) arctan(u) du
2 172 \U 172 \U

1 2
A S

Par suite I = %'
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4 Formule de Taylor avec reste intégral

Exercice 23
En appliquant la formule de Taylor avec reste intégral & la fonction x — In(1 + x?) montrer que

A4+t -t)?  In2
[ ey

Solution 23
Si f: 2+ In(1+2?), alors

/ 2 " 2_22
f(x):?xxz f(x)zﬁ

La formule de Taylor avec reste intégral appliquée a f a l'ordre 2 entre 0 et 1 assure que

121 -1?)

f()=£f0)+ f(0)x1 +/O m(l —t)dt

Puisque f(1) =In2 et f(0) = f'(0) = 0 nous obtenons

Lo —¢2
mz:é é+ﬂgu—om

soit .
an:Q/ w(l—t)dt
o (L+22)?
ou encore ) )
n2— 2/ A=t7A+1) 4,
o (1+22)?

et finalement

A4+ -2 In2
/0 (1+12)2 =5

Exercice 24
En appliquant la formule de Taylor avec reste intégral a f: x — (1+m)_1/ 3 montrer que pour tout x € [0, +o0|
nous avons les inégalités

Solution 24
La fonction f est C* sur |0, +oo[ et

Fw) = (L 2) 3 F(e) = (U 2) T
FO(w) = 21 +2)710% FO(w) = 22 (14 2) 7

D’une part la formule de Taylor avec reste intégral appliquée & la fonction f & 'ordre 3 entre 0 et 2 € [0, +o00]
assure que

r  2x? v FO(t)
S —p2l Wy
fo=1-5+ 24 oty
Or pour tout z > 0 et tout ¢ € [0, 2] on a
®) 14(z —t)?
(x_t>2f (t) - _ (.’L‘ t) (1+.’17)_10/3<0

2 27
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On en déduit pour tout x > 0 'inégalité

x 22
<l-2s+—
f@<1-3+
D’autre part la formule de Taylor avec reste intégral appliquée a la fonction f a I'ordre 4 entre 0 et 2 € [0, +00]
assure que
r 22?2 1423 “ fA @)
=1-=+—=- — )3 dt
fa)=1-3+ %5 -5+ [ @0l
Or pour tout z > 0 et tout ¢ € [0, 2] on a

5 () 140

(w—*— =(@—t)P =1 +2)" ¥ >0

On en déduit pour tout = > 0 'inégalité

z2l—5+—-
f(@) 379 81
Ainsi pour tout z > 0
x  2x2 1423 x  2x?
l— -+ —- < <l—-c+4+—
579 " S/@ 3779
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