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La notion de point est introduite tt, puis vient celle de vecteur joignant deux points donnés. Lors-
qu’on établit proprement les fondements de la géométrie, il s’avere plus simple d’inverser le processus :
on introduit tout d’abord les vecteurs, ou plus exactement les espaces vectoriels dont les éléments sont
appelés vecteurs ; on ne définit qu’ensuite les espaces affines, dont les éléments sont appelés points, et
dans lesquels deux points définissent un vecteur au sens des espaces vectoriels.

Les espaces affines

C’est a ces espaces affines, qui sont donc plus proches de l'intuition premiere que les espaces
vectoriels, que nous nous intéresserons pour commencer. Leur définition consiste essentiellement a
prendre comme axiomes les propriétés usuelles des vecteurs définis par deux points, comme par exemple
la relation de Chasles.

Nous verrons aussi qu’ils ne sont pas si éloignés que ¢a des espaces vectoriels. Plus précisément, une
fois donné un espace affine F/, on peut, en choisissant un point O de E, voir de fagon naturelle £ comme
un espace vectoriel dont l'origine est O. Le point crucial est que O peut étre choisi arbitrairement :
contrairement & un espace vectoriel dans lequel 1'origine jouit de propriétés spécifiques (c’est I’élément
neutre de 'addition), un espace affine ne posséde a priori aucun point privilégié. Tous jouent le méme
role et ce n’est qu’occasionnellement, pour des besoins précis (calculatoires ou géométriques) que 'on
choisit d’en distinguer un, adapté a la situation considérée, en en lui conférant le statut d’origine.
Notons que cela est tout a fait cohérent avec l'intuition que nous pouvons avoir de notre espace
ambiant : §’il peut étre commode, dans certains cas, d’en fixer une origine, il n’y a aucun point qui
semble prédestiné a ce role.

L’exemple typique d’espace affine est le suivant : on se donne un espace vectoriel F, un sous-espace
vectoriel F' de F, un vecteur v de E. Soit F le translaté F' + v de F par v, c’est-a-dire I’ensemble
{f+v|f e F} CE;il admet une structure naturelle d’espace affine (notons que si v n’appartient
pas a F, c’est-a-dire si F # F, alors F n’est pas un sous-espace vectoriel de FE, car il ne contient pas
Porigine). L’application f +— f — v permet d’identifier F & l’espace vectoriel F' (avec v qui correspond
a lorigine). Mais ce n’est pas la seule : si w est un vecteur de la forme v + f avec f € F alors F est
aussi égal a F' 4 w, et 'on peut donc également identifier F & F' par I'application f — f —w; c’est



cette fois-ci w qui correspond a l’origine. Si v n’appartient pas a F' il n’y a pas de vecteur privilégié
parmi ceux qui sont de la forme v + f avec f € F, et il n’y a donc pas, parmi les différentes fagons
d’identifier F & F' que nous avons décrites (qui sont associées a différents choix d’origine) une qui soit
meilleure, ou plus naturelle, que les autres; on retrouve bien le phénomene évoqué ci-dessus.

Les formules de la géométrie affine

Venons-en a laspect calculatoire de la théorie. En algebre linéaire, les formules (équations des sous-
espaces vectoriels, description des applications linéaires...) sont pour I’essentiel des formules linéaires en
les coordonnées, c’est-a-dire de la forme > a;x;, sans terme constant : ¢’est encore une manifestation du
role particulier de 'origine, qui appartient a tous les sous-espaces vectoriels, est envoyée sur 'origine
par toute application linéaire, etc. Puisqu’en géométrie affine ce privilege est abrogé, nous devrons
travailler avec des formules affines en les coordonnées, c’est-a-dire de la forme 3 a;x; + b. La présence
de ce terme constant complique parfois les choses — et c’est, en un sens, la raison technique pour
laquelle nous étudions les espaces vectoriels avant les espaces affines.

Sous-espaces affines, applications affines

Les sous-espaces vectoriels et les applications linéaires ont leurs pendants en géométrie affine - ce
sont les sous-espaces affines et les applications affines, que nous étudierons. De nouveaux phénomenes
apparaissent, toujours et encore liés a 'absence de point privilégié :

o lintersection de deux sous-espaces affines peut tres bien étre vide (par exemple l'intersection
de deux droites paralleles dans le plan est vide, ou encore l'intersection d’un plan et une
droite paralleles dans 'espace), alors que l'intersection de deux sous-espaces vectoriels contient
toujours l'origine ;

o une application affine peut tres bien ne pas avoir de point fixe (par exemple une translation n’a
pas de point fixe, ou encore la composée d’une rotation autour d’un axe et d’une translation
parallele a I’axe en question n’a pas de point fixe), alors qu'une application linéaire fixe toujours
I'origine.

Les barycentres et les coordonnées barycentriques

Nous aborderons ensuite la notion de barycentre et a laquelle on peut plus ou moins penser comme
a un analogue affine de la notion de combinaison linéaire. Elle débouchera sur le calcul en coordonnées
barycentriques. Celui-ci présente a premiere vue un avantage par rapport au calcul en coordonnées
cartésiennes (on y manipule pour I'essentiel des formules sans terme constant) et un inconvénient (il
y a une variable de plus : par exemple, on doit manipuler trois coordonnées barycentriques lorsqu’on
travaille dans le plan). On se rend compte a la pratique qu’il posseéde également deux atouts spécifiques,

qui justifient son introduction :
¢ il permet d’exploiter la symétrie de certaines situations; ainsi, si on travaille avec un triangle
(ABC), les trois points A, B et C jouent le méme role; si on décide (par exemple) de travailler
dans le repére cartésien (A, A ,ﬁ), cette symétrie est rompue puisque A est privilégié, alors
qu’elle est préservée si on travaille en coordonnées barycentriques dans le repere (A4, B,C);
aussi ce dernier point de vue conduira-t-il souvent & des calculs plus simples et des formules

plus élégantes;



¢ il permet de mettre en évidence l’analogie entre certains phénomenes, et de les aborder de
maniere unifiée : il traite par exemple exactement de la méme maniere les triplets de droites
paralleles et les triplets de droites concourantes dans le plan (ce qui traduit le fait, auquel on
pourrait donner un sens mathématique rigoureux, que trois droites paralléles sont concourantes
a l'infini).

Les espaces affines euclidiens

Les notions évoquées jusqu’a maintenant (espaces affines, sous-espaces affines, applications affines,
barycentres), ne font finalement appel qu’aux quatre opérations, ce qui permet de leur donner un sens
sur un corps quelconque.

Nous pouvons aussi aborder des concepts qui requierent quant a eux de travailler sur le corps des
nombres réels. Plus précisément, nous nous intéressons aux espaces affines sur R dont ’espace vectoriel
sous-jacent est euclidien, c¢’est-a-dire de dimension finie et muni d’un produit scalaire ; ¢’est ce qu’on
appelle les espaces affines euclidiens.

Dans un espace affine euclidien, on sait définir la distance entre deux points, puis les applications
affines qui conservent les distances; ce sont les isométries affines. On sait aussi dire ce que sont I’angle
entre deux vecteurs (ou deux droites) et sa mesure (ces notions n’ont rien de spécifiquement affine,
existent déja dans les espaces vectoriels euclidiens et c’est a leur propos que nous y reviendrons), mais
on se heurte a leur sujet a deux difficultés :

¢ la premiere, c’est que les définir rigoureusement est délicat ;
¢ la seconde est liée aux problemes d’orientation, qui correspondent a des subtilités de la « vraie
vie ». Par exemple, on peut essayer de répondre aux questions suivantes :
i) Si deux roues tournent dans un méme plan, cela a-t-il un sens de demander si elles tournent
toutes deux dans le méme sens ?
ii) Si deux roues tournent dans I’espace (en position arbitraire l'une par rapport a l'autre),
cela a-t-il un sens de demander si elles tournent toutes deux dans le méme sens ?



1 Espaces affines

1.1 Structure d’espace affine

Soit k = R ou C. Un k-espace vectoriel affine est la donnée
1. d’un ensemble de points X # 0,
2. d’un k-espace vectoriel F,
3. et d’une application X x X — FE, (A, B) — ﬁ qui vérifie :
3.a) la relation de Chasles : zﬁ + B? = 1@ pour tous A, B, C € X ;
3.b) pour tout A € X, pour tout W € E, il existe un unique B € X tel que xﬁ = .
Nous noterons B := A+« 'unique B € X tel que E — U, de sorte que B = A—i—ﬁ.

Les éléments de X sont appelés des points et ceux de F des vecteurs.
Nous dirons que X est un espace affine et que E est la direction de cet espace affine.

Remarques 1. ¢ Nous notons comme indiqué B = A + E ou encore B — A = fﬁ .
o La condition 3.b) équivaut a : pour tout A € X l'application B € X — ﬁ € F est bijective.

Soit X un espace affine de direction E. Alors pour tous A, B, C, D € X nous avons
1. AB = 0 siet seulement si A = B;
2. E = 73—1)4;
3. 1@ = lﬁ si et seulement si zﬁ = B? : identité du parallélogramme.

— —

Démonstration. 1. Pour tous A,_> € X, nous avons par Chasles 1@ =AA+ ﬁ , Soit 6) = AA.
Ainsi A = B entraine AB = AA=10,

Réciproquement, si AB = 0, alors zﬁ = AA = 0 ; la propriété 3.b. de la Définition 1.1 assure

que A = B (A = X vérifie ﬂ — 0 donc A est I'unique élément B de X tel que zﬁ = ﬁ)
2. D’apres la relation de Chasles nous avons ﬁ + B—1>4 = ﬂ; or ﬂ = 6> donc E = —ﬂ.
3. Grace a la relation de Chasles nous réécrivons ’égalité /@ = ]_78 sous la forme fﬁ + ]jg =
ﬁ + B? ou encore zﬁ = B?
Réciproquement, la relation de Chasles assure que E = B? se réécrit A‘B) + ﬁ = @ + lﬁ
soit E =D
O

Exemple 1. L’ensemble X = R? est un espace affine dirigé par I’espace vectoriel E = R? une fois muni
de 'application

R? x R? — R? (A= (za,y4),B = (zB,yB)) — AL = (B —xA,yB — Ya)-



Ezemple 2. Plus généralement, X = R" est un espace dirigé par ’espace vectoriel R™ une fois muni
de l'application

R™ x R™ — R", ((z1, 22, n)s (Y1, Y2 - - Yn)) = (Y1 — @1, Y2 — T2y ..o, Yo — Tp)-

Ezxemple 3. Encore plus généralement, si E/ est un R-espace vectoriel, alors X = E est un espace affine
dirigé par E une fois muni de I'application £ x E — E, (z,y) — y — x.

Ezercice 1. Soit X = {f: R — R|f(0) = 1}. Soit E l'espace vectoriel défini par E = {f: R —
R|f(0) = 0}. Montrer que X est un espace affine de direction E une fois muni de X x X — E,

(f,9)—g—f.

La dimension (finie ou infinie) d’un espace affine X dirigé par le k-espace vectoriel E est la
dimension de E.

Tout espace affine de dimension 1 est appelé droite affine.

Tout espace affine de dimension 2 est appelé plan affine.

Ezemple 4. Un espace affine de dimension 0 est un singleton {a} muni de l'application de {a} x {a}
dans Pespace vectoriel nul {0, +, -} définie par {a} x {a} — {0, +, -}, (a,a) — 0.

Exemple 5. Pour tout entier n € N*, R" est un espace affine de dimension n.

Ezemple 6. L’ensemble X = {f: R — R| f(0) = 1} est dirigé par E = {f: R = R| f(0) = 0}; en
particulier, dim X = dim £ = +o0.

1.2 Barycentres

Théoreme-Définition 1.1

Soit X un espace affine dirigé par E. Soit n € N*. Soit (4, As,...,A,) € X" Soit
(A, A, .. ) €K™ telqueazZ)\iaéO.

i=1
Alors il existe un unique point G dans X tel que Z )\Z'G—AZ = 6) et nous avons
i=1
1, = 1, =
VOEX G=0+-YN04A, <« YOeX 0CG=-Y A\OA,
7 =1 7 =1

Cet élément G € X est appelé le barycentre de la famille ((A1, A1), (A2, A2), ..., (An, An))-




Démonstration. Soit O € X quelconque. Alors pour tout M € X nous avons

~

n n
NMA; = Z )\Z(m + 52) (Chasles)
= i=1

=1

n

= (X n)MO+ S \OA,
=1 i=1

n

— oMO+ > \NO4;
i=1
= —0’()—]>W + Z)\ZO—AZ
i=1
Par conséquent,
STNMA; = 0 e —05?\74—2&52 -0
i=1 i=1
= ¢OM = Z)\lO_AZ
i—1
1 n
e— OM=- Z/\ZO—AZ
7=
1 n
= M=0+-> \OA
7=

n
e
Il existe donc bien un unique M = G € X tel que Z NGA; = 6)
i=1

et nous avons pour tout O € X

1 n
G=0+-Y NOA,
7=

O]

Exemple 7. Soient A et B deux points du plan affine R2. Alors

o A est le barycentre de la famille ((A4,1), (B,0)) et plus généralement de la famille ((4, \), (B,0))
pour tout A € R*. En effet, pour tout A € R* nous avons d’une part A + 0 = A # 0, d’autre

—
part AMAA+0AB = 6>; I'unicité évoquée au Théoréme-Définition 1.1 permet de conclure.
¢ De méme, B est le barycentre de ((4,0), (B, \)) pour tout A € R*.

Ezemple 8. Le barycentre de ((A,1),(B,1)) est le milieu du segment [AB]. En effet M A+ MA =

et 14+ 1 =2 # 0. Il s’agit aussi du barycentre de la famille ((4, ), (B,\)) pour tout A € R* (car
I St

AMA+AMA=0).

Ezemple 9. Plus généralement, nous avons

[

[A,B] = {A+ \AB|xe (0,1} = {My| A e [0,1]}



ou My =A+ )\E. Notons que si M est le milieu de [A, B], alors M = M, = A + %/@ Pour tout
A € [0, 1] nous avons

MA:A+>\E:A+(1)\)@+>\E:(l_}\)+)\((1)\)ﬂ+)\@).
7

Autrement dit, M) est le barycentre de ((A,1 — X),(B,\)); il s’agit du point de [A, B] tel que
|AM;]| _
|AB]|

Ezemple 10. En général pour tout (A, ) € R? avec A + u # 0 le barycentre G de ((A, \), (B, u)) est
—

tel que A, B et G sont alignés. En effet, A\GA + u@ — 0 et (A ) # (0,0) car A+ p # 0; ainsi les

vecteurs GA et G’? sont colinéaires, i.e. les points A, B et G sont alignés.

On dit que (I1, Ia, ..., I;) est une partition de {1, 2, ..., n} si
o pour tout 1 < k < n, nous avons I # 0,
o pour tout j # k nous avons I; N I, = 0,

y4
o UIn={1,2,...,n}.

k=1

Soit X un espace affine dirigé par E. Soit n € N*. Soit (A, As,...,A,) € X" et soit
(A, A2, M) €K™ tel que o = >\ # 0.w

i=1
Soit (11, Ia,...,I;) une partition de {1, 2, ..., n} telle que
VEe{1,2,...,0} ox=> XN#0.

i€ly,

Pour k € {1, 2, ..., £} nous désignons par Gy, le barycentre de ((A;, Ai))ielk.
Alors le barycentre de ((A1, A1), (A2,X2), ..., (A, \n)) est aussi le barycentre de
((G1,01), (Go,02), ..., (Gn,0n)).

Démonstration. Soit G le barycentre de ((A1, A1), (A2,A\2), ..., (An, \p)). Alors

n l L
T =3 AGA =3 (X NGA) =Y 0xGGy
i=1 k=1 il k=1
o, GG
i.e. G est le barycentre de ((G1,01), (Ge2,02), ..., (Gn,0n)) O



Application. Soit ABC un triangle de plan affine R?. Le barycentre G de ((A,1), (B, 1), (C,1))
est appelé le centre de gravité du triangle ABC'. 1l se trouve a 'intersection des trois médianes qui
sont donc concourantes. Définissons en effet

A" =bar((B,1),(C,1)), B’ =bar((4,1),(C,1)), C' =bar((A,1),(B,1)).

Ainsi A’ est le milieu de [B,C], B’ est le milieu de [A,C], C’ est le milieu de [A, B]. La propriété
(Proposition 1.1) assure que

o @ est le barycentre de ((A,1),(A’,2)) donc G appartient a (AA’) la médiane issue de A;

o G est le barycentre de ((B,1),(B’,2)) donc G appartient & (BB') la médiane issue de B;

o @ est le barycentre de ((C,1),(C",2)) donc G appartient a (CC”) la médiane issue de C.
En particulier, les trois médianes se rencontrent en G. De plus, nous avons

IAC|| _ ||IBC|| _ |ICC| _ 2

A4 BB |lcc|| 3

— = T -
en effet & partir de GA + 2GA’ = 0 nous obtenons GA + 2GA + 244" = ﬁ, soit Sﬁ =2AA", ou
encore 146l — 2.

[[AA"||

1.3 Sous-espaces affines

Soit X un espace affine dirigé par E. Soit Y C X. On dit que Y est un sous-espace affine de
X ¢’il existe un sous-espace vectoriel F' de E tel que Y est un sous-espace affine de direction F'
muni de I'application

YxY 5 E, (A, B) — AB.

Autrement dit cela signifie que Y # () et
1. V(A,B) e Y? ﬁ € F (i.e. 'image de 'application f est F' et pas E);
2.VAEY VU EF, A+ €Y.

Remarque 1. Soit Y un sous-espace affine de X dirigé par F' C E. Alors
VAeY VYU eF A+deY.

En effet, la Définition 1.2 assure que
o xﬁ appartient a F pour tout B € Y ce qui conduit a B = A+ 1@ appartient a A + F pour
tout B €Y, cest-a-dire Y C A+ F.
o A+ appartient a Y pour tout U € F. Nous en déduisons que A=FCY.

Remarque 2. Réciproquement, soit F' C E un sous-espace vectoriel de F' et soit A € X ;alorsY = A+ F
est un sous-espace affine de X dirigé par F.
En effet



o Y # () puisque A = A + K appartient & A 4 F.
o Soit (B, C) un élément de Y x Y. Il existe @ et o/ dans F tels que B= A+ et C = A+ 7.
Cela signifie que U = zﬁ et U = xﬁ En particulier ¥ = AB et ¥ = z@ appartiennent a

F. Ainsi comme F' est un sous-espace vectoriel de F, nous avons :
—
BC =BA+AC = —AB+ AC

appartient a F'.
o Soit B un élément de Y = A + F et soit @ un élément de F. Alors

B+ W =B+ (-AB+AB)+ W = B+ (BA+ AB) + @

Exemple 11. Les points et les droites sont des sous-espaces affines du plan affine R2.
Notation. Soit X un espace affine. Soit Y un sous-espace affine de X. Soit n € N*. Soit (A4;)1<i<n

dans Y. Soit (A1, A2, ..., A\n) € K™ tel que 0 = Z A; # 0. Nous désignerons par
i=1

bar((A1, A1), (A2, M), - .., (An, Ap))

le barycentre de la famille ((Ai, \i)), ;. -

Soit X un espace affine. Soit Y un sous-espace affine de X. Soit n € N*. Soit (A4;)1<i<pn dans Y.

Soit (A1, A2, ..., A\p) € K™ tel que o = Z)‘i # 0.
i=1
Alors G = bar((A1, A1), (A2, A2), ..., (An, \y)) appartient & Y.

Démonstration. Soit E 'espace vectoriel dirigeant X. Soit F' le sous-espace vectoriel de F dirigeant Y.
Soit A € Y (# (). Par définition de G nous avons

13 —
AC = ;;)\iAAi.

e
Puisque A et les A; appartiennent & Y, AA; appartient a F. Comme F' est un sous-espace vectoriel
de F, A*Cﬁ appartient & F. Il en résulte que G = A + 144(5 appartient a A+ F. Or pour tout A € Y,
Y = A+ F donc G appartient a Y. O

Soit X un espace affine. Soient Y7 et Yo deux sous-espaces affines de X dirigés respectivement
par Fi, Fs.

o Y] est (faiblement) paralléle a Y si Fy C Fy;

o Y] et Yy sont (fortement) paralléles si F} = Fb.



Théoreme 1.1: (5eme postulat d’Euclide)

Soit X un espace affine dirigé par F. Soit A € X. Soit F' un sous-espace vectoriel de F.
Alors Y := A + F est 'unique sous-espace affine de X dirigé par F' et passant par A.

Démonstration. Notons que A + F' est un sous-espace affine de X dirigé par F' et contenant A (en
effet A=A+ 6) appartient & A + F).

Finalement montrons I'unicité. Soit X’ un sous-espace affine de X de direction F tel que A € X'.
La Remarque 2 assure que X' = A+ F. O

Remarque 3. Mentionnons le cas particulier suivant : dans le plan affine R? étant donné un point A
et une droite D il existe une unique droite passant par A et parallele & D : c’est A+ F ou F C R? est
le sous-espace vectoriel de R? dirigeant D.

Proposition 1.3

Soit X un espace affine dirigé par E. Soient Y7, Yo deux sous-espaces affines de X.
Si Y] est faiblement parallele a Y3, alors

¢ ou bien Y7 C Yo

o ou bien Y7 NYs = 0.

Démonstration. Soit Fp, resp. Fy la direction de Y7, resp. Y. Par hypothése Fy C F5. Supposons que
Y1 NYs # (. Soit alors A € Y1 NYs. Nous avons

Y1:A+F1:{A—|-7|7EF1}F18F2 {A+7|76F2}:A+F2:Y2

Corollaire 1.1

Deux sous-espaces affines fortement paralléles sont soit égaux, soit disjoints.

Démonstration. Soit X un espace affine dirigé par E. Soient Y7 et Yo deux sous-espaces affines forte-
ment paralléles de direction respectives Y7, Y. Par hypotheése F1 = F.
Supposons que Y1 NYs # (). La Proposition 1.3 assure
¢ d’une part que Y7 étant faiblement paralléle a Ya, Y7 C Yo ;
¢ d’autre part que comme Y5 est faiblement parallele a Y7, Yo C Y.
Il en résulte que Y7 = Y5. O

Remarque 4. Contrairement aux sous-espaces vectoriels d’un méme espace vectoriel E l'instersection de
deux sous-espaces affines d’'un méme espace affine X peut étre vide. Par exemple dans R? I'intersection
de deux droites paralleles non confondues est vide.

10



Théoreme 1.2: Intersection d’espaces affines

Soit X un espace affine dirigé par E. Soit Y] (resp. Y2) un sous-espace affine de X dirigé par
Fy (resp. Fy). Alors
i) © ou bien Y1 NYs =0,
¢ ou bien Y7 NYs est un sous-espace affine de X de direction F; N Fs.
ii) Si, de plus Fy + F, = E, alors Y1 N Yy = (. En particulier, si F} & F, = E, i.e. si
Fy, + F» = E et F1 N Fy, = {0}, alors Y7 NY> est un singleton (car Y3 NY5 est dirigé par
{0}).

Ezxemple 12. L’intersection de deux droites non paralleles de R? est un point! Leurs directions Fy et
F» sont deux sous-espaces vectoriels de R? de dimension 1 distincts donc supplémentaires dans R?
(c’est-a-dire nous sommes dans le second cas de I’assertion ii)).

Démonstration. i) Supposons que Y1 NYs # (). Soit A € Y1 N Ys. Alors :
e Fi N Fy est un sous-espace vectoriel de E et pour tout = Fi1 N Fy d’une part U e F 1 et
A+ € Y1, d’autre part U EFet A+ W €Ys. Par conséquent A+ F1NF, C Y1 NYs.
e Pour tout B € Y1 NYs nous avons d’une part A, B appartiennent & Y7 et AB appartient a
I, d’autre part A, B appartiennent & Y5 et AB appartient & Fy. Il s’en suit que B = A+ A
appartient & A+ Iy NEFy et que Y1 NYy C A+ Fy N Fy. Finalement Y1 NY, = A+ Fy N Fy
est un espace affine dirigé par F} N F5.
ii) Supposons de plus que F; + F» = E et montrons que Y3 NY, # (). Soient A € Y7 et B € Y5,
alors

Vi=A+F ={A+7|d € R}, Yo=A+F={B+ 7|7 c R}

Par suite Y7 NY5 # () si et seulement s’il existe u € Fy, v € Fy tels que A + U= B 47 si

A+AB
et seulement s’il existe u € F1, v € Fy tels que E = U — U siet seulement si zﬁ c I+ Fs.
Puisque Fy + F» = FE, z@ appartient & Fy + Fy d’ou Y7 NYs # (.
O

1.4 Applications affines

Soient X et Y deux espaces affines dirigés par E et F.
¢ Une application f: X — Y est dite affine s’il existe une applciation linéaire ?: E—F

telle que
VA, BeX J(AJB)= (@B eF

o L’application linéaire ? s’appelle la partie linéaire de f.

11



Ezemple 13. Soient X et Y deux espaces affines de direction E et F' respectivement. Les applications
f: X — Y constantes sont les applications affines de partie linéaire nulle. En effet, si f est constante,
il existe M €Y tel que f(A) = M pour tout A € X. Alors pour tous A, B dans X nous avons

F(AVF(B) = MM =0 = 0,1 (AB).

Ainsi si f est constante, alors f est affine et 7 =0g_p.

Réciproquement, soit une fonction affine telle que ? = 0g_p. Alors pour tous A, B dans X nous
avons f(A)f(B; = 7(14 ) = f r. Autrement dit pour tous A, B dans X nous avons f(A) = f(B) :
f est constante.

Ezemple 14. Pour tout @ € F on définit la translation t—: X — X de vecteur U par : t=(A) = A+
pour tout A € X. Alors ¢t est affine et t7 idg. En effet, pour tous A, B dans X nous avons

t2(A)t(B)=A+ @ B+ = AB

(carB—Fﬁ:A—i—B—i—ﬁ: A+ ) +1@:idEE

Ezemple 15. De plus {f: X — X | f affine de partie linéaire idg} = {t7 | @ € E}. En effet, d’aprés
I’Exemple 14 nous avons l'inclusion

{tw| W € EY C{f: X = X | f affine de partie linéaire idp}.
Nous nous intéressons maintenant & l’inclusion réciproque a savoir
{f: X - X| f affine de partie linéaire idg} C {tz |« € E}.

Soit f une fonction affine de partie linéaire idg. Montrons qu'il existe @ € E tel que f = t=. Soit
O € X ; alors pour tout A € X nous avons

F(4) = £(0)+ FO)f(A) = (0) + f (OA) = 1(0) +idp(04) = (0) + OA
= ﬂ)+0ﬂ5+f() <>+<>A+Oﬂm=A+0ﬂO-
En posant 7 = Of(O) nous obtenons : pour tout A € X nous avons f(A) = A + W, soit f =t =
t570)

Ezxemple 16. Pour tout A € X, pour tout A € R* nous définissons ’homothétie de centre A et de
rapport A par

hax: X — X, B A+ \AB.

Alors h 4 ) est une application affine de direction Midg. En effet, pour tous B, C' € X nous avons

Tar(B)har(C) = A+ MB A+ MAC = A(AC — AB) = ABC = Aidg(BC)
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Ezxemple 17. Si f: X — Y est une application affine, alors

JAeX YMeX f(M)=f(A)+ F(A)FO) = f(A)+ F (AM).

Réciproquement, si f: X — Y est telle que

3A€X 3BeY 3L:E - F linéaire telle que VM € X f(M) = B + L(AM)

alors f est affine, f = L et f(A) = B. En effet pour tous M, N € X nous avons

F(N) = B+ L(AN) = B + L(AM) +L(MN)
7(M)

d’ou f(M)f(N; = L(m) Ainsi f est affine, 7 = Let f(A) = B+ L(ﬁE) = B. Par suite

Papplication f: X — Y est affine si et seulement s’il existe A € X, B € Y, L linéaire telle que
—
VMeX f(M)=B+L(AM)

(et alors ? =1L).
Conséquences. Soit k = R ou C. Soit f: k — k. Alors f est affine si et seulement s’il existe L: k — k
linéaire telle que pour tout z € k
f(z) = f(0) + L(x - 0).
Or L: k — k est linéaire si et seulement s’il existe a € k tel que L(z — 0) = L(x) = ax pour tout
x € k. Ainsi f: k — k est affine si et seulement s’il existe (a,b) € k? tel que f(x) = ax + b pour tout
z € k.

2 Géométrie affine

Dans ce paragraphe les espaces affines considérés sont de dimension finie.

2.1 Reperes

Dans un espace affine on ne parle pas de base mais de repere; ces derniers sont définis comme
suit :

Soit X un espace affine de dimension finie dirigé par E. On appelle repeére affine (ou repére
cartésien) de X tout couple (O, B) ou

¢ O est un point de X appelé origine,

© B est une base de E.

Si X est un espace affine de dimension n € N*, i.e. si E est un espace vectoriel de dimension n,

un repere de X est donc constitué d’'un point de X, l'origine, et de n vecteurs de E qui forment une
base de E.

13



Soit (O; (wi,us,...,w,)) un tel repére. Alors pour tout M € X il existe un unique n-uplet

n — — = ioni

(z1,22,...,2n) € k™ tel que OM = ziui + xous + ... + xuUy. Comme M = O + OM cela signi-
eE

fie encore que pour tout M € X il existe un unique n-uplet (x1,x9,...,2,) € k™ tel que M =

O + 21Ul + T2 + . .. + Tyl

Les scalaires x1, 2o, ..., T, a savoir les coordonnées du vecteur OM dans la base (17{ ,UDy - ,ﬁ)

sont appelés les coordonnées du point M dans le repeére (O; (17{, 175, . ,u_g))
. N -
Ezemple 18. Dans le plan affine muni d’un repére (O, i, j

- Dans | ) le point A de oodonnées (2,3) est le
point O+24¢ +37.

Supposons que I'espace affine X de dimension n > 0 soit muni du repére cartésien (0; 17{, us, ..., u_n>)
Soit M € X de coordonnées (z1,x9,...,xy) : M = O + 10 4 T2Ub + ... + xnln. Nous identifions

souvent M € X et (x1,x2,...,2,) € k™.
Soit f: X — k une forme affine (i.e. une application affine a valeurs dans k). Pour tout M =
(z1,22,...,Ty) NOUs avons

FOM) = f(O) + T (21T + 225 + ... + 20Ty

OM

ou ?: FE — k désigne la partie linéaire de f ou encore

Posons b := f(O) € k et a; = ?(UZ) € k pour 1 < i < n. En identifiant M et (z1,z9,...,x,) nous
obtenons :

V(z1,z2,...,2,) €K" flz1, 20, .. xn) = b+ a1x1 + asx2 + ... + apxy, .

?(961,962,~~-736n)

Réciproquement, une telle application f: k'™ — k est bien affine, de partie linéaire
n
7: (1,2, ..., Tpn) — Zaixi.
=1

2.2 Géométrie euclidienne

Dans cette partie nous supposons que X est l’espace R™ de direction I’espace vectoriel R (pour
n € N* quelconque) muni de 'application canonique

(A = (z1,22,...,2n), B = (y1, 92, ... ,yn)) € R"xR" — ﬁ :=B—A= (y1—x1,y2—T2,...,Yp—2pn) € R"

14



Soient U = (z1,22,. .. xn) et U = (y1,92,...,yn) dans R™. Le produit scalaire de U et U est
défini par ( 7 7 Zmzyz € R.

n
La norme d’un vecteur @ = (1,2, ...,2,) € R" est || || = fo eRT.
\ i=1

Soient U = (x1,22,...,2Tp) €t U = (y1,Y2,--.,Yn) dans R™. Alors
1. (U, V) = (¥, U);

2. les applications
R”—>R,w»—><7,ﬁ) et R”%R,ww(ﬁ,?)

sont linéaires ;
3. ||ul]? = (&, W) ; en particulier, (W, &) > 0 et (&, W) > 0 si et seulement si & = ﬁ;
4|2+ VP =112+ |7+ 2(, ).

n
Démonstration. 1. Nous avons 7 7 szyz Zyiwi = (7,7>

2. Montrons que R" — R, W (7,W> est linéaire, i.e. que R™ — R, (z1,22,...,2n) — Zmizi

est linéaire.
Soient A, p deux réels. Soient (z1, 29, ..., 2,) €t (21,25, ..., 2,,) deux éléments de R™. Alors

<7a)‘(217227"'7 )+M(217227"'7 ;7,)> = <(ZL’1,ZC2,...,.%'n),)\(Zth,..., )+:U“(Z17Z2>"'

n
= in()\zi + uzl)
i=1

= /\Z:):iz,- —i—uZacizg
=1 =1
= MU, (21,22, 20)) + (W, (2, 25, ., 20))

/
’ ’VL

)

3. Nous avons 7 7 lexl = Z:UZQ >0et (7, 7} = 0 si et seulement si 27 = 0 pour tout

=1
1<i<nsiet seulement si z; = 0 pour tout 1 <7 < n si et seulement si x4 =10.
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4. Nous avons

7+ = [(x1+y1, 22+ Y2, s 20+ )|

n

= Z(Cﬂz + yi)2

i=1

n
= Zx? + 22y + yi
i=1

= Za: +22mzyz+zyz
= HUI\2+2<7 7>+|Ivll2
0

Rappel. Considérons R? muni de son repére orthonormé. Soient U = (x1,22) et v = (y1,y2).
Notons ¢ I'angle géométrique entre & et o, ¢ € [0, 7]. Alors

_ ) Ty + 222
<7’7>‘{ 20 171 cosv.

™

En particulier, (%, V') = 0 si et seulement si ¢ = 5 (rappelons que ¥ € [0,7]) si et seulement si
UL,

Cela conduit a la définition suivante :

Les vecteurs @ et © de R” sont orthogonaux dans R si <7,7> = 0. Nous notons alors
U L.

Ezemple 19. Dans R™ nous notons e; = (0,0,...,0, \1/ ,0,0,...,0), 1 <i < n les vecteurs de

iéme position
la base canonique.
Les vecteurs de la base canonique sont deux a deux orthogonaux : si i < j, alors

i—1 7—1 n
(eie)) =Y 0x0+1x04+ > 0x0+0x1+ > 0x0=0
k=1 k=i+1 k=j+1

Pour tous 7, U € R" et pour tout A € R nous avons
1. || @] > 0 et [|&]| = 0 si et seulement si @ = ﬁ;
2. N2l = I
3. |7 + 7| < ||| + ||| (inégalité triangulaire).
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Démonstration. 1. Par définition || || > 0. De plus

7] =0 < [[U|]P=0 < Y 27=0 < 2} =0V1I<i<n < 2,=0V1<i<n < 7 =7.

i=1

2. Par définition ||\ || = Z()\a:i)Q d’ott
i=1

AT = JZA%? = JAQZ”«“? = V2|3 e = N[
i=1 =1 i=1

3. i) Commencons par montrer l'inégalité de Cauchy-Schwarz : pour tous 7, 7 € R" nous avons
(W, 7) < |[Z||]| V-
Si @ =0, alors I'inégalité est évidente.
Dans le cas contraire nous introduisons la fonction du second degré f: A = || 7 — A||2.
D’une part f est toujours positive, d’autre part nous avons

f) = |7 =7
= (U -\U,V - \U)
(U, V) = 2MW, ) + N W, 0 = ||T))? = 20, V) + N2|| |2

Puisque f est toujours positive, son discriminant est négatif :
2
(= 20@, 7)) = 4T |IPN (2 < 0

cest-a-dire 4X2(W, U)2 < 4|7 ||2A2]| |2 < 0 ou encore [(W, V)| < ||| || V|-
2
if) Nous avons || % + || < [[%[| + || 7]| si et seulement si || 7 + ¥|| < (||| +[7])". Or

17+ NP ="+, +7) = (U, @)+ 27, V) + (T, 7) = II” + 20 +II

et

2
(11711 = el + ol + 21l o]
2
Ainsi || + T < (/@] +][7]])" si et seulement si

(0, ) + 200, 7) + (0, 0) =[P +20 + {112 < Jlull® + |lol* + 2ljul| 0]
si et seulement si (7, V') < ||| ||7|| : Iinégalité triangulaire découle donc de I'inégalité de

Cauchy-Schwarz.
O
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Soient A, B deux points de R™. La distance entre A et B est définie par d(A, B) := H@H

La Proposition 2.2 assure que

Soient A, B et C' trois points de R™. Alors
1. d(A,B) > 0 et d(A, B) =0 si et seulement si A = B;
2. d(A,C) < d(A,B)+d(B,C);

Démonstration. 1. Pour tous A, B et C dans R" nous avons
o d’'une part d(A, B) = ||ﬁ\| >0,
o d’autre part d(A,B) = 0 si et seulement si Hzﬁ” — 0 si et seulement si AB = 0 si et
seulement si A = B.
2. Pour tous A, B et C' dans R™ nous avons

inégalité

triangulaire
d(A,C) = [|AC| 2 | AB + BC|| < ||AB|| + ||BC|| = d(A, B) + d(B, C).

Ezemple 20. Considérons dans R? les points A = (0,1,3) et B = (1,2, —1). Alors

d(A4,B) = (1= 02+ (2= 1) + (-1 - 3)2)1/2 = (18)Y2 = 3v/2.

Soit A € R™. Soit Y # () un sous-ensemble de R™. La distance est

d(A,Y) = inf d(A, B) € RT.
BeY

Ezemple 21. Dans R? montrons que la distance du point (x,0) & 'axe des ordonnées (Oy) est |z|.
Soit (0,y) un point de (Oy).
¢ D’une part,

d((l‘,O), (O,y)) _ ((:L‘ . 0)2 + (y . 0)2)1/2 _ ($2 + y2)1/2 92220 (:C2)1/2 _ |x|

Par suite inf,cr d((z,0), (0,y)) > |z|.

Par ailleurs

inf d((2,0), (0,1)) =

d’ot d((x,0),0y) > |z|.

Muel(f)y d((z,0), M) = d((l‘, 0), Oy)
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o D’autre part, d((z,0),(0,0)) = |z| d’ou d((z,0),Oy) < |z|.
——

€0y
Finalement d((z,0), Oy) = |z|.

Définition 2.7

Une base (17{ LB, ... ,u_)n) de R" est orthonormée si

Vi<i<n |[@=W1<i#j<n (@,@) =0

Ezemple 22. Dans R" la base canonique est orthonormée car
o Vi#j(el,e)
1/2

i—1 n
<>\ﬁ||a>||=||(0,0,...,0,1,0,0,...,0)||=(ZO2+12+ 3 02) =1.
k=1 k=i+1

Théoreme 2.1: Théoreme de Pythagore

Dans R” les vecteurs @ et o sont orthogonaux si et seulement si || + 7|2 = || || + || 7|2

Démonstration. L’énoncé découle directement de la propriété suivante : si U et U sont deux vecteurs

de R™, alors || 7 + V|12 = |72 + || V|2 + 2(d, V). O

Définition 2.8: S

it F' un sous-espace vectoriel de R™. L’orthogonal de F' est défini par

FL={VeR' VU eF (W,v=0))

Remarque 5. Soit F' un sous-espace vectoriel de R™. L’orthogonal de F' est

Fr={¥ eR"| ¥ L WVucF}.

Proposition 2.4

Soit F' un sous-espace vectoriel de R”. Alors F'- est un sous-espace vectoriel de R”.

Démonstration. o L’ensemble F'- n’est pas vide: en effet, 0 = (0,0,...,0) appartient a FL car

n
%
<7, 0) =Zui~0=0pour tout U = (ui,ug,...,up) € F.
i=1
o Soient ¥ et W deux éléments de F- et soient A, 1 des réels. Alors la Proposition 2.1 assure
que pour tout u dans F* nous avons

(U NV + pd) = N, V) + (W, 0).
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Or car v appartient & F- et car w appartient & F- donc pour tout u € F- nous avons
(U AT +pW)=AXx0+pux0=0

et AU + ME? appartient & F*.

Soient F un sous-espace vectoriel de R” et F* I'orthogonal de F.
o SiW appartient & F-, on dit que U est orthogonal a F'.
o SiY est un sous-espace affine de R dirigé par F et si u appartient & F*, on dit aussi
que U est orthogonal & Y.
o SiY et Y’ sont deux sous-espaces affines de X respectivement dirigés par F et F-, on
dit que Y et Y sont orthogonaux.

Remarque 6. En particulier si Y7 et Y5 sont (fortement) paralleles donc sont dirigés par le méme sous-
espace vectoriel F de R™, alors si Y7 est orthogonal & Y7, i.e. si Y’ est dirigé par F*, alors Y5 est aussi
orthogonal & Y.

Ezemple 23. Considérons dans R? le plan vertical d’équation = 0 :
H={(0,y,2) |y, z € R}.
Alors

{(a,b,c) € R?*|{(a,b,c),(0,y,2)) =0Vy, z € R}
= {(a,b,c) €R?¥|by +cz =0y, z € R}
{(a,b,c) €R3|b=c=0}

{(a,0,0) €R3|a € R}

= Vect(1,0,0)

En particulier, la droite affine (0,1,0) + H+ = {(z,1,0) | x € R} est orthogonale & H.

Théoreme 2.2

Soit F un sous-espace vectoriel de R™. Alors F' et F sont supplémentaires dans R”, i.e.
FoFLt=R"

Remarque 7. Dire que F et F'- sont supplémentaires dans R” revient & dire que F + F+ = R" et
FNFt = {0 }. Vérifions cette derniére propriété : soit % un élément de F N F1: alors d’une part

appartient & F et W appartient & F-. Il en résulte que @ L @ donc que (7,7> =0, i.e. que
7= 0. Ainsi FNFL {W} dou FNFt = {6>}
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2.3 Equation cartésienne d’un hyperplan. Droites et plans dans R? et R3

2.3.1 Equation cartésienne d’un hyperplan
Soit (O; e_f, @, e ai) un repére de R™ (ou plus généralement d’un espace affine X de dimension n).
Dans la suite nous identifierons le point M = O + zn:xla qui appartient & R™ (ou a X) et ses

i=1
coordonnées (z1,z2,...,x,) € R™.

Soit f: R™ — R. Nous avons vu que f est affine si et seulement s’il existe (z1,zo,...,x,) € R™ et

n
b € R tels que f(x) = Zaixi + b pour tout z = (x1,x9,...,2,) € R™.
i=1

Remarque 8. La partie linéaire d’une telle application affine f est
n

7: (x1,x9,...,Tpn) — Zaixi.
i=1

Et nous avons aussi déja vu que f est constante si et seulement si 7 = 0; on peut vérifier que ? =0
n

si et seulement si Zaia:i = 0 pour tout = = (x1,x2,...,2,) € R" si et seulement si a; =az = ... =
i=1
a, = 0.

Ainsi nous pouvons énoncer la :

La fonction f: R™ — R est affine non constante si et seulement s’il existe (a1, az,...,a,) €

R™ < {(0,0,...,0)} et b € R tels que f(z) = Zaixi + b pour tout x = (z1,x2,...,T,) € R™.
i=1

On appelle hyperplan affine de R™ (ou hyperplan) tout sous-espace affine de R™ dirigé par un
hyperplan vectoriel, autrement dit tout sous-espace affine de dimension n — 1.

Exemples 1. ¢ Les hyperplans affines de R sont les singletons de R.
o Les hyperplans affines de R? sont les droites de R2.
o Les hyperplans affines de R? sont les plans de R3.

Un sous-espace H de R" est un hyperplan affine de R" si et seulement s’il existe f: R — R
affine non constante telle que H = f~1({0}) ou encore H = {x € R"| f(z) = 0}.

Démonstration. O
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2.3.2 Droites de R?

Soit D une droite de R?, 4.e. un hyperplan de R2. D’aprés ce qui précede il existe a, b, ¢ € R3,
(a,b) # (0,0), tels que D a pour équation ax + by + ¢ = 0 (i.e. (z,y) appartient & D si et seulement
siax+by+c=0).

Direction de la droite D : ax + by + ¢ = 0, (a,b) # (0,0)

Cette droite D est dirigée par la droite vectorielle Dy d’équation ax + by = 0 (équation homogene
associée). D'une part (—b,a) appartient a Dy (car a(—b) + b(a) = 0), d’autre part (—b,a) # (0,0)
(car (a,b) # (0,0)). Il en résulte que D est dirigée par Vect(—b,a) (on dit aussi que D est dirigée par
(=b,a). En particulier, soit (xo,y0) € D (i.e. tel que axg + byy + ¢ = 0), alors

D = (0, yo) + Vect((=b,a)) = (zo,y0) + {A(—=b,a) | X € R}.

. . oo =x0— Ab .
Autrement dit (z,y) appartient & D si et seulement s'il existe A € R tel que { Zj ;0+ \ On dit
= Y0
r=x9— Ab . ) . o L R
que Y=ot A A € R, est un systéme d’équations paramétriques de D (car elles décrivent D a
=0

laide du parametre \).

Ezemple 24. Donnons une équation cartésienne de la droite D décrite par le systeme d’équations
x =243\
y=1—4X"
A(3,—4)| X € R}. Ainsi D est la droite dirigée par (3,—4) passant par (2,1). Il en résulte qu’une
équation de D est 4z + 3y + ¢ = 0 ou ¢ vérifie ’équation 4 x 2+ 3 x 1+¢ =0, i.e. ¢ = —11. Finalement
une équation de D est 4x + 3y — 11 = 0.

paramétriques A € R. Nous avons (z,y) € D si et seulement si (z,y) € {(2,1) +

Equation cartésienne de la droite passant par A = (xo,y0) et dirigée par U = (u1,u2) # (0,0)
Soit C cette droite : D = A + Vect(/). En raisonnant comme ci-dessus nous obtenons que D a
pour équation usx — u1y + ¢ = 0 ou usxg — u1yp = 0. Une autre facon de raisonner est la suivante :

(z,y) appartient a D si et seulement si Ax = (z — xo,y — yo) et U = (u1,u2) # (0,0) sont colinéaires
Tr— Xy Ul
Y—Y U2
Application : la droite passant par A = (1,1) et dirigée par U = (2,—3) a pour équation
r—1 2
y—1 -3
Equation de la droite (AB) ot A # B
Soient A = (x0,y0) et B = (x1,y1) deux points distincts. La droite (AB) est la droite passant

si et seulement si = 0 si et seulement si ug(x — x0) + u1(y — yo) = 0.

=0,4e —3(x—1)—2(y—1)=0so0it 3z +2y —5=0.

par A et dirigée par AB = (x1 — x0,y1 — yo) # (0,0) donc (z,y) appartient a (AB) si et seulement

r o X1
si| ©TT0 TLTE0 g g et seulement si ¥y % 1 | = 0. Finalement (AB) a pour équation
Y=Y Y1 —Y 1 1 1

(x —x0)(y1 — o) — (¥ — yo)(z1 — o) = 0.
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Ezemple 25. Déterminons ’équation de la droite passant par 1 = (1,1) et B = (3, —2). D’apres ce qui
précede I’équation de cette droite est

(z-D(=2-1)-(y-HB-1)=0

t.e. 3r +2y —5=0.
Intersection de deux droites
Soient Dy la droite d’équation a;x + b1y + ¢; = 0 avec (a1,b1) # (0,0) et Dy la droite d’équation
axx + bay + co = 0 avec (ag,b2) # (0,0). Alors
o Dy et Dy sont paralléles si et seulement si elles ont la méme direction (elles sont alors confondues
ou disjointes) si et seulement si Vect(—by, a;) = Vect(—ba, az) si et seulement s'il existe A € R*
tel que (—b1,a1) = A\(—be, az) si et seulement si (—by,a1) et (—be, az) sont colinéaires.
o Dans le cas contraire nous avons nécessairement Vect(—by,a1) N Vect(—bz,az) = {(0,0)} (en
effet Vect(—b1,a1) N Vect(—ba, az) est un sous-espace vectoriel de R? de dimension < 1 puisque
D et Dy ne sont pas paralleles). Comme

dim Vect(—by,a;) + dim Vect(—bg, as) = 1 +1 = 2 = dim R?,

il vient Vect(—by, a1 )® Vect(—ba, az) = R2. Le Théoréme 1.2 assure que D;NDs est un singleton.
Un cas particulier est le suivant : soient D; la droite d’équation az+by+c = 0 avec (a,b) # (0,0)
et Dy la droite dirigée par (a,b). Dans ce cas Dy est orthogonale a D ; en effet, d’une part D;
est dirigée par Vect(—b, a) et d’autre part

Vect(—b,a)™ = {(z,y) € R*|{(=b,a), (x,y)) = 0} = {(z,y) € R*| —bx+ay = 0} = Vect(a,b).

2.3.3 Plans de R?

Soit P un plan de R? (& noter que c’est aussi un hyperplan de R3). Il est décrit par une équation
de la forme ax + by + cz+d = 0 avec a, b, ¢, d quatre réels tels que (a, b, c) # (0,0,0) (le point (z,y, 2)
appartient & P si et seulement si ax + by + cz + d = 0).

Equation du plan passant par A et dirigé par U et ¥ non colinéaires

Soient A = (20, 40, 20) un point de R3, @ = (a1,b1,c1) et © = (as, bo, ¢2) deux vecteurs de R?
non colinéaires. Comme 7 et ¥ sont non colinéaires, Vect(ﬁ, 7) est un plan vectoriel. Soit P le plan
passant par A et dirigé par Vect(W, V), i.e. P = A+ Vect(, 7). Déterminons une équation de P.
Soit (z,y, z) € R3. Alors (z,vy, 2) appartient & P si et seulement si A(z,y, z) = (x —x0,Y — Yo, 2 — 20)
appartient & Vect(, U) si et seulement si ((z — 2o,y — 0,2 — 20), , ') est liée si et seulement

r—xop a1 az
si|y—wyo b1 b2 | = 0. En développant ce déterminant par rapport a la premiére colonne nous
zZ—2Zy) C1 C
obtenons que
(z — x0)(bica — bact) + (y — yo)(azc1 — a1c2) + (2 — 20)(arba — azby) =0

est une équation de P. Quitte & définir (a, b, c¢) comme le produit vectoriel de ui et ub c'est-a-dire

a al ag
C1 C2
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nous obtenons que a(x — zo) + b(y — yo) + ¢(z — z0) = 0 est une équation de P.
Lien avec les équations paramétriques. Rappelons que P = A+Vect(7, 7) Or A = (x0,y0, 20) €t

Vect(W, 7)) = {AU + pu¥ | A\ € R} = {Aa1,br, e1) + p(ag, by, e2) ¥ |\, € R}

donc
P = {(zo + Aa1 + pag, yo + Ab1 + ube, 20 + Aex + pe2) | A, p € R}

T =20+ Aay + pas
Autrement dit ¢ y = yo + Ab1 + uby  est un systeme d’équations paramétriques de P.
z =29+ Aci + uce

T=2+3+p
Ezemple 26. Soit P le plan défini par le systeme d’équations paramétriques ¢ y=1—4A+pu A,
z==1+A—p

w € R. Donnons une équation cartésienne de P. Une équation cartésienne de P est a(r — 2) + b(y —
1)+ c¢(z+1)=0o0u

a 3 1 3
bl=|-4|A|] 1 |=]4];
c 1 -1 7

apres simplification nous obtenons qu’une équation cartésienne de P est 3z 4+ 4y + 72 — 3 = 0.

Equation d’un plan passant par trois points non alignés. Soient A = (xo,y0,20), B = (21,y1,21)
et C = yQ,ZQ ) trois points non alignés de R3. Dire que A, B et C sont non alignés équivaut a

dire que xﬁ et A sont linéairement indépendants. Soit P le plan passant par A, B et C. Alors P =
A+Vect zﬁ, zﬁ . Ainsi (x,y, z) appartient a P si et seulement si A(z, y, z) appartient a Vect(zﬁ, zﬁ)
r—Tyg I1— Ty T2 — X0
si et seulement si det(A(z, y,z; 1@ z@ =0sietseulementsi | y—yo y1—v% y2—yo | =0 si
zZ — 20 Z1 — 20 22 — 20
r oy X1 X9

yowom | _,
Z 20 21 292 )

et seulement si

1 1 1 1
Ezemple 27. L’équation du plan passant par les trois points non alignés (1,2,3), (0,1,0) et (0,0,1)
z 1 0 0
y 2 10 o o
est L 30 1 ,s0it —4x +y+2—-1=0.
1 1 1 1

Intersection d’un plan et d’une droite
Soit P le plan d’équation az + by + cz = 0, (a,b, c) # (0,0,0). Soit D la droite de R? de direction
Do = Vect(W) ot @ = (uy,us,us) désigne un élément de R® . {(0,0,0)}. Nous nous intéressons
D N P. Soient v et w deux vecteurs non colinéaires tels que Vect(v,w) dirige P ; cela signifie que
Vect(v,w) = {(z,y,2) € R®|az + by + cz = 0}. Alors
o D est faiblement paralléle & P si et seulement si Vect(w) C Vect(V, W) si et seulement si
auy + bug + cug = 0. Ou bien D NP = {(}, ou bien D C P.
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o Dans le cas contraire @ n’appartient pas & Vect(w) C Vect(®,w); par suite la famille
(7, 7,@3) est libre ou de maniere équivalente (7,7, w) est une base de R3. Il en résulte

que

Vect(W) & Veet(V, W) = R
—— —
direction de P direction de P

Le Théoréme 1.2 assure que D NP est un singleton.
Un cas particulier est le suivant : si D est dirigée par (a, b, c) alors D est orthogonale & P. En

effet

Vect(a, b, c)*

N

(z,y,2) €R3|(z,y,2) L A(a,b,c) Y\€R}
(z,y,2) €R3|(z,y,2) L (a,b,¢)}

(x,y,2) € R? | (2,9, 2), (a,b,¢)) = 0}
{(z,y,2) € R*|az + by + cz = 0}
Vect(V, W)

« direction de P »

{
{
{(z,y, 2
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