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Feuille d’exercices n°2 :
Actions de groupes, sous-groupes distingués

Exercice 1 Soit GL (2, Z/2Z) le groupe des matrices inversibles 2 x 2 a coefficients dans Z/2Z.
1. Quel est I'ordre de GL (2, Z/QZ) ?

2. Soit F un espace vectoriel de dimension 2 sur le corps Z/QZ. Définir une action non triviale de GL (2, Z/2Z>
sur F.

3. En déduire que GL (2, Z/2Z) est isomorphe au groupe Ss des permutations de I’ensemble {1, 2, 3}.

Solution 1

1. Les éléments de G = GL (2, Z/QZ> sont les matrices inversibles dans Z/QZ. En voici la liste
10 01 1 10 11 0
01 10 1 11 01 1

Il en résulte que G est un groupe d’ordre 6.
2. Soit E un espace vectoriel de dimension 2 sur le corps Z/2Z' Définissons une action non triviale de
GL (2,%/z) sur B.

A chaque base (v,w) de l'espace vectoriel E correspond une action de G sur E : pour g € G et u € E on
définit g * u € F comme I'image du vecteur u par 'application linéaire de matrice g dans la base (v, w).
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3. Montrons que GL (2, Z/QZ) est isomorphe au groupe S des permutations de ’ensemble {1, 2, 3}.

Fixons une base de E et considérons 'action correspondante de G sur E. Pour tout g € G Iapplication
pg: U+ g*u est définie par les images des vecteurs non nuls de E ; en effet le vecteur nul a toujours pour
image lui-méme.

Ainsi & tout élément de G est associée une permutation de E ~ {0}. Or E compte 22 = 4 éléments. Soient
v1, U et v3 les trois vecteurs non nuls de E. Alors

g ((v1,v2,03) = (g xv1,9 % V2,9 % v3))

définit un homomorphisme de groupes de G dans S3. Cet homomorphisme est injectif. Par suite G est
isomorphe a un sous-groupe de S3. Puisque G et S3 ont méme ordre, G est isomorphe a Ss.

Exercice 2 Soit p un nombre premier. Soit n > 1 un entier. Soient G un groupe d’ordre p™ et Z(G) son centre.
Considérons un sous-groupe distingué H de G non trivial.

1. Montrer que HN Z(G) # {e}.
2. Montrer que 'ordre de Z(G) est > 1.

Indication : faire agir G par conjugaison sur H.

Solution 2 Soit p un nombre premier. Soit n > 1 un entier. Soient G un groupe d’ordre p™ et Z(G) son centre.
Considérons un sous-groupe distingué H de G non trivial.



1.

Mountrons que HN Z(G) # {e}. Faisons agir G par conjugaison sur H; notons que c’est possible car H
étant distingué dans G nous avons Vg € G, gHg~! c H.

L’ordre de H est une puissance de p soit p” car |H| divise |G| qui est une puissance de p. L’ordre de H
est aussi somme des cardinaux des orbites pour cette action; chacune de ces orbites a pour cardinal un
diviseur de |G|, c’est-a-dire de p™ donc une puissance de p.

Raisonnons par I’absurde : supposons que Z(G) N H = {e}; alors une seule des orbites est réduite & un
seul élément : I'orbite de e. Nous avons alors

[H| = p” =1+ somme de puissances de p

contradiction. Par suite Z(G) N H # {e}.

. Montrons que l'ordre de Z(G) est > 1. Nous allons encore appliquer la formule des classes. Remarquons

que les orbites de G pour 'action de G par conjugaison sur lui-méme ont pour cardinal des puissances de
p; en effet ces cardinaux sont des diviseurs de |G| = p".
Raisonnons par l’absurde : supposons que |Z(G)| = 1, alors

p" = |G| =1+ somme de puissances de p

contradiction. Il en résulte que |Z(G)| > 1.

Exercice 3 Soient G un groupe fini et Z(G) son centre. Considérons l'action de G sur lui-méme par conjugaison.

1.

Supposons G non abélien. Soit g un élément de G \ Z(G) ; notons Stab(g) le stabilisateur de g.
Montrer que Z(G) C Stab(g) C G (les inclusions sont strictes).

. En déduire que si G n’est pas abélien, alors Z(G) est un sous-groupe de G dont 'indice est strictement

supérieur au plus petit nombre premier divisant 'ordre |G| de G.

Soit p un nombre premier. Soit n un entier.

Quelles sont les valeurs possibles pour l'ordre du centre d’un groupe d’ordre p™ 7
Quel est le centre d’un groupe d’ordre p? ?

Quel est le centre d’un groupe non abélien d’ordre p3 ?

. Donner un exemple de groupe d’ordre p* non abélien.

. 9 2 ~ 7 ~ A 7
5. Montrer que si G est d’ordre p*, alors G ~ /pQZ ou G~ /pZ X /pZ'

Solution 3 Soient G un groupe fini et Z(G) son centre. Considérons 'action de G sur lui-méme par conjugaison.

1.

Supposons G non abélien. Soit g un élément de G \ Z(G) ; notons Stab(g) le stabilisateur de g.
Montrons que Z(G) C Stab(g) C G (les inclusions sont strictes).

L’inclusion Z(G) C Stab(g) est claire.

Soit g € G\ Z(G) (un tel élément existe car G n’est pas abélien). Remarquons que g appartient a Stab(g) ;
en effet ggg~! = g. Par suite Z(QG) est strictement inclus dans Stab(g).

Soit g € G\ Z(G) (un tel élément existe car G n’est pas abélien). Puisque g € Z(G) il existe un élément
h € G qui ne commute pas avec g donc qui n’appartient pas a Stab(g). Il en résulte que Stab(g) est un
sous-groupe propre de G.

. Supposons que G ne soit pas abélien, montrons qu’alors Z(G) est un sous-groupe de G dont I'indice est

strictement supérieur au plus petit nombre premier p divisant l'ordre |G| de G.

D’apres 1. si G n’est pas abélien et si g appartient & G\ Z(G), alors U'indice de |G : Z(G)| > |G : Stab(g)].
Mais |G : Stab(g)| > p car |G : Stab(g)| divise |G|. Par suite |G : Z(G)| > p.

Soit p un nombre premier. Soit n un entier.

Donnons les valeurs possibles pour 'ordre du centre d’un groupe d’ordre p”.

Si G est abélien, alors |Z(G)| = p".

Si G n’est pas abélien, alors |G : Z(G)| > p donc |Z(G)| < p"~L. L’exercice précédent assure que Z(Q)
n’est pas réduit a 'élément neutre donc |Z(G)| > p. Finalement lorsque G n’est pas abélien, nous avons

1Z(G)| € {p. p*, ... P" 77}

Sin =2, le groupe G est nécessairement abélien.

Déterminons le centre d’un groupe d’ordre p?. Le centre d’un groupe G d’ordre p? est donc G tout entier.
Déterminons le centre d’un groupe non abélien d’ordre p®. Le centre d’un groupe non abélien d’ordre p?
est d’ordre p.



4. Donnons un exemple de groupe d’ordre p> non abélien.
Le groupe des quaternions est un groupe d’ordre 23 (ici p = 2) et n’est pas abélien.
5. Montrons que si G est d’ordre p?, alors G ~ Z/pQZ ou G ~ Z/pZ X Z/pZ'
Soit G un groupe d’ordre p?. Il est abélien. Nous avons l’alternative suivante :
— ou bien G contient un élément d’ordre p? auquel cas G est cyclique et isomorphe & Z/pZZ;

— ou bien tous les éléments de G \ {e} sont d’ordre p. Soient z et y deux éléments de G ~\ {e} tels que
y & (z). Alors (x) N {y) = {e}. En effet le sous-groupe (x) N (y) est d’ordre strictement inférieur & p et
d’ordre divisant p donc d’ordre 1. Puisque tout sous-groupe du groupe abélien G est distingué G est
isomorphe & (z) x (y) (Exercice 10). Or (z) ~ (y) ~ Z/pZ' Ainsi G ~ Z/pZ X Z/pZ'

Exercice 4 Soient E un ensemble et G un groupe opérant sur F. Soient g et h des éléments de E appartenant
a la méme orbite.

Montrer que les stabilisateurs Stab, et Staby, sont des sous-groupes conjugués de G.

En déduire que Stab, et Stabj;, ont méme ordre.

Solution 4 Soient F un ensemble et G un groupe opérant sur E. Soient g et h des éléments de F appartenant
a la méme orbite. Alors il existe x dans G tel que h =z - g.

Soit y € Stab,,. Alors y-g = g. De plus d’une part y-g = y- (¢~ 'h) et d’autre part g = x~'h. Par conséquent
y-(z71h) = 27 h, soit zyz =1 - h = h c’est-a-dire zyz ! appartient & Stabj,. Autrement dit xStab,z~! C Staby,.

Un raisonnement similaire conduit a Stab, C xStabgm_l.

Il s’en suit que Stab;,, = xStang_l.

L’application y + zyz~! est un automorphisme de G. C’est donc une bijection et I'image de Stabg par cet
automorphisme est Staby. Ces deux ensembles ont donc méme cardinal.

Exercice 5 Soit F un ensemble fini. Soit G un groupe fini qui opére sur E. Pour tout g dans G on définit
B9 ={se E|gs=s}.
Autrement dit EY est ’ensemble des points fixes de F sous 'action de g. Pour s € E, on note Gy le fixateur de

s pour 'action de G sur E.

1. Construire la table de I'opération
v: G x E— { vrai=V, faux=F }

définie par
o(g,s) =V sigs=s
©(g,s) = F sinon

dans le cas ot G = Dg et E = {A, B, C} ou ABC est un triangle équilatéral.
2. Démontrer que Z |G| = Z card(EY).
sekE geG
3. En déduire la formule de Burnside

|G| x le nombre d’orbites = Z card(EY).
g€G

Solution 5

1. Construisons la table de 'opération
¢: G x E — { vrai=V, faux=F }

définie par

{ o(g,8) =V sigs=s
(g, s) = F sinon

dans le cas ot G = Dg et E = {4, B, C} o ABC est un triangle équilatéral.

Désignons par O le centre de gravité du triangle équilatéral ABC et par p la rotation de centre O et
d’angle %’r Soient s4, sp et s¢ les symétries d’axes respectifs AO, BO et CO.

Nous obtenons la table suivante



A|B|C
d| V|V ]V
p | F|F|F
> |F|F|F
SA \Y% F F
sg | F |V |F
SC F F \%
En effet
(a) id(A) = A, 1d(B) = B et id(C) = C;
(b) p(4) € {B, C}. p(B) € {A, C} et p(C) € {4, B};
(c) p*(A) €{B, C}, p*(B) € {A, C} et Pz( ) € {A, B};
(d) sa(A)=A4, sa(B)=C et s4(C) =
(e) sg(B) =B, sg(A) =C et sg(C) =
(f) sc(C) =C, sc(A) = Bet s¢(B) = A
. Montrons que Z |Gs| = Z card(E7).
seE geG
Posons p = |G|. Notons g1, g2, .-, gp les éléments de G. Posons ¢ = card(E). Notons s1, S, ..., 4 les
éléments de E.
D’une part
e N(V) = {(975) eGXx FElgs= s}

{(9,5) e Gx E|se B9}
= {gi} x EN"U{ga} x E®2U...U{gp} x E9

ce qui conduit a

card(p Z card(EY)
gea
D’autre part
e (V) = {(9,9)€GxE|gs=s}

= {(g,s)GGxE|g€GS}
= G x {51} UGs, x {52} U... UG, x {s4}

ce qui entraine

card(y Z |Gs]-

sek
Il en résulte que
Z card(EY) = Z |Gs|.
geG sEE
. Si s est un élément de E, on désigne par O, lorbite de s sous 'action de G. On sait que |G| = #«Ig).
Par suite
D card(EY) = |G L S S
= card(Os,)  card(Oy,) card (0, )
Soient 01, o9, ..., 0, des éléments de E tels que E est la réunion disjointe des O,, pour 1 < ¢ < r. Nous

avons

1 1 1 1
Z card(0,) Z card(O,,)  card(O,,) Z 1= card(Oy,) x card(Or,) =1

S€E0,, $€0,, 7 s€0,,

d’ou la formule de Burnside.



Exercice 6 Soit G un groupe. Soient H et K deux sous-groupes distingués de G.
Montrer que le sous-groupe de G engendré par HU K est aussi distingué dans G.

Solution 6 Soient g € G et x € (HUK). Il existe donc y1, Y2, - .., ym dans HUK tels que © = y1y2 ... ym et

929" = gy1y2 - ymg -
Si y; appartient & H alors puisque H est distingué dans G il existe y; € H tel que gy; = y}g. Si y1 appartient
a K alors puisque K est distingué dans G il existe y; € K tel que gy; = y{g. Ainsi il existe z; € HUK tel que
gy1 = z19.

En fait pour tout 1 < i < m il existe z; € HUK tel que gy; = z;g.

Nous obtenons donc

9zg™" = gyiye...Ymg "
= 210Y2-- - Ymg "
= zlzzg...ymgfl

—1
2129 ... Zmgg

= Z2122...2m

Or 2123 ... 2y, appartient &8 HUK donc gzg~! appartient & HUK. Ainsi (HUK) est distingué dans G.

Exercice 7 Soit G un groupe. Rappelons que le centralisateur d’un élément de G est ’ensemble des éléments
de G qui commutent avec lui.

1. Montrer que le centralisateur d’un élément de G est un sous-groupe de G.

2. Dans Sy quel est le centralisateur de (1 2) 7 Est-ce un sous-groupe distingué de Sy ?

Solution 7

1. Soit G un groupe. Montrons que le centralisateur C, d'un élément g de G est un sous-groupe de G.

Notons que e appartient a C,.

1 1 1

Soit « dans C4. Alors gz = xg d’out 7 gra~! = 27 lzge~! cest-a-dire 27 1g = g ~!, autrement dit 27!
appartient a Cg.

Soient x et y dans C,. Alors
(zy)g = z(yg) = x(g9y) = (zg)y = (97)y = g(zy)

i.e. xy appartient a C,.
Il en résulte que C, est un sous-groupe de G.

2. Déterminons le centralisateur de (1 2) dans Sj.

Soit o un élément de S,,. Si (i j) est une transposition quelconque alors o(i j)o=! = (o(i) o(j)). En effet
soit y € {1, 2, ..., n};

e siy = (i), alors (o(i j)o ) (y) = o (j);

e siy = a(j), alors (o(i f)o1)(y) = o(i);

e siy & {0(i), o)}, alors (i 7)o (y) = 0~1(y) et (oli j)o1)(y) = v.
Ainsi le centralisateur de (i j) est constitué des permutations o € S,, qui laisse 'ensemble {i, j} invariant,
i.e. des permutations o € S, telles que (i) =i ou j et o(j) = j ou . En particulier le centralisateur de
(1 2) dans Sy est {id, (1 2), (3 4), (1 2)(3 4)}.
Considérons la permutation (3 4) qui appartient au centralisateur de (1 2) dans S4. Conjuguons 1& par
la transposition (2 3). Nous obtenons (2 4), i.e. (23)(12)(23) = (2 4). En particulier (2 3)(1 2)(2 3)
n’appartient pas au centralisateur de (1 2) dans Sy. Le centralisateur de (1 2) dans Sy n’est donc pas un
sous-groupe distingué de Sy.

Exercice 8 Soit G un groupe. Soient H et K deux groupes de G. Considérons un sous-groupe L de HN K qui
est distingué dans H et dans K.
Montrer que L est distingué dans le sous-groupe de G engendré par H U K.



Solution 8 Le sous-groupe L est un sous-groupe de (H U K). Soit z un élément de (H U K). Nous pouvons
écrire z sous la forme 2125 ... 2, les z;, 1 <4 < m, appartenant & HUK.

Soit £ € L; alors

—1 1_-1

22t =212 (2mbe)) 2y 2

L’élément z,,{z,. " appartient & L; en effet si z, appartient & H (resp. K), nous utilisons le fait que L est
distingué dans H (resp. K).

Nous en déduisons de la méme fagon que 2,12, f2,," z;£1 appartient & L. Par récurrence z¢z ' appartient
a L ce qui prouve que L est distingué dans (H U K).

Exercice 9 Montrer que dans un groupe tout sous-groupe d’indice 2 est distingué.

Solution 9 Soit G un groupe. Soit H un sous-groupe d’indice 2 de G. Nous avons donc G/H = {H, zH} ou
r#Het G=HUzH avec HNzH = (.
Soit g € G. Ou bien g € H et gHg~' = H. Ou bien ¢ € H et g € 2H ; il existe donc hy € H tel que g = zhy.
Soit alors A € H; nous avons
ghg™! = xhohhg'a™ = ah/'z™!

ot B = hohhy' € H. Si xh/z~! n’appartient pas a H, alors xh/z~! appartient & zH, i.e. zh/z~! s'écrit xhy

avec hi dans H. Ceci implique que = appartient & H : contradiction. Par conséquent xh/z~! appartient a H, 4.e.
ghg~! appartient & H. Autrement dit H est un sous-groupe distingué de G.

Exercice 10 Soit G un groupe. Soient H et K des sous-groupes de G. Supposons que
e H et K sont des sous-groupes distingués de G
e HNK = {e};
¢ HK = G.

Considérons ’application

¢ HxK—G o(h, k) = hk.

1. Montrer que ¢ est une application injective.

2. Montrer que ¢ est un isomorphisme de groupes.

Solution 10
1. Montrons que ¢ est une application injective.
Soient h et h’ dans H, soient k et k' dans K. Supposons que ¢(h, k) = p(h', k'), i.e. hk = h'k’ ce que nous
pouvons réécrire b ~1h = k’k~!. Dune part h' ~'h appartient & H, d’autre part k' ~'k appartient a K. 11
en résulte que h' ~'h = k'k~1 appartient & HNK = {e}. Ainsi h = I/, k = k’ et ¢ est injective.
2. Montrons que ¢ est un isomorphisme de groupes.
Par hypothese HK = G donc ¢ est surjective.
Soient h, h' dans H et k, k' dans K. Le groupe K étant distingué dans G nous avons hk = kih pour un
certain k1 dans K. Comme H est distingué nous avons k1h = hi1k; pour un certain h; dans H. Or ¢ est
injective donc h = hy, k = k; et h et k commutent. Par conséquent hkh'k’)hh'kk’" d’ot
e HK est un sous-groupe de G : la loi est stable dans HK, e appartient & HK et ¢g—! appartient & HK si
g appartient a HK;
e ¢ est un morphisme de groupes.
Par suite ¢ est un isomorphisme de groupes.

Exercice 11 Soit G un groupe. Soient H et K deux sous-groupes propres de G. Supposons que
e H et K sont des sous-groupes d’indice 2 dans G
e HNK = {e}.
Montrer que G est isomorphe a Z/ZZ X Z/QZ.

Solution 11 Les groupes H et K sont d’indice 2 dans G ils sont donc distingués dans G (Exercice 9).
De plus HNK = {e} donc HK est un sous-groupe distingué de G. En effet



e Soient h, b’ dans H et k, ¥’ dans K. Le groupe K étant distingué dans G nous avons hk = kih pour
un certain k; dans K. Comme H est distingué nous avons k1h = hyk; pour un certain h; dans H. Or ¢
est injective donc h = hy, k = k; et h et k commutent. Par conséquent hkh'k’)hh'kk’. Ainsi HK est un
sous-groupe de G : la loi est stable dans HK, e appartient & HK et ¢g~! appartient & HK si g appartient
a HK.

e Le groupe HK est distingué dans G; en effet soient g € G, h € H et k € K. Comme H est distingué dans
G I'élémeent ghkg™! s’écrit aussi hygkg~' avec hy dans H. Par ailleurs hygkg~' = h1k1gg~" = h1k; avec
ki dans K car K est distingué dans G. Il s’en suit que ghkg~! appartient & HK.

e Montrons que H et K sont d’ordre 2. Nous avons G = HU zH avec z ¢ H. Comme K est d’indice 2 il est
d’ordre au moins 2 et contient donc au moins un élément k qui n’est pas dans H (en particulier k # e).
Nous pouvons donc prendre pour x cet élément k. Ainsi G = HUkKH avec HNkH = . Soit &’ € K~ {e}.
Ainsi k' n’appartient pas a H et k' € kH. 1l existe donc h € H tel que k' = kh. Par suite h = K1k’ est
aussi dans K donc h = e et k = k’. Le groupe K contient donc seulement deux éléments : e et k.

De méme nous obtenons que H est d’ordre 2.
Ainsi H et K sont isomorphes a Z/QZ.

e Montrons que G = KH. Soit g € G. Alors ou bien g appartient a H et donc g appartient a HK, ou bien

g appartient a kH, i.e. ¢ = kh avec h € H. Or HK = KH donc g appartient a HK.
Finalement G est isomorphe a Z/QZ X Z/QZ'

Exercice 12 Pour a et b réels on définit I’application
Tap: R—= R T — axr +b.

1. Soit G = {7, |a # 0}.
Montrer que G est un groupe pour la composition des applications.
2. Soit H= {74 |a # 0, a € Q}.
Montrer que H est un sous-groupe de G.
3. Décrire les classes a droite de H dans G.
Montrer que toute classe & gauche (modulo H) est classe & droite (modulo H). (Indication : considérer
lapplication qui a I’élément 7, ;, de G associe la classe de a dans R*/Q*)
4. Donner un exemple d’'un sous-groupe K de G tel qu'une classe a gauche ne soit pas classe a droite.
5. Soit N = {75 |a =1}
Montrer que N est un sous-groupe distingué de G.

Solution 12

1. Soit G = {7, |a # 0}.
Montrons que G est un groupe pour la composition des applications.
Soient 7,4 et 7, deux éléments de G. Alors 7';1)1 = Ti/q,—b/a (DOtons que a # 0). De plus 7,/ o T;; =
Ta! Ja,—a'bja+b - Par suite G est un sous-groupe du groupe des bijections de R dans R.

2. Soit H={7g|a #0, a € Q}.
Montrons que H est un sous-groupe de G.
Soient 7,4 et 7, deux éléments de H. Alors 7'(;; = Ti/q,—b/a (DOtons que a # 0). De plus 7,/ o T(;bl =
Ta! Ja,—a'bja+b - Par suite H est un sous-groupe de G.

3. Décrivons les classes & droite de H dans G et montrons que toute classe & gauche (mod H) est classe a
droite (modulo H).
La classe a droite de 1’élément 7, g de G est ’ensemble des Tqq,ab+5 OU a € Q.
Pour montrer que toute classe & gauche est une classe a droite il suffit de montrer que H est distingué
dans G. Considérons le morphisme de groupes

p: G— */Q* Tap — la classe de a dans R*/Q*

Son noyau est H qui est donc distingué dans G.

4. Donnons un exemple d’un sous-groupe K de G tel qu'une classe a gauche ne soit pas classe a droite.

Soit K le sous-groupe de G des éléments 7, oll a et b sont rationnels. Les classes a gauche et a droite de
K dans G ne coincident pas.



5. Soit N = {75 |a =1}
Montrons que N est un sous-groupe distingué de G.
L’identité appartient a N. Soient 714 et 71 deux éléments de N. Nous avons 75 o Tf,bl/ = Tip—p; €0
particulier 715 0 7, bl, appartient a N. Ainsi N est un sous-groupe de G.

Soit 74,5 un élément quelconque de G et soit 71, un élément quelconque de N. Alors
-1
Ta,8OT1bO Ty 3= Ta,8OT1b O Ti/a,—B/a = Tl,ab;

ainsi 74,8 0 T1,p © T;}, appartient a N ce qui prouve que N est un sous-groupe distingué de G.

Exercice 13 Soit H un sous-groupe d’un groupe G tel que toute classe a gauche modulo H soit classe a droite
modulo H. Le sous-groupe H est-il distingué ?

Solution 13 Supposons que H ne soit pas distingué dans G. Cela signifie qu’il existe g € G \ {e} tel que
gH # Hg ou encore qu’il existe h € H tel que gh n’appartient pas a Hg.

Ainsi gh appartient & une autre classe a droite que nous noterons Hg' (Hg’ # Hg). Puisque toute classe a
gauche est une classe a droite et que les classes a droite forment une partition de G la classe a droite qui est
égale & gH est nécessairement Hg'.

Donc g appartient & gH et Hg. Comme gH = Hg' ’élément g appartient aussi & Hg’. Autrement dit g
appartient & Hg N Hg'. Ceci n’est possible que si ¢ = e ou Hg = Hg'. Mais par hypoth’ese g # e et Hg # Hg'.

Il en résulte que H est distingué dans G.

Exercice 14 Soit G un groupe fini. Soit H un sous-groupe de G. Soit N un sous-groupe distingué de G.
Montrer que si [H| et [G : N] sont premiers entre eux, alors H est un sous-groupe de N.

Solution 14 Raisonnons par l’absurde : supposons que H ne soit pas un sous-groupe de N. Alors il existe
h € H qui n’est pas un élément de N. Il s’en suit que hN est un élément différent de I’élément neutre N de Gr/N.

Soit ¢ I'ordre de hN dans Gr/N. On sait que g # 1 et que ¢ divise |G/N\ =[G : N]. Par ailleurs A"l = ¢ donc
(RK)MI = H. Par suite ¢ divise [H|. Ainsi ¢ # 1 est un diviseur commun & [G : N] et |H| qui sont premiers entre
eux : contradiction. Il en résulte que H est un sous-groupe de N.

Exercice 15 Soit G un groupe qui ne contient qu'un seul sous-groupe H d’ordre n.
Montrer que H est distingué.

Solution 15 Nous allons montrer que H est un sous-groupe caractérisque de G. Soit ¢ un automorphisme de
G et og: H — ¢(H) la restriction de ¢ & H et & son image. Comme ¢ est un automorphisme de G, ¢y est
bijective. C’est donc un isomorphisme de groupes. Etant donné que H est fini d’ordre n, ¢(H) est fini d’ordre
n. Or H est 'unique sous-groupe de G d’ordre n donc ¢(H) = H.

Puisque H est un sous-groupe caractéristique de G c’est un sous-groupe distingué de G.

Exercice 16 Soit H un sous-groupe de G tel que le produit de deux classes a gauche modulo H soit une classe
a gauche modulo H.
Le sous-groupe H est-il distingué ?

Solution 16 Comme le produit de deux classes & gauche est une classe & gauche pour tout couple (g,¢g’)
d’éléments de G il existe ¢” € G tel que gHg'H = ¢"”H. En particulier il existe g’ tel que gHg 'H = ¢"H. Et
pour tout élément h de H il existe A’ et A" dans H tels que ghg~'h’ = ¢”’h”. En particulier puisque e appartient
a H il existe h” dans H tel que geg~'e = g”’h”" ce qui se réécrit e = g”’h". Ainsi ¢ = h""~!' € Het gHg 'H = H,
c’est-a-dire gHg~! = H. Le sous-groupe H est donc distingué dans G.

Exercice 17 Soit G un groupe. Soit H un sous-groupe distingué de G.
Montrer que si H est cyclique tout sous-groupe de H est distingué dans G.

Solution 17 Soit A un générateur de H. Soit K un sous-groupe du groupe cyclique distingué H. Alors tous les
éléments de K sont égaux a une puissance de h et K est lui-méme cyclique engendré par une puissance de h.

Posons pg = inf{p € N*|h? € K}. Soit h? un élément de K. Nous avons p = gpy + r avec 0 < r < po.
Par suite h? = (hP°)9h" et h" = hP(h~P0)? appartient & K. Puisque py = inf{p € N*|h? € K} nous avons
nécessairement r = 0 et K = (hP0).



Puisque H est distingué dans G pour tout g € G il existe ¢ tel que ghg™' = h?. Par conséquent ghP° g~ = haPo
et K est distingué dans G.

Exercice 18 Soient A un groupe et C un sous-groupe distingué de A. Soient B un groupe et D un sous-groupe
distingué de B.
Montrer que & % B/C <D A/C X B/D.

Solution 18 Considérons ’homomorphisme de groupes entre A x B et A/C X B/D donné par
¢((a,b)) = (aC,bD).
Le noyau de ¢ est égal a

ker ¢ {(a,b) € AxB|aC=Cet bD =D}
= {(a,b) e AxBlaeCetbeD}

= CxD.

Par ailleurs (aC, bD) est 'image de (a,b) par ¢ donc ¢ est surjectif. Il en résulte que ¢ induit un isomorphisme
entre A X B/C « D et A/C X B/D.

Exercice 19 Soient G; et G, deux groupes non isomorphes.
1. Montrer que Z(G1) x Z(Gg) est isomorphe & Z(Gy x Ga).

2. Supposons que G; et Go sont des groupes simples.
(a) Montrer que Gy X Ga contient un sous-groupe distingué Hy isomorphe & G; et un sous-groupe distingué
H, isomorphe & Gs.
(b) Montrer que si H est un sous-groupe distingué de Gy x Gq, alors H N H; est distingué dans Hy et
H N Hs est distingué dans Hs.
(¢) En déduire que H; et Hy sont les seuls sous-groupes distingués de G; x Ga.

Solution 19
1. Montrons que Z(G1) X Z(Gs) est isomorphe & Z(G; x Gs).
Soit (z1,z2) € Gy x Ggj; alors (x1,x2) appartient & Z(Gy x Ga) si et seulement si

Y (y1,y2) € G x Gg (1, 22) (Y1, y2) = (Y1, y2) (21, x2)

si et seulement si

YV (y1,92) € G1 X G (T1y1, T2y2) = (Y121, Y222)
si et seulement si

YV (y1,92) € G1 x Go T1Y1 = Y171 et Toys = Yoxa.

Par conséquent (x1, ) appartient & Z(G x Gz) si et seulement si 1 appartient & Z(G1) et x5 appartient
a Z(Gg). Ainsi
Z(G1 X Gg) ~ Z(Gl) X Z(Gg)

2. Supposons que G; et Go sont des groupes simples.
(a) Montrons que G; x Gy contient un sous-groupe distingué H; isomorphe & G; et un sous-groupe
distingué Hs isomorphe & Go.
Soit H; = G X {ea} o ey est ’élément neutre de Ga. Le groupe H; est un sous-groupe de Gy X Go
isomorphe a Gp. De plus H; est distingué dans Gy x Ga car pour tout (z1,z2) € Gy x Gga, pour tout
(x,e2) € Hy nous avons

(21, 22)(w, €2) (w1, 2) 7" = (21, 22) (w,€2) (27 " 25 ) = (wrway ' mowy ) = (mrazy ' e2)

et (1,22)(x,e2)(x1,x2) "t appartient & Hj.
De méme Hy = {e1} X G2 est un sous-groupe distingué de G; x Ga.



(b) Montrons que si H est un sous-groupe distingué de Gy x Ga, alors HN H; est distingué dans H; et
H N Hy est distingué dans Hs.
Soit (z1,e2) € Hy et soit (z,e2) € HNH;y ; nous avons

(21, €2) (2, €2) (21, €2) "' = (w1, €2) (2, €2) (21 ', €2) = (w127 ', €2)

donc (z1,e2)(w, e2)(x1,e2) "1 appartient & Hy. Par ailleurs H est un sous-groupe distingué de G x Go
donc (z1,e2)(z, ea)(x1, e2) ! appartient & H. Finalement (z1,e3)(z, e2)(z1, e2) "t appartient & H N Hy
et HN H; est un sous-groupe distingué de H;.
De méme H N Hs est un sous-groupe distingué de Hs.

(¢) Les sous-groupes Hy et Hy sont isomorphes a G; et Gy respectivement. Les groupes Gi et Go étant
simples les groupes H; et Hs sont aussi simples. Il y a donc quatre cas possibles qui sont les suivants :
i) HNH; = Hy et HNHy = Hy auquel cas H = Gy x Ga.

) HNH; = Hy et HNHy = {(e1, e2)} auquel cas H = H;y.
iii) HNHy = {(e1,e2)} et HNHy = Hy auquel cas H = H,.
iv) HNH; = {(e1,e2)} et HNHy = {(e1,e2)} auquel cas H = {(e1,e2)}. En effet HHl/H1 (qui est

isomorphe a H) est distingué dans G/Hl, groupe qui est lui-méme isomorphe a Go.

ii

De la méme fagon nous obtenons que si H n’est pas trivial il est isomorphe a Gj.
Ainsi si H n’est pas trivial, il est isomorphe a G; et a Ga et G1 et Gg sont isomorphes : contradiction.
Par conséquent H = {(e1,e2)}.

Ainsi les seuls sous-groupes distingués propres de G; x Gg sont H; et Hs.

Exercice 20 Soient G un groupe et H un sous-groupe de G.
(a) Montrer qu’en posant g - aH = (ga)H, ou a, g € G, on définit une action de G sur I’ensemble G/H des
classes a gauche modulo H.
(b) Montrer que cette action est transitive.
Déterminer le stabilisateur de aH.
(¢) On suppose G fini. Calculer le cardinal d’une orbite et retrouver un théoréme classique.

Solution 20
(a) Posons X = G/H' Soient g dans G et x dans X. Désignons par a, a’ deux représentants de la classe &
gauche z. On a aH = a’H = z ou encore a~'a’ € H. Or

(ga)tgd =a g7 gd =a"td € H

donc gaH = ga’H.
Si on remplace a par un autre représentant o’ de la classe x = aH, alors ga’H = gaH. La formule a donc
bien un sens et définit une application de G x X — X.
C’est bien une action de G sur X puisque
e Vxr =aH € X nous avons ¢ - x = eaH = aH = z,
e Vx=aHe X,VgeG, Vg € G nous avons

g-(g -x)=g-(¢'al) = g(¢'a)H = (9¢')aH = g¢" - =

(b) Pour tous z = aH € X et y = bH € X il existe g € G tel que g-2 = y (prendre g = ba!). 1l existe donc
une seule orbite, égale a X.
Le stabilisateur de = aH est aHa ™! car :

g€G, <= gaH=0aH <= a 'gaH=H <= a 'ga € H <= g € aHa "

(c) Comme G, = aHa~! = Ad,(H) ~ H, on retrouve le théoréme de Lagrange

(G : H] = card (G/H) = card(orb(x)) = :: =

Exercice 21 Soient p un nombre premier et ¢ > 1. En utilisant une action de groupe que ’on précisera montrer
que tout groupe G d’ordre p* admet un élément central (i.e. qui commute avec tout élément de G) d’ordre p.
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Solution 21 Faisons agir G sur lui-méme par conjugaison. Les orbites sont ou bien de cardinal 1 (pour chaque
élément du centre), ou bien de cardinal une puissance de p non égale a 1. En écrivant G comme une union
d’orbites on a donc |Z(G)| = 0 mod p, ce qui interdit & Z(G) d’étre trivial. Soit g € Z(G) ~\ {1}, alors g est
d’ordre p® pour un certain 1 < b < a. Alors ngIF1 appartient & Z(G) et est d’ordre p.

Exercice 22 Soit G un groupe. Soient H et K deux sous-groupes de G tels que K C H C G.
a) Supposons que G soit fini. Montrer que

|G:K|=|G:H|-H:K]|.

b) On ne suppose plus que G est fini. On suppose par contre que H et K sont distingués dans G. Montrer

que
|G:K|=|G:H|-H:K]|.

Solution 22

a) Comme G est fini, on a
|G| =[G : H|[H] H| = [H : K| [K] G| =[G : K[[K]
L’ordre d’un groupe n’est jamais nul donc |K| # 0 et

|G _ |G : H| [H]

G K| =
K K|

=|G:H| - |H: K|.

G G
b) Les groupes G/H et /K/H/K sont isomorphes donc ’G/H‘ = ‘ /K/H/K’ soit |G : H| = ’G/K : H/K’ d’ou

G| | = |Gg] e
|G:H|-H:K|=|G:K].

Exercice 23 Soit G un groupe. Les assertions suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Justifier.
a) Si tout sous-groupe H de G est distingué dans G, alors G est abélien.
b) SiH<G et K<H, alors K« G.
c¢) Soient g et h dans G d’ordre fini. Alors gh est d’ordre fini.
d) Si G a un nombre fini de sous-groupes, alors G est fini.
e) Si H et K sont des sous-groupes de G, alors (HUK) = HK.

Solution 23

a) Faux. Considérons le groupe H des quaternions. Rappelons qu’il est défini de la fagon suivante : H est

I’ensemble
H={=+1, +i, £j, +k}

et la loi de groupe est définie par

(-1)?=1,=j=k*=-1
(=1)-i ( D=—i,(-1)-j=j- () =-J (1) - k=k- (1) = -k
i-j=-j-i=k

Les sous-groupes de H sont

— le sous-groupe trivial {id} qui est distingué,

— le sous-groupe de cardinal 2 engendré par —1 qui est distingué car contenu dans le centre de H,
— les sous-groupes de cardinal 4 sont d’indice 2 dans H donc distingués,

— le sous-groupe H entier qui est distingué.

Les sous-groupes de H sont donc tous distingués mais H n’est pas abélien.

b) Faux. Considérons par exemple G = Sy, H = {id, (1 2)(3 4), (1 3)(24), (1 4)(23)} ~ Z/QZ X Z/2Z et
K ={id, (12)(34)} ~ %4,

11



c)

Faux. Pour avoir un contre-exemple il faut que le groupe G soit infini et non abélien. Prenons par exemple

G=GL(2,Q), g = ( ? _01 > et h = ( _01 _11 ) L’élément g est d’ordre 2, ’élément h est d’ordre 3
1

mais gh = ( 0 1 ) est d’ordre infini.

Vrai. Tout élément de G est d’ordre fini : si g est d’ordre infini, alors le sous-groupe engendré par g est
isomorphe & Z et contient donc une infinité de sous-groupes distincts. Or G a un nombre fini de sous-
groupes cycliques notés (g1), ..., {gn). Donc pour tout g dans G il existe i tel que {(g) = (g;), autrement
dit g est une puissance de g;. Ceci assure que le cardinal de G est borné par la somme des ordres des g;.
Il s’en suit que G est fini.

Faux. L’inclusion HK C (HUK) est toujours vérifiée. En revanche le sous-ensemble HK n’est en général
pas un sous-groupe de G contrairement & (HUK). En effet prenons par exemple G = S3, H = {id, (1 2)} et
K = {id, (1 3)}. Alors (HUK) coincide avec G et HK = {id, (1 2), (1 3), (1 3 2)} n’est pas un sous-groupe
de G.

La réponse est vraie si 'on suppose que H ou K est distingué dans G (exercice).

Exercice 24 Soit S un sous-ensemble non vide d'un groupe fini G. Soit N(S) = {g € G|gSg~' = S} le
normalisateur de S dans G. Soit C(S) = {g € G|Vs € S, gsg~ = s} le centralisateur de S dans G.
Montrer que

)
b)

)
)

N(S) C G et C(S)aN(S).

N(S) = G si et seulement si S = U gSg~t.
geG
Si H« G, alors C(H) <« G.

Si H C G, alors N(H) est le plus grand sous-groupe de G contenant H et dans lequel H est distingué.

Solution 24

a)

Montrons que N(S) C G et C(S) <« N(S). Bien siir e appartient & N(S). Soient g et h dans N(S). Alors

(gh)S(gh)~' =g(hSh™")g~ ' =gSg~' =S

donc gh appartient a N(S). Si g appartient & N(S) on a gSg~—! = S donc en multipliant & gauche et a

droite par g~ ! et g respectivement on a S = g~1Sg, autrement dit g~! appartient & N(S). Ainsi N(S)
est un sous-groupe de G.

De méme C(5) est un sous-groupe de G contenu dans N (S). Montrons que C(S) est distingué dans N(.5).
Soient g € C(S) et h € N(S). Soit s € S. Alors

(hgh™")s(hgh™")~" = hg(h™'sh)g™th™"
et comme h appartient & N(S), on a h~1sh appartient & S. Donc puisque g appartient a C(5)
g(h™tsh)g™! =h7lsh
et finalement
(hgh™Y)s(hgh™)"' = h(h"'sh)h™! = s.
Ainsi hgh~! appartient & C(S) et C(S) < N(S).
Montrons que N(S) = G si et seulement si S = U gSgt.

g9€G
Supposons que N (S) = G. Alors pour tout g € G, on a gSg~* = S donc S = U gSg~ L.
geG
Réciproquement supposons que S = U gSg~L. Pour tout g € G nous avons g~ 'S¢ C S donc en multi-
g€eG

pliant par g et g~ ! & gauche et & droite respectivement nous avons S C ¢gSg~' C S d’ot1 S = ¢Sg~'. Ainsi
g appartient & N(S) et G = N(S5).

1
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c)

Mountrons que si H< G, alors C(H) < G. Supposons que H soit distingué dans G. Soient g dans G, ¢ dans
C(H) et h dans H. Nous avons

(9eg™hlgeg™) ™" = ge(g~ hg)e g ™!
puisque H est distingué dans G nous savons que g~'hg appartient & H. Or ¢ appartient & C(H) donc
c(g7thg)c! = g~ thg et finalement

(geg™Hh(geg™)

L appartient & C'(H). Le groupe C(H) est donc distingué dans G.

ce qui assure que gcg~
Mountrons que si H C G, alors N(H) est le plus grand sous-groupe de G contenant H et dans lequel H est
distingué.

Par définition et a) N (H) est un sous-groupe de G contenant H et H est distingué dans N (H). Considérons
un sous-groupe K de G contenant H tel que H<K. Par définition nous avons kHk~! = H pour tout k € K.
Par conséquent k appartient & N(H) donc K € N(H) ce qui assure la maximalité de N(H) parmi les
sous-groupes de G concernés.

Exercice 25 Soit G un groupe. Désignons par Aut(G) le groupe des automorphismes de G. Si a appartient
a G, notons ¢(a) application

p(a): G—= G g — aga™'.

Montrer que pour tout a dans G V'application ¢(a) est un automorphisme de G (appelé automorphisme
intérieur de G).

Montrer que ¢: G — Aut(G), g — ¢(g) est un homomorphisme de groupes de G dans Aut(G).

Notons Int(G) Iensemble des automorphismes intérieurs de G. Montrer que Int(G) est un sous-groupe
distingué de Aut(G).

Notons Z(G) le centre de G. Montrer que Int(G) ~ G/Z(G)'

Solution 25

)

Il faut montrer que ¢(a) est un homomorphisme de G dans G; bien sir ¢(a)(e) = e. Il reste donc a
montrer que ¢(a)(gg") = ¢(a)(g)¢(a)(g)- Or

o(a)(gg') = agg'a™" = (aga™")(ag'a™") = p(a)(g)e(a’)(g).

1 1

Montrons que ker p(a) = {e}. Soit g € ker ¢(a), autrement dit aga™ = e d’ott g = a~'a = e. Ainsi ¢(a)
est un homomorphisme injectif.

Soit g dans G. On a g = a(a"'ga)a™ = ¢(a)(a'ga). Autrement dit ¢(a) est surjectif.

Il en résulte que ¢(a) est un automorphisme de G et (p(a))™! = p(a™1).

1

D’une part p(e)(g) = ege™ = g, i.e. p(e) = id. D’autre part

p(a) o p(a')(g) = a(a’ga’™")a™" = (ad’)g(aa’) ™" = p(ad’)(g)

c’est-a-dire p(a) o p(a’) = p(aa’). Par suite ¢ est un homomorphisme de groupes de G dans Aut(G).
Int(G) est 'image de G par 'homomorphisme de groupes ¢ ; c’est donc un sous-groupe de Aut(G).
Soit 7 un automorphisme de G ; alors

Top(a)or H(g) =T(at" (g)a™") = 7(a)7(r " (9))r(a™") = T(a)gT(a™")

Ainsi 70 p(a) o 77! = ¢(7(a)) appartient & Im ¢. Le groupe Int(G) est distingué dans Aut(G).
D’une part ker ¢ est le centre Z(G) de G, d’autre part Im ¢ = Int(G). Le théoréme d’isomorphisme assure
que Int(G) ~ G/Z(G)'

Exercice 26 Soit G un groupe et soit H < G un sous-groupe distingué.

)
b)

Décrire les sous-groupes distingués de Gr/H en fonction de ceux de G.

Soit K un sous-groupe de G.
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i) Si K est distingué dans G et contient H, montrer que
St~ Sk

ii) Montrer que HK est un sous-groupe de G égal & KH.
iii) Montrer que H est distingué dans HK.

iv) Montrer que
K ~ HK
YKNH) = VH

Solution 26 Soit G un groupe et soit H < G un sous-groupe distingué.
a) Décrivons les sous-groupes distingués de G/H en fonction de ceux de G. On note 7: G — G/H la projection
canonique. La correspondance K +— 7(K) établit une bijection entre ’ensemble des sous-groupes de G

contenant H et I’ensemble des sous-groupes de Gr/H donc la réciproque est donnée par K +— 7 (K).
Cette bijection induit une bijection entre les sous-groupes distingués de G contenant H et les sous-groupes

distingués de G/H_
b) Soit K un sous-groupe de G.

i) Supposons que K soit distingué dans G et que K contienne H. Montrons que
St~ Sk

Le morphisme 7: G — Gr/H composé avec la projection 7': G/H — (G/H) / (K/H) induit un mor-
phisme surjectif ¢: G — (G/H) / (K/H) Par construction un élément g de G appartient a ker ¢ si et
seulement si 7(g) appartient & ker 7’ = K/H si et seulement si g appartient a K. Ainsi kerq = K.

Le théoréme de factorisation assure alors que ¢ induit un isomorphisme entre G/ kerq = G/K et

G/ Eap.

ii) Montrons que HK est un sous-groupe de G égal & KH.
Soient h, h/ dans H et k, k' dans K. Le groupe H étant distingué dans G il existe h” dans H tel que
k-h' =h" k. Par suite
(h-k)y-(W-K)Y=(h-B")-(k-K)

appartient & HK et HK est un sous-groupe de G.

iv) Montrons que K/(K N H) et (HK)/H sont isomorphes. L’inclusion K — HK induit un morphisme
p: K — (HK)/H. Montrons que p est surjectif : si h est dans H et k dans K, alors la classe (h-k)H = kH
est 'image de k par p, donc p est surjectif. De plus un élément k& € K appartient a ker p si et seulement
si il est dans H. Autrement dit kerp = K N H. On conclut a I'aide du théoréme de factorisation.

Exercice 27 Soit G un groupe fini. Soient H et K des sous-groupes de G. Supposons que
— H et K sont des sous-groupes distingués de G;
— HNK = {e}.
Montrer que HK est un sous-groupe distingué de G d’ordre |H||K].

Solution 27 Montrons tout d’abord que HK est un sous-groupe de G. On définit ’application ¢ par
¢: Hx K — HK (h, k) — hk.

Cette application est injective. En effet soient h, b’ dans H et k, ¥’ dans K tels que f(h,k) = f(W, k), i.e.
hk = W'K'. On en déduit que hh'~t = k'k~!; de plus hh/~! = kK'k~! appartient 4 HN K = {e}. Donc hh/~! =e
et kk'~1 = e c’est-a-dire (h,k) = (W',k’). Cette application est par définition surjective. Soient h, h’ dans H
et soient k, k' dans K. Puisque K est distingué il existe k; dans K tel que hk = k1h. Comme H est distingué
il existe h; dans H tel que kih = hiki. Ainsi hk = hik;. Mais ¢ est injective d’ot h = hy, k = ky et h et k
commutent (hk = kh). Donc hkh'k’ = hh'kk’. On en déduit que

— HK est un sous-groupe de G : la loi est stable dans HK, e appartient & HK et si g € HK, alors g~ € HK ;

— ¢ est un homomorphisme.
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En particulier ¢ est un isomorphisme de groupes.
Montrons que HK est distingué dans G. Soient g € G, h € H et k € K. Alors

ghkg™" = (ghg™")(gkg™") = h1(gkg™")
avec h; dans H car H est distingué dans G. Par ailleurs higkg~' = hik; avec k; dans K car K est distingué
dans G. Donc ghkg™! appartient & HK et HK est distingué dans G.

Montrons que HK est d’ordre |H||K]|. Comme ¢ est un isomorphisme de groupes I'ordre de HK est celui de
H x K, 7.e. H||K].
Exercice 28 Soit G un groupe de centre Z(G).

a) Montrer que Z(G) est un sous-groupe distingué de G.

b) Montrer que si G'/ Z(G) est monogene (i.e. Gr/ Z(G) est engendré par un seul élément), alors G est abélien.

Solution 28

a) Le centre de G est un sous-groupe de G. En effet si z € Z(G) et y € Z(G), alors y~! € Z(G) et pour tout
élément g de G on a zy~ g = xgy~! = gry~! ce qui implique que zy~* appartient & Z(G).
Par ailleurs soit g € G et soit ¢ € Z(G). Comme ¢ commute avec tous les éléments de G nous avons

geg t=cggt =c.

Donc gZ(G)g~! = Z(G) et Z(G) est un sous-groupe distingué dans G.

b) Si G = Z(G), alors G est abélien. Si G # Z(G) et si G/Z(G) est monogene non trivial, alors il existe un
élément z de G tel que z € Z(G) et G/Z(G) = (zZ(G)). Soit y dans G. Ou bien y € Z(G) et 2y = yx. Ou
bien y ¢ Z(G) et il existe n € N tel que y € (zZ(G))" = 2" Z(G), autrement dit y = z™c avec ¢ € Z(G).

Dans ce cas zy = xz"c = z"cx = yx. Ainsi  commute avec tous les éléments de G, i.e. x € Z(G) :
contradiction. Ainsi G = Z(G) et G est abélien.

Exercice 29 On note Hg le sous-groupe de GL(2,C), appelé groupe des quaternions engendré par les trois

matrices
0 1 0 i i 0
=) =(%0) w0 %)

Calculer 'ordre de Hg.
Exhiber les sous-groupes de Hsg.

Exhiber les sous-groupes distingués de Hs.

Ll o

Est-il isomorphe au groupe diédral Dg ?

Solution 29

1. On vérifie que
P=J=K*=-id IJ =K.
Par conséquent le groupe des quaternions est
Hg = {id, —id, I, -1, J, —J, K, —K}.

En particulier il est d’ordre 8.

2. D’apres le théoreme de Lagrange les sous-groupes propres de Hg sont d’ordre 2 ou 4. Il y a un seul
sous-groupe d’ordre 2 : (—id) et trois sous-groupes d’ordre 4 : (I), (J), (K).

3. Tous les sous-groupes de Hg sont distingués.

4. Le groupe diédral Dg compte 5 éléments d’ordre 2 donc n’est pas isomorphe a Hg qui n’en compte qu'un.
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Exercice 30 Soit Qg le groupe des matrices 2 x 2 inversibles engendré par ( (1) (1) > et ( Bl ? ) Ce groupe

est appelé le groupe des quaternions.
a) Quel est 'ordre de Qg ?
b

c
d

Montrer que Qg n’a qu’un élément d’ordre 2.
Quel est le centre de Qg ?

Montrer que tous les sous-groupes de QQg sont distingués.

NN

Peut-on trouver un isomorphisme entre Qg et un produit semi-direct de Z/4Z avec Z/QZ ?

. ] (0 i (-1 0 B (0 -1 (10
Solution 30 PosonsI(i O>"7< 0 i>,ICIj<1 0 )etId(O 1).

a) On vérifie que Id est ’élément neutre,

€

—IdM =-M VM e{Z, J, K} I’=J=K=-Id
IJ=K,JK=T,KI=7J JI=-K,KJ=-I,IK=-J

Il en résulte que Qg contient 8 élements.
b) D’apres ce qui précede 'unique élément d’ordre 2 est —Id.
¢) D’apres ce qui précede le centre de Qg est {Id7 —Id}.

d) Les sous-groupes de Qg sont le groupe trivial, le centre de Qg et

(7) ={1d, -1d, Z, -7} (7)={1d, -1d, 7, -7} (K) = {1d, ~1d, K, —K}

e) Les groupes (Z), (J) et (K) sont tous trois cycliques d’ordre 4 donc isomorphes & Z/42 mais aucun d’entre
eux ne peut étre un facteur semi-direct de Qg car 'autre facteur serait d’ordre 2 et d’intersection réduite
a {Id} avec le facteur d’ordre 4. Or tous ces sous-groupes d’ordre 4 contiennent le sous-groupe d’ordre 2.
Par conséquent Qg ne peut s’obtenir comme produit semi-direct de deux de ses sous-groupes propres.

Exercice 31 Soit G un groupe d’ordre 55 possédant deux sous-groupes distingués d’ordre 5 et 11 respective-
ment. Montrer que G est isomorphe a Z/55Z.

Solution 31 Si H et K sont d’ordre respectif 5 et 11, alors HNK = {e} (en effet tous les éléments de H \ {e}
sont d’ordre 5 et tous les éléments de K \ {e} sont d’ordre 11.

L’exercice assure que HK est un sous-groupe de G d’ordre 5 x 11 = 55 qui est l'ordre de G. Il en résulte
que G = HK. Alors HK est isomorphe a H x K. Par suite G est isomorphe a H x K. Or H est isomorphe a Z/5Z

et K est isomorphe a Z/HZ donc G est isomorphe a Z/SZ X Z/HZ = Z/55Z (théoréme chinois).
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