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Historiquement, les groupes sont d’abord apparus comme « groupes de transformations » i.e.
comme sous-groupes de certains groupes de bijections. On a ensuite progressivement compris
I'intérét d’axiomatiser la notion, ce qui a conduit a la notion de « groupe abstrait », celle que
nous connaissons aujourd’hui. Néanmoins I’expérience montre que pour comprendre un groupe
abstrait, il peut étre utile de le voir, éventuellement de plusieurs fagons différentes, comme un
groupe de transformations.

Les actions de groupe arrivent naturellement...

Les actions de groupes sur des espaces de matrices illustrent une méthode uniforme pour des
problemes de classification que ’on rencontre en mathématiques. En effet en agissant un groupe
partitionne en orbites I’ensemble sur lequel il agit avec, dans le cas des espaces de matrices, une
possibilité d’avoir des actions linéaires. La nature de la classification dépendra alors du groupe
agissant :

¢ groupe linéaire pour des classifications linéaires ;

¢ groupe affine pour des classifications affines;

o le groupe O(n,R) pour des classifications euclidiennes ;

¢ et enfin le groupe projectif pour des classifications projectives.
Chaque orbite se voit munie d’un classifiant (invariant total) et souvent d’une matrice de forme
normale.

Dans les espaces de matrices le probléme de classification provient principalement du pro-
bléme de changement de base. En effet on se sert des matrices pour coder des objets (applica-
tions linéaires, endomorphismes, formes quadratiques, représentations) mais ce codage dépend
de fagon drastique d’une base. Il faut alors gérer le probléeme de changement de bases.

Dans un premier temps, les problématiques sont les suivants : décrire les actions, décrire
les classificants, trouver des algorithmes pour calculer les classifiants, déterminer les formes
normales. Dans un second temps nous pouvons si le corps est R ou C mettre une topologie
sur l’espace des matrices puis chercher les cardinaux de chaque orbite. Enfin dans un troisiéme
temps nous pouvous nous intéresser a des problemes de descente, i.e. nous demander comment
passer de la classification sur un corps k & un sous-corps de k.
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Le premier exemple édifiant est I'action de STEINITZ. Une méme application linéaire est
codée dans deux paires de bases distinctes (e, f) et (¢, f) et les matrices respectives vont
vérifier A’ = P1AQ ol P désigne la matrice de passage de f & f’ et ) désigne la matrice de
passage de e a ¢/. Le classificant est le rang qui se calcule grace au pivot de GAUSS sur les lignes
(a gauche) et sur les colonnes (& droite). La matrice de forme normale de rang r est la matrice
avec 7 "1" sur sa diagonale et des zéros ailleurs. Il n’y a ici pas d’obstruction de descente puisque
le rang est indépendant du corps de base () : par suite deux matrices sur k sont équivalentes
sur L si et seulement si elles le sont sur k. De plus si O, est l'orbite des matrices de rang r
sur R ou C alors son adhérence est donnée par la réunion des O,., 0 < 7’ < r. Pour calculer
le cardinal d’une orbite sur un corps fini on utilise le cardinal du groupe linéaire et le cardinal
d’un stabilisateur.
Nous pouvons considérer le cas de ’action par conjugaison de GL(n,C) sur les matrices dia-
gonalisables sur C et méme sur les matrices nilpotentes. Le premier cas a sa petite spécificité : les
orbites sont toutes fermées et cela constitue une caractéristation des matrices diagonalisables.
Dans le second cas nous tombons, pour les formes normales, sur les réduites de JORDAN. Dans
toutes les éventualités nous n’avons pas d’obstruction de descente : deux matrices carrées sur
k sont LL-semblables si et seulement si elles sont k-semblables.
Nous pouvons aussi traiter le cas de l'action de GL(n,k) par congruence sur l'espace
Sym(n,k) des matrices symétriques. Les choses dépendent drastiquement du corps de base :
o C, invariant = rang;
¢ R, invariant = signature par le théoreme de SYLVESTER ;
¢ et [Fy, invariant = discriminant.

L’algorithme dominant est la méthode de GAUSS.

Il y a aussi I'action a gauche P- A = PA de GL(n, k) sur 'espace M,, (k). En effet lorsque
nous souhaitons résoudre le systeme linéaire AX = Y nous intervenons par combinaisons
linéaires sur les lignes et donc uniquement a gauche sur A € M, ,,(k). Nous effectuons un
algorithme de pivot, mais uniquement & gauche (). Les formes normales sont alors les matrices
échelonnées réduites : pour tout A il existe une unique matrice échelonnée réduite F telle que
PA = FE pour un P dans GL(n,k).

Se donner une représentation complexe d’un groupe fini G d’ordre n revient a se donner n
matrices A, € M(m,C), g € G, qui vérifient les mémes relations que dans le groupe : gh = k
implique AjA;, = Aj. On peut se demander s’il existe une matrice de passage P telle que les
lDAgP_1 soient réelles pour tout g. Une réponse est donnée dans le cas d’une représentation
irréductible par l'indicatrice de FROBENIUS-SCHUR.

1. Rappelons que le rang est égal a la taille du plus grand mineur non nul.
2. le pivot a droite correspondrait a des changements de variables



CHAPITRE 1

GROUPES

1.1. Lois, groupes : généralités et exemples

Définition 1.1.1. — Soit E un ensemble. Une loi de composition interne dans E est une
application u: E x E — E. Notons cette loi x; on a u(a,b) = a xb.

Une loi peut vérifier certaines des propriétés suivantes :
© associativité : on a

Va,b,ce E ax(bxc)=(axb)*c

¢ commutativité : on a
Va,be E axb=">bxa.

¢ existence d’'un élément neutre a droite, a gauche, d’un élément neutre : I’élément e € E
est neutre a droite si x x e = x pour tout x € E, neutre a gauche si e x x = z pour tout
xr € E, neutre si x xe = ex x = x pour tout x € E. Lorsque la loi admet un élément
neutre on dit qu’elle est unitaire.

o lorsqu’il y a un élément neutre il existe des symétriques a droite et a gauche. L’élément
a’ € E est symétrique de a a droite si a *x a’ = e. L’élément o’ € E est symétrique de a a
gauche si a’ x a = e. L’élément o’ € E est symétrique de a si a*xa’ = ada’ xa =e.

Si une loi admet un élément neutre, il est unique. Si une loi admet un élément neutre a droite
et un élément neutre a gauche, ces deux éléments neutres sont égaux et la loi est unitaire.

Si une loi est associative et unitaire, si @’ est symétrique a droite de a € E et si a” est
symétrique & gauche de ce méme élément a, alors o’ = a”. En particulier si la loi est associative
et unitaire on peut parler, lorsqu’il existe, du symétrique de a € E.

Un élément a de E est dit régulier a gauche pour la loi * si pour tout = et tout y dans F on
axxr=axy <x=y.

Un élément a de E est dit régulier a droite pour la loi * si pour tout = et tout y dans F on a

rxa=y*xa << xT=1.
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Le couple (G, *) est un groupe si la loi interne * est associative, possede un élément neutre
e et si tout élément de G a un symétrique.

Si la loi * est commutative, alors G est un groupe commutatif ou abélien.

Si le groupe G est réduit & son élément neutre, c’est-a-dire si G = {e}, on dit que le groupe
est trivial.

Remarque 1.1.1. — En toute rigueur, nous devrions donc écrire « soit (G, *) un groupe »
et non « soit G un groupe ». Respecter ce principe conduirait a alourdir la rédaction, et nous
nous en affranchissons donc le plus souvent ; mais il faut garder en téte que nous commettons
un petit abus, pour les rares cas ou il pourrait y avoir une ambiguité sur la loi de groupe.

1.1.1. Premiers exemples. —

Exemple 1.1.1 (Le groupe Z). — L’ensemble Z des entiers relatifs, muni de I’addition, est
un groupe abélien. L’élément neutre est 0 et le symétrique d’un élément est son opposé.

Lorsque nous parlerons du groupe Z, il sera désormais toujours sous-entendu que sa loi de
composition interne est ’addition.

Exzemple 1.1.2 (Les groupes R et C). — L’ensemble R (resp. C) muni de I’addition est un
groupe dont I'élément neutre est 0 et 'inverse de = est —x.

Exemple 1.1.3. — L’ensemble N muni de ’addition n’est pas un groupe : 1 n’a pas D’inverse
pour la loi + dans N.

Exzemple 1.1.4 (Les groupes R* et C*). — L’ensemble R* (resp. C*) des nombres réels
(resp. complexes) non nuls, muni de la multiplication, est un groupe abélien. I’élément neutre
est 1 et le symétrique d’un élément est son inverse.

Lorsque nous parlerons du groupe R* (resp. C*), il sera désormais toujours sous-entendu
que sa loi de composition interne est la multiplication.

Ezxzemple 1.1.5 (Le groupe GL(n,R)). — Soit n > 2 un entier. Soit GL(n,R) 'ensemble des
matrices de taille n x n a coefficients réels qui sont inversibles. Si x désigne la multiplication
matricielle alors (GL(n,R), x) est un groupe non abélien. Son élément neutre est la matrice
identité de taille n x n et si A € GL(n,R) alors son inverse est simplement I'inverse A~1 au
sens matriciel.

Exemple 1.1.6 (Le groupe Z/nZ)' — On fixe un entier n > 1.

Soit a un entier. La classe de a modulo n est I'ensemble des entiers b tels que b — a soit
multiple de n. En d’autres termes, cette classe est 'ensemble des entiers de la forme a 4+ kn
avec k € Z; elle contient a (prendre k = 0). Soit b un élément de la classe de a modulo n et
soit ¢ un entier quelconque. On a ¢ —a = ¢—b+ (b—a). Comme b — a est multiple de n, on voit
que si ¢ — b est multiple de n alors ¢ — a est multiple de n; en écrivant c —b=c—a — (b —a)
on voit de méme que si ¢ — a est multiple de n alors ¢ — b est multiple de n. Par conséquent,
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¢ — a est multiple de n si et seulement si ¢ — b est multiple de n ; autrement dit, la classe de a
modulo n est égale a la classe de b modulo n. La classe de ¢ modulo n sera notée a.

Soient a et b deux entiers. On a @ = b si et seulement si b appartient & @, c’est-a-dire si et
seulement si b — a est multiple de n (on dit alors que a et b sont égaux modulo n).

En effet, si @ = b alors comme b appartient & b, il appartient & @. Et si b appartient & @, on
a b= a d’apres ce qui précede.

On note Z/nZ I’ensemble des classes modulo n ; on dit parfois que Z/nZ est le quotient de Z
modulo n. Les éléments de Z/nZ sont donc les @ pour a parcourant Z; on dispose ainsi D’une
surjection a — @ de Z sur Z/nZ qui est appelée la réduction modulo n. D’apres ce qui précede
on a a = b si et seulement si b — a est multiple de n.

Nous avons une surjection
/ =
7 — /7’LZ a—a

et @ = b si et seulement si b — a est multiple de n. Nous pouvons donc voir Z/nZ comme
un ensemble de nombres fabriqué en partant des entiers relatifs usuels et en mettant la regle
suivante : deux nombres coincident deés que leur différence est un multiple de n.

Soit a un élément de Z. La théorie de la division euclidienne assure qu’il existe un unique
couple (g,7) d’éléments de Z tels que r € {0, 1, ..., n—1} et a = ng+r. On a donc @ = 7. Soit
s un entier appartenant & {0, 1, ..., n—1}. On a s =T si et seulement si s — r est multiple de
n. Mais comme s et r sont tous deux compris entre 0 et n— 1, la différence r — s est multiple de
n si et seulement r — s = 0 c’est-a-dire si et seulement si s = r. Autrement dit, r est I'unique
entier compris entre 0 et n — 1 dont la classe modulo n est égale a 7.

Ainsi tout élément de Z/nZ est égal & 7 pour un unique élément r de {0, 1, ..., n — 1}.
Par conséquent, les éléments 0, 1, ..., n — 1 de Z/nZ sont deux a deux distincts et Z/nZ =
{0, 1, ..., n—1}. Le cardinal de Z/nZ est donc égal a n.

Considérons par exemple le cas ot n = 3. L’ensemble Z/3Z compte 3 ééments, & savoir 0, 1
et 2. Si a est un entier quelconque, pour savoir auquel de ces 3 éléments la classe @ est égale,
on calcule le reste de la division euclidienne de a par 3. Par exemple, 581 = 3 x 193 + 2, et
donc 581 = 2; et (—47) = 3 x (—16) + 1, d’ou I’égalité (—47) = 1.

Soit n > 0 un entier quelconque. Soit E un ensemble. Soit f une application de Z vers F.
Peut-on définir une application de Z/nZ dans E par la formule @ — f(a)? La réponse est non
en général : il pourrait exister deux éléments distincts a et b de Z tels que @ = b et f(a) # f(b).
On dit que f passe au quotient modulo n si f(a) = f(b) dés que @ = b. Si f passe au quotient,

alors la formule @ — f(a) définit bien une application de Z/nZ dans F que nous qualifierons
d’application induite par f.
Donnons deux exemples :

¢ Considérons I'application sin: Z — R. Elle ne passe pas au quotient modulo 2. En effet
0 = 2 mais sin(0) # sin(2). Nous ne pouvons donc pas définir d’application de Z/2Z dans
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R par la formule @ — sin(a) (si elle existait une telle application devrait envoyer 0 = 2 a
la fois sur sin0 et sin 2 ce qui est impossible puisque sin 0 # sin 2).

¢ Considérons l'application f:Z — R, a — (—1)®. Elle passe au quotient modulo 2. En
effet si a et b sont deux entiers tels que b— a soit pair, alors (—1)% = (—1)*+(-a) = (—1)?,
Par suite f induit une application de Z/QZ dans R donnée par la formule @ — (—1)%.
Cette application envoie 0 sur (—1)° et T sur (—1)! = —1.

Ces considérations se généralisent au cas d’applications de Z" dans E (r désignant un
entier positif) : si une telle application f passe au quotient modulo n, i.e. est telle que
flai, az, ..., a.) = f(b1, ba, ..., b.) dés que @ = b; pour tout 4, alors f induit une appli-
cation de (Z/nZ)T vers E donnée par la formule (a1, az, ..., @) — f(a1, ag, ..., ar).

Application. Considérons I'application

Zx7—-2% ., (a,b) > a+b
Elle passe au quotient modulo n. En effet, soient a, «, b et S quatre éléments de 7Z tels que
@ =a et b= . Montrons que a + b = o + 3. Nous avons
(a+p)—(a+b)=a+p—-—a—-b=(a—a)+(8-0).

Par hypothese il existe un entier ¢ tel que o — a = nf et un entier j tel que g — b = nj. Par
suite

(a+p8)—(a+b) =nl —nj=n(l—j)
autrement dit (a+ ) — (a+b) est un multiple de n, i.e. a + b = o + (. Cette application induit
donc une application de Z/nZ X Z/nZ vers Z/nZ donnée par la formule
(@,b) — a + 0.
Notons la encore +. En d’autres termes nous avons ainsi défini une loi de composition interne
+ sur Z/nZ donnée par la formule

a+b=a+bh.
Montrons que cette loi est associative. Soient @, b et € trois éléments de Z/nZ' Nous avons
(1.1.1) a+(b+c) = a+b+tc
(1.1.2) a+(b+c)
(1.1.3) (a+0b)+c
(1.1.4) a+b+tc
(1.1.5) = (a+b)+e

Remarquons que les égalités (1.1.1), (1.1.2), (1.1.4) et (1.1.5) proviennent de la formule qui
définit la loi interne + de Z/nZ et que (1.1.3) provient de l'associativité de ’addition de Z.

Montrons que I’élément 0 est neutre pour la loi +. En effet soit @ un élément de Z/nZ; nous
avons

a+0=a+0=a.
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La premiere égalité provient de la formule qui définit la loi interne + de Z/nZ et la seconde du
fait que 0 est neutre pour 'addition dans Z. De méme nous pouvons montrer que 0 + a = a.
Montrons que tout élément de Z/nZ possede un symétrique pour la loi +. Soit @ un élément

de Z/nZ' Nous avons @ + (—a) = a + (—a) = 0 (la premiere égalité provient de la formule qui

définit la loi interne + de Z/nZ et la seconde du fait que a + (—a) = 0 dans Z). De méme

(—a) +a = 0. Par conséquent (—a) est le symétrique de @ pour la loi +. On dit aussi que c’est
I’opposé de @ et nous le notons souvent —a. Nous écrivons @ — b plutot que @ + —b.
L’ensemble Z/nZ muni de I'addition définie précédemment est un groupe. Désormais lorsque
nous parlons de Z/nZ il est sous-entendu que sa loi de composition interne est I'addition telle
que définie ci-dessus.
Le groupe Z/nZ est abélien. En effet soient @ et b deux éléments de Z/nZ; nous avons

(1.1.6) a+b = a+b
(1.1.7) = bta
(1.1.8) = b+a

Notons que (1.1.6) et (1.1.8) proviennent de la définition de la loi interne + de Z/nZ et (1.1.7)
provient du fait que Z est un groupe abélien.

Exemple 1.1.7 (Le groupe de KLEIN). — Le groupe de KLEIN (ou Vierergruppe), du nom
de Felix KLEIN, est le plus petit groupe non trivial qui ne soit pas cyclique. On le note K.

Il a quatre éléments ; tous, sauf I’élément neutre, ont un ordre égal a 2, et le produit de deux
éléments distincts d’ordre 2 est égal au troisieme.

Exemple 1.1.8 (Le groupe diédral). — Le groupe diédral est le groupe des isométries du
plan euclidien préservant un polygone régulier a n cotés. Il contient
- les n rotations p (O, %T”) pour k=0, 1, ..., n—1 (O désigne le centre du polygone),
- les n réflexions (i.e. symétries) par rapport aux droites passant par O et les sommets ou
milieux des c6tés du polygone.
Nous verrons qu’il est isomorphe a Z/nZ X Z/2Z et qu’il a pour présentation

Dy, = (r, s|7" = e, s = e, rsrs = ¢€).

Exemple 1.1.9 (Le groupe des quaternions). — Soit Hg = {1, —1, 4, —i, j, —j, k, =k} le
groupe des quaternions. La multiplication est définie par la régle des signes et les formulles
==k =-1 ij=—ji=k jk = —kj=1i ki=—ik =j
Le groupe ainsi obtenu est non abélien : ¢j = —ji. Plus précisément le groupe des quaternions

est 'un des deux groupes non abéliens d’ordre 8.

Le groupe des automorphismes intérieurs de Hg est isomorphe a Hg modulo son centre, et
est par conséquent aussi isomorphe au groupe de KLEIN V. Le groupe des automorphismes de
Hg est isomorphe au groupe symétrique Sy. Le groupe des automorphismes extérieurs de Hg
est alors S4/V qui est isomorphe a Ss.
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1.1.2. Le groupe des permutations. — Soit £ un ensemble et soit S I'ensemble des bi-
jections de E dans E, appelé également les permutations de E. Si o et 7 sont deux permutations

de E, leur composée est une permutation de F. La formule (o,7) — o o 7 définit donc une

loi de composition interne sur Sg. Cette loi est associative et idg en est un élément neutre. Si

o € Sg, la bijection réciproque ¢! est un symétrique de o pour la loi o. L’ensemble Sg muni

de la composition des permutations est donc un groupe.

Lorsque nous parlerons du groupe Sg, il sera désormais toujours sous-entendu que sa loi

de composition interne est la composition des permutations. Lorsque cela ne prétera pas a

confusion, nous nous permettrons d’écrire o7 plutot que o o 7. Nous écrirons aussi parfois

simplement id au lieu de idg s’il n’y a pas d’ambiguité sur E.

Donnons quelques exemples de groupes de permutations :

1.

Le cas de ’ensemble vide. L’ensemble vide posséde une seule permutation, a savoir I'iden-
tité. Le groupe Sy est donc égal a {id}, il est trivial.

. Le cas d’un singleton. Un singleton {g} posséde une seule permutation,a savoir I'identité

(une application de {g} dans lui-méme envoie en effet néecessairement g sur g). Le groupe
S{g} est par conséquent égal a {id} et est donc la encore trivial.

. Le cas ou E possede deux éléments distincts. Supposons que E = {a, b} avec a # b. Le

groupe Sg compte alors deux éléments : I'identité et la permutation 7 qui échange a et b.
Le groupe Sg n’est donc pas trivial : il est égal & {id, 7}. Notons que 72 = id, 7 est donc
son propre inverse. Le groupe Sg est abélien.

. Le cas ou F possede au moins trois éléments distincts. Choisissons trois éléments distincts

a, b et ¢ dans E. Soit 7 la permutation de E qui échange a et b et fixe tous les autres
éléments de E (y compris ¢). Soit o la permutation de E qui échange a et ¢ et fixe tous
les autres éléments de E (y compris b).
D’une part
(coT)(a)=0(1(a)) =0c(b) =0
et d’autre part
(too)(a) =7(c(a)) =7(c) =c

Ainsi 0 o 7 # 7 0 0. En particulier le groupe Sg n’est pas abélien.

Nous nous focalisons maintenant sur les groupes de permutations Sy, ) ; pour alléger un
peu les notations, nous écrirons S, au lieu de Sy, 5} ; notons que S = Sp.
Pour décrire un élément de S,,, nous le présentons sous forme d’un tableau : la premiere ligne

comporte tous les entiers compris entre 1 et n, et sous chacun d’eux nous écrivons son image :

< 1 2 ... )
o(l) o(2) ... o(n)

Par exemple

1 2 3
2 31
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désigne I’élément de S3 qui envoie 1 sur 2, 2 sur 3 et 3 sur 1.

Notons aussi que
1 2 3
1 2 3

Lemme 1.1.1. — Soit n > 0 un entier. Soient X et Y deux ensembles de cardinal n.

est I'identité de Ss.

L’ensemble des bijections de X sur Y a pour cardinal n!.
En particulier (cas ou'Y = X)) le groupe Sx a pour cardinal n!.

Démonstration par récurrence sur n. — Sin = 0, alors X =Y = (). Or si ¢ est une application
de l'ensemble vide dans lui-méme, i = id. Il y a donc une unique bijection de X sur Y (& savoir
Iidentité, et la propriété requise est démontrée puisque 0! = 1.

Supposons n > 0 et la propriété vraie en rang < n. Comme n > 0 ’ensemble X est non
vide; on choisit x € X. Pour tout y dans Y, on note By I’ensemble des bijections de X vers

Y qui envoient x sur y. Le cardinal de B est alors égal a Z card(By). Soit y € Y. Se donner
yey
une bijection de X sur Y qui envoie x sur y revient a se donner une bijection de X ~ {z} sur

Y N {y} : une fois qu’on a imposé que l'image de = doit étre égale & y, il reste a déterminer les
images des autres éléments de X, nécessairement différentes de y. Comme X \ {z} et Y \ {y}
sont de cardinal n — 1, I'hypothese de récurrence assure qu'il y a (n — 1)! bijections de X ~\ {z}
sur Y \ {y}; le cardinal de B, est par conséquent égal a (n — 1)!. Il vient

card(B) = Z card(B,) = Z(n — Y =card(Y)(n—1)!=nx (n—1)! =nl!
yey yey

Donnons la liste explicite de tous les éléments de S,, pour les petites valeurs de n :
< SO = {ld} )
< Sl = {ld} >
o Sy compte 2 = 2! (Lemme 1.1.1) éléments qui sont

(1) ()

o S3 compte 6 = 3! (Lemme 1.1.1) éléments qui sont

i01_123 1 2 3 1 2 3
~\1 2 3 1 3 2 2 1 3
1 2 3 1 2 3 1 2 3
2 3 1 3 21 31 2

[
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o 84 compte 24 = 4! (Lemme 1.1.1) éléments qui sont

id = 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

(1 2 3 4 1 243 1 3 2 4

1 2 3 1 2 3 4 1 2 3 4

1 3 4 1 4 2 3 1 4 3 2

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

2 1 3 4 2 1 4 3 2 3 1 4

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

2 3 4 1 2 4 1 3 2 4 3 1

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

31 2 4 3 1 4 2 3 2 1 4

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

3 2 4 1 3 4 1 2 3 4 2 1

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

4 1 2 3 1 3 2 4 2 1 3

1 2 3 1 2 3 4 1 2 3 4

4 2 3 1 4 3 1 2 4 3 2 1

1.1.2.1. Support d’une permutation. — Soit E¥ un ensemble. Soit ¢ un élément de Sg. Un

point fixe de o est un élément x de E tel que o(z) = x. Notons Fix(o) I'ensemble des points
fixes de 0. L’ensemble des éléments = de F tels que o(z) # x est appelé support de o. Notons

Supp(co) le support de o. Par construction

i.e. si et seulement si o(z) = x pour tout z € E donc si et seulement si o = id.

Remarque 1.1.3. — Pour tout x € E nous avons o(z) = z si et seulement si x est son propre
antécédent par o, d.e. si et seulement si 0~ !(z) = z. Il s’en suit que Fix(c) = Fix(o~!

par passage au complémentaire, que Supp(c—!) = Supp(c).
Exzemple 1.1.10. — Supposons que E = {1, 2, 3, 4, 5} et que
(12345
“\25 3 41

E =Fix(o

Alors Fix(o) = {3, 4} et Supp(o) = {1, 2, 5}.

)|_|Supp(c)

Remarque 1.1.2. — Nous avons ’équivalence :

Supp(o) = 0 si et seulement si Fix(o) = E,
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Comme o est injective, o(o(z)) = o(x) si et seulement si o(z) = z. Autrement dit o(z) €
Fix(o) si et seulement si x € Fix(o). Par passage au complémentaire o(x) € Supp(o) si et
seulement si x € Supp(o).

Par suite I'image et 'antécédent par o d’'un élément de Supp(o) appartiennent & Supp(o) ;
par récurrence o* () appartient & Supp(c) pour tout k € Z et tout 2 € Supp(c). Par conséquent
o induit une bijection de Supp(c) dans lui-méme qui n’a pas de point fixe (rappelons que par
définition Supp(o) ne contient aucun point fixe de ¢). De méme o induit une bijection de
Fix(o) dans lui-méme qui, par définition de Fix(o), est I'identité.

Exzemple 1.1.11. — Si E = {1, 2,3, 4, 5} et

o 1 23 45
\2 5 3 4 1)

alors o induit I'identité de Fix(o) = {3, 4} dans lui-méme. Notons que o induit aussi la bijection
12, 2 =5, 51

de Supp(o) = {1, 2, 5} dans lui-méme.

Soient o1, o9, ..., 0, des permutations de E. Si opx(z) = x pour tout k, nous avons

(0102...0p)(x) = x; il en résulte que ﬂFiX(J@) C Fix(o102...0,). Par passage au com-
0

plémentaire Supp(ci0s...0,) C USupp(ag). En d’autres termes le support du produit est

¢
contenu dans la réunion des supports.

En particulier Supp(c?) € Supp(c) pour toute permutation o de E et pour tout ¢ € N. De
plus Supp(c) = Supp(c~!) donc Supp(c*) C Supp(c) pour toute permutation o de E et pour
tout k € Z.

Remarque 1.1.4. — Le support du produit est en général strictement contenu dans la réunion
des supports. Considérons par exemple une permutation non triviale de E, alors Supp(c) =
Supp(c~!) # 0 mais Supp(co~!) = Supp(id) = 0; en particulier Supp(co=!) € Supp(c) U
Supp(o1).

1.1.2.2. Produit de permutations d supports disjoints. — Soit FZ un ensemble. Soient o1, oo,
..., 0, des permutations de F a supports deux a deux disjoints. Soient Sy, Ss, ..., S, des sous-
ensembles deux a deux disjoints de X tels que Supp(o;) C S; pour tout i (de tels .S; existent,
on peut par exemple prendre S; = Supp(o;)).

Soit x dans S;, alors o(z) appartient a S;. En effet si x est un point fixe de ¢; alors o;(z) =z
et en particulier o;(z) appartient a S;. Si x appartient au support de o; alors o;(x) appartient
au support de o; qui est contenu dans S;.

Soit  un élément de E. Nous avons l'alternative x appartient & aucun des 5; et il existe ¢
tel que x appartient a S;.
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& Supposons que x n’appartienne a aucun des S;; il est alors fixe par tous les o;. Par
conséquent (o102 ...0p)(x) = x.

o S’il existe un entier i tel que = appartient a S;. Notons que cet entier est unique car les
S; sont deux a deux disjoints. Si j > i alors « n’appartient pas a S; et donc oj(x) = . 1l
s’en suit que (041 ...0,)(x) =z et (0i0i41...0n)(x) = 0i(x). L’image o;(x) appartient
a S; ; elle n’appartient donc pas a S; des que j < 4. Il s’en suit que

(o109...00n)(x) = (0102...0i-1)(0i0i+1 ... opn)(x) = (0102 ...0i-1)(0i(x)) = 04(x).

Autrement dit pour tout z €
o si x n’appartient a aucun des S;, alors (o102...0y,)(x) = z;
© sinon x appartient a S; pour un unique i et (o102...0,)(x) = 0;(x).
En particulier le produit o109 ... 0, ne change pas si nous changeons ’ordre des o; : le produit
de permutations a supports deux a deux disjoints est commutatif.
Puisque o;(x) # = dés que = € Supp(o;) ce qui précede entraine que (o102 ...0y,)(x) = = si
et seulement si x n’appartient & aucun des Supp(o;). Ainsi

Supp(o102...0,) = |_| Supp(o;).

Mais o109...0, = id si et seulement si son support est vide; ainsi o109...0, = id si et
seulement si Suppp(o;) est vide pour tout i soit si et seulement si o; = id pour tout i.

1.1.2.3. Cycles. — Soit E un ensemble.

Soient a1, aso, ..., a; des éléments deux a deux distinct de F avec £ entier au moins égal a 2.
Désignons par (a1 az ... ag) la permutation de E définie par
osixzd{ar, as, ..., ar} alors o(x) = x;

o o(a;) = a1 pour tout 1 < i</l —1;
o olag) = ay.
Une telle permutation est appelée un ¢-cycle, ou cycle de longueur .

Exzemple 1.1.12. — Supposons que E = {1, 2, 3, 4}. Le 3-cycle (1 2 4) est la permutation
qui fixe 3, envoie 1 sur 2, envoie 2 sur 4 et envoie 4 sur 1. En d’autres termes c’est la permutation

1 2 3 4
2 4 31

Un 2-cycle de E est également appelé une transposition. Autrement dit si a1 et ag sont deux
éléments distincts de E, la transposition (a; ag) est la permutation qui échange a1 et as et qui
fixe tous les autres éléments de E.

Soit £ > 2 un entier. Soient a1, a9, ..., ag des éléments de E deux a deux distincts. Soit o
le l-cycle (a1 ag ... ag). Par définition Supp(o) = {a1, ag, ..., as}. L'écriture de o sous la
forme (a1 az ... ag) n’est pas unique. En effet 0 = (a2 az ...as a1) et plus généralement

o= (a; aj41 ... ag a1 ag ... aj—1) pour tout 1 <i < /.



1.1. LOIS, GROUPES : GENERALITES ET EXEMPLES 11

Exzemple 1.1.18. — Si E ={1,2,3,4,5} et 0 = (1 5 4 2) alors o s’écrit aussi (5 4 2 1)
mais aussi (4 2 1 5) ou encore (2 1 5 4).

La bijection réciproque ¢~ ! de o = (a1 a2 ... ag) envoie ay sur ap_1, ag_1 SUr Gg_9, ...,
as SUr as, ag SUr ai, ap sur ag. Autrement dit o' est le f-cycle (ag ap—1 ... a3 az ap). En
d’autres termes l’inverse d’un cycle est un cycle obtenu par renversement de ’ordre des termes.

Ezemple 1.1.14. — SiE=1{1,2,3,4,5}eto=(154 2)alorso ' =(24 5 1).

Considérons un élément ¢ de Z/EZ' Il existe un unique entier n € {1, 2, ..., £} tel que c =7 ;
posons a. = ay. Par exemple a; = a1, a5 = a; = Q. Cette notation est trés pratique pour
décrire l'action de o sur {a1, ag, ..., as}. En effet o(an) = ant1 pour tout 1 <n < ¢ —1 et
o(ap) = a1. Mais T = £ + T, nous pouvons donc écrire pour tout n

-1
o(am) = am, 1 o (am) = a-_3
Il en résulte que pour tout d € Z et tout n

O—d(aﬁ) =g, g
Exemple 1.1.15. — Supposons que E = {1, 2, 3,4, 5}, { =5 et
0:(a1 a2 az aq CL5):(2 415 3).

Calculons o~'21(1). D'une part o7121(1) = 071 (a3) = 07! (az) = az_137. D’autre part
121 =120+ 1=5%244+ 1 =0+ 1. Par conséquent o '?1(1) = a3 1= a5 = az = 4.

Soit & un élément de Supp(c). Alors o(x) appartient & Supp(c) pour tout d dans Z. Réci-
proquement tout élément y du support de o est de la forme o%(x) pour un certain 0 < d < £—1.
En effet choisissons i et j tels que x = a; et y = a. Il existe un unique entier 0 < d < /£ —1 tel

qued=7j—1iet

Par suite Supp(o) = {o%(z)},_,-

Le théoréme qui suit joue un réle central dans la théorie des permutations des ensembles
finis. Il permet dans de nombreux cas de ramener I’étude d’une permutation quelconque & celle
de permutations circulaires qui sont plus faciles & manipuler.

Théoréme 1.1.2. — Soit E un ensemble fini. Soit ¢ une permutation de E.

11 existe une famille finie Cy, Co, ..., C, de cycles sur E a supports deux a deux disjoints
tels que o = C1Cy...C,.

De plus cette écriture est « unique a permutation prés des C; ». En d’autres termes si
D1Dsy ... Dy est une autre écriture de o comme produit de cycles a supports deux a deux
disjoints, alors

or=s,
o et il existe une permutation T de {1, 2, ..., r} telle que D; = C (i) pour tout i.
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FEzxemple 1.1.16. — Soit F un ensemble fini. L’écriture de id comme produit de cycles a
supports deux a deux disjoints est simplement son écriture comme produit vide de tels cycles.

Exemple 1.1.17. — Soit C un cycle de E. L’écriture de C comme produit de cycles a
supports deux a deux disjoints est simplement I’écriture C' = C. Il y a donc un seul cycle dans
la décomposition de C' a savoir C' lui-méme.

Exemple 1.1.18. — Soit o la permutation de {1, 2, ..., 10} donnée par
1 2 3 45 6 7 8 9 10
3 10 2 4 7 9 8 5 6 1

o=(13210)4)(5 7 8)(6 9)

Nous avons

Démonstration du Théoréme 1.1.2. — ¢ Construction de cycles.

Soit 2 un élément de Supp(c). Montrons qu’il existe d > 0 tel que o0%(z) = x. Notons
tout d’abord que comme FE est fini, I’ensemble {al(x)}l cy ©st fini. Par suite il existe deux
entiers distincts i > j tels que o'(z) = o’(x) ou encore x = 077 *(x); autrement dit il
suffit de prendre d = j — 1.

Ainsi I'ensemble {d > 0| o%(z) = x} est non vide; il posséde donc un plus petit élément
¢. Puisque = appartient au support de o, o(z) # x et £ > 2. Les éléments x, o(z), o%(z),

.. aé_l(ac) sont deux a deux distincts. En effet, raisonnons par 'absurde i.e. supposons
qu’il existe deux entiers 0 < j < i < £ tels que o'(x) = o/ (z). Alors 07 (z) = z mais
0 <i—j < ¥ : contradiction avec la définition de £.

Considérons le f-cycle C, = (z o(z) o?(z) ... o }(z)). Soit y un élément du sup-
port de C,. Par définition de C, nous avons C,(y) = o(y) et C;'(y) = o~ !(y). Par
récurrence nous obtenons que C%(y) = o%(y) pour tout d € Z. La formule Supp(C,) =
{Cw)}, ¢z, ¢tablie précédemment se réécrit

Supp(Cz) = {0 (V) } 4oz

Soient z et z deux éléments du support de o tels que

Supp(Cy) N Supp(C:) # 0.
Alors C,, = C,. En effet soit y € Supp(C,) N Supp(C;). D’apres ce qui précede

Supp(Cz) = {Ud(y)}dez = Supp(C%)

et Cyx(w) = o(w) = C,(w) pour tout w € Supp(C,) = Supp(C>). Les permutations C,
et C, ont donc méme support et coincident sur ce support commun. Il en résulte qu’elles
sont égales.
o Existence de la décomposition.
Nous venons d’expliquer comment associer a chaque élément x de Supp(o) un cycle
C. Désignons par C I’ensemble des cycles de la forme C, pour z € Supp(c). Notons r
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le cardinal de C et Cq, Cs, ..., C. les éléments de C. Nous avons pour tout i et tout
x € Supp(C;)

Ci(z) = o(x)
et d’apres ce qui précede les supports des C; sont deux a deux disjoints.

Soit x € E. Supposons dans un premier temps que x n’appartienne a aucun des
Supp(C;). Alors z n’appartient pas au support de o. En effet, raisonnons par ’absurde :
supposons que x appartienne au support de ¢. Alors z appartient au support de C, qui
est 'un des C;. Il s’en suit que o(x) = x. Supposons maintenant que z appartient a
Supp(C;) pour un cerain i (nécessairement unique) ; alors o(x) = C;i(z).

Autrement dit

o les C; sont des cycles a supports deux a deux disjoints.
o si z n’appartient & aucun des supports des Cj, alors o(z) = z;
¢ si z appartient & Supp(C;) pour un certain 4, alors o(z) = C;j(x).
Ainsi d’apres ce qui précede o = C1C5 ... C,.
¢ Unicité de la décomposition.

Supposons que ¢ s’écrive D1Ds ... Dy, les D; désignant des cycles a supports deux a
deux disjoints. Le support de o est alors la réunion disjointe des supports des D;.

Fixons 1 < i < s. Puisque 0 = D1 D5 ... D nous avons pour tout y dans Supp(D;)

a’(y) = Di(y).
Si x appartient a Supp(D;), alors

Supp(D;) = {D{(2)} o, = {0(2)} 4oy, = Supp(Cir)
Par ailleurs pour tout y € Supp(D;) = Supp(Cy) nous avons D;(y) = o(y) = Cx(y). 1
en résulte que les permutations D; et C, ont méme support et coincident sur ce support
commun. Elles sont donc égales.
D’aprés ce qui précéde {Di, Do, ..., Ds} est Pensemble des cycles de la forme Cj,
x € Supp(o). Autrement dit {D1, Ds, ..., Ds} = {C1, Co, ...,Cy}.
O

Cette démonstration permet de décrire I'algorithme permettant d’écrire une permutation
quelconque d’un ensemble fini £ comme produit de cycles a supports deux a deux disjoints.
Soit E un ensemble fini. Soit ¢ une permutation quelconque de E. Le coeur de cet algorithme
consiste & associer a un élément x de Supp(c) un cycle C,. Il découle de la définition de ce

dernier qu’il s’écrit (z1 xo ... xy) ou (x;) est la suite construite récursivement par le procédé
suivant :
o T =]

o si o(x;) = z on s’arréte, sinon on pose x;+1 = o(x;).
La décomposition de o s’obtient alors comme suit. Si ¢ = id, il y a rien a faire. Sinon on
construit une suite y1, y2, ..., ys d’éléments de Supp(c) comme suit :
¢ on prend pour y; n’'importe quel élément de Supp(o) ;
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¢ si la réunion des supports des cycles Cy,, Cy,, ..., Cy, est égale au support de o on arréte,
sinon on prend pour y; 41 n’importe quel élément de Supp(c)~ (Supp(Cyl) LI Supp(Cy,) - .- LU Supp(C’yi))
L’écriture cherchée est alors o = Cy, Cy, ... Cy, (les cycles C,, sont eux-mémes construits par
le procédé décrit précédemment).
Voyons ce que cela donne sur un exemple concret :

Exemple 1.1.19. — Reprenons la permutation o de {1, 2, ..., 10} donnée par

Nous avons o(1) = 3, 0(3) = 2, 0(2) = 10 et 0(10) = 1. Le cycle Cy est donc égal a
(1 3 2 10). Son support est {1, 2, 3, 10}. Il y a des éléments de Supp(o) qui n’appartiennent
pas a Supp(Cy), par exemple 4. Nous avons o(4) = 4. Le cycle Cs est donc égal a (4), son
support est {4}. La réunion des supports de Cy et Cy est {1, 2, 3, 4, 10}. Il y a des éléments
de Supp(o) qui n’appartiennent pas & {1, 23, 4, 10}, par exemple 5. Nous avons o(5) = 7,
o(7) =8, 0(8) = 5. Le cycle Cs3 est donc égal & (5 7 8). Son support est {5, 7, 8}. La réunion
des supports de Cy, Cy et Cs est {1,2,3,4,5,7,8,10}. Il y a des éléments de Supp(c) qui
n’appartiennent pas a {1, 2, 3, 4, 5, 7, 8, 10}, par exemple 6. Nous avons o(6) = 9 et o(9) = 6.
Le cycle Cy est donc égal & (6 9). Son support est {6, 9}. La réunion des supports de Cj, Co,
Cs et Cy est Supp(o) = {1, 2, 3,4,5,6,7, 8,9, 10}. D’ou la décomposition

o=(13210)(4)(5 7 8)(6 9)

Remarque 1.1.5. — Nous avons précédemment donné la liste des éléments de S4. Le
« type »d’une décomposition est le nombre de cycles de chaque longueur qu’elle met en jeu.
La liste des éléments de S4 en considérant les différents types possibles de décomposition en
produit de cycles & supports deux a deux disjoints est :

¢ aucun cycle : id;

o une transposition : (1 2), (1 3), (1 4), (2 3), (2 4), (3 4);

o un 3-cycle : (1 2 3),(1 32),(124),(142),(143),(134),(234),(243);

ound-cycle:(1234),(1243),(1324),(1342),(1423),(1432),;

o deux transpositions : (1 2)(3 4), (1 3)(2 4), (1 4)(2 3).

Lemme 1.1.3. — Un cycle de longueur ¢ peut s’écrire comme le produit de {—1 transpositions.
Démonstration. — Soit E un ensemble et soient ai, ag, ..., ay des éléments deux a deux
distincts de E. O

Nous avons

(1.1.9) (a1 as ... ag) = (a1 (lg)(CLQ ag)...(ag_l ag).
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Si E est fini, toute permutation de E peut s’écrire comme un produit de cycles a supports
deux & deux disjoints (Théoréme 1.1.2). Puisque tout cycle sur E est produit de transpositions
(1.1.2) toute permutation de E est produit de transpositions.

Soit n > 0 un entier et soit ¢ un élément de S,. Désignons par P I’ensemble des parties de
{1,2, ..., n} de cardinal 2. Si A = {i, j} est un élément de P, son image o(A) = {0 (i), o(j)}
est encore un élément de P. En effet comme o est injective, o(i) # o(j) donc o(A) est de
cardinal 2. Si A = {u, v} appartient & P, alors o({o"(u), c71(v)}) = A. Ainsi P — P,
A — o(A) est une bijection de P dans lui-méme.

Définition 1.1.2. — Soit n > 0 un entier et soit ¢ un élément de S,,. Soit P ’ensemble des
parties de {1, 2, ..., n} de cardinal 2.

Un élément A = {i, j} de P est une inversion de o si j —i et o(j) — o(i) sont de signes
Opposés.

Notons I(¢) le nombre d’inversions de o.

Exemple 1.1.20. — Soit o la permutation de S définie par

1 2 3 4
2 3 4 1
Les inversions de o sont

{1, 4} {2, 4} {3, 4};

en particulier I(o) = 3.

Théoréme 1.1.4. — Soit n un entier. Soient o et 7 deux permutations de {1, 2 ..., n}.
L’entier I(c) + I(7) — I(oT) est pair.

Démonstration. — Soit P 'ensemble des parties de {1, 2, ..., n} de cardinal 2. Soit E* le
sous-ensemble de P constitué des parties A telles que 7 ne renverse pas l'ordre des éléments
de A. Soit £~ le sous-ensemble de P constitué des parties A telles que 7 renverse 'ordre des
éléments de A ; autrement dit £~ est 'ensemble des inversions de 7. Soit F'T le sous-ensemble
de P constitué des parties A telles que o ne renverse pas l'ordre des éléments de A. Soit F~
le sous-ensemble de P telles que o renverse l'ordre des éléments de A ; autrement dit £~ est
I’ensemble des inversions de o.
Considérons un élément A de P. La permutation o7 renverse I’ordre des éléments de A si et
seulement si nous sommes dans 'une des situations suivantes :
o T ne renverse pas l'ordre des éléments de A et o renverse l'ordre des éléments de 7(A),
i.e. Ac ET et T(A) € F~.
o 1 renverse l'ordre des éléments de A et o ne renverse pas l'ordre des éléments de 7(A),
ie. A€ ET et T(A) € F~.
Soit G~ le sous-ensemble de P constitué des parties A dont I'image par 7 appartient a F~.
Puisque A — o(A) définit une bijection de P dans lui-méme le cardinal de G~ coincide avec
celui de F~, i.e. coincide avec I(0). La permutation o7 renverse l'ordre des éléments de A si
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et seulement si A appartient a £~ et pas & G~ ou A appartient & G~ et pas a £~. Ainsi
I(o7) = Card(E™)— Card(E” NG~ )+ Card(G™) — Card(E~ NG7)

Card(E™) 4+ Card(G™) —2 x Card(E~ NG7)

= I(r)+I(0) —2 x Card(E~ NG")

Ainsi
(o) +I(7) = I(o7) =2 x Card(E~ NG")

est bien pair. 0

Définitions 1.1.3. — Soit n un entier. Soit o € S,,. La signature, notée sgn(o), est (—1)1?) ¢
{—-1,1}.

La permutation o est paire si sgn(o) = 1.

La permutation o est impaire si sgn(o) = —1.

Exemple 1.1.21. — La permutation identité est paire.

Exemple 1.1.22. — Soit o la permutation de S4 définie par

1 2 3 4
2 3 41

Nous avons vu que I(¢) = 3; en particulier o est impaire.

Soit n un entier et soient o, 7 deux éléments de S,. Par définition sgn(or) = (—1)17),

Le théoréme 1.1.4 assure que (—1)17) = (=1)M@)+T) Or (—1){+) = (1)@ (1)1 et
(=) ) (=1)1(") = sgn(o)sgn(r) donc

sgn(o1) = sgn(o)sgn(7).
Pour tout ¢ dans §,, nous avons donc
1 = sgn(id) = sgn(oo!) = sgn(o)sgn(o 1)

d’ott sgn(o) = sgn(o1)~! =sgn(o™?!) (un élément de { — 1, 1} est égal a sont propre inverse
pour la multiplication).

Exemple 1.1.23. — Soit n un entier. Soit 7 = (a b) une transposition de S,,. Notons que
(a b) = (b a), nous pouvons donc toujours supposer que a < b.

Soient ¢ < j deux entiers. La description de 7 assure que 7(i) > 7(j) si et seulement si nous
sommes dans I'un des deux cas suivants :

ci1=aeta<j<b;

ca<i<betj=hb.
On compte b — a couples (i,7) qui satisfont la premieére condition et b — a couples (i,7) qui
satisfont la seconde. Par ailleurs il y a exactement un couple qui satisfait les deux, le couple
(a,b). Ainsi

I(r)=b—a+b—a—-1=2(b—a)—1;
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en particulier I(7) est impair. Nous en déduisons que sgn(7) = —1; autrement dit une trans-
position est impaire.

Exemple 1.1.24. — Soit n un entier. Soit 2 < £ < n et soit ¢ un ¢-cycle de S,,. Nous avons
vu que c est le produit de £ — 1 transpositions. La signature d’une transposition étant —1 nous
obtenons que sgn(c) = (—1)*"!. Autrement dit la parité d’un cycle est opposée a celle de sa
longueur.

Ezemple 1.1.25. — Soit n un entier. Soit ¢ une permutation de {1, 2 ..., n}. Pour calculer
sgn(o) nous pouvons calculer la décomposition de o en produit de cycles a supports deux a
deux disjoints puis d’appliquer la multiplicativité de sgn et I'Exemple 1.1.24.

FExemple 1.1.26. — Soit n un entier. Soit o un élément de S,. Nous avons vu que o peut
s’écrire comme un produit de transpositions T 7o ... 7.
Cette écriture et I'entier r ne sont pas uniques; en effet

(123)=31D12)=(12)(23)=(3221)32(21)

Par contre la parité de r est bien déterminée. La signature d’une transposition étant égale
a —1 nous avons sg(o) = (—1)". Autrement dit ou bien r et ¢ sont pairs, ou bien r et o sont
impairs.

1.1.3. —

Définition 1.1.4. — Soit (G, *) un groupe. Un sous-ensemble non vide H de G est un sous-
groupe de G si la restriction de la loi * a H x H munit H d’une structure de groupe.

Une condition nécessaire et suffisante pour que H soit un sous-groupe de G est que H soit
stable pour *, que e € H et que le symétrique de tout élément de H pour * soit dans H.
Une autre condition nécessaire et suffisante pour que H soit un sous-groupe de G est

H#( Vg,heH g¢gxh 'eH.
Ezxzemple 1.1.27. — Si G est un groupe, alors G et {e} sont des sous-groupes de G.

Exzemple 1.1.28. — Pour tout k € N, l'ensemble kZ := {kn|n € Z} est un sous-groupe
de Z.

Exemple 1.1.29. — Le sous-ensemble R* de C* en est un sous-groupe (et sa structure de
groupe héritée de celle de C* est sa structure de groupe usuelle).

Ezemple 1.1.30. — Le sous-ensemble { — 1, 1} de R* en est un sous-groupe.
Exemple 1.1.831. — Le groupe O, (R) des matrices orthogonales réelles (ce sont les matrices
M qui vérifient MM = id) est un sous-groupe de GL(n,R); le groupe U,(C) des matrices

unitaires complexes (constitué des matrices M qui vérifient *M M = id) est un sous-groupe de
GL(n,C).
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Ezemple 1.1.82. — Soit K le sous-ensemble {id, (1 2)(3 4), (1 3)(2 4), (1 4)(2 3)} de Sa.
Il contient I'identité, il est stable par inversion (chacun de ses éléments est égal & son propre
inverse), et par produit ((1 2)(3 4)(1 3)(2 4) = (1 4)(2 3) etc). C’est donc un sous-groupe de Sy.
Il est isomorphe a .

Exemple 1.1.33. — Soit G un groupe. Soit H un sous-groupe de G et soit H un sous-
ensemble de H. L’ensemble H' est un sous-groupe de H si et seulement si c¢’est un sous-groupe
de G. En effet, les trois conditions que doit vérifier H pour étre un sous-groupe de H sont les
mémes que celles qu’il doit satisfaire pour étre un sous-groupe de G.

Exzemple 1.1.34. — Soit G un groupe. Soit (H;);c; une famille de sous-groupes de G indexée
par un certain ensemble d’indices I. L’intersection des H; est un sous-groupe de G :
¢ Comme chacun des H; est un sous-groupe de G, on a e € H; pour tout ¢ € I et donc
e c ﬂ H;.
el
© Soit h € ﬂ H;. Pour tout 4, I’élément h de G appartient & H; ce qui entraine que h~! € H;
i€l
puisque H; est un sous-groupe de G ; comme ceci vaut quel que soit 4, on a h~! € ﬂ H;.
el
o Soient h et A’ deux éléments de ﬂ H;. Pour tout i, les éléments h et b’ de G appartiennent
el
a H; ce qui entraine que hh/ € H; puisque H; est un sous-groupe de G ; comme ceci vaut
quel que soit 4, on a hh' € ﬂ H;.
iel
Ainsi ﬂ H; est donc bien un sous-groupe de G.
el
Définition 1.1.5. — Un sous-groupe propre de G est un sous-groupe de G distinct de {e}
et de G.

Définition 1.1.6. — Le sous-groupe engendré par une partie P de G est le plus petit sous-
groupe de G, noté (P), contenant P. C’est aussi U'intersection de tous les sous-groupes de G
qui contiennent P.

Définition 1.1.7. — Un groupe est monogéne s’il est engendré par une partie contenant un
seul élément g ; on le note alors (g). Dans ce cas

<9>={---,972797176797927-‘-,g",...}.

Si P = {g1, 92, ..., gn} est une partie finie de G, alors (P) est 'ensemble des produits finis
(« mots ») d’éléments de P et de leurs inverses.

Exemple 1.1.35. — Le groupe (Z/nZ, —i—) est monogene, en effet Z/nZ =(1).
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Exemple 1.1.36. — Supposons que G = Sy et ¢ = (1 2). On a g?> = id et donc ¢*" = id

pour tout n et ¢g2"+!

{id, g} = {id, (1, 2)},

Exemple 1.1.37. — Supposons que G = S; et ¢ = (1 2 3 4). Remarquons que g* = id.
Soit n un entier relatif. Effectuons la division euclidienne de n par 4. Elle fournit une écriture
n =4q+r avec 0 < r < 3. On a alors g" = ¢4 = (¢g*)9¢" = elg” = g¢". Ainsi (g) est
simplement {id, g, g, g3}. Comme 3 = 4 — 1 nous avons ¢° = ¢g-! = (143 2). Un calcul
montre que g% = (1 3)(2 4). Ainsi (h) = {id, (12 3 4), (13)(24), (143 2)}.

= g pour tout n. Ainsi (g) est simplement ’ensemble a deux éléments

Exzemple 1.1.38. — Supposons que G = Z. Le sous-groupe (g) de Z est ’ensemble des entiers
de la forme ng = gn avec n € Z; c’est donc tout simplement ’ensemble des multiples de g, que
I’on note en général gZ.

Ainsi le sous-groupe de Z engendré par 2 est I’ensemble 27 des entiers pairs, celui engendré
par 3 est ’ensemble 3Z des multiples de 3, etc.

En fait tous les sous-groupes de Z s’obtiennent ainsi :

Théoréme 1.1.5. — Soit G un sous-groupe de 7Z. Il existe un unique entier d > 0 tel que
G = dZ.
Démonstration. — & Montrons tout d’abord l’existence.

Si G = {0}, alors G = 0Z.

Supposons maintenant le groupe G non trivial ; G possede alors un élément g non nul.
Il possede méme un élément strictement positif; en effet c’est clair si g > 0O et si g < 0
il suffit de prendre l'inverse (—g) de g. L’ensemble des éléments strictement positifs de
G étant non vide, il posseéde un plus petit élément d. Nous allons montrer que G = dZ.
Puisque G est un sous-groupe de Z contenant d, il contient le sous-groupe de Z engendré
par d, c’est-a-dire dZ.

Reste a montrer 'inclusion réciproque G C dZ. Soit g € G. Puisque d > 0 on peut
effectuer la division euclidienne de g par d. Elle fournit un couple (q,r) d’entiers avec
0 <r<dtels que g =dq+ r. Ainsi r = g — dg. Comme dZ C G, nous avons : —dqg € G.
Puisque G est un groupe g — dq appartient a G, i.e. r appartient & G. Puisque 0 < r < d
et puisque d est le plus petit élément strictement positif de G, nous avons r = 0 et g = dgq.
En particulier, g appartient a dZ et G C dZ.

o Il reste a s’assurer de 'unicité de d. Soit 6 > 0 un entier tel que G = dZ = §Z.

Si d =0, alors G = 0Z = {0} et § est donc nul puisque § appartient & G = 0Z.

Supposons d # 0. Comme d appartient & G = 0Z il existe a € Z tel que d = ad; de
méme il existe b € Z tel que 0 = bd. Ainsi d = ad = abd soit d(1 —ab) = 0. Par hypothese
d est non nul donc 1 —ab = 0 soit ab = 1. Puisque a et b sont entiers ils sont ou bien tous
deux égaux a 1 ou bien tous deux égaux a —1. Si a et b étaient tous deux égaux a —1,
on aurait § = bd = —d ce qui est impossible car d et § sont positifs. Par suite a = b =1
et 0 =bd =d.



20 CHAPITRE 1. GROUPES

O]

On adopte pour la loi du groupe considéré soit une notation additive (x+y = x+7vy), soit une
notation multiplicative (x xy = xy). Lorsque le groupe n’est pas abélien on utilise uniquement
la notation multiplicative.

Notation additive : I’élément neutre est noté 0, I’élément symétrique de g s’appelle son opposé
et est noté —g, la « somme »

g+g+...+g
n fois
est notée ng. Pour n € Z~ N on a ng = (—n)(—g).

Notation multiplicative : ’élément neutre est noté 1, I’élément symétrique de g s’appelle son

inverse et est noté g1, le « produit »

—_—
n fois

est noté g". Pour n € Z~Nona g" = (¢-')™".

Un cas particulierement important de groupes est le cas ot ’ensemble G est fini. Rappelons
que si F est un ensemble fini, le cardinal de F est simplement le nombre d’éléments de F. On
le note Card(E) ou |E|.

Définitions 1.1.8. — Un groupe G est dit fini si ’ensemble G est fini.
Le cardinal d’un groupe fini G s’appelle 'ordre de G.
L’ordre d’un élément g € G est ordre de (g).

Remarque 1.1.6. — Lorsque 'ordre de g est fini, c’est aussi le plus petit entier positif non
nul k tel que g* = e. Soit k l'ordre de g; si £ est un entier positif non nul tel que g* = e alors

k divise £.
Ezxemple 1.1.39. — Le groupe symétrique S,, est un groupe fini d’ordre n!.
Ezxemple 1.1.40. — Soit n > 2 un entier. Le groupe Z/nZ est un groupe fini.

Exemple 1.1.41. — Les trois éléments i, j et k du groupe des quaternions Hg sont tous
d’ordre 4 dans Hg et deux quelconques d’entre eux engendrent le groupe entier.

Définition 1.1.9. — Un groupe monogene G d’ordre fini n est dit cyclique. Dans ce cas
G=(9)={e g 9% ..., 9"}

et g" =e.

Exemple 1.1.42. — Le groupe (Z/nZ’ +) est cyclique.

Ezxemple 1.1.43. — Tous les sous-groupes propres du groupe des quaternions Hg sont cy-
cliques.
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Définition 1.1.10. — Le centre d'un groupe G est 'ensemble Z(G) des éléments de G qui
commutent avec tous les éléments de G c’est-a-dire

Z(G)={z e G|Vg €@, gz =zg}.
Le centre Z(G) est un sous-groupe abélien de G.
Exemple 1.1.44. — Si G est abélien, alors Z(G) et G coincident.

Exemple 1.1.45. — Le centre du groupe des quaternions Hg est non trivial : Z(Hg) =
{1, —1}.
Ezemple 1.1.46. — Notons que S = {id} donc Z(S5;) = {id}.

Ona&y~ Z/QZ donc S; est abélien et Z(S2) = So.

Soit n > 3. Le centre de S,, est réduit a {id}.

Sin >3, sia, bappartiennent a {1, 2, ..., n} et si o appartient a S,,, alors
(1.1.10) oco(ab)oo ! = (o(a) o(b))

Soit ¢ un élément du centre de S,,. En particulier 0o (1 2) = (1 2)o0, i.e. co(l 2)oo~! =
(1 2). Par suite (1.1.10) entraine

(0(1) o(2)) = (1 2).

Ainsi nécessairement (1) =1 ou (1) = 2. De méme oo (1 3) = (1 3) oo et donc

(0(1) o(3)) = (1 3).
Il en résulte que (1) = 1. Ce qu'on a fait avec 1 peut étre fait avec n’importe quel entier
compris entre 2 et n. Il en résulte que o = id.
Réciproquement id commute avec toutes les permutations.

Définition 1.1.11. — Soient G et H deux groupes; on note eg 1’élément neutre de G et ey
I’élément neutre de G’. Un morphisme de groupes (on dit aussi un homomorphisme de groupes)
entre G et H est une application ¢: G — H telle que

Vg, heG  o(gh) = e(g)e(h) pleg) = en
Exemple 1.1.47. — Soit G un groupe. L’identité id: G — G, g — ¢ est un morphisme.

FExemple 1.1.48. — Soit G un groupe. Pour tout sous-groupe H de G linclustion H — G
est un morphisme.

Exemple 1.1.49. — Rappelons que { — 1, 1} est un sous-groupe de R*. Pour tout entier n,
la signature est un morphisme de S, dans { — 1, 1}.

Exemple 1.1.50. — Soient G et H deux groupes. Notons ey I’élément neutre de H. L’appli-
cation constante

G—H g €H
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est un morphisme.

Exemple 1.1.51. — Soient ¢: G — G’ et ¢': G’ — G” deux morphismes de groupes. La
composée ¢’ op: G — G” est un morphisme de groupes. En effet pour tous g et h dans G nous
avons

(@ o@)(gh) = ¢'((gh))
¢ (p(g)e(h))

= ¢'(e(9)¢'(¢(h))

= (¢ o9)(9) (¥ 0 p)(h)
(la seconde égalité vient du fait que ¢ est un morphisme et la troisieme du fait que ¢’ est un
morphisme).
Ezxemple 1.1.52. — Soit n > 1 un entier. L’application

Z — Z/nZ g—=g

est un morphisme de groupes. Cela résulte du fait que g + h = g + h pour tout (g, h) € Z2.

Définition 1.1.12. — Soit ¢: G — H un morphisme de groupes. Le noyau de ¢ est défini
par

kerp = {g € G|p(g) = e}.
C’est un sous-groupe de G. En effet ker p = o~ ({eq}) et

Lemme 1.1.6. — Soit ¢o: G — H un morphisme de groupes.
Soit H' un sous-groupe de H. L’image réciproque ¢~ '(H') est un sous-groupe de G.

Démonstration. — Comme ey € H' (car H' est un sous-groupe de H) et comme p(eq) = ey
on a eg € p H(H).

Soient g et ¢’ deux éléments de ¢~ !(H'). Par définition, ¢(g) € H' et ¢(¢’) € H'. Alors
0(g9') = ¢(g9)p(g") € H' (car H' est un sous-groupe de H). Ainsi gg’ € o~ }(H').

Soit g un élément de o~ (H’). Par définition, p(g) € H'. Alors p(g71) = p(g)~! € H' (car
H’ est un sous-groupe de H) et g+

Il s’ensuit que ¢~ '(H’) est un sous-groupe de G. O

appartient & ¢! (H').

Exemple 1.1.53. — Soit n un entier. Soit £: S, — { — 1, 1} la signature. Son noyau, appelé
groupe alterné, est d’aprés ce qui précéde un sous-groupe de S,, noté A, ; par définition A,, est
constitué des permutations paires.

1. Supposons que n =0 ou n = 1. Alors S,, = {id} et £(id) = 1. Il en résulte que A,, = S,, =
{id} et que 'image de ¢ est égale & {1}.

2. Supposons que n > 2. Le groupe S,, contient alors la transposition (1 2). Sa signature est
—1; par conséquent 'image de € est { — 1, 1} tout entier : la signature est surjective.
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Le groupe A,,, qui ne contient pas (1 2), est un sous-groupe strict de S,,. Lorsque n = 2
le groupe S, coincide avec {id, (1 2)} et le groupe A,, avec {id}. Par contre lorsque n > 3
le groupe A;, est non trivial : il contient (1 2 3).
Détaillons lescas n =3 et n =4
o Le cas n = 3. Une permutation de {1, 2, 3} est ou bien I'identité, ou bien une trans-
position, ou bien un 3-cycle (aucun autre type de décomposition en produit de cycles
a supports deux a deux disjoints n’est possible). L’identité et les 3-cycles sont paires,
les transpositions quant & elles sont impaires.
Puisqu’un 3-cycle de {1, 2, 3} a pour support {1, 2, 3} tout entier, il y a exactement
deux tels 3-cycles : (1 2 3) et (1 3 2). Par conséquent Az = {id, (1 2 3), (1 3 2)}.
o Le cas n = 4. Nous avons précédemment donné la liste des éléments de Sy, classés en
fonction de leur écriture comme produit de cycles a supports deux a deux disjoints.
L’identité et les 3-cyles sont paires, les produits de deux transpositions aussi. Par
contre les transpositions et les 4-cycles sont impaires. Le groupe A4 est donc égal a

{id, (123),(132),(124),(142),(134),(143),(234),(243),
(12)(3 4), (1 3)(2 4), (1 4)(2 3)}

Lemme 1.1.7. — Le morphisme de groupes ¢: G — H est injectif si et seulement si son
noyau est trivial, i.e. ker ¢ = {eg}.

Démonstration. — Supposons ¢ injectif. Soit g un élément de ker . Alors p(g) = eg = ¢(eq)
donc g = e par injectivité de ¢ et ker  est trivial.
Réciproquement supposons que ker ¢ est trivial et soient g et ¢’ deux éléments de G tels

que ©(g) = o(g'). Nous avons ¢(g'g™ 1) = o(¢')¢(g9) ! = en ; autrement dit g~'¢’ appartient &

ker ¢ et comme celui-ci est trivial, g7l¢’ = eq soit g = ¢’. Ainsi ¢ est injectif. O

Définition 1.1.13. — Soit ¢: G — H un morphisme de groupes. L’image de ¢ est définie
par
Imp={heH|3geG, pg) =h}
ou encore
Ime = {¢(g)|g € G}.

C’est un sous-groupe de H. En effet plus généralement on a

Lemme 1.1.8. — Soit ¢: G — H un morphisme de groupes.
Soit G' un sous-groupe de G. L’image p(G') est un sous-groupe de H.

Démonstration. — Comme eg € G’ (car G’ est un sous-groupe de G) et ¢(eq) = eny nous
avons ey € p(G').

Soient h et b’ deux éléments de ¢(G’). Par définition, il existe deux éléments g et ¢’ de G/
tels que p(g) = h et p(g’) = 1. Alors hh' = ¢(9)¢(¢") = ¢(g9’) ; puisque gg’ € G’ (car G’ est
un sous-groupe de G) nous avons hh' € o(G').



24 CHAPITRE 1. GROUPES

Soit h un élément de ¢(G’). Par définition, il existe g € G’ tel que p(g) = h. Alors h™! =
0(9)7! = ¢(g7 ) ; puisque g~! € G’ (car G’ est un sous-groupe de G), nous avons h~! € (G’).
Ainsi ¢(G’) est bien un sous-groupe de H. En particulier ¢(G) est un sous-groupe de H.  [J

Définition 1.1.14. — Un morphisme de groupes dont 'image est le sous-groupe trivial est
dit trivial.

Définition 1.1.15. — Deux groupes G; et Go sont isomorphes s’il existe un morphisme
bijectif ¢: G1 — Gg entre G; et Go.

Tout groupe cyclique d’ordre n est isomorphe au groupe additif (Z/nZ’ +).

Proposition 1.1.9. — Un groupe monogéne est isomorphe a Z ou Z/nZ'
Démonstration. — Soit G un groupe monogene. Il est engendré par un élément g. Il suffit alors
de considérer ’homomorphisme surjectif

n

7Z— G n—g.
O

Relations a droite et a gauche. Soit G un groupe dont la loi sera noté multiplicativement.
Soit H un sous-groupe de G. On a deux relations d’équivalence associées a ce sous-groupe :
o équivalence a gauche modulo H :

gRh <= 3JzecH h=gr <= g 'heH
© équivalence a droite modulo H :
gR'’h <= 3FJzcH h=29g <= hg'lecH

On note gH la classe d’équivalence a gauche modulo H de g € G et Gr/H est 'ensemble des
classes a gauche modulo H.

On note Hg la classe d’équivalence a droite modulo H de g € G et H\G est ’ensemble des
classes a droite modulo H.

On a
gH = {gh|h € H} Hg = {hg|h € H}

Toutes les classes a gauche et a droite ont méme cardinal, celui de H. Il y a une bijection

naturelle entre G/H et H\G donnée par gH +— Hg™ .

Le cardinal de G/H est appelé l'indice de H dans G et est noté |G : H]. Lorsque [G : H] est
fini, cet indice est le nombre de classes & gauche, ou le nombre de classes a droite. On a alors

G| =[G : H] x |H].

En particulier
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Théoréme 1.1.10 (Théoreme de LAGRANGE). — Soit G un groupe fini. L'ordre de tout
sous-groupe de G divise |G|.

Corollaire 1.1.11. — Soit G un groupe fini. L’ordre de tout élément de G divise |G].

Démonstration. — Soit g € G. L’ordre de g est par définition I'ordre de (g). Mais (g) est un
sous-groupe de G, le Théoreme 1.1.10 permet de conclure. 0

1.2. Actions de groupes, sous-groupes distingués, produits semi-directs

Soit G un groupe, soit £ un ensemble.

1.2.1. Actions de groupes. — Le groupe G agit a gauche sur E s’il existe une application
¢: G x EF— FE vérifiant
o pour tout z € E, p(e,z) = x;
¢ pour tous g, ¢’ dans G, pour tout z dans E
(99, 2) = (9. 0(d, 7).

On note ¢(g,x) = g - x; ceci permet de réécrire les propriétés ci-dessus comme suit :

e-r==x (gg’)-a?:g'(g"x)-

Le groupe G agit a droite sur F s’il existe une application ¢: G x ' — FE vérifiant

— pour tout x € E, p(e,x) = x;

— pour tous g, ¢’ dans G, pour tout x dans F

(99, %) = p(g', (g, 2)).
On note ¢(g,x) = x - g; ceci permet de réécrire les propriétés ci-dessus comme suit :
roe=u z (99)=(z-9) 9"

Dans la suite nous ne parlerons que d’actions a gauche que nous appelons simplement actions.

On dit aussi que G opére sur E.

Se donner une action de G sur E revient a se donner un morphisme de groupes ® de G dans
le groupe Sg des bijections de E dans lui-méme. Pour tout g € G on définit ®(g): £ — E par

(g)(z) =g .
Tout morphisme de G dans Sg définit une action a gauche de G sur E.

Définition 1.2.1. — Soit E un ensemble. Soit G un groupe.
Le groupe G opére transitivement sur E si

Vre E,Vye E dgeG g-z=uy.

Le groupe G opére fidélement si ®: G — Sg est injectif, i.e. si g - x = = pour tout x € FE
implique g = e.
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Notons que G/ker<I> opere fidelement sur FE.

Si G n’opere pas transitivement on introduit la relation d’équivalence suivante :
TRy < 3dgeG g-x=y

qui mesure le défaut de transitivité. Les classes d’équivalence sont appelées les orbites de E
sous l'action de G. Les orbites forment donc une partition de E. L’orbite de x € E est notée
O.. Notons que G opere transitivement sur O,.

Exemple 1.2.1. — Les orbites du groupe orthogonal O(n,R) dans son opération naturelle
sur R sont les sphéres centrées en ’origine.

Exemple 1.2.2 (Décomposition d’une permutation en produit de cycles disjoints). —

Le groupe S, opére sur £ = {1, 2, ..., n}. Soit o € S, une permutation. Le groupe
cyclique (o) engendré par o opére aussi sur E. Soient O1, Oy, ..., O les orbites de E sous
laction de (o). Alors les permutations o; définies par

. %)
os(z) = T S? x & O;
o(x) sizeO;

sont des cycles, d’ordre |O;|, deux a deux permutables. De plus o = g109. .. 0.
Par exemple si E = {1, 2, ..., 8} et

(12345673
~\36 451872
nous avons 0 = (1 3 4 5)(2 6 8)(7)=(1345

omis dans 1’écriture de o.

)(2 6 8); en général les cycles d’ordre 1 sont

Un élément x de E est fixe sous 'action de G si pour tout g dans Gona g-x = x.

Soit A C E. Le fixateur de A sous l'action de G est
Fixg(A)={g€ G|Vae A g-a=a}.
Le stabilisateur de A sous I'action de G est
Stabg(A) = {9 € G|Vae A g-ac A}.

Ces ensembles sont des sous-groupes de G.
Notons que lorsque A = {z}, on a Fixg({z}) = Stabg({z}) que 'on note souvent G,.

Exemple 1.2.3. —
Considérons 'action du groupe S, sur E = {1, 2, ..., n}. Le stabilisateur d’un point est
isomorphe a S, _1.

Orbites et stabilisateurs sont liés par la remarque suivante :
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Proposition 1.2.1. —
Soit G un groupe opérant sur un ensemble E.
L’application

G _
“Stabg({z}) = O g
est bien définie et est une bijection.
On en déduit I’énoncé suivant.

Corollaire 1.2.2. —
Soit G un groupe opérant sur un ensemble E. Pour tout x € E nous avons

Gl

19+ = Staba (@]

en particulier |O4| divise |G|.

Premier exemple d’action de groupe : action par translation Le groupe G agit sur lui-méme
par translation a gauche : g - x = gz. Cette action définit un morphisme injectif de G dans Sg.
Si G est d’ordre fini n, alors Sg est isomorphe au groupe S, des permutations des n éléments
de {1, 2, ..., n} (ou groupe symétrique) ce qui démontre le théoréeme de CAYLEY :

Théoréme 1.2.3 (Théoréeme de CAYLEY). — Tout groupe fini est isomorphe a un sous-groupe
d’un groupe symétrique.

Tout sous-groupe H d’un groupe G agit par translation a gauche sur les ensembles quotients

G/K ol K est un sous-groupe de G. Le stabilisateur de la classe & gauche gK est HN gKg~1.

Un point fixe gK est tel que H C gKg~!.

Deuxiéme exemple d’action de groupe : action par conjugaison. — Le groupe G agit sur lui-
méme par conjugaison ou encore par automorphismes intérieurs : G x G — G, (g, x) — g-x =
grg~!. Les orbites pour cette action sont appelées classes de conjugaison.

En particulier, si G est le groupe linéaire GL(n, k) les classes de conjugaison regroupent les
matrices semblables.

Le groupe GL(n,k) x GL(n,k) agit sur M(n,k) par (4,B) - M = AMB™!. Les orbites
regroupent les matrices de méme rang.

Le groupe G opeére sur 'ensemble de ses sous-groupes par automorphisme intérieur : g- H =
gHg™!. Le stabilisateur d’un sous-groupe H sous cette action s’appelle le normalisateur de H
et est noté N (H). Le sous-groupe H est distingué dans son normalisateur. Deux sous-groupes
H et K qui sont dans la méme orbite pour cette action, c’est-a-dire tels que K = gHg™! pour
un élément g de G, sont conjugués. Par exemple dans S3 les trois sous-groupes a deux éléments
sont conjugués et sont leurs propres normalisateurs.

Explicitons cette action dans le cas du groupe symétrique.
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Proposition 1.2.4. — Sio = (a1 ag ... a) € Sy, est un k-cycle et T un élément de S,,, nous
avons
(1.2.1) Tooor ' = (r(ar) T(az) ... T(ag)).

Tous les k-cycles sont conjugués dans S,,.
Les classes de conjugaison de S, sont en bijection avec les partitions de n :

n=ki+ke+...+k, 7N, 1<k <k <...<k,..

Le nombre de classes de conjugaison est donc égal au nombre de « partages » de I’entier n,
et si la décomposition d’une permutation contient ki 1-cycles (les points fixes), ko 2-cycles, .. .,
k., m-cycles, alors le nombre de ses conjugués vaut :

n!
1k1k1! 2k2k2! . . mkmkm! '

Démonstration. — Si z & {7(a1), 7(a2), ..., 7(ax)}, alors 774(x) & {a1, ag, ..., a} donc
Too o1 t(x) = x. Si en revanche x = 7(a;), alors 7 o o7 }(z) = 7 0 0(a;) = T(a;41). Dol
Pégalité (1.2.1).
Ecrivons o = 010y . . .0, comme produit de cycles & supports disjoints de longueurs ki, ks,
.., k- que nous pouvons ordonner de sorte que 1 < k1 < kg < ... < k,. Alors

(1.2.2) Toogor t=(tooior YVo(roogor Ho...o(roo, o771

est encore un produit de cycles disjoints de mémes longueurs ki, ko, ..., k. que ceux de o. Une
classe de conjugaison détermine donc bien une partition de n = k1+ka+. . .+k,. Réciproquement
compte tenu de (1.2.1) et (1.2.2) nous voyons que des permutations correspondant a la méme
partition sont conjuguées. ]

Ezxemple 1.2.4. — 1. Les deux partitions de 2 sont 1+1 et 0+2. Les classes de conjugaison
correspondantes dans Sy sont {id} et {(1 2)}.

2. Les trois partitions de 3 sont 1 +1+ 1, 1 4+ 2 et 3 + 0. Les classes de conjugaison corres-
pondantes dans Sz sont {id}, {(1 2), (1 3), (23)} et {(123), (132)}.

3. Les cinq partitions de 4 sont 1+ 14+ 1+ 1, 1 +1+2, 2+ 2, 1 + 3 et 4. Les classes de
conjugaison correspondantes dans Sy sont {id}, les six transpositions, les trois doubles
transpositions, les huit 3-cycles et les six 4-cycles.

Exzemple 1.2.5 (Classes de conjugaison de Aj). — Le groupe Aj; a cing classes de conjugai-
son :
¢ la classe C7 de I’élément neutre, de cardinal 1;
o la classe C5 des 3-cycles (d’ordre 3), de cardinal 20;
o la classe Cy 9 des produits de deux transpositions de supports disjoints (d’ordre 2), de
cardinal 15;
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o deux classes C5 et Cf de cardinal 12 dont la réunion est ensemble des 5-cycles (d’ordre
5). De plus si t est un 5-cycle, alors t et t? ne sont pas dans la méme classe. Désignons
par exemple par C5 la classe de tg = (1 2 3 4 5) et par Cf la classe de t;; = (1 35 2 4).
En effet les classes de conjugaison de As peuvent se déduire de celles de S5. Rappelons que
si G est un groupe, si g est un élément de G et si Z; est le centralisateur de g (c’est-a-dire I’en-

semble des éléments de G qui commutent & g), alors la classe de conjugaison de g est isomorphe

1G1
iz
une classe de conjugaison de S5 dans Ajs revient a comprendre le lien du centralisateur Z, de
g dans Sy avec son centralisateur Z,; N As dans As.

Rappelons Ajs est le noyau du morphisme

a Gr/ Z, via h — hgh~!: en particulier elle est de cardina Ainsi comprendre ce que devient

sgn: S5 — {1, —1}.

Par suite si H est un sous-groupe de Ss, alors ou bien H est contenu dans A5, ou bien sgnyy: H —

{1, —1} est surjective et donc HN A5 qui en est le noyau est de cardinal |2ﬂ
Soit C' une classe de conjugaison de Ss. Si C'N A5 # 0, alors le caractére xggn de S5 prend la
valeur 1 sur un élément de C' donc sur C tout entier ; autrement dit C' C As. Si g appartient a
C, la classe de conjugaison Cy de g dans Aj est incluse dans C et si Z; est son centralisateur
dans Ss, alors nous avons 'alternative suivante
¢ ou bien Z; C As et alors
|C|:@:1@:1|C\
Tz 21z, 2
et C se scinde en deux classes de conjugaison dans As ;
o Z, contient un élément de signature —1 et alors |Z, N As| = 3|Z,| donc

S
[ Zg N As| IZTg‘ |Zy]

‘Cg| =

et C' = Cy; en particulier C reste une classe de conjugaison dans As.
Puisque (4 5) commute a (1 2 3) la classe des 3-cycles reste une classe de conjugaison de As.
De méme la transposition (1 2) commute a la double transposition (1 2)(3 4) donc Ca o est
une classe de conjugaison de As.
Intéressons-nous maintenant aux 5-cycles. Ils sont au nombre de 24; comme 24 ne divise
pas |As| = 60 la classe des 5-cycles se scinde nécessairement en deux dans As. Considérons le
4-cycle 0 = (235 4) € S5~ As. A partir de

(13524)=0(12345)0"

nous obtenons que ty et 3 ne sont pas dans la méme classe de conjugaison de Ajs. Puisque les
5-cycles sont toujours conjugués dans Ss pour tout 5-cycle ¢, les 5-cycles ¢ et t* ne sont pas
dans la méme classe.
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De maniére générale la conjugaison préserve les propriétés d’une transformation. Par exemple
si o € O(3,R) est une rotation autour d'une droite D et 7 appartient & O(3,R), alors Tooo7 !
est une rotation de méme angle autour de la droite 7(D).

On dit que E est un ensemble transitif sous 'action de G si E ne contient qu’une seule
orbite.

Dans ce cas si H est le fixateur (ou le stabilisateur) d’un élément quelconque = de E il existe
une bijection ¢: E — G/H telle que p(g-z) = g-¢(x) (on fait agir G sur G/H comme ci-dessus,
i.e. par g - (¢H) = (gx)H). Lorsque E et G sont finis, on a
[Tl
Hl  [Fixe(z)|

Les fixateurs de deux éléments de F ont méme ordre et de plus sont deux groupes conjugués.

Card(FE) =

Si F n’est pas transitif les résultats ci-dessus s’appliquent a toute orbite de E, car toute
orbite est transitive sous 'action de G.
Application. On a I’égalité

G/NG = {gHg "' |g € G}.

Par conséquent le nombre de sous-groupes conjugués a un sous-groupe H donné est égal a
I’indice du normalisé de H dans G.

La formule des classes n’est que la reformulation du fait qu’'un ensemble sur lequel un
groupe G agit est réunion disjointe des orbites. Son intérét provient du fait que lorsque G
est fini, le cardinal de chaque orbite divise |G].

Proposition 1.2.5 (Formule des classes). — Soit E un ensemble fini. Soit G un groupe fini.
Soient Og,, Os,, ..., O, les orbites de E sous I'action de G. On a I'égalité
in o) %16 |
car Z car Z : [Fix(s7)] =[G : Stabg({z})].

Considérons 'action de G sur lui-méme par conjugaison. L’orbite d’un élément h du centre
Z(G) de G est égale a {h}. Le fixateur d’un élément quelconque g de G pour 'action considérée
est le centralisateur Cg(g) de cet élément. On a

Ca(g) = {h € G|gh = hg}.

Par conséquent si G est un groupe fini, le nombre d’éléments conjugués a g € G est égal a
I'indice du centralisateur de g dans G. Enfin si G est fini, si Og,, Oy,, ..., Oy, sont les orbites
de G qui contiennent plus d’un élément, la formule des classes se réécrit

q
|G| = |Z(G)| + anrd((’)gi) G)| + Z |CG )|
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Définition 1.2.2. — Le groupe dérivé de G noté D(G) est le sous-groupe engendré par les
commutateurs de G, i.e. les éléments du type ghg~'h~! avec g, h € G.

Le commutateur de g et h est appelé ainsi car il vaut 1 si et seulement si g et h commutent.
Notons que Gr/ D(G) est abélien. C’est méme le plus grand quotient abélien de G, et ceci

caractérise D(G).

Ezxzemple 1.2.6. — Si G est abélien, alors D(G) = {eg}.
Ezemple 1.2.7. — Sio = (1 2 3), alors D(S3) = {id, o, 0%}.
Ezemple 1.2.8. — Nous avons D(As) = As.

Exemple 1.2.9. — Le groupe dérivé du groupe des quaternions Hg est {1, —1}.

1.2.2. Sous-groupes distingués, groupes quotients. — Lorsqu’un sous-groupe H de G

est distingué, on peut munir G/H (et H\G) d’une structure de groupe induite par celle de G.

Définition 1.2.3. — Un sous-groupe H d’un groupe G est distingué si pour tout g € G on
a gH = Hg.

Autrement dit dire que H est distingué dans G revient & dire que pour tout ¢ € G on a
gHg™' = H, ou encore que H est stable par conjugaison.

Lorsqu’un sous-groupe H d’un groupe G est distingué, on note H< G.

Lorsqu’un sous-groupe H est distingué dans G, les relations a droite et & gauche modulo H
coincident et Gr/H = H\G.

Exemple 1.2.10. — Soient G et H deux groupes. Le noyau d’un morphisme de groupes de
G dans H est un sous-groupe distingué de G.

Ezxemple 1.2.11. — Soit G un groupe. Le sous-groupe des automorphismes intérieurs de G
est distingué dans le groupe des automorphismes de G.

Ezemple 1.2.12. — Soit G un groupe. Le groupe dérivé D(G) de G est un sous-groupe
distingué de G.

Soit G un groupe. Soit H un sous-groupe distingué de G. On définit une loi interne sur G/H :
(gH) - (¢'H) = gg'H.

Muni de cette loi G/H est un groupe, appelé groupe quotient de G par H et I’application

surjective canonique 7: G — G’/H est un morphisme de groupes. L’élément neutre pour cette
loi de groupe est H.

Remarque 1.2.1. — Lorsque G est un groupe et H un sous-groupe distingué de G, les
éléments de G/H sont notés gH ou encore [g]. Par exemple [e] = H.
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_ tont 8 _ Hg .
Ezxemple 1.2.13. Le groupe quotient ™8/ Z(Hg) = 3/ (£1} est isomorphe au groupe de

KLEIN K ~ Z/ZZ X Z/QZ' Il y a cing classes de conjugaison : {1}, {—1}, {i, —i}, {4, —j},
(k, —k}.

Soient G et G’ deux groupes. Soit ¢: G — G’ un morphisme de groupes.
1. Le morphisme ¢ passe au quotient par ker ¢ en définissant un morphisme
p: G/kergo — G
Ceci signifie que ¢(g) ne dépend que de la classe [g] de g modulo ker ¢ (rappel : ker ¢ est

un sous-groupe distingué de G) ou encore que si g = h modulo ker ¢, alors ¢(g) = ¢(h).
On peut donc poser pour [g] € G/ ker ¢

@(lg]) = ¢(9)-
Si on restreint ’ensemble d’arrivée de p a Ime = Im® on obtient I'isomorphisme suivant
7 Serp — T,
2. Plus généralement si H est un sous-groupe distingué de G tel que H C ker ¢, alors le
morphisme ¢ passe au quotient par H en définissant un morphisme @: G/H — G
Une autre fagon de dire que ¢ passe au quotient est de dire qu’il existe un morphisme
ptelque p =porm
G2

o

our: G— G’/H est la surjection canonique. On dit que ¢ se factorise par .
3. Revenons au cas H = ker ¢. Notons ¢ I'inclusion de Im¢ dans G’. La décomposition
canonique du morphisme @ est : p =topomw

isomorphisme injectif

™ .G
G surjectif /kergo

Soit G un groupe. Soient H et K deux sous-groupes distingués de G tels que
o K CH;
om: G— G/K est la surjection canonique.
Alors
o H/K est isomorphe au sous-groupe distingué m(H) de G/K. En général on identifie w(H)
et H/K

G
o /H est isomorphe a vVH /K.



1.3. APPLICATIONS 33

Soit G un groupe. Soient H un sous-groupe distingué de G et K un sous-groupe de G. Alors
o HK = KH et HK est un sous-groupe de G;
o H est un sous-groupe distingué de HK;
o HK/H et K/K A | sont isomorphes.

Application. Soit ¢: G — G’ un morphisme de groupes. Soit K’ un sous-groupe de G'.
L’image réciproque K = ¢ 1(K’) de K’ par ¢ est un sous-groupe distingué de G et G/K est
/
isomorphe a G JK!-

Définition 1.2.4. — Soit G un groupe. Un sous-groupe de G qui est stable par tout auto-
morphisme de G est dit caractéristique.

Exemple 1.2.14. — Soit G un groupe. Le groupe D(G) engendré par les commutateurs de G
est caractéristique. En effet si ¢ est un automorphisme de G, si g et h sont des éléments de G,
alors (ghg th™1) = ©(g9)e(h)¢(g9) e(h)~! autrement dit les commutateurs sont conservés.

Tout sous-groupe caractéristique de G est distingué dans G.
Tout sous-groupe caractéristique d’un sous-groupe distingué de G est un sous-groupe distin-
gué de G.

Définition 1.2.5. — Un groupe simple est un groupe qui ne contient aucun sous-groupe
distingué propre.

Les groupes abéliens simples sont isomorphes a (Z/pZ’ +) ou p est premier.

1.3. Applications

1.3.1. Les groupes SU(2, C)/{iid} et SO(3,R) sont isomorphes. — Réfsrence : [CG17, p. 232-
234]
Lecons possibles :

182 : Applications des nombres complexes a la géométrie.

108 : Exemples de parties génératrices D’un groupe. Applications.

191 : Exemples d’utilisation des techniques d’algébre en géométrie.

103 : Conjugaison dans un groupe. Exemples de sous-groupes distingués et de groupes quotients. Applications.

n

Soit E = R"™ et soit ¢ la forme quadratique canonique g(x1,x2,...,T,) = Z l’i L’ensemble
k=1

des éléments f du groupe linéaire GL(R") tels que ¢(f(x)) = g(x) pour tout z € E est un

groupe appelé groupe orthogonal standard. Il s’identifie canoniquement au groupe des matrices
orthogonales n x n

O(n,R) = {4 € GL(n,R) |"AA = A'A =1d}
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oll 'A est la matrice transposée de A. Le déterminant d’un élément de O(n,R) appartient
a {1, —1}. Le sous-groupe SO(n,R) = O(n,R) N SL(n,R) des éléments de O(n,R) dont le
déterminant est 1 est un sous-groupe de O(n,R).

Rappelons que le groupe unitaire est

U(n,C) = {A € GL(n,C) | A*A = AA* =1d}

oll la matrice ajdointe de A est notée A* (i.e. A* = 'A). Le groupe spécial unitaire est par
définition SU(n,C) = U(n,C) N SL(n,C); il est formé des matrices unitaires de déterminant 1.
Pour n=2on a

SU(2,C) = {( Z ab ) € M(2,C)|al)* + |b* = 1}.

Rappelons que le groupe SU(2,C) est difféomorphe a la sphere S? C R?* via

3 4 a+if —vy+1id
v: S° C R* — SU(2,0C), (a,ﬁ,'y,é)r—><7+i5 o if )

SU(2,C)

Théoréme 1.3.1. — Les groupes /{:tid} et SO(3,R) sont isomorphes :

SU(2,C ~
( )/{iid} ~ SO(3,R)
Lemme 1.8.2. — Les retournements, i.e. les rotations d’angle m, engendrent SO(3,R).

Démonstration. — Tout élément de SO(3,R) est la composition d’un nombre pair de réflexions.
Il suffit donc de montrer que la composée de deux réflexions est une composée de deux retour-
nements.

Soient x et y deux points de R? \ {0}. On désigne par 7, et 7y les réflexions respectives par
rapport & x et y-. On a

Tz 0Ty = (—Tz) 0 (—7y)

et —7, et —7y, sont des retournements. OJ

Démonstration du Théoréme 1.5.1. — Rappelons que

H:{( @ b ) EM(Q,C)|a,beC}.

b @

est un R-espace vectoriel de dimension 4 dont la base canonique est {id, I, J, K} ol
i O 0 -1 0 i

Le déterminant correspond a la norme au carrée N: h — hh donc au produit scalaire standard
sur R*; du point de vue matriciel h correspond & la transposée conjuguée.
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Le sous-espace

H:{(‘Z _ab>eM(2,<C)yaeiR,beC}

des quaternions imaginaires purs est 'orthogonale de R = Rid ; il s’identifie & R3.
Notons que SU(2,C) ~ S? agit sur H par automorphismes d’algébres

¢: SU(2,C) — Aut(H)
h— pp: H—H

w— huh ™!

L’application ¢y, est linéaire et respecte la norme de H car N(huh™!) = N(u). Comme id est
central dans H I’action de SU(2, C) préserve R et donc préserve son orthogonal I. On peut alors
considérer

¢: SU(2,C) — O(I)
h— op: T—1

w— huh™!

Via le choix d’une base on a un isomorphisme entre les isométries de I et le groupe orthogonal

O(3,R). On peut donc définir un morphisme encore noté ¢: SU(2,C) — O(3,R).
Remarquons qu’en fait ¢ est a valeurs dans SO(3,R); en effet SU(2,C) est connexe donc

©(SU(2,C)) est contenu dans la composante connexe de l'identité de O(3,R), a savoir SO(3, R).
Déterminons ker . Par définition

ker p = {M € SU(2,C)| M commute avec I, J et K}.

Ainsi ker ¢ correspond & 'intersection du centre de H (i.e. les quaternions réels) avec la sphére
unité. Par suite ker ¢ = {£id}.

Montrons que ¢ est surjective. D’apres le Lemme 1.3.2 il suffit de montrer que tout retour-
nement est dans I'image de ¢. Soit h un élément de S? NI ~ S?. Considérons

— d’une part le retournement 7, de I ~ R3 d’axe Rh,

— d’autre part la rotation ¢y,

Montrons que @}, = 73, :

— on a @p(h) = hhh=' = h;

— soit u € h't, d.e. u tel que uh + h = 0 car la forme bilinéaire symétrique associée a la

norme N (h) = hh est

1, _
AN / /
(h, by = 2<hh +W'h).
Puisque u et h appartiennent & I 'égalité uh + ht = 0 se réécrit —uh — hu = 0 ou encore

huh~! = —u soit ¢y (u) = —u.
O
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1.3.2. Théoréme de Wedderburn. — Référence : [Pers2, p. 82]
Lecons possibles :
101 : Groupe opérant sur un ensemble. Exemples et applications.

123 : Corps finis. Applications.

Théoréme 1.3.3. — Tout corps fini est commutatif.

Soit k un corps et soit n € N*. Supposons que n est premier a la caractéristique de k.
L’ensemble des racines n-iémes de 'unité dans k est noté p, (k)

pn(k) = {¢ € k| =1}
C’est un sous-groupe de k*, de cardinal < n, donc cyclique.

Notons K, le corps de décomposition de P, = X™ —1 sur k. Alors |, (K,)| = n et p,(K,) ~
Z/nZ' De plus comme py, (k) est inclus dans g, (K, ), on a iy, (k) ~ Z/dZ pour un certain diviseur
d de n.

Une racine n-iéme primitive de 1 est un élément ¢ de K, tel que (" = 1 et (% # 1 pour
d < n. Autrement dit ¢ est un générateur du groupe u,(K,) de sorte qu’il y a ¢(n) racines
primitives de 1 (voir [Perrin, Cours d’algebre, page 24]). Leur ensemble est noté p (Ky,).

Le n-ieme polynéme cyclotomique ¢, x € K,[X] est donné par la formule

d)n,lk(X) = H (X - C)
Cep, (Kn)
Remarques 1.3.1. — ¢ Si ¢ est une racine n-iéme primitive de I'unité, les autres sont
les "™ avec pged(n,m) = 1.
o Le polynéme ¢y, est unitaire, de degré ¢p(n).

Proposition 1.3.4. — On a la formule
X" =1 =[] bax(X).
din
Démonstration. — Cela résulte de I’égalité
X" —1=]]¢a(X)
din

(I'union est ici disjointe) qui dit que si ¢ est une racine n-ieme de 1, 'ordre de ¢ est un diviseur

de n. O
Remarque 1.3.2. — En comparant les degrés des polyndémes on retrouve la formule
n= Z o(d).
dn
Démonstration du Théoréme 1.3.3. — Considérons un corps fini k. Notons Z(k) le centre de
k:

Z(k)={ack|Vz ek, za=az}
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Z(k) est un sous-corps commutatif de k de cardinal ¢ > 2. Puisque k est un Z(k)-espace

vectoriel on a |k| = ¢".
Si k est commutatif la démonstration est terminée. Supposons donc k non commutatif. En

particulier n > 1. Alors k* opére sur lui-méme par automorphismes intérieurs

tg: k' — k¥, z— grg L.

Considérons cette action. Pour g € k* on note Oy l'orbite de g. Posons
ky = {z € k| gz = 2g}.

Notons que k, est un sous-corps de k (pas nécessairement commutatif). Le stabilisateur de g

est k.
g
On a |ky| = q%; de plus d divise n (en effet I'inclusion ki C k* entraine que q% — 1 divise
¢" — 1 et pour g € N, ¢ > 2, ceci implique que d divise n). Le cardinal de O, est
k" _¢" -1

Oy = 1 = .
05l = g1 = =1

Par définition des polynoémes cyclotomiques on a dans Z

" —1= 1] ém(a)
mln
et
¢" —1=1] ¢m(a)
mld
Il en résulte que
q" —1
d—_1 H Pm(q)-
q m|n, m|d

. . . . n__
En particulier ¢, (q) divise 311_}-
D’aprés ’équation aux classes

K| =1Z(&) |+ Y O]
9¢Z (k)

Or g ¢ Z(k) si et seulement si d # n de sorte que
q" —1
nol=g-14+Y L
4 (14> Ty

la somme portant sur un certain nombre de diviseurs stricts de n. Par suite ¢, (q) divise ¢ — 1

En particulier |¢n(q)] < g — 1.
Notons (i, ..., (¢ les racines primitives niémes de 1; elles vérifient

{ & =1
& #1 (carn #1)

On a ¢n(q) = (¢ —¢1)(g—¢2) ... (¢ —¢¢)- Pour tout i on a ¢ — G| >¢qg—1:
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_":]-
ry
'
FS
<+

Ainsi
bn(@)| > (= 1) 2q—1
contradiction. O
1.3.3. Automorphismes de Z/nZ. —— Références : [Per82, p. 24-26], [Ser77, p. 12-13]

Lecons possibles :
120 : Anneaux Z/nZ‘ Applications.

104 : Groupes abéliens et non abéliens finis. Exemples et applications.

Soit n un entier > 2. Si s désigne un élément de Z, nous notons 3 son image dans Z/nZ‘

Proposition 1.3.5. — Soit s € Z. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
¢ s et m sont premiers entre eux;

© § est un générateur du groupe (Z/nZ, +) ;
X
© § appartient au groupe (Z/nZ) des éléments inversibles pour la multiplication de ’an-

neau Z/nZ'

Démonstration. — D’apres Bezout nous avons

5 et n sont premiers entre eux <= il existe A\, p € Z tels que As+pun =1

<= il existe A € Z tel que A5 = 1 dans Z/nZ
X
— s¢€ (Z/nZ)
D’autre part si A appartient a Z, alors

As=1
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Définition 1.3.1. — On appelle fonction d’Euler et on note ¢(n) le nombre d’entiers m tels
que

1<m<n

m premier avec n

D’apres la Proposition 1.3.5 nous avons 1’égalité

X
o(n) = |(Z4z)
Par ailleurs si p est premier il est clair que

{ plp)=p—1

_ a—1

o(p®) =p* *(p—1) pour un certain o € N*

X
Proposition 1.3.6. — Les groupes Aut (Z/nZ> et (Z/nZ) sont isomorphes

y/ ~(Z, \"
Aut( /nZ) = ( /nZ)
En particulier Aut (Z/nZ) est un groupe abélien de cardinal p(n).

Démonstration. — Soit ¢ un élément de Aut(Z/nZ>. Alors (1) est un générateur de

X
(Z/nz, +) donc (1) appartient a (Z/nZ> (Proposition 1.3.5). Considérons

@ € Aut <Z/nz) = (1) € (Z/nZ) ’

Montrons que ¢ est ’homothétie de rapport @ = ¢(1). Nous pouvons supposer que a > 1.
Pour tout 0 <z <n — 1 on écrit
@) =1 +1+...+)=p1)+¢(1)+...+¢p(1)=a+a+...+a=az.
—_—

\H_/
z fois z fois z fois

Ceci implique que la bijection

_ X
p € Aut (Z/nZ) — (1) € (Z/nZ)
est un morphisme de groupes donc un isomorphisme.
X
Soit o défini sur (Z/nZ) par o(s)xr = sz. Comme s(z +y) = st + sy on a : o(s) est un

endomorphisme de (Z/nz, —i—). C’est un automorphisme puisque, s étant inversible, sx = 0

entraine x = 0.
On peut vérifier que o et 7 sont réciproques I’'un de 'autre. O

X
Précisons maintenant la structure de (Z/nZ) suivant la décomposition en facteurs premiers
de n. Pour ce faire rappelons le Lemme chinois :
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Proposition 1.3.7 (Lemme chinois). — Si p et q sont premiers entre eux, alors

Z ~ 7 Z

Vpgl. = L <
Démonstration. — Soit 7, resp. 7, resp. " la classe de n modulo pq, resp. p, resp. g. Considérons
I’homomorphisme

Z/qu — Z/pz X Z/qZ, n— (0, n)
C . PO I/ / R/ 7,

11 est injectif car pged(p, ¢) = 1. On conclut grace a I’égalité ‘ /qu‘ = ‘ /pZ X /qZ . O
Proposition 1.3.8. — Soit n un entier. Si n = p{'p5*...pS" ou les p; désignent des entiers

premiers distincts et les «; des éléments de N*, alors on a
¢ un isomorphisme d’anneaux

T
7 ~TT1%2, .
7nZ = H /p?’Z
i=1

¢ un isomorphisme de groupes

(%hz)" =TT (pez)”

i=1
o et
T ‘ T 1
= [T et =n]] (1 - )
i=1 i=1 Pi
Démonstration. — La premiere assertion résulte du Lemme chinois.

En passant aux éléments inversibles on obtient la seconde assertion.
Il en résulte la troisiéme assertion. O

X
Reste a déterminer la structure des (Z/pO‘Z) pour p premier. Commencgons par 1’énoncé

suivant :
Lemme 1.3.9. — Si p est un nombre premier, alors
Z, \ 7
(/pZ> = p-1)z
Remarque 1.3.3. — Si d divise n, désignons par Cy I'unique sous-groupe de Z/nZ d’ordre

d. Soit ®4 ’ensemble des générateurs de Cy. Comme tout élément de Z/nZ engendre 'un des
Cy le groupe Z/nZ est réunion disjointe des ®4 et

#(Lhp) =Y #®a=>ld

din din

Lemme 1.3.10. — Soit H un sous-groupe d’ordre fini n. Supposons que pour tout diviseur
dden

#{gcH|g? =1} <d.
Alors H est cyclique.
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Démonstration. — Soit d un diviseur de n. S’il existe ¢ € H d’ordre d, alors le sous-groupe

(9) = {1, 9, 9% ..., g% '} engendré par g est cyclique d’ordre d. Etant donnée ’hypothése

tout élément h de H tel que h® = 1 appartient & (h). En particulier les seuls éléments de H

d’ordre d sont les générateurs de (g) et il y en a ¢(d). Ainsi le nombre d’éléments de H d’ordre

d est 0 ou p(d). Si ¢’était 0 pour une valeur de d, alors n = ng(d) impliquerait [H| < n :
dn

contradiction. En particulier il existe g dans H d’ordre n et H :| (9). O

X
Démonstration du Lemme 1.3.9. — On applique le Lemme 1.3.10a H = (Z/pZ) etn=p—1.
Il est en effet clair que I'équation z¢ = 1 qui est de degré d a au plus d solutions dans Z/pZ' ]

Il faut ensuite distinguer les cas p = 2 et p impair.

Proposition 1.3.11. — Si p est un nombre premier > 3 et o un entier > 2, alors
Z L Z ~Z
(/paZ> =o)L= N - 1)

Lemme 1.3.12. — Si k appartient a N*, alors (1 —i—p)pk =1+ \p*t! pour un certain \ € N*
premier a p.

Démonstration. — Si k =1, alors

(1+p)p:1+<€>p+...+<};>pi+...+pp

et pour 1 < i < p, p divise (Y) donc pour i > 2 et i < p p? divise (£)p’ et comme p > 3 p* divise
aussi pP de sorte que
(1+p)P =1+p° +up® =14 p*(1 + up)
et A =1+ up est bien premier a p.
Supposons que (1 +p)pk =14 \pFT! avec A premier & p, alors

p—1
(1 +p)pk+1 =1+ MY =1+ Z (1;) Aip(k+Di L AP (k+1)p,
i=1

k+2 k+3

et pouri>2p est en facteur donc

(L+p)" =1+ M2 (A + up).

Sii=1, alors Ap

O
Démonstration de la Proposition 1.3.11. — D’apres le Lemme 1.3.12 1 + p est un élément
X
d’ordre p®~ ! de (Z/paZ) . En effet
(1 +p)pa_1 =1+ Xp®* =1 mod p*

et
a—2
(1+p"  =1+2p"""
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avec p A done (1+p)P* ° # 1 dans Z/paZ'
Considérons ’homomorphisme surjectif naturel induit par I'identité de Z :

v (%rz) ~ (%z)

X
Soit g un élément de (Z/paZ) qui engendre Z/(p N/ (Lemme 1.3.9). L’ordre de g est un
multiple de p — 1 et donc dans le groupe (g) il y a un élément h d’ordre p — 1. Mais comme

X
(Z/paz) est abélien, h(1+ p) est d’ordre p*~1(p — 1) en vertu du Lemme 1.3.12 et le groupe
est cyclique. 0

Il reste a traiter le cas p =2 :

Proposition 1.3.13. — Nous avons
X
(%4z) =11}
X
(Z/4z) = {1, -1} ~Z4y

X
(Z/ 2@2) ~Lso x Z/Qasz pour o > 3

X
Remarque 1.3.4. — Le groupe (Z/Qaz) n’est donc pas cyclique des que a > 3.

Lemme 1.3.14. — Si k désigne un élément de N*, alors 52° = 1 4 \2k+2 pour un certain A
impair.
Démonstration. — Pour k = 1, nous avons d’une part 52 = 25 et d’autre part 14 3 x 23 = 25.

Suppsons que (5)2k =14 X2F2. Alors

(5)2k+1 _ (1 + )\2k+2)2 =1+ A2k+3 + )\2 22k+4 =14+ )\(2 + )\2k+2) 2k+2.

Démonstration de la Proposition 1.3.13. — Les cas 2 et 4 sont triviaux.
Traitons les autres, i.e. supposons que « > 3. Considérons I’homomorphisme surjectif

P (Z/QC“Z>X - (2/42)X = {1, 1} =Dy,

Posons H = ker ). Alors |H| = 2972 et 5 € H est d’ordre 22 (Lemme 1.3.14). Par suite H est
cyclique et nous avons la suite exacte

X

X
D’autre part comme 1 et —1 ne sont pas égaux modulo 4, le sous-groupe {1, —1} de (Z/QaZ>

X
fournit un relevement de Z/2Z de sorte que ’extension est scindée. Mais comme (Z/Qaz) est
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abélien nous avons un produit direct :

(Z507) 2Ly x Y, 9027,

1.3.4. Isomorphismes exceptionnels. — Réfsrence : [Per82, p. 106]
Lecgons possibles :
101 : Groupe opérant sur un ensemble. Exemples et applications.
103 : Conjugaison dans un groupe. Exemples de sous-groupes distingués et de groupes quotients. Applications.
104 : Groupes abéliens et non abéliens finis. Exemples et applications.
105 : Groupe des permutations d’un ensemble fini. Applications.

106 : Groupe linéaire d’un espace vectoriel de dimension finie E, sous-groupes de GL(E). Applications.

Quelques rappels

Définitions 1.3.2. — Soit E un plan vectoriel (i.e. un espace vectoriel de dimension 2) sur k.
On appelle droite projective associée a E 1’ensemble des droites vectorielles de E. Cet en-
semble est noté P(FE).
On appelle droite projective tout ensemble de la forme P(E) (pour un certain plan vectoriel
La droite projective associée au plan k? est notée P!(k); elle est appelée droite projective
standard sur k.

Soit E un plan vectoriel. A tout vecteur z € E ~\ {0} associons la droite vectorielle kz. On
définit ainsi une application canonique

p: Ex {0} - P(E) x — [z].

Elle est surjective : si D est une droite vectorielle de E et z un vecteur non nul de D, nous
avons D = kx = [z]. La relation d’équivalence R sur E ~\ {0} associée a p est la relation de
colinéarité : si x et y appartiennent a E\. {0}, alors 2Ry équivaut & kz = ky. Les classes modulo
R sont donc les D\ {0} ou D appartient a P(E). Nous identifions donc, via p, 'ensemble P(E)
a I’ensemble quotient B {0}/R

Bien que les éléments de P(E) soient des droites vectorielles de E nous les appelons aussi
des points de la droite projective P(E).

Définition 1.3.3. — Soient E et E’' deux plans vectoriels. Soit « un isomorphisme linéaire
de E sur E'. Notons [u] la bijection de P(E) sur P(E’) définie ainsi : si D appartient a P(E),
alors [u](D) est la droite vectorielle u(D) de E'.

On appelle homographie de P(E) sur P(E’) toute bijection de P(E) sur P(E’) de la forme
[u] pour un certain isomorphisme u de E sur E'.
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Lemme 1.3.15. — Soient E et E' deux plans vectoriels. Soient u et v deux isomorphismes
de E sur E'. Pour que les homographies [u] et [v] soient égales il faut et il suffit que u et v
soient colinéaires.

Démonstration. — Si v = Au pour un certain A € k*, alors v(D) = Au(D)) = u(D) pour
toute droite vectorielle D de E donc [v] = [u].

Réciproquement supposons que [v] = [u]. Pour tout # € E non nul il existe alors un scalaire
Az € k* tel que v(z) = Ayu(z). Montrons que l'application
E~ {0} — k~, T Ay

est constante. Soient donc x, y dans E ~. {0}. Supposons d’abord que z et y soient linéairement
indépendants. Nous avons

Azty(T) + Agayu(y) = Apyu(z +y) = v(z+y) = v(z) + v(y) = Azu(z) + Ayu(y).

Puisque (u(z),u(y)) est une famille libre de E’ nous obtenons que Ay = A\gyy = Ay. Siz et y
sont liés, considérons un vecteur z € F \ kx ; alors les familles (z, z) et (y, z) sont libres donc
d’apres ce qui précede Az = A\, = A,. ]

Voici un énoncé essentiel sur les homographies.

Théoréme 1.3.16. — Soient A et A" deux droites projectives et t1, to, ts (resp. t, th, t5)
trois points de A (resp. A’) distincts. Il existe une unique homographie h de A sur A’ telle que
h(t;) =t pouri=1, 2, 3.

Démonstration. — 1l existe deux plans vectoriels E et E’ tels que A = P(E) et A" = P(E’).
Pour i =1, 2, 3 le point ¢; de A est une droite vectorielle D; de E; de méme le point ¢, de A’
est une droite vectorielle D} de E’. Pour tout ¢ choisissons un vecteur non nul z; de D; (resp.
x} de Df).

Puisque D; # Dy, (1, x2) est une base de E. Il existe donc des scalaires a; et ag € k uniques
tels que x3 = a1 + asxo. En outre D3 étant distincte de Dy et Do, oy et ag sont non nuls.
De méme (2], 24) est une base de E’ et il existe of, of, € k* tels que 2§ = oj x| + abah. Posons
A = % et \g = % Soit u: E — E' Iisomorphisme linéaire appliquant x1 sur \;x} et zo sur
Xoxh. Ainsi u(D;) = D} pour i = 1, 2. De plus

/ / ! ! /
u(zg) = u(anme + a2x2) = A1 A\1T] + QAT = )T + ahxy = o4

d’ott u(D3) = Dj. L’homographie [u] de A sur A’ envoie bien ¢; sur ¢, pour i = 1, 2, 3.
Soit v un isomorphisme de E sur E’ distinct de u et tel que v(D;) = D} pour i =1, 2, 3. Il
existe donc f31, B2, B3 € k* tels que v(z;) = Bz} pour i =1, 2, 3. Alors

Ba(a)z) + abah) = Paxy = v(xz) = v(ayx1 + aoxa) = a1fir] + azfBah

d’ou f3a) = a1 B et Bsady = agfBy. Ainsi 81 = M\1f3 et S = A\of33. Par conséquent v = S3u car
nous avons pour ¢ =1, 2

v(x;) = Bixy = Nifsx; = Bau(w;).
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Il en résulte que [v] = [u]. O

Remarque 1.3.5. — Soit E un plan vectoriel. Si u appartient & GL(E), ’homographie [u]
est en particulier une permutation de P(E). De plus u — [u] est un morphisme de GL(E) dans
le groupe Sp(g) des permutations de P(E).

Proposition 1.3.17. — Soit E un plan vectoriel.

1. L’ensemble des homographies de la droite projective P(E) sur elle-méme est un sous-
groupe de Sp(p), nous le notons PGL(FE). Lorsque E = k2, le groupe PGL(k?) est aussi
noté PGL(2,k).

2. L’application
GL(FE) — PGL(E) u > [ul
est un morphisme surjectif dont le noyau est le groupe des homothéties {\idg | A € k*}.

Démonstration. — La premiere assertion résulte de la définition d’'une homographie et de la
Remarque 1.3.5.

Concernant la seconde assertion : la surjectivité résulte de la définition d’une homographie
et la description du noyau du Lemme 1.3.15 O

L’énoncé suivant est une simple traduction du Théoréme 1.3.16 lorsque E = E’ :

Théoréme 1.3.18. — Soit E un plan vectoriel. L’opération naturelle de PGL(FE), qui est un
sous-groupe de Sp(p), sur P(E) est simplement 3 fois transitif (1), Autrement dit étant donnés
trois points distincts t1, ta, t3 (resp. t1, ta, t3) de P(E), il existe une unique homographie h de
PGL(E) telle que h(t;) = t; pouri=1, 2, 3.

Donnons une interprétation de la droite projective standard P!(k) et du groupe PGL(2,k)
des homographies de cette droite projective. Considérons I'ensemble k = k U {cc} ot 0o est un
symbole arbitraire n’appartenant pas a k.

Lemme 1.3.19. — Considérons 'application

_ T g 0
o: k2 {0} =k (a:,y)»—>{ y51'y7é
ocosiy=0
2 -
Alors ¢ induit une bijection ® de P!(k) = (K"~ {0})/72 sur k.

1. Rappelons qu’une action d’'un groupe G sur un ensemble E est simplement transitive si elle est a la fois
transitive et libre, i.e. si pour tous z, y dans E il existe un unique g € G tel que gz = y.

Une action d’un groupe G sur un ensemble E (d’au moins n éléments) est dite n-transitive si l'action
correspondante sur I’ensemble des n-uplets d’éléments distincts est transitive, i.e. si pour n points distincts x1,
T2, ..., Tn et n points distincts y1, y2, ..., yn quelconques dans F, il existe toujours au moins un élément g de
Gtelqueg-z1=vy1,9 - T2=92, .., § T = Yn
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Démonstration. — Tout d’abord ¢ est surjective. En effet co = ¢((1,0)) et t = p((¢,1)) pour
tout k € k.

Soient (x,y) et (2',9') deux éléments de k? \ {0}. Ces deux couples ont méme image par
si et seulement si ou bien y =y = 0 ou bien y # 0, v’ # 0 et % = z—: ce qui équivaut a dire que
(z,y) et (2/,y") sont colinéaires. La relation d’équivalence associée & Iapplication ¢ est donc
R d’ou la conclusion par passage au quotient. O

Identifions le groupe GL(k?) au groupe GL(2,k) des matrices carrées inversibles 2 x 2 &
coefficients dans k : toute transformation linéaire v de k? est identifiée & sa matrice dans la
base canonique de k2.

Proposition 1.3.20. — Soient M = ( ¢ Z ) € GL(2,k) et h I'homographie de P*(k)
c
associée a M. La permutation h=®oho® ! dek s'obtient ainsi :
az+b .
~ cketcz+d#0 ~ oo sic=0
(o) = d cotd 5% W _
(2) {oosic;éOetz:—‘ci (c0) Ssic#0

Démonstration. — Soient z € k et (z,y) € k2~ {0} tels que z = ¢((z,y)) de sorte que ®1(2)
est la droite vectorielle k(z,y). L’image (2/,y’) de (z,y) par M est donnée par

'\ [a b x
y ) \ecd)\y
Par définition h(z) = o((2/,1')) ¢’est-a-dire
(z) = p((az + by, cx + dy)).
1. Supposons dans un premier temps que z # oo, soit y # 0. Dans ce cas z = % donc x = zy
d’ou
h(z) = ¢(y(az 4+ b,cx + d)) = p((az + b,cz + d)).
o Sicz+d # 0, alors h(z) € k est donnée par la formule
~ az+b
h(z) = .
(2) cz+d
o Supposons que cz + d = 0. Comme (c,d) # (0,0) nous avons ¢ # 0 et z = —% Alors
h(z) = ¢((az + b,0)) = 0.
2. Supposons que z = o0, i.e. que y = 0. Alors x # 0 et

h(o0) = p(x(a,c)) = p((a,c)).

Nous en déduisons que

~ ocosic=0
h(oo)—{ 2sic#0
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Désormais nous identifions via la bijection ® définie dans le Lemme 1.3.19 la droite projective
P! (k) et k. Cette identification étant faite le groupe PGL(2,k) apparait comme sous-groupe de
S;. Plus précisément PGL(2,k) est formé des transformations homographiques de HE, i.e. des
transformations de

(M]: 2y 20 M:(Z b)eGL(2,k)

cz+d d

avec les trois conventions particulieres concernant oo données par la Proposition 1.3.20. Rap-
pelons que

GL(2,k) — PGL(2,k) M s [M]

est un morphisme surjectif dont le noyau est {\id| X € k*}. Par ailleurs Popération naturelle
de PGL(2,k) sur k est simplement 3 fois transitive comme dans le Théoréme 1.3.18. L’énoncé
suivant donne la description du stabilisateur de oo :

Lemme 1.3.21. — Le stabilisateur de oo dans l'opération naturelle de PGL(2,k) sur k est
formé des transformations affines de la droite affine Kk, i.e. des transformations f: z — az + b
ot a€k* etbek, f étant prolongée par f(oco) = 0.

Démonstration. — La Proposition 1.3.20 assure que ce stabilisateur est formé des transforma-

tions [M] ou M € GL(2,k) est du type ( b > avec a, d € k* et b € k. Si M est de ce type,

a
0 d
alors M = dN donc [M] = [N] en posant

a b
v=(5 1)
d’ou ’énoncé. O
Remarque 1.3.6 (Le cas d’un corps de base fini). — Supposons que k soit un corps fini a

q éléments. Nous écrivons aussi k = F, en désignant par F, un corps a ¢ éléments fixé (un tel
corps existe et est unique & isomorphisme prés). Observons que la droite projective standard
P! (k), identifiée & k, est de cardinal ¢ + 1. Il en résulte que toute droite projective P(E) est
de cardinal ¢ + 1 (considérer une homographie de P(E) sur k). Le Théoréme 1.3.18 assure
que PGL(FE) opére simplement 3 fois transitivement sur P(E), i.e. il opére transitivement sur
Pensemble des triplets injectifs (a,b,c) de points de P(E). Il est clair que cet ensemble est de
cardinal (¢ + 1)q(q — 1) = q(¢*> — 1). 1l en résulte que

[PGL(E)| = q(¢” — 1).
A Topération naturelle et fidele de PGL(E) sur P(E) est associé un morphisme injectif de

PGL(FE) dans Sp(gy. En numérotant les points de P(E) on obtient donc un morphisme injectif
de PGL(FE) dans Sy11, i.e. PGL(E) est isomorphe & un sous-groupe de Sg41.
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Théoréme 1.3.22. — On a les isomorphismes suivants
1. GL(2,F9) = SL(2,Fy) = PSL(2,FF3) ~ S5 ;
2. PGL(2,F3) ~ Sy et PSL(2,F3) ~ Ay ;
3. PGL(2,F4) = PSL(2,F4) ~ A5 ;
4. PGL(2,F5) ~ S5 et PSL(2,F5) ~ As.
Lemme 1.3.23. — Tout sous-groupe d’indice n dans &, est isomorphe a Sy,_1.

Démonstration. — Soit H un sous-groupe d’indice n dans S,,.

Sin < 3, on vérifie I’énoncé directement.

Sin =4, alors : si H % S3, alors H est cyclique (rappel : si p, ¢ sont des nombres premiers
tels que p < ¢ et p ne divise pas ¢ — 1 alors tout groupe d’ordre pq est cyclique) : contradiction
avec le fait que Sy ne contient pas d’élément d’ordre 6.

Supposons n > 5. Le groupe S,,, et donc aussi H, opére par translation a gauche sur F = S”/H
d’ott un homomorphisme

p: S, = Sg >~ S,

Puisque kerp = ﬂ aHa™!, ker ¢ est distingué dans S,, et kerp € H on a kerp = {id}
aGSn
(rappel : pour n > 5 les sous-groupes distingués de S, sont {id}, A, et S,). Pour des raisons
de cardinalité (|S,| = |Sg ~ S,|), ¢ est un isomorphisme.
Comme H est le stabilisateur de la classe de idH on a : p(H) C S, est le stabilisateur d’'un
point et c’est donc un sous-groupe isomorphe a S, 1. O

Démonstration du Théoréme 1.8.22. — Soit E un k-espace vectoriel. On introduit I’espace pro-
jectif P(E) associé a E ; c’est ’ensemble des droites vectorielles de E. Le groupe GL(E) opeére sur
P(E) et les homothéties opérant trivialement PGL(E) opére aussi sur P(F). De plus PGL(FE)
opere fideélement sur P(E) ([Per82, p. 98]).

Nous faisons agir PGL(2,F,) sur les droites vectorielles de (F,)%. Il y a g + 1 telles droites
de sorte que I'on a un morphisme injectif

@: PGL(2,F,) < Sy11.

Par ailleurs le cardinal de PGL(2,F;) est % = q(¢®> — 1); c’est aussi le cardinal de
SL(2,F,). Notons aussi que si la caractéristique de F, n’est pas 2, alors PSL(2,F,) est d’indice
2 dans PGL(2,F,).
1. On a PGL(Q,FQ) = GL(Q,]FQ) = SL(2,F2) = PSL(2,F2)
2. Comme |[PGL(2,F3)| = 24, on a PGL(2,F3) ~ S;. Puisque Ay est le seul sous-groupe
d’indice 2 dans Sy on a PSL(2,F3) ~ Aj.

3. On a |PGL(2,F4)| = |PSL(2,F4)| = 60. Puisque A5 est I'unique sous-groupe d’indice 2
dans S5 on a PGL(2,F,) ~ As.
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4. On a |PGL(2,F5)| = 120 donc PGL(2,F5) s’identifie & un sous-groupe d’indice 6 de Sg.
Ainsi, d’apres le Lemme 1.3.23, le groupe PGL(2, F5) est isomorphe & Ss. Il en résulte que

PSL(2,F5) ~ As.

1.3.5. Sous-groupes additifs de R. —

Proposition 1.8.24. — Soit G un sous-groupe de (R,+) non réduit a {0}. Alors G est ou
bien dense dans R, ou bien monogene, i.e. de la forme aZ avec a > 0 (donc discret).

Démonstration. — Si G est monogene, i.e. si G = aZ, avec a > 0, alors a est le plus petit
élément strictement positif de G. Si G est dense dans R, alors G N R* n’a pas de plus petit
élément mais une borne inférieure non nulle. On introduit donc

G4 =GnNnRYL a =inf Gy

Le réel a > 0 est bien défini car G4 est non vide et minorée. En effet il existe un élément g
dans G non nul donc z ou —z est dans G4 qui est minoré par 0.
On va distinguer le cas a > 0 du cas a = 0.
& Supposons a > 0. Montrons que a appartient a G puis que G = aZ.

Raisonnons par I’absurde : supposons que a n’appartienne pas a G. Puisque a > 0, on
a 2a > a. Il existe g dans G tel que g < 2a. Comme a n’appartient pas a G, on a les
inégalités a < g < 2a. Il existe alors h dans G4 tel que h < g. Onaa < h < g < 2a
car a n’appartient pas a G. De plus comme ¢ et h appatiennent a G, la différence g — h
appartient a G et on a méme g — h appartient & Go.. D’une part a < h donc a —h <0
et 2a — h < a, d’autre part g < 2a donc g — h < 2a — h. Par conséquent g — h < a :
contradiction avec la définition de a. Par suite a appartient & G. Ainsi le groupe aZ
engendré par a est inclus dans G.

Réciproquement soit g un élément de G. Posons k = F (%) € Z. Puisque G est un
groupe le réel g—ak appartient & G. Comme k < £ < k+1lona0 < g—ak <a=minGy.
Nécessairement g — ak = 0 et g = ak € aZ. 1l en résulte que G = aZ.

¢ Supposons que a = 0. Montrons qu’alors G est dense dans R, autrement dit que G

rencontre tout intervalle ouvert de R. Soit I =]a, 8] un intervalle ouvert de R. Comme

a = 0 il existe g € G tel que 0 < g < B — a. Le sous-groupe ¢gZ engendré par g est

inclus dans G et intersecte I (sinon il existerait k € Z tel que I Clkg, (k + 1)g[ ce qui
contredirait I'inégalité g < 5 — «). Il s’en suit que G est dense dans R.

O

1.3.6. Etude du groupe O(p,q). — Références : [CG17]
Lecons possibles :
171 : formes quadratiques réelles. Coniques. Exemples et applications

106 : groupe linéaire d’un espace vectoriel de dimension finie E, sous-groupes de GL(E). Applications.



50 CHAPITRE 1. GROUPES

156 : exponentielle de matrices. Applications.

150 : exemples d’actions de groupes sur les espaces de matrices.

Soit  un entier naturel. L’ensemble des matrices symétriques définies positives de taille n xn
est

S=29
Ve eR" {0} %Sz >0
= {P'P eM(n,R)| P € GL(n,R)}

Stt(n,R) = {S € GL(n,R) | {

Remarque 1.3.7. — L’ensemble des matrices symétriques définies positives forme un systeme
homogene (i.e. un espace sur lequel un groupe agit de fagon transitive).

Théoréme 1.3.25 (Théoreme de décomposition polaire). — La multiplication matricielle
induit 'homéomorphisme
O(n,R) x ST (n,R) = GL(n,R), (0,5)— 0S8

Soient p et g deux entiers naturels. On désigne par O(p, q) le sous-groupe de GL(p + ¢,R)
formé des isométries de la forme quadratique standard sur RPT¢ de signature (p, q) c’est-a-dire

$%+x%—|—...+x§—x§+1—x12)+2—...—:v12)+q
dont la matrice dans la base canonique est
1 0 0
0 0
0 ... 0 1
—
P4 -1 0 ... 0
0
0
: oo 0
o ... 0 -1

Proposition 1.3.26. — Soient p et q deux entiers naturels distincts. Le groupe O(p, q) est
homéomorphe a O(p) x O(q) x RPY.

Démonstration. — Soit M € O(p,q) C GL(n,R) avec n = p + ¢q. La décomposition polaire
assure l'existence de deux matrices O € O(n,R) et S € ST (n,R) telles que M = OS.

Montrons que O et S appartiennent a O(p, ¢). Remarquons que pour cela il suffit de montrer
que S appartient a O(p, q).
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Posons T = ‘M M. On peut vérifier que S? = T. Montrons que O(p,q) est stable par
transposition :

M € O(p,q) = MI,,'M =1I,,

= ‘ML, M1t =1,,

= "Mt eO(p,q)

= M € O(p,q)

On en déduit que T = ‘MM € O(p,q) et donc que S? € O(p,q). Puisque T est, comme S,
définie positive, on peut écrire T = exp U pour U € S(n,R) bien choisie. On a alors

T € O(p,q)

v

TI, T =1I,,

T=1,,T7"I,,

fexp(U) = I, 4(exp U)_IIZ;;

exp(U) = I exp(—U)I;;

exp(U) = exp(—ngUIp_;)

U=U= —IpquIpf; (exp: S(n,R) — ST (n,R) est bijective)
ULy + IgU =0

%Ip,q + Ip,q% =0

tg —_7 Ui

9 P49 7pq

t ¢t T O

i

6 U
T €O(p,q) & exp <2> = exp <—Ip,q21p_,3>

Or exp (%) appartient a S(n,R) et exp? =expU = T. Par suite exp (%) = Set SI,,'S =

e

2
I, 4, i.e. S appartient & O(p, ¢). Enfin O € O(p, q). Ainsi la décomposition polaire M = OS —
(O, S) induit une bijection continue

O(p,q) = (O(p,q) N O(n)) x (O(p,q) NS™"(n,R)).
« Etude »de O(p,q) N O(n) : soit O € O(p,¢) N O(n); on découpe O en blocs
‘YAA — BB = I,

o (Alc € Op.0) & YAC —'BD =0
“\BID P:q {CA—*DB =0

‘CC - DD = —1I,
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En effet

[ *AA—'BB 'AC —'BD
~ \tca-DB ‘cc-DD

D’autre part nous avons

‘*AA+'BB =1,
YAC +'BD =0
0 € 0(n) ‘CA+ DB 0
‘CC+'DD =1,

car

/N
o 5

)= ()5

B (tAA+tBB tAC+tBD>

‘CA+'DB '‘CC+'DD

A partir de ‘BB = 0 nous obtenons Tr*BB = 0. Si on écrit B sous la forme B = (bij) il vient
Z bz?,j = 0 puis B = 0. De méme C' = 0. Par conséquent A € O(p) et D € O(q). Ainsi
'7j

Wn@ﬂmm={<§g)!AGO@%DGO@}ZO@Xo@)

Pour la seconde intersection on utilise que
o exp: S(n,R) — ST*(n,R) est un homéomorphisme
o exp: L={UeM(n,R)|UIL,,+I,,U =0} = O(p,q)
Nous en déduisons ’homéomorphisme
S(n,R) N L~ ST (n,R) N O(p,q).

Or S(n,R) est un espace vectoriel de dimension n(";l) et on peut vérifier que

dim (S(n,R) N L) = pg

d’ott O(p, q) N STT(n,R) ~ RPL.
Finalement nous avons I’homéomorphisme

O(p,q) ~ O(p) x O(q) x R¥.
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1.3.7. Un théoréme de Burnside. — Réfsrence : [FGNO09, p. 185-186]
Lecons possibles :
104 : Groupes abéliens et non abéliens finis. Exemples et applications.

191 : Exemples d’utilisation des techniques d’algébre en géométrie.

Lemme 1.3.27. — Soit A un élément de M, (C) telle que Tr(A*) = 0 pour tout k dans N*.
Alors A est nilpotente, i.e. il existe un entier ¢ tel que A = 0.

Démonstration. — Le polynéme caractéristique de A est scindé sur C. Raisonnons par l'ab-
surde et supposons A non nilpotente. Alors A possede des valeurs propres complexes non nulles.
Notons A1, Ag, ..., A, ces valeurs propres non nulles de A (noter que r > 1) ; désignons par nq,
na, ..., N,y leurs multiplicités respectives. La matrice A est semblable & une matrice triangu-
laire avec sur la diagonale les valeurs propres apparaissant autant de fois que leur multiplicité.
En élevant a la puissance kieme cette matrice triangulaire supérieure on obtient une matrice
triangulaire semblable & A* si bien que pour tout k > 1 on a

Tr(A%) = A+ nods + ...+ AP =0,
Si on écrit ces relations pour 1 < k < r on obtient que (n1, na, ..., n,) est solution du systéme
linéaire
)\1 >\r T
)\% /\% o

AT 2,

Or ce systéme est de Cramer puisque le déterminant de la matrice du systeme vaut

Mz A [ (A=) #0.
1<i<j<r

Nécessairement n1 =ng = ... =n, = 0 ce qui est exclu. O

Lemme 1.3.28. — Soit G un sous-groupe de GL(n,C). Soit (M;)1<i<m € G" une base de
Vect(G). Considérons I'application

f: G— (Cm, A (Tr(AMi))lgigm
Si f(A) = f(B), alors AB~! — I,, est nilpotente.

Démonstration. — Soient A et B dans G tels que f(A) = f(B). La trace étant linéaire on
a Tr(AM) = Tr(BM) pour toute matrice M € Vect(G). En particulier Tr(AM) = Tr(BM)
pour toute matrice M de G. Posons D = AB~'. La matrice D appartient & G donc pour tout
k e N*

Tr(D*) = Tr(AB~'DF 1) = Tr(A(B~1D* 1)) = Te(B(B~1DF 1)) = Tr(DF1).
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Par conséquent pour tout k& dans N on a Tr(D*) = Tr(I,) = n. Ainsi pour tout k in N*

k k
=0 \/ j=0 \J
D’apres le Lemme 1.3.27 la matrice D — I, est nilpotente. O

Lemme 1.3.29. — Soit G un sous-groupe de GL(n,C). Soit (M;)1<i<m € G" une base de
Vect(G). Considérons 'application

f: G— (Cm, A (TT(AMi))lgigm
Supposons que toutes les matrices de G soient diagonalisables. Alors f est injective.

Démonstration. — Soient A, B deux éléments de G tels que f(A) = f(B). La matrice D =
AB~! appartient a G. Elle est donc diagonalisable. Par suite D — I, est aussi diagonalisable.
De plus D — I,, est nilpotente (Lemme 1.3.28). Ainsi D — I, = 0, i.e. A = B. Il en résulte que
f est injective. O

Un sous-groupe G de GL(n,C) est d’exposant fini s’il existe un entier N tel que AN = I,
pour toute matrice A de G.

Théoréme 1.3.30. — Un sous-groupe de GL(n,C) d’exposant fini est fini.

Démonstration. — Soit G un sous-groupe de GL(n, C) d’exposant fini N. Tout élément A de G
est racine du polynéme P(X) = X~ — 1 qui est scindé & racines simples. Toute matrice de G
est donc diagonalisable. Le Lemme 1.3.29 assure que l'application

f:G—>C™ A (Tr(AM;))1<i<m,
ou (M;)i<i<m € G™ est une base de Vect(G), est injective. L’image de f est contenue dans
X™ ou
X ={Tr(A)|A e G}
Pour conclure il suffit donc de montrer que X est fini. D’apres ce qui précede

{valeurs propres de A|A € G} C uy = {racines Nieémes de 1}.

Il en résulte que X est fini. O

1.3.8. Théoréme de Lie-Kolchin. — Référence : [CG17, Exercice IV-B6]

Lecons possibles :

106 : Groupe linéaire d’un espace vectoriel de dimension finie E, sous-groupes de GL(E). Applications.

150 : Exemples d’actions de groupes sur les espaces de matrices.

154 : Sous-espaces stables par un endomorphisme ou une famille d’endomorphismes D’un espace vectoriel de dimension finie. Applica-
tions..

157 : Endomorphismes trigonalisables. Endomorphismes nilpotents.
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Désignons par D(G) le groupe dérivé d’'un groupe G, i.e. le groupe engendré par les commu-
tateurs [g,h] = ghg~'h™!, avec g, h € G, de G. Soit D?(G) le groupe dérivé de D(G) et plus
généralement soit D*(G) le groupe dérivé de D*~1(G).

Rappelons qu’un groupe G est résoluble si D* (G) = {id} pour un certain entier ¢ que ’on
choisit ici minimal. On dit aussi qu'un groupe G est résoluble lorsqu’il existe une suite finie
Go, G1, ..., G, de sous-groupes de G telle que

{id} = Gp<1G14...9G,,_1<G, =G

ou pour tout 0 < ¢ < n — 1 le groupe G; est un sous-groupe normal de G;;1 et le groupe
quotient GHl/GZ- est abélien.

Théoréme 1.3.31 (Théoreme de LIE-KOLCHIN). — Soit G un sous-groupe résoluble connexe
de GL(n,C). Alors G est conjugué a un sous-groupe du groupe des matrices triangulaires de
GL(n,C).

Remarque 1.3.8. — Si les groupes résolubles généralisent les groupes abéliens, alors le théo-
reme de LIE-KOLCHIN généralise le fait qu’une famille de matrices qui commutent est simul-
tanément trigonalisable a la différence prés que ce théoréeme demande expressément d’avoir un
groupe.

Notons donc Gg, 0 << £, les sous-groupes comme ci-dessus. Supposons G non abélien ; en
effet si G est abélien, on utilise le fait qu’une famille de matrices qui commutent deux a deux
sont simultanément trigonalisables sur C.

o Montrons que D¥(G) est un sous-groupe distingué connexe de G et que le groupe quotient

k—1
D (G)/D’“(G) est abélien pour tout k.
Tout groupe dérivé d’un groupe donné G est distingué : par construction il est stable

par tout automorphisme de G donc en particulier stable par automorphisme intérieur.
Comme G est connexe, G x G est également connexe. De plus la partie génératrice

X ={lg,n]|g, h € G}

de D(G) qui est I'image de G x G par le commutateur est également connexe. D’apres
[CG17, II-F5] le groupe dérivé D(G) est connexe. Par récurrence on obtient que D¥(QG)
est connexe.

Le groupe dérivé de D*~1(G) est D¥(G); par suite par passage au quotient le groupe

k—1 k
dérivé de D (G)/Dk(G) est D (G)/Dk(G) = {id}. Mais cela signifie que tous les com-

k—1 k-1
mutateurs de D (G)/ Dk(G) sont triviaux, autrement dit que D (G)/Dk(G) est abé-

lien.
o Posons A = D1(G). Montrons que A est abélien, non trivial puis que I’ensemble

V={veC"|Av e Cv}
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est non trivial.

Par minimalité de ¢, le groupe A est non trivial. Puisque le groupe dérivé de A est
trivial, D*~1(G) est abélien. Sur C les matrices de D*~1(G) sont simultanément trigo-
nalisables. Soit (e, €2, ..., e,) une base qui les trigonalise toutes. Nous avons alors : e;
appartient a V.

Soit v non nul dans V. Pour a € A posons x,(a) le complexe tel que a(v) = xy(a)v.
Montrons que pour tout g dans G, g(v) est encore dans V et que xy((a) = xo(9 1 ag)
pour tout a dans A.

Nous avons

a(g(v)) = g((g7 ag)(v)) = g(xv(g9ag™ V) = xu(gag™)g(v)
d’ou Dassertion.

En utilisant la connexité de G montrer que si v est un vecteur propre de a pour la valeur
propre A, alors g(v) est un vecteur propre de a pour la valeur propre \.

Notons que comme v est non nul, g(v) est également non nul. Nous avons vu que g(v)
est vecteur propre pour tout élément a de A. L’application de G dans C* qui envoie ¢
sur x., (g7 1ag) est continue; en effet elle est la composée de g — gag™! qui est continue
avec ’application x, qui est continue sur le stabilisateur de la droite Cwv.

Ainsi Pimage de G est un connexe. Comme X4,y (a) = xo(g9~'ag) cette image est dans
I’ensemble discret des valeurs propres de a. Par conséquent Xg(v)(a) n’a qu’'une valeur
quand g varie, celle atteinte pour g = e, c’est-a-dire A.

Soit v non nul dans V' et soit W le sous-espace engendré par les g(v), g € G. Montrons
que W est un sous-espace G-stable de dimension 0 < dim W < n.

Le sous-espace W est défini par un systéme de générateurs G-stable, il est donc G-
stable. Par ailleurs il contient v qui est non nul; ainsi W est non nul.

Reste a montrer que W # C”. Soit a quelconque dans A. Alors pour tout g dans G
g(v) est un vecteur propre pour a pour la méme valeur propre. Il s’en suit que W est un
sous-espace propre pour a. Raisonnons par ’absurde, i.e. supposons que W = C”. Alors
tout a est un homothétie et A est un sous-groupe constitué d’homothéties. Puisque G est
non abélien, £ > 1 et A est le groupe dérivé d’un groupe, en 'occurence le groupe d’érivé
de D'"2(G). Ainsi le déterminant d'un élément de A est 1. Comme toutes les matrices
de A sont scalaires ces scalaires sont forcément des racines de 'unité. Or comme nous
I’avons vu A est connexe donc A est trivial : contradiction avec la minimalité de /.

Montrons en utilisant une récurrence sur n qu'’il existe une base de trigonalisation com-
mune a tous les g de G.

Pour n =1 c’est clair.

Pour n quelconque nous avons obtenu un sous-espace W de dimension k, 1 < k <
n — 1. Soit W’ un supplémentaire de W dans C". En choisissant une base adaptée a
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la décomposition C* = W & W’ nous constatons que g est semblable & une matrice de

la forme < ,o(Og) pC/((!;)) ) . De plus vue comme fonction p (resp. p') est un morphisme
continu de G dans GL(W) (resp. GL(W’)). Par récurrence il existe une base de W et une
base de W’ qui trigonalisent simultanément les p(g) et p'(g). Nous obtenons une base qui

trigonalise tous les g de G en concaténant ces deux bases.

1.4. Groupes libres; groupes définis par générateurs et relations

1.4.1. Groupes libres. — Soit E un ensemble. Le but de ce paragraphe est de construire
le « groupe libre sur ’ensemble E ». Informellement c’est le groupe le plus général que nous
pouvons fabriquer a partir de E. Il est obtenu en décrétant que nous savons multiplier et
inverser les éléments de F et en n’imposant a ces opérations aucune autre regle que celles
données par la théorie générale des groupes.

Procédons a la construction détaillée de ce groupe.

Définition 1.4.1. — Un monoide est un ensemble M
¢ qui est muni d’une loi de composition interne associative
© qui possede un élément neutre (nécessairement unique).

Définition 1.4.2. — Soit M, resp. N, un monoide de neutre eyy, resp. ey. Un morphisme
de monoides de M dans N est une application f de M vers N telle que

o flem) =en;

o f(ab) = f(a)f(b) pour tous a et b dans M.
Exemple 1.4.1. — L’ensemble N muni de I’addition est un monoide. Ce n’est pas un groupe :
1 n’a pas d’inverse.

Exemple 1.4.2. — Un groupe est un monoide.
Plus précisément un groupe est un monoide dans lequel tout élément a un inverse.

Exemple 1.4.3. — Si A est un anneau, alors (A, X) est un monoide (remarquons que si
A # {0}, alors ce n’est pas un groupe car 0 n’a alors pas d’inverse).

Remarque 1.4.1. — L’application nulle de A dans A commute au produit mais n’est pas
un morphisme de monoides si A # {0} car elle n’envoie pas 1 sur 1. Ainsi contrairement a ce
qui se passe pour les groupes il est indispensable d’imposer dans la définition de morphisme de
monoides que 1’élément neutre soit envoyé sur 1’élément neutre.

Définitions 1.4.3. — Soit E un ensemble.

Un mot sur 'alphabet E est une suite finie x1x5 . . . x, d’éléments de E. L’entier n est appelée
la longueur du mot en question.

Il existe un et seul mot de longueur nulle sur I'alphabet F : c’est la suite vide appelée
également mot vide et notée (.
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Soit A(E) lensemble des mots sur l'alphabet E. La concaténation définit une loi de com-
position interne sur A(E); elle est associative et posséde un élément neutre : le mot vide. Elle
fait donc de A(FE) un monoide, appelé le monoide libre sur I'ensemble E.

Dans la suite nous identifions E a un sous-ensemble de A(F) en voyant un élément de E
comme un mot de longueur 1.

Enoncons la propriété universelle du monoide libre :

Lemme 1.4.1. — Soit ¥ un ensemble. Soit M un monoide. Soit f: E — M une application
ensembliste. Il existe un unique morphisme de monoides de A(E) dans M qui prolonge f.

Démonstration. — Un tel morphisme est nécessairement donné par la formule

Réciproquement la formule ci-dessus définit un morphisme de monoides de A(E) dans M
qui prolonge f. O

Soit E un ensemble. Introduisons un ensemble E~! disjoint de E et muni d’une bijection (2

E— E! x— x L

Si G est un groupe, on note h(G) ’ensemble des morphismes de monoides f: A(ELUE™') — G

tels que f(z7!) = f(x)~! pour tout z € E. Soit R la relation sur A(E LI E~1) définie par :

mRn si et seulement si pour tout groupe G et tout f € h(G) on a f(m) = f(n). La relation R
-1

est une relation d’équivalence. Notons F(F) le quotient MEUE )/R

Soient m, n, m’, n’ des éléments de M tels que mRn et m’Rn’. Soit G un groupe et soit f

un élément de h(G). Nous avons f(m) = f(n) et f(m') = f(n'). Par suite
f(mm') = f(m)f(m) = f(n)f(n') = f(nn)

autrement dit (mm/)R(nn’). Il s’ensuit que la loi interne de A(E U E~!) passe au quotient par
R et induit une loi interne sur F(E). On peut vérifier que celle-ci fait de F(E) un monoide et
que I'application quotient A(E LI E~!) — F(E) est un morphisme de monoides.

Lemme 1.4.2. — Le monoide F(E) ainsi construit est un groupe.

Démonstration. — Vérifions que chacun des éléments de F'(E) est inversible.

Tout élément de F(E) est de la forme T1Z3... Ty = T1Tz...Tx ou les x; appartiennent
a FE U E~' 11 suffit donc de vérifier que T est inversible pour tout = dans E U E~!. Soit E
dans E, soit G un groupe et soit f un élément de h(G). Nous avons f(x~1) = f(x)~! donc

flzz™!) = f(z712) = e = f(0). Donc 2o~ = 2~ 1z = ) et T est inversible d’inverse x—1. [
Lemme 1.4.3 (Propriété universelle du groupe F(E)). — Soit E un ensemble. Soit G un
groupe. Soit f: E — G une application. 1l existe un unique morphisme de groupes

p: F(E)— G

2. Attention E~! et 7! sont de simples notations.
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qui envoie T sur f(x) pour tout x dans E.

Démonstration. — Commengons par établir 'unicité du morphisme.

Soit ¢ un morphisme satisfaisant les propriétés de 1’énoncé. Comme d’apres ce qui précede
T l=g"1 pour tout x dans E et comme tout élément de F(E) s’écrit T1T3 ... T = T1 T3 - .. Tk
avec z; € E LU E~! le groupe F(E) est engendré par I’ensemble des T pour z € E. Il en résulte
que ¢ est entierement déterminé par sa restriction a cet ensemble laquelle est imposée par
hypothese (¢(7) = f(x) pour tout x € E). Ainsi ¢ est unique.

Montrons maintenant I'existence de ¢. Soit g 'application de E LI E~! dans G qui envoie
x sur f(x) et 27! sur f(z)~! pour tout * € X. Le Lemme 1.4.1 assure que g se prolonge
en un morphisme de monoides ®: A(E) — G qui par construction appartient a h(G). Par
conséquent ®(m) = ®(n) dés que mRn et ® induit ainsi par passage au quotient une application
¢: F(X) — G qui envoie par construction Z sur f(z) pour tout x € X. On peut vérifier qu’il
s’agit d’un morphisme de groupes. O

Le groupe F(FE) est donc défini comme le quotient de A(E LI E~1) par une relation d’équi-
valence a priori peu explicite; en effet elle est donnée par des conditions portant sur tous les
morphismes de monoides de source A(FE) dont le but est un groupe. Il est néanmoins possible
de décrire F(F) de maniére tangible.

Définition 1.4.4. — Soit E un ensemble. Un mot m € A(E LI E~!) est dit réduit s’il ne

contient aucune suite de deux termes consécutifs de la forme ee~! ou e le avec e € E.

Théoréme 1.4.4. — Soit E un ensemble. Soit R la relation sur A(E U E~') définie par :
mRn si et seulement si pour tout groupe G et tout f € h(G) on a f(m) = f(n).
Toute classe de R contient un unique mot réduit.

Remarque 1.4.2. — Cet énoncé signifie que le passage au quotient par R permet d’identifier
F(E) a I'ensemble des mots réduits sur 'alphabet ELIE~! (en particulier on peut voir ELIE~!
comme un sous-ensemble de F(FE)). Pour faire le produit de deux éléments de F(E) on les
concaténe puis on simplifie le mot obtenu en éliminant tous les termes de la forme zz~! ou

7!z et on recommence jusqu’a obtention d’un mot réduit.

Notations : zz...x =2 et z 'z~ ... 27 = 27"
—
n fois n fois

Exzemple 1.4.4. — Supposons que E = {a, 3, 7, 0}. Considérons les deux mots réduits
m = o?8 y38ada n=a 15 a6 B2yl
La concaténation des deux mots m et n est égale a
0287143521

1

aprés élimination de aa™!, puis 667!, puis aa™! puis 66! nous obtenons le mot réduit

Oézﬁ_l’yg,BQ’)/O/’L.
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Démonstration du Théoréme 1.4.4. — Commencons par démontrer 'existence. Soit m un élé-
ment de A(E). Montrons par récurrence sur la longueur de m lexistence d'un mot réduit
équivalent a m. Si la longueur de m est nulle, m est le mot vide et est déja réduit. Supposons
que la longueur de m est strictement positive et que ’énoncé est vrai pour les mots de lon-
gueur strictement inférieure. Si m est réduit, alors il n’y a rien a faire. Sinon m est de la forme

1 1

m’zx~tm” ou de la forme m/z~zm”. Par hypothese de récurrence m’m” (dont la longueur est

strictement inférieure a la longueur de m) est équivalent a un mot réduit. Il suffit maintenant

1

de montrer que m est équivalent & m/m”. Supposons par exemple que m = m’zz~'m”. Nous

avons
m=m'-Z-z! - m'=m"- m"=m'm"

puisque T et ! sont inverses I'un de l'autre. Par suite mR(m'm”). La démonstration dans le
cas ot m = m'z " tam”.

Montrons maintenant ['unicité, autrement dit montrons que deux mots réduits équivalents
coincident. Soit X ’ensemble des mots réduits. Pour tout  dans E, désignons par o, 'appli-
cation de X dans X qui envoie un mot réduit m sur

o xm si m n’est pas de la forme z71m/,

o m' si m est de la forme z71m/.
Notons que les mots obtenus sont bien réduits. L’application o, est bien une bijection : sa
réciproque envoie un mot réduit m sur

Lm si m n’est pas de la forme zm/,

o x
o m' si m est de la forme xm’.
Cette application ensembliste de E dans Sx induit en vertu de la propriété universelle de F'(E)

un morphisme de groupes de F(FE) vers Sx, ¢’est-a-dire une action de F(E) sur X
F(E)x X — X, (x,m) —x-m

Soit m un mot réduit. Montrons par récurrence sur la longueur de m que m -0 = m. Si m
est de longueur nulle, alors c’est le mot vide et 7 est donc ’élément neutre de F(E) qui agit
trivialement sur X ; I’assertion suit. Supposons que m soit de longueur strictement positive et
que la propriété soit vraie pour tous les mots de longueur strictement inférieure & celle de m.
Ecrivons m = zm/ avec ¢ € E LI E~1. Puisque m est réduit, m’ 'est aussi. Nous avons I'égalité
m-0) =7z (m’-0). Par hypothese de récurrence m/ - () = m’. Si x appartient & E, alors m étant
réduit m’ n’est pas de la forme 7 'm” et par conséquent

z-m' = oz(m') =azm' =m.
Si 2 = y~! pour un certain y € X alors m étant réduit m’ n’est pas de la forme ym/ et par
suite
z-m = Uy_l(m’) =y 'm/ =m.

Ainsi si m et n sont deux mots réduits tels que mRn, alorsm=netm=m-0=n-0 =n. O
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Remarque 1.4.3. — Ce n’est pas pour compliquer les choses que nous avons construit F'(E)
comme quotient du monoide libre A(EUE ™) par une relation d’équivalence au lieu de le définir
comme l’ensemble des mots réduits sur I'alphabet, avec la loi de concaténation-simplification
comme loi interne; cela peut étre vu en essayant de démontrer directement ’associativité de
cette loi...

Remarque 1.4.4. — Par abus dans la suite nous considérerons tout mot sur 'alphabet
E U E~! comme un élément de F(E) méme s’il n’est pas réduit en I'identifiant & son image
par I'application quotient. En d’autres termes nous omettrons désormais la barre de réduction
modulo R.

Soit E un ensemble. Soit G un groupe. Soit (¢;)zer une famille d’éléments de G. Soit
¢: F(E) — G l'unique morphisme de groupes tel que ¢(x) = g, pour tout = € E. Soit m un
mot sur l'alphabet E LI E~1. Nous noterons souvent m(g,), 'élément ¢(m) € G (ici m est vu
comme appartenant & F(E)). Si m = z{'25? ... 25" avec ¢; € {—1, 1} pour tout i, alors

£1 €2

m(9z) = 921925 - - Y-

Le morphisme ¢ est appelé morphisme d’évaluation en la famille (g;)zcp-

Exemple 1.4.5. — L’unique mot sur un alphabet vide est le mot vide, par suite le groupe
F(D) est trivial.

Exemple 1.4.6. — Soit E un singleton {a}. Un mot réduit sur E LU E~! est de la forme a™
pour n € Z. Ainsi n — a” réalise un isomorphisme entre Z et F'({a}). Autrement dit le groupe
libre sur un singleton s’identifie a Z.

1.4.2. Groupes définis par générateurs et relations. — Soit £ un ensemble. Soit R un
ensemble de mots sur I'alphabet E LI E~!. Construisons le groupe le plus général fabriqué a
partir de E (I’ensemble des générateurs) dans lequel les mots appartenant & R (I’ensemble des
relations) sont triviaux :

Définition 1.4.5. — Nous appelons groupe défini par I'ensemble de générateurs E et l’en-
semble de relations R le quotient de F'(E) par le plus petit sous-groupe distingué de F(F)
contenant R.

Nous notons ce groupe (E'| R). Si E = {z1, x2, ..., Ty}, nous écrirons souvent (z1, xa, ..., T | R)
au lieu de ({1, @2, ..., z} | R).

Proposition 1.4.5 (Propriété universelle d’un groupe défini par générateurs et relations). —
Soit E un ensemble. Soit R un ensemble de mots sur 'alphabet E LI E~' et soit p
Papplication composée
E — F(E)— (E|R).
Soit G un groupe et soit (gy)zcr une famille d’éléments de G telle que m(g,)> = e pour tout
m € R. Il existe un unique morphisme de groupes ¢: (E | R) — G tel que ¢(p(z)) = g, pour
tout x € E.
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Cet énoncé peut se reformuler comme suit : 'application ¢ — (p(p(x)))zcr établit une
bijection entre I’ensemble des morphismes de groupes de (E | R) vers G et 'ensemble des familles
(92)zer d’éléments de G telles que m(g; )z = e pour tout m € R. Autrement dit se donner un
morphisme de (E| R) vers G c’est choisir une famille (g;)zcr d’éléments de G qui annulent
chacune des relations appartenant a R.

Exemple 1.4.7. —
Tout groupe fini est de présentation finie.

Exemple 1.4.8. —
Le groupe diédral est défini par

Dan = (g, h|g", h*, ghgh)
ce que nous pouvons aussi écrire
Dy, = (g, h|g" = e, h? = e, ghgh = ¢)
ou encore
Do, = (g, h|g"=e, h=h"" gh=h"1g").
Exemple 1.4.9. —
Le groupe Hyg des quaternions admet la présentation
(o, ylat =1,2" =% yay ' = 27")
(prendre, par exemple, x =i et y = j).

Exemple 1.4.10 (Une présentation de Z/nZ par générateurs et relations). —
Soit E un singleton {z}. Le morphisme

7 — F(E) n— z"

est un isomorphisme.

Soit n un entier. Comme le groupe libre sur {a} est abélien, son plus petit sous-groupe
distingué contenant a™ est le groupe engendré par a™. Il s’ensuit que (a |a™) est une présentation
de Z/nZ par générateurs et relations.

Exemple 1.4.11 (Une présentation de Z? par générateurs et relations). —
Montrons que les groupes Z2 et (a, b|aba='b~1) sont isomorphes.
Considérons I'application ensembliste de

a+— (1,0)
{a, b} — 72 {bb—>(0,1)
Puisque
(1,0) + (0,1) — (1,0) — (0,1) = (0,0)

cette application induit un morphisme ¢ de (a, b|aba='b=1) vers Z2.
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Par ailleurs (a, b|aba~1b~!) est engendré par @ et b qui commutent en vertu de la relation
aba~1b~!. L’application

7% — (a, b|aba™1b71) (n,m) — a"b"

est donc un morphisme de groupes. On peut vérifier sur les générateurs @ et b d'une part, (1,0)
et (0,1) de l'autre que y ot = id et ¥ o x = id. Par conséquent {(a, b|aba=1b~1) et Z? sont
isomorphes.

Remarque 1.4.5. —
Considérons le groupe libre sur I’alphabet {a, b} ; notons le G. Nous pouvons décrire Z?
comme ’abélianisé de G. En effet considérons ’application ensembliste

a— (1,0)
{a, b} — Z? {br—>(0,1)

Cette application induit un morphisme ¢ de G vers Z2. Puisque Z? est abélien ce morphisme
induit un morphisme ¢ de Gr/ D(G) vers 72. Etant donné que G/ D(G) est abélien les classes @

et b de a et b modulo D(G) commutent. L’application y: Z? — G/ D(G) donnée par la formule
(n,m) +— @"b" est par suite un morphisme de groupes. On peut vérifier sur les générateurs
@ et b d'une part, (1,0) et (0,1) de Pautre que y o ¢ = id et ¥ o y = id. Ainsi G/D(G) est

isomorphe & Z2.

Remarque 1.4.6 (Le probléme du mot). —
Soit £ un ensemble. Soit R un ensemble de mots sur I'alphabet £ LI E~!. Le morphisme
quotient

F(E)— (F|R) m— m(T),

est surjectif. Le groupe (E | R) est donc constitué d’éléments de la forme m(Z), ou m est un
mot sur Palphabet E LI E~1. Mais cette description ne précise pas a quelle condition sur les
mots m et n nous avons m(T), = n(T)s, i.e. a quelle condition sur un mot m nous avons
m(Z), = e. La réponse théorique a cette question est bien entendue : nous avons m(x), = e si
et seulement si m appartient au plus petit sous-groupe distingué de F'(E) contenant R. Mais
décider en pratique si c’est le cas est extrémement difficile; c’est méme impossible en toute
généralité : il n’existe pas d’algorithme permettant de résoudre le probleme du mot, i.e. de
répondre en temps fini pour n’importe quel ensemble fini F, n’importe quel ensemble fini R de
mots sur lalphabet E U E~! et n’importe quel mot m sur I'alphabet E LI E~! & la question :
« m appartient-il au plus petit sous-groupe distingué de F'(E) contenant R? »

Les transformations de Tietze Les transformations de TIETZE sont utilisées pour transfor-
mer une présentation d’un groupe donnée en une autre, souvent plus simple, du méme groupe.
Ces transformations portent le no du mathématicien autrichien H. TIETZE qui les a introduites
en 1908.



64 CHAPITRE 1. GROUPES

Principe. Une présentation est définie en termes de générateurs et relations. Formellement
une présentation est un couple formé d’un ensemble dont les éléments sont appelés les généra-
teurs et d’un ensemble de mots du groupe libre sur les générateurs qui sont interprétés comme
relations. Les transformations de TIETZE sont composées d’étapes élémentaires dont chacune
séparément transforme de maniere plutét évidente la présentation en une présentation d’un
groupe isomorphe.

Etapes élémentaires. Une étape élémentaire peut opérer sur les générateurs ou sur les rela-
tions. Elles sont de quatre types :

© ajouter une relation ;

¢ supprimer une relation ;
© ajouter un générateur ;

© supprimer un générateur.

Ezxemple 1.4.12. — Montrons que le groupe
G=(z,ylz® =19 =1, (zy)° = 1)
a aussi pour présentation
(y, 21 (zy)° =1,9" =1,22 =1)
Partons de
G={(z,ylz®=1,192=1, (zy)* =1).
Ajoutons un générateur :
G=(z,y, 2|28 =1,92=1, (z9)* =1, z = zy).
Ajoutons x = zy et supprimons z = zy :
G=(z,y,z|23=1,4*=1, (zy)? = 1,2 = z).

Supprimons T :
G:<l’7 y,Z|(Zy)3:17 y2:1’ 22:1>'

Exemple 1.4.13. — Montrons que le groupe G = (a, b, c|b?, (bc)?) a aussi pour présentation
(@, y, 2|y% 2%).
Partons de G = (a, b, c|b?, (bc)?). Ajoutons un générateur (2)
(a, b, ¢, z| b2, (bc)?, z = be).
Ajoutons ¢ = b~'z et supprimons z = bc :
(a, b, ¢, z|b%, 22, c = b 12).

Supprimons c¢ :
(a, b, 2|V, 2°).
Ajoutons deux générateurs (x et y) :

(a, b, zx, y|b?, 2%, x = a, y = b).
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Ajoutons a = x et b =y et supprimons z =aet y =b:

(z,y, 2| y?, 2°).

Exemple 1.4.14. — Considérons le groupe

D(6,m,n) = (z, y|z" = y" = (zy)" = ¢).

Montrons que D(¢,m,n) et D(n,m,{) ont méme présentation :

D(l,m,n) =

(z,y|2' = y™ = (zy)" =¢)

a, z, y|la=xy, ' = y™ = (zy)" =e)
a, z,ylz=ay !, ol =y" = (xy)" =)
1)@_

(
(
(a,
(@, y, b, [b=y~
(a, b, | (a ) = (b " =d"=¢)
(
(a,

D(n,m,?).

Exemple 1.4.15. — Montrons que le groupe

T:

a aussi pour présentation

{
{
{
{
{
{
{
{
{
{
{
(a,

1 -1

(x,y, z|lx=yzy ", y = zxz ,z:xyx*1>

(a, bla® =b?) :

1 -1

z,y, z|le=yey Yy =22zt 2 =aya?)

z,yle=ylzyz )y~ y = (eyz” Ha(zyz™") ™)
z, y|vyr = yry, yry = vy)

z, y | ryr = yay)

z, y, a|vyr = yry, a = zy)

1

T, y, alzyr =yry, y =2 a)

x,ala

r= a

12>

z, a| rax = a®)

z, a, b|zax = a®, b = ax)

x, a, b]a:aa?—az z=ba"')

2

z, a, b|ba taba™! = a%, x = ba™1)

65
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Exemple 1.4.16. — Le groupe des quaternions Hg est le sous-groupe des matrices 2 x 2
inversibles & coefficients complexes engendré par

0 i -1 0
(1) . (7))

Montrons que ce groupe admet pour présentation

(A, B| A2 = B? = (AB)?)

et

(R, S, T|R?>=5%=1T%=RST).
Nous pouvons vérifier que A2 = B2 = (AB)? = —id d’oi1 la premiére présentation (en effet un
groupe qui a cette présentation est d’ordre 8).

De plus
(A, B|A>?=B*=(AB)>) = (A,B,R,S|R=A,S=DB, A>=B%*=(AB)?)
(R, S|R* = 8* = (RS)?)
(R,S,T|T=RS, R?=5%=1T?
(R, S, T|R?>=5%=T%=RST).

1.5. Le groupe SL(2,Z)
1.5.1. Générateurs de SL(2,Z). —

Lemme 1.5.1. — Les matrices

1 1
A—<01> et B

engendrent SL(2,Z).

(57

Démonstration. — Montrons que tout élément M de SL(2,7Z) est un mot en A*! et B*!.
Ecrivons M sous la forme M = : g ) On écrira parfois (M) (resp. §(M)) au lieu de

(resp. ¢). Posons T'= ABA € SL(2,Z).
0 SiB=0,alorsa=0==+1etoubien M = B~ ou bien M = —BY = T?B". Ainsi M
s’exprime comme un mot en ATl et BEL
o Sid =0, alors fv = —1. Nous avons l'alternative § = —y = 1 ou § = —y = —1, i.e.
lalternative M = A™YT ou M = AYT?3. Dans les deux cas M s’exprime comme un mot
en AT et B*L
© Supposons maintenant que S0 = 5(M)d(M) # 0. Notons que

(1.5.1) BAM) = B(M) +6(M) et  S(AM) = 6(M)



1.5. LE GROUPE SL(2,Z) 67

et
(1.5.2) B(TM)=4§M) et (TM)=—-B(M).

Les égalités (1.5.1) entrainent que quitte a multiplier M & gauche par une puissance de
A bien choisie nous obtenons une matrice A" M telle que

0 < |B(A"M)| < [5(A™ M)

Les égalités (1.5.2) impliquent qu’on peut échanger les roles de £ et +4 quitte & mul-
tiplier a gauche par T. Nous pouvons donc faire décroitre les valeurs absolues de 5 et §
jusqu’a ce que 'une des deux s’annule. Autrement dit quitte & multiplier M & gauche par
des puissances convenables de A et T' on se rameéne au cas 5 = 0 ou au cas 6 = 0, cas
traités précédemment.

O

Donnons un second systéme de générateurs de SL(2,7Z) :

Théoréme 1.5.2. — Les matrices

0 -1 11
S = ( 1 0 > et T = < 0 1 >
engendrent SL(2,Z).

Démonstration. — Désignons par G le sous-groupe de SL(2,Z) engendré par S et T, i.e. G =
(S, T).

SiM = CCL Z ) est un élément quelconque de SL(2,Z), alors

(1.5.3) S(Z Z)_(—ac —bd> Tn(i 2)_(&—1;710 b+dnd>

Soit M = ( CCL Z ) dans SL(2,Z).
. R +1 k
o Supposons que ¢ = 0. Puisque M appartient & SL(2,7Z) elle est de la forme 0 41

pour un certain entier k et avec des entrées diagonales de méme signe. Autrement dit
M =T¥% ou —=T%, i.e. il existe un élément g dans G tel que gM = +T™ pour un certain
n dans Z. Comme T™ appartient & G et S? = —id nous obtenons que M = 4¢~!T™
appartient a G.

o Supposons désormais que ¢ # 0. Si |a| > |¢|, on effectue la division euclidienne de a par
c:a=cq+r,0<r < |c|. Appelons coefficient (i,j) d’'une matrice le coefficient situé
sur la seme ligne et la jieéme colonne de cette matrice. D’apres (1.5.3) le coefficient (1,1)
de T79M est a — gc = r qui est en valeur absolue plus petit que le coefficient (2,1) de
T~9M. Nous multiplions ensuite T~9M a gauche par S ce qui a pour effet d’échanger les
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coefficients (1,1) et (2,1) de T-7M modulo un signe (cf. (1.5.3)). Si le coefficient (2, 1)
de ST~9M est non nul nous considérons de nouveau la division euclidienne du coefficient
(1,1) de ST~2M par le coefficient (2,1) de ST~7M, nous multiplions par la puissance de
T adéquate puis par S etc jusqu’a obtenir une matrice dont le coefficient (2,1) est nul :
nous nous sommes ramenés au cas précédent.

O
Cette seconde démonstration a 'avantage d’étre "constructive" comme nous pouvons le voir
dans ’exemple suivant :

Exzemple 1.5.1. — Ecrivons A = 177 ?g a l'aide de S et T.

Puisque 17 =7 x 2 + 3, nous allons soustraire 7 x 2 & 17;

3 5
—24 _
r A‘(? 12)'

Maintenant échangeons les roles de 3 et 7 en multipliant par S :

o, [ -7 12
srea= ().

Divisons —7 par 3, nous obtenons —7 = 3 x (—3) 4+ 2; nous allons donc ajouter 3 x 3 & —7 en

T3ST2A = ( 23 )

multipliant par T3 :

3 5

Quitte & multiplier par S nous avons

-3 =5
3a—2 4 _
ST°ST A-( 5 3 )

Comme —3 = 2 x (—2) + 1 nous avons

2qr3aqp-24 _ [ 11
T“ST>ST A<2 3 |-
puis

ST?2ST3ST %A = ( _12 _13 ) .

Comme —2 =1 x (—2) + 0 nous obtenons

T28T2ST3ST2A = ( (1) _11 ) )

et enfin

ST2ST?ST3ST2A = ( _01 j )
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soit ST2ST2ST3ST2A = —T = S?T ou encore A = T2S1T7-38-17-28-17-29-1 62T Mais
S—1 = _—S donc
A=T?ST3ST2ST2ST.

17 29
Remarque 1.5.1. — Reprenons ’exemple < 7 12 ) € SL(2,7Z). Pour obtenir une expres-
sion en termes de S et 1" nous regardons le ratio de la premiére colonne a savoir 1—77 :
17 5 4 3 1 5 1
o TOT T T T T 9T g
7 7 1 —1

les entiers 3, 2 et 4 vont jouer un réle crucial dans la suite. Nous avons

3 2 4o ].7 —5
TSTSTS—<7 L

17 29 17 =5
<7 12)‘(7 —2>M
_ 1 2 _ 2
M_(Ol)_T

17 29 73 2 4 2
(7 12>—TSTSTST.

Résolvons
Nous obtenons
Ainsi

Notons que cette expression est différente de celle obtenue précédemment : lorsqu’on considére
les fractions continues on est inéressé par les entiers les plus proches « supérieurs » ce qui n’est
pas le cas lorsqu’on fait des divisions euclidiennes.

Corollaire 1.5.3. — Le groupe SL(2,7Z) est engendré par

1 1 10
(1) . oo(10),

Démonstration. — Notons que T' et U appartiennent a SL(2,Z) ; ainsi le groupe (T, U) est un
sous-groupe de SL(2,Z). Réciproquement S = T-1UT ! donc (T, U) D (S, T) = SL(2,Z). O

Corollaire 1.5.4. — Le groupe SL(2,7Z) est engendré par deux matrices d’ordre fini.
Démonstration. — Nous avons vu que SL(2,Z) = (S, T) (Théoreme 1.5.2). Par suite
SL(2,Z) = (S, ST). Or S = < (1) _01 > est d’ordre 4 et ST = (1) _11 ) est d’ordre 6. [J

Corollaire 1.5.5. — L’image de tout morphisme de SL(2,Z) dans C* est contenue dans le
groupe des racines 12ieme de 1'unité.
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Démonstration. — Le Corollaire 1.5.4 assure que SL(2,Z) est engendé par S qui est d’ordre 4
et ST qui est d’ordre 12. Par suite I'image d’un morphisme de SL(2,Z) dans C* est contenue
dans le sous-groupe engendré par ji4 et pg qui est p;2 (en effet 12 = ppem(4,6)). ]

Ezxemple 1.5.2. — Considérons

x:SL(2,Z2) — C*

(CCL Z) = exp<21i;r((1—02)(bd+3(c—1)d+c+3)+c(a+d—3)>>.

En particulier
3ir —14+iV3 2im
S = —i= _ t T J— I _ =0 .
S =-imew () e \(T) ( s ) exp (33 )
On peut vérifier que £ est un morphisme de groupes dont I'image est le groupe des racines
12ieéme de I'unité tout entier.

1.5.2. Générateurs de PSL(2,Z). — Soit SL(2,Z) le groupe des matrices 2 x 2 a coefficients
dans Z et de déterminant 1. Le centre de SL(2,7Z) est le groupe d’ordre 2 engendré par —id :
Z(SL(2,7Z)) = (—id).

On appelle groupe modulaire le groupe quotient
psL(2,z) = SUZZ)
il peut étre identifié au groupe

az+b
cz+d

{C—>(C,z»—> a,b,c,deZ,ad—bc:l}.

Lemme 1.5.6. — Le groupe PSL(2,7Z) est engendré par S et ST ot

0 -1 1 1
= T =
sont les matrices introduites au Théoréme 1.5.2.

Démonstration. — Posons

— 0 —1 o 0 -1
l’—S—(l 0 ) et y—S’T—(1 1 )
Alors 22 = —id = id et y® = —id = id dans PSL(2,Z). Puisque S et ST engendrent SL(2,Z)

tout élément de PSL(2, Z) s’écrit comme un mot en les x et y. Comme z et y sont respectivement
d’ordre 2 et 3 on peut écrire tout mot en les = et y sous la forme suivante

(1.5.4) yoryta .. yintayin

avec

® i € Z/3z,
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e i1 Z0mod 3, 4o Z0 mod 3, ..., ip,—1 Z 0 mod 3.
O

Remarque 1.5.2. — Nous verrons que lécriture (1.5.4) est unique au §1.5.3, autrement dit
x et y engendrent librement () PSL(2,7Z) :

i.e. il n’y a pas de relations entre = et y dans le groupe PSL(2,Z) exceptées celles découlant de
22 =1ety®=1.
1.5.3. Présentations de SL(2,Z) et de PSL(2,Z). — Le groupe des tresses B, est le groupe

engendré par les n — 1 générateurs o1, o9, ..., 0,_1 satisfaisant les relations suivantes

oi0; = ojo; pour tout 1 <, j <n—1let|i—j|>2
0;0;410; = 044+1040;4+1 pour tout 1 S 7 S n-—2

Par définition By = {id} et By est le groupe cyclique infini (o1).

Considérons les trois groupes de présentation

(1.5.5) (a, b|aba = bab, (aba)* = 1)

(1.5.6) (s, t|s> =13t =1)

(1.5.7) (s,t]s3=t*=1)

Lemme 1.5.7. — Les présentations (1.5.5) et (1.5.6) définissent le méme groupe G a isomor-

phisme preés.
Le groupe G est isomorphe au quotient du groupe des tresses Bs par le sous-groupe central
engendré par (o10901).

Démonstration. — Montrons comment passer de (1.5.5) & (1.5.6). Posons s = ab et t = aba.
Alors a = sb™! et
t=aba <= t=1sb'bsb ' =t =25t = b=1t""s

Finalement b = t~'s? et a = sb™! = ss7 2t = s~ 't. Nous en déduisons que aba = bab se réécrit

st 1?5 =t 125 it 1 = sl s T =t s TS et =t B = 2 = §8

et (aba)* = 1 se réécrit t* = 1. Ainsi (1.5.5) et (1.5.6) définissent des groupes isomorphes.

3. Si G et H sont deux groupes, leur produit libre G * H est défini comme le groupe (unique & isomorphisme
pres) dans lequel les groupes G et H s’injectent

i:G—>GxH et j:H—-Gx+H

avec la propriété universelle suivante : pour tout groupe K, pour tous morphismes g: G — K et h: H —» K il
existe un unique morphisme f: G« H — K qui prolonge a la fois g et h, i.e. tel que foi=get foj=h.
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En remplacant a par o1 et b par o2 dans (1.5.5) nous constatons que G est isomorphe au
quotient de B3 par le sous-groupe normal engendré par (oy0901)%. O

Remarque 1.5.3. — (010201)* = ((010201)2)2 et (010201)? engendre le centre de B3 (voir
[KTO08, Theorem 1.24]).

Remarque 1.5.4. — On déduit de (1.5.6) une troisiéme présentation de G :
G = (u, v|u? = (w)3, u* = 1).

Lemme 1.5.8. — Le groupe H défini par (1.5.7) est isomorphe au quotient de Bz par son
centre.

Démonstration. — A partir des présentations (1.5.6) et (1.5.7) il est clair que H est le quotient
de G par le sous-groupe normal engendré par s> = ¢t € G. Les identifications

s:abzalag t:aba:010201

conduisent a H = BS/Z(Bg)' ]

11 1 0

comme on I’a vu (Lemme 1.5.1) ces matrices engendrent SL(2,7Z). Un calcul direct montre que

ABA = BAB et (ABA)* = id.

Posons

Par conséquent il existe un morphisme de groupes f: G — SL(2,Z) tel que
fla)=A et f(b) = B.

Nous constatons que
(s) :fmwzﬂ@ﬂszBz(fli>

f(t) = flaba) = f(a)f(b)f(a) = ABA = ( —01 (1) )

£ = ﬂmszﬂw=<f1;><flé)=—@

Cette derniere égalité assure que f induit un morphisme de groupes f: H — PSL(2,7Z).
Théoréme 1.5.9. — Les morphismes de groupes
f: G—SL(2,7Z)

et
Jiu=bByy gy - PSL(2,2)

sont des isomorphismes.



1.5. LE GROUPE SL(2,Z) 73

Lemme 1.5.10. — Le morphisme f: G — SL(2,Z) est injectif (resp. surjectif) si et seulement
si f est injectif (resp. surjectif).
Démonstration. — Le morphisme f envoie le sous-groupe (t2) C G sur le groupe d’ordre 2

engendré par —id. Comme t* = 1 le sous-groupe (t?) est d’ordre au plus 2. Ainsi f induit un
isomorphisme entre (t?) et {&id}. O

Démonstration du Théoréme 1.5.9. — D’apres le Lemme 1.5.10 il suffit de montrer que f: G —
SL(2,7Z) est surjective et f: H — PSL(2,7Z) est injective.

Le Lemme 1.5.1 assure que A = f(a) et B = f(b) engendrent SL(2,Z) ce qui entraine que
f: G — SL(2,Z) est surjective.

Montrons que f: H — PSL(2,7Z) est injective. Le groupe H de présentation

(s,t] s =t*=1)

est le produit libre du groupe cyclique d’ordre 3 engendré par s et du groupe cyclique d’ordre 2
engendré par t. Tout élément de H~\ {id} a une unique expression de I'une des formes suivantes

w = s1ts™2t ... ts"T, wt, tw, twt, t

ou g; = 1 pour tout 1 < i < r (pour une définition des produits libres et une description des
formes normales de leurs éléments voir [LS01, §1.11] ou [Ser77, §1.1.]). On est donc ramené a
montrer qu’aucun de ces éléments n’appartient a ker f.
. 0 1 . X -

Puisque f(t) = ABA = ( 1 0 ), t n’appartient pas a ker f.

Comme twt = twt™! est un conjugué de w et comme tw est un conjugué de wt il suffit de
vérifier que f(w) # 1 et f(wt) # 1.

Commencons par étudier f(wt). Nous avons wt = (s1t)(s°2t) ... (s°"t). Puisque s~ 't = a et

st=(t"tsHt=bp1cH

nous avons f(s~1t) = A et f(st) = B 'oud (resp. B) désigne I'image de A (resp. B) dans
PSL(2,Z). Ainsi f(wt) est un produit non vide faisant intervenir A et B~'. 1 suffit donc

- . . 11 1 0 .
de vérifier qu’aucun produit non vide de A = ( 0 1 ) et B~ = < 11 > ne peut étre
égal & {£id}. D’une part un tel produit n’a que des coefficients positifs ou nuls, d’autre part
apres chaque multiplication par A ou B! la somme des coefficients non diagonaux augmente
strictement. Par suite un tel produit ne peut pas étre égal a +id.

Pour finir on s’intéresse & f(w). Raisonnons par I'absurde : supposons que f(w) = 1. Alors

Flwt) = F(t) = ( Yo )

ce qui contredit le fait que f(wt) n’a que des coefficients positifs ou nuls. Il s’ensuit que

f(w) # 1. O
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Donnons une autre démonstration de la présentation du groupe PSL(2,7Z) :

Théoréme 1.5.11 ([Alp93]). — Nous avons
PSL(2,Z) = Lty + Lrsyy

Donnons une caractérisation des produits libres, nous renvoyons & [LS01] pour une démons-
tration :

Proposition 1.5.12 ([LS01]). — Soit G un groupe. Soient H et K deux sous-groupes de G.
Le groupe G est le produit libre H « K de H et K si et seulement si
o H et K engendrent G ;
© si w s’écrit
hikihoks ... hokn
avec hy € H, h; € H~ {e} pour tout 2 <i <n, kj € K~ {e} pour tout 1 <j<n-—1et
k., € K, alors w n’est pas trivial.

Démonstration du Théoréme 1.5.11. — Le groupe SL(2,Z) est engendré par (Théoréme 1.5.2)

1 1 0 -1
T—<01> et S_<1 0>,

par conséquent T et S engendrent PSL(2,Z). En particulier PSL(2,Z) est engendré par

H—<T>—<<3 1>> et K—<Ts>—<(} ‘01>>;

Le groupe H est cyclique d’ordre 2 et le groupe K est cyclique d’ordre 3. Le groupe PSL(2,7Z)

a
agit sur C : si ( ) appartient a SL(2,7Z), alors son action sur C est donnée par
c

d
az+b
cz+d
et donc sur I’ensemble des irrationnels. En particulier les générateurs agissent comme suit
1 -1
T:z+— —— et TS: 23 = .
z z
Notons que
T iz —— et (TS) " :zm— .
z 1-=2

Désignons par P I’ensemble des irrationnels positifs et par A/ I’ensemble des irrationnels néga-
tifs. Nous avons les inclusions

S(P)cN TS(N) C P.

Soit w un mot dont I’écriture alterne S et T'S.
© Supposons que w soit de longueur impaire, alors
— w(P) C N si la lettre la plus & droite de w est S,
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— w(N) C P sila lettre la plus & droite de w n’est pas S.
En particulier w # id.
¢ Supposons que w soit de longueur paire. On peut conjuguer w par S si nécessaire afin de

considérer un mot commencant par une puissance de T'S et finissant par S.

— Siw = (TS)...S,alors w(P) C T'S(N) est un ensemble d’irrationnels positifs minorés
par 1.

— Siw = (TS)™'... S, alors w(P) C Tisil(/\/') est un ensemble d’irrationnels positifs
majorés par 1.

En particulier il existe un irrationnel z tel que w(z) # z et w # id.

Le Lemme 1.5.12 permet de conclure. O
1.5.4. Sous-groupes libres de SL(2,Z). — Rappelons ’énoncé suivant appelé Lemme du
Ping Pong :

Lemme 1.5.13. — Soit G un groupe agissant sur un ensemble F.

Soient I'1 et I'y deux sous-groupes de G. Désignons par I' le sous-groupe de G engendré par
Iy et I's. Supposons que I'y soit d’ordre > 3 et que I's soit d’ordre > 2.
Supposons qu’il existe deux ensembles non-vides X1 et X9 de E tels que

Xo ¢ Xy
"y(XQ) C X1 V’y c Fl AN {e}
v(X1) C Xo Vyelsx~{e}

Alors T est isomorphe au produit libre I'1 % I's.

Démonstration. — Soit w un mot réduit non vide écrit a l'aide de lettres de (I'y \ {e}) U (T2~
{e}). Montrons que I’élément de I" défini par w (encore noté w) n’est pas trivial.
o Siw est de la forme ajbjagbs ... ap avec ay, ag, ..., ar dans I'y \ {e} et by, ba, ..., by dans
Iy ~ {e}, alors

UJ(XQ) = ai1bjasby ... ak(Xg) C arbiaghs . .. ak—lbk—l(Xl)
alblagbg e ak_l(Xg)

al (XQ)

C
C
-
C X

Puisque X9 ¢ X7 le mot w n’est pas trivial.
© Supposons que w soit du type bjagbs . ..aiby avec ag, as, ..., ap dans I'y \ {e} et by, bo,
..., by dans T's \ {e}; considérons un élément a dans I'; \ {e}. L’argument précédent

1

assure que awa” " n’est pas trivial donc que w n’est pas trivial.

o Si w est de la forme ajbjagbs. .. agby avec ay, ag, ..., a dans T'y \ {e} et by, bo, ..., b
dans T's . {e}, alors un argument analogue & celui donné plus haut implique que awa™?,

pour a € T'; ~ {1, afl}, n’est pas trivial et donc que w n’est pas trivial.
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© Supposons que w soit du type biagbs ... ay avec ag, ..., ar dans I'y \ {e} et by, ba, ..., b
dans T's \ {e}. Un argument analogue & celui donné plus haut implique que awa™!, pour

a € T'1 N {1, ax}, n’est pas trivial et donc que w n’est pas trivial.
O

Proposition 1.5.14. — Les deux matrices

(o 7) : (27)

engendrent un sous-groupe de SL(2,7) qui est libre de rang 2.

Remarque 1.5.5. — Plus généralement

(0 7) : (&)

engendrent un sous-groupe de SL(2,7) qui est libre de rang 2 pour tout k > 2. A noter que ce
n’est pas le cas lorsque k£ = 1 vaut 1 puisque

GG =)

Démonstration. — Considérons

Fl_{<(1) 21">eSL(2,Z)neZ}
rg—{<21n ?)eSL(2,Z)\neZ}.

Ce sont deux sous-groupes infinis cycliques de SL(2,7Z) engendrés respectivement par les ma-

est d’ordre fini.

1 2 10
trices ( 01 ) et < 5 1 > Le groupe SL(2,Z) agit linéairement sur R? comme suit

SL(2,7Z) x R? — R? (M, v) — M -v.

x-{(2) x> )
wo-{(2) v <u

1
Nous avons Xo ¢ X7 ; en effet < 9 ) appartient a Xo mais pas a Xj.

Posons

et
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Montrons que y(X2) C X1 pour tout v € I'y \ {id}. Soit v € T'; \ {id}, i.e. v = ( (1) 21n )

avec n € Z, n # 0 et soit ( ; ) € Xo, i.e. |z| < |y|. Nous avons

G-CN0-C)

|+ 2ny| = [2ny — (=2)| > [[2ny| - | = =[] = [|2ny| — [=]]

D’une part

d’autre part |z| < |y| et 2|n| > 2 donc 2|n||y| > 2|x| > |z|, i.e. 2|n||y| — |z| > 0. Par conséquent
[12ny] — ||| = [2ny| — || et
|z + 2ny| > |2ny| — |x|.
Par ailleurs |z| < |y| d’ou —|z| > —|y| et
[2ny| = [z] > [2ny] = |y| = 2[n|ly| = ly| = (2[n] = Dy].
Or |n| > 1 d’ou 2|n| > 2 et 2|n| — 1 > 1 ainsi |2ny| — || > |y| et |x + 2ny| > |y| autrement dit
0% 5 appartient a X.
De méme nous pouvons montrer que v(X1) C Xo pour tout v € I'g \ {id}.

Le Lemme du Ping Pong permet de conclure. O

1.5.5. Sous-groupes de congruences. — Le groupe SL(2,Z) est un groupe discret de ma-
trices a coefficients entiers, on parle de groupe arithmétique. Pour de tels groupes les sous-
groupes les plus importants sont ceux d’indice fini. La fagon la plus simple de trouver des

sous-groupes d’indice fini de SL(2,7Z) est de passer par les sous-groupe finis de SL (2, Z/nZ)'
Pour tout entier n > 1 le morphisme naturel de réduction

SL(2,Z) — SL (2, Z/nZ>

est un morphisme de groupes de noyau

I'(n) = ker (SL(2,Z) — SL(2,Z/nZ)) = {( Z Z ) ( (1) (1) ) mod n}

(notons que cette construction est aussi possible pour n = 1 mais I'(1) = SL(2, Z)).

Comme SL(2’Z)/F(n) se plonge dans le groupe fini SL (2, Z/nZ) chaque I'(n) est un sous-
groupe d’indice fini de SL(2,7Z). Par conséquent tout sous-groupe de SL(2,7Z) contenant I'(n)
pour un certain n est d’indice fini.

Théoréme 1.5.15. — Le groupe

F(2):{M€SL(2,Z)|M5 ((1] ?) mon}
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est engendré par les matrices

1 2 1 0
s 2 _ 2 _
id T<01> et 1](21>

Démonstration. — Les matrices —id, T? et U? appartiennent & I'(2) donc (—id, T?, U?) C

I'(2).
Pour montrer 'inclusion réciproque nous allons adapter la démonstration du Théoréme 1.5.2.

Au lieu d’utiliser le théoréeme usuel de division euclidienne nous allons utiliser la version suivante

modifiée : si a, b désignent deux éléments de Z tels que b # 0, alors a = bg + r avec |r| < 5

0]

b
(r pouvant étre négatif). Soit M = ( ch p ) un élément de I'(2) ; en particulier a et d sont

impairs alors que b et ¢ sont pairs.

1
o Si le coefficient (2,1) de M est nul, alors M = + 0 f > pour un certain ¢ € Z.
Comme de plus M appartient a I'(2) Uentier ¢ est pair; on I’écrit donc sous la forme 2k.
Autrement dit M = + (1) 21k et M = +T% ¢ (—id, T?).

Si le coefficient (2,1) de M n’est pas nul, alors on multiplie M & gauche par une puissance

adéquate de T2 ou U? de maniére & faire diminuer max(|al, |c|). Notons que comme a est

impair et ¢ est pair nous avons a # +c¢ donc |a| # |c| et max(|al, |c|) vaut ou bien |a|, ou

bien |c| mais pas les deux. Nous allons distinguer les éventualités |a| < |c| et |a| > |c|.

— Si |a| > |c| et ¢ # 0 (le cas ¢ = 0 a déja été traité), nous écrivons a = (2¢)q + r avec
Ir| < % = |c|. Alors

_ 1 —2¢q a b r b—2qd
2q pr— prm—
U e [ F I B (e
et max(|rl, [c|) = [¢[ < |a|] = max(]al, |c]). )
— Supposons pour finir que |a| < |¢|. Comme a est impair, a # 0. Ecrivons ¢ = (2a)q+r

avec |r| < @ = |a|. Alors

1 0 a b a b
—2q = =
vM (—Qq 1><c d) (7“ d—2bq>

et max(|al,[r|) = |a| < |c] = max(|al, |c]).
En appliquant, si nécessaire, ces deux étapes tour a tour nous obtenons ’existence d’un
élément g de (U2, T?) tel que le coefficient (2,1) de gM soit 0. Alors d’aprés le premier
cas traité gM appartient a (—id, T?). Il en résulte que M = g 1(gM) appartient &
(—id, U2, T?).
O
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Théoréme 1.5.16. — Le morphisme de réduction
SL(2,Z) — SL (2, Z/nZ>

est surjectif.

c d
assure l'existence de b’ tel que
¢ b=V mod n,
¢ a et b sont premiers entre eux.

b
Démonstration. — Soit ( ¢ ) un élément de SL (2, Z/nZ>' Le théoréme des restes chinois

Comme a et b’ sont premiers entre eux il existe z et y dans Z tels que ax — b'y = 1. Posons
d=c+y(l—(ad—1b'c)) et d=d+z(1-(ad—10'c)).

/

. a N a bV a b
Alors ad’ —b'd =1, i.e. ( ¢ d ) appartient a SL(2,Z). De plus ( J ) = ( A >
mod n. En effet ¥’ = b mod n donc V' s’écrit b + jn pour un certain entier j et
d—c=y(l—(ad—Vc)) =y(l—(ad— (b+jn)c)) = y(1 — (ad — bc) +jnc)) = (yjc)n.
1

De méme nous obtenons que d’ = d mod n. O
Ezxemple 1.5.3. — Soit M la matrice donnée par
18 14
M = .

Notons que det M = —20 = 1 mod 21. Déterminons une matrice de SL(2,Z) qui a pour image
M par le morphisme de réduction

SL(2,Z) — SL(2,Z4,7).

Remarquons que 18 et 14 ne sont pas premiers entre eux mais 18 et 14 + 21 = 35 le sont. Une
solution de 18x — 35y = 1 est x = 2, y = 1. Autrement dit en reprenant les notations de la
démonstration précédente

a b\ (18 14 o B B
(e d>_<4 2)’ e e e

d’ou ¢ =109 et d’ = 212. Ainsi
18 14 18 35
(4 2) (109 212>m"d21

et ( 18 35 ) appartient a SL(2,Z).

109 212
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Corollaire 1.5.17. — Pour tout n > 2 nous avons
SL(2,7Z ~ Z
( )/F(n) ~ SL, (2, /nZ).
Démonstration. — Le morphisme de réduction

SL(2,Z) — SL (2, Z/nZ)
est surjectif de noyau I'(n), le théoréme d’isomorphisme permet de conclure. O

Corollaire 1.5.18. — Le groupe fini SL (2, Z/nZ) est engendré par deux éléments d’ordre n.

Démonstration. — D’apres le Corollaire 1.5.3 le groupe SL(2,7Z) est engendré par

11 1 0
(11 . o-(10),

Par conséquent SL (2, Z/nZ) est engendré par les réductions de T et U qui sont d’ordre n. [

Corollaire 1.5.19. — Le groupe (S, T?) est un sous-groupe d’indice 3 de SL(2,7).

Démonstration. — Montrons que I'(2) est inclus dans (S, T?). Le Théoréme 1.5.15 assure qu'il
suffit de montrer que les trois générateurs —id, T2 et U? de I'(2) appartiennent & (S, T?). Or
—id = 5 T? =T? et U?=ST7257!

donc T'(2) C (S, T?).
Pour déterminer l'indice de (S, T?) dans SL(2,Z) nous allons travailler modulo T'(2) et
calculer I'indice du sous-groupe (S, 72) dans

SL(Q,Z)/F(Q) ~ SL (Q,Z/QZ)-

2

Puisque 7? € T'(2), S ¢ T'(2) et S? = —id € T'(2) le groupe (s, T >/F(2) est d’ordre 2. Ainsi
2

I'indice de (5, T >/I‘(2) dans SL (2,Z/QZ) est g = 2. O

Remarque 1.5.6. — Il n’y a pas d’analogue & I’énoncé précédent si on remplace (S, T2) par

(S, T™) : le groupe (S, T™) n’est pas un sous-groupe d’indice fini de SL(2,7Z) dés que m > 2.

Définition 1.5.1. — Un sous-groupe de SL(2,Z) qui contient I'(n) pour un certain entier n
est appelé sous-groupe de congruence de SL(2,7Z).

Cette terminologie se justifie par le fait qu’un tel sous-groupe peut étre décrit par un ensemble
fini de conditions de congruence.

Exemple 1.5.4. — La démonstration du Corollaire 1.5.19 assure que (S, T?) est un sous-
groupe de congruence puisque I'(2) C (S, T?). L’image de (S, T?) dans

SLEZ) 4 g) = SL(2, L)
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est {H, ?}_ Nous pouvons donc décrire (S, T?) par des conditions de congruence modulo 2 :

(S,T2>:{MESL(2,Z)|ME<3 ?) ou <(1) é) mod2}

Parmi les sous-groupes d’indice fini de SL(2, Z) les sous-groupes de congruence sont particu-
lierement importants en théorie des nombres : des formes modulaires leur sont associées. Par
exemple la fonction L d’une courbe elliptique est une source naturelle de formes modulaires
pour les sous-groupes de congruence de SL(2,7Z).

Théoréme 1.5.20. — Le groupe dérivé de SL(2,7Z) est un sous-groupe de congruence d’indice
12 de SL(2,7Z).

Démonstration. — Comme SL(2,Z) est engendré par S et T' et comme
o S est d’ordre 4,
o ST est d’ordre 6,
o §? = (8ST) = —id
Pabélianisé SL(2; Z)/D(SL(Z, 7)) de SL(2,7Z) est engendré par g = S et h = ST avec

g4 — ld, h6 — ld, g2 — h3.

Puisque SL(Q,Z)/D(SL(2 7)) est abélien chacun de ses éléments est de la forme g¢'h’/ avec
0<i<3et0<j<5. Mais g?> = h3 donc tout élément de I’abélianisé¢ de SL(2,7Z) s’écrit g*h/
avec 0 < i< 1et0<j<5 Lenombre de tels éléments (distincts) étant majoré par 12 nous
obtenons 'inégalité

[SL(2,Z) : D(SL(2,Z))] < 12.

Montrons désormais que [SL(2,Z) : D(SL(2,Z))] a un quotient abélien d’ordre 12 ce qui
entraine que [SL(2,Z) : D(SL(2,Z))] > 12 et donc que [SL(2,Z) : D(SL(2,Z))] = 12.
¢ Considérons la composée du morphisme de réduction avec le morphisme de signature

SL(2,2) — SL(2,%/47) = GL(2.Z4z) ~ 85 — {1};

elle est surjective. Ainsi SL(2,Z) a un groupe quotient d’ordre 2 qui est abélien.
Par suite [SL(2,7Z) : D(SL(2,7Z))] est divisible par 2.
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o Le groupe SL (2, Z/32> est d’ordre 24 et posséde un 2-SyLow distingué ()

(G o M G O M ey O M e i
X

(isomorphe a Hg). Par suite la composée

SL(2,Z) — SL(z, Z/gz) — SL<2’ v SZ)/G

est un morphisme de SL(2,7Z) dans un groupe d’ordre %1 = 3 qui est abélien.
Il en résulte que [SL(2,Z) : D(SL(2,Z))] est divisible par 3.
¢ Le groupe SL (2, Z/4Z) qui est d’ordre 48 possede un sous-groupe distingué d’indice 4
(& vérifier) ; le groupe quotient correspondant est d’ordre 4 donc abélien et [SL(2,Z) :
D(SL(2,Z))] est divisible par 4.
Finalement [SL(2,Z) : D(SL(2,Z))] est divisible par 2, 3, 4 mais aussi 2 x 3 = 6 et
3x4 =12
Reste a montrer que D(SL(2,Z)) est un sous-groupe de congruence de SL(2,Z). Puisque
SL (2, Z/?)Z) x SL (2, Z/4Z> a un quotient abélien H d’ordre 3 x 4 = 12 la composée ¢ définie
par
SL(2,Z) 4% SL(2,Z/3Z> x SL(z, Z/42) 2 H

a pour noyau D(SL(2,Z)). Mais I'(12) est contenu dans ker ¢ donc dans ker ¢ = D(SL(2,7Z)).
0

Remarque 1.5.7. — Le groupe dérivé de SL(2,7Z) est engendré par

[5,T]:<_11 _21> ot [S,Tﬂ:(i ;)

4. D’apres le troisiéme théoréme de SYLOW le groupe SL (2, Z/3Z) posséde un ou trois 2-SYLOW ; notons qu’un

tel 2-SYLOW est d’ordre 8. Soit K un sous-groupe d’ordre 8 dans SL (2, Z/3Z). Les matrices de K sont annulées

par le polynéme X® — 1 qui est & racines simples en caractéristique 3 (ses racines sont les éléments non nuls du
corps Fg). Une matrice M de K est donc diagonalisable, et de polynéme caractéristique X% - (tr M)X + 1. Si
tr M = +1, nous avons une racine double, car sur Z/gz nous avons X°—X+1 = (X+1)% et X>+X+1 = (X—1)°.

Dans ce cas M = +id. Sinon tr M = 0 et il y a exactement 6 matrices de trace nulle dans SL (2,2/32). Ainsi

SL (2, Z/?’Z) admet un seul sous-groupe d’ordre 8, c’est un 2-SYLOW qui est distingué. On peut vérifier qu’il est

non abélien et contient un élément d’ordre 2 central, il est donc isomorphe a Hs.
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Définition 1.5.2. — Soit k > 2. Un sous-groupe de SL(k,Z) est un sous-groupe de
congruence s’il contient le noyau du morphisme de réduction

SL(k,Z) — SL(k, 2,7
(qui est surjectif) pour un certain n € Z7.

Comme dans le cas k = 2 tout sous-groupe de congruence de SL(k,Z) est d’indice fini.
Le groupe SL(2,Z) contient des sous-groupes d’indice fini qui ne sont pas des groupes de
congruence. En fait la plupart des sous-groupes d’indice fini de SL(2, Z) ne sont pas des groupes
de congruence : parmi les sous-groupes d’indice n de SL(2,7Z) la proportion des groupes de
congruence tend vers 0 lorsque n tend vers +o0o. Par contre dés que n > 3 les sous-groupes
d’indice fini de SL(n,Z) sont des sous-groupes de congruence (c’est un théoreme dii & BAss,
LAZARD, SERRE et MENNICKE).

1.5.6. Sous-groupes d’indice fini de SL(2,7Z) qui ne sont pas des sous-groupes de
congruence. — L’existence de sous-groupes d’indice fini de SL(2,Z) qui ne sont pas des sous-
groupes de congruence a été annoncée par KLEIN des 1879. Les premiers exemples apparaissent
en 1887 dans des articles (indépendants) de FRICKE et PICK. Nous n’allons pas présenter leur
construction ici. La construction que nous allons présenter est une application du Théoreme de
JORDAN-HOLDER. Elle nécessite de faire quelques rappels.

Soit G un groupe; notons e son élément neutre. Nous appelons suite de composition de G
toute suite finie (Gg, G1, ..., G,) de sous-groupes de G telle que

0o G=Gy2G12...2G, ={e},
¢ Gj41 soit un sous-groupe normal de G; pour tout 0 < ¢ <r — 1.
Les quotients GVGZ,H sont appelés les quotients de la suite.

Soient X1 = (Go, G1, ..., Gy) et X9 = (Hp, Hy, ..., Hy) deux suites de composition de G.
On dit que X9 est un raffinement de 1, ou encore que Y9 est plus fine que X1, si 31 est extraite
de ¥, i.e. s'il existe des indices 0 = j(0) < j(1) < ... < j(r) = s tels que G; = H;(;) pour tout
1 <i <r—1. Les suites 31 et X9 sont équivalentes si r = s et g’il existe une permutation o de
lensemble {0, 1, ..., r—1} telle que pour tout 0 < i < r—1, le quotient GVGz’H soit isomorphe
au quotient Hff(i)/HJ(i)_H. Soit 3 = (Go, G, ..., G;) une suite de composition de G. Les trois
conditions suivantes sont équivalentes :

a) X est strictement décroissante et n’admet pas d’autre raffinement strictement décroissant

qu’elle-méme ;

b) les quotients de ¥ sont tous des groupes simples;

¢) pour tout 0 < i < r—1, le groupe G;11 est un sous-groupe distingué maximal de G; (c’est-

a~dire un élément maximal, relativement a 'inclusion, de ’ensemble des sous-groupes
propres distingués de G;).
Nous appelons suite de JORDAN-HOLDER une suite de composition possédant les propriétés
équivalentes a) a c).
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Enongons sans démonstration les quelques faits suivants :

<&

<o
<&

Pour tout groupe G, la suite (G, {e}) est une suite de composition. C’est une suite de
JORDAN-HOLDER si et seulement si G est simple.

S3 D As D {e} est une suite de JORDAN-HOLDER.

Théoreme de raffinement de SCHREIER : pour deux suites de composition d’un méme
groupe, il existe toujours un raffinement de la premiere et un raffinement de la seconde
qui sont équivalents. Ainsi si un groupe admet une suite de JORDAN-HOLDER, toute suite
de composition strictement décroissante de ce groupe admet un raffinement qui est une
suite de JORDAN-HOLDER.

Si un groupe résoluble G admet une suite de JORDAN-HOLDER, chaque groupe quotient
de cette suite est a la fois simple et résoluble, donc est cyclique d’ordre premier, et G
est donc fini. En particulier, un groupe abélien infini n’admet pas de suite de JORDAN-
HOLDER.

Tout groupe fini admet une suite de JORDAN-HOLDER.

Théoréeme de JORDAN-HOLDER : deux suites de JORDAN-HOLDER d’un méme groupe
sont toujours équivalentes.

Lemme 1.5.21 ([Con]). — Soit H un groupe fini simple. Soient G1, Ga, ..., Gy des groupes
finis non triviaux. Si pour tout 1 < ¢ < k le groupe H n’est le quotient d’aucune suite de
JORDAN-HOLDER de G;, alors H n’est le quotient d’aucune suite de JORDAN-HOLDER de Gy X

GQ X ... Gk
Théoréme 1.5.22. — Soit k > 6. Pour tout n > 2 le groupe alterné Ay, n’est pas un quotient
de SL(2,2/,7).
Remarque 1.5.8. — La borne n > 6 est optimale; en effet
o Az est isomorphe au quotient de SL (2, Z/3Z) par son 2-SYLOW distingué;

<

Ay et PSL (2, Z/gz) sont isomorphes (Théoreme 1.3.22);

o As et PSL (2,Z/5Z) sont isomorphes (Théoreme 1.3.22).
Démonstration. — Ecrivons n sous la forme n = pyipy? ... pim, les p; désignant des nombres

premiers. Le théoreme des restes chinois assure que

Alors

m
Z ~TT1%Z,,.
7nZ = H /png‘
i=1

SL(Q, Z/nZ) ~ ﬁ SL(Q, Z/p:iZ).
=1

Le Lemme 1.5.21 assure qu’il suffit de montrer que Ay, k > 6 ;n’est pas un facteur de compo-

sition de SL (2, Z/p’"Z> pour tout p premier.
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Considérons le morphisme de réduction
Z Z
SL(z, /prZ) N SL(z, /pZ)
qui est surjectif. Désignons par K son noyau. Nous avons la suite de composition suivante

{id mod p"} <K < SL(2, Z/prz)

dont les facteurs sont modulo isomorphisme K et SL (2,Z/pZ). Il en résulte que les facteurs
de composition de SL (2, Z/pZ) s’obtiennent a partir des facteurs de composition de K et de
Z
SL<2, /pZ)‘
Déterminons les facteurs de composition de K. Le groupe
K = {M c SL(2,Z/prZ) | M = id mod p}

k+1

est un p-groupe; en effet si M = id mod p alors par récurrence M P = id mod P pour tout

k>0 dou MP"" = id mod p". Ainsi tous les éléments de K sont d’ordre une puissance de
p. Or un groupe fini dont tous les éléments sont d’ordre une puissance de p est un p-groupe
d’aprés CaucHy dont K est un p-groupe ). Les facteurs de composition d’un p-groupe fini,
donc de K, sont tous cycliques d’ordre p.

Déterminons désormais les facteurs de composition de SL (2, Z/pZ)'

Z
— Supposons p > 5; le groupe PSL (2, Z/pz) _ 5L (2’ 1 pZ)/{ 4 id} est simple pour p > 5
donc
{id} « { +id} aSL(2,2/,7)
est une suite de composition de SL (2, Z/pZ> et les facteurs de composition de SL (2, Z/pZ)
sont Z/QZ et PSL (2, Z/pZ)'
— Supposons maintenant p < 5. Comme

SL(Zv Z/pZ) = GL(2’Z/pZ) ~ 53 et SL(Z Z/gz)/{ +id} = A4

les facteurs de composition de SL (2, Z/2Z> et SL (2, Z/SZ) sont cycliques d’ordre 2 ou 3.
Finalement si p < 3, tout facteur de composition de SL (2, Z/pZ) est cyclique et pour tout
premier p > 5 le groupe SL (2,Z/prz) a un unique facteur de composition non abélien :

PSL (2, Z/pZ)' Ainsi si Ay, k > 6, était un facteur de composition de SL (Q,Z/prz>, alors Ay

5. Notons que 'ordre de K peut étre calculé mais que nous n’en avons pas besoin.
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serait isomorphe a un PSL<2,Z/pZ) pour un certain p > 5. Or |PSL (2,Z/pZ)| = (p2;1)p et

| N N . .
|Ag| = % donc on se rameéne a la question suivante : quand a-t-on

(1.5.8) kt=(p—1pp+1)

Si k < p, alors k! n’est pas divisble par p donc (1.5.8) n’a pas de solution si k& < p.

Si k = p, alors (1.5.8) se réécrit p! = (p — 1)!Ip(p + 1) soit (p —2)! = p+ 1 qui a une unique
solution p = 5(= k).

Si k=p+ 1, alors (1.5.8) se réécrit (p+1)! = (p— 1)p(p+ 1) soit (p—2)! =1doup=3:
contradiction avec le fait que p > 5.

Si k> p+ 2, alors (1.5.8) n’a pas de solution.

Finalement (1.5.8) a une seule solution : p = k = 5 (en effet PSL(2,F5) ~ A5, Théoréme

1.3.22) et deés que k > 6 le groupe alterné Ay n’est pas un quotient de SL (2, Z/nZ> et ce pour
tout n > 2. 0

Alors que le Théoreme 1.5.22 assure que la plupart des A, ne sont pas des quotients de
SL (2, Z/nZ) I’énoncé suivant assure que la plupart des A,, sont des quotients de SL(2,Z) :

Théoréme 1.5.23. — Dés que n > 9 le groupe alterné A,, est un quotient de SL(2,7Z).

Exemple 1.5.5. — Le groupe alterné Ag est engendré par
(14)(29)(37)(56) et (123)456)(789)

qui sont d’ordre 2 et 3 respectivement. Un morphisme surjectif de SL(2,Z) dans Ag est la
composée de la projection canonique SL(2,Z) — PSL(2,Z) et de

5 (14)(29)(37)(5 6)

PSL(2,Z) — Ay { ST — (123)(456)(789)

Proposition 1.5.24. — Dés que n > 9 il existe un morphisme surjectif de PSL(2,7Z) dans le
groupe alterné A,,.

Lemme 1.5.25 ([DWT1]). — Dés que n > 9 le groupe alterné A,, est engendré par un
élément d’ordre 2 et un élément d’ordre 3.

Démonstration de la Proposition 1.5.24. — Elle découle du Lemme 1.5.25 et du Théore-
me 1.5.9. 0

Démonstration du Théoreme 1.5.23. — On compose la projection canonique
SL(2,Z) — PSL(2,7Z)

avec le morphisme de la Proposition 1.5.24. O



1.6. PRODUITS DIRECTS ET SEMI-DIRECTS 87

1.6. Produits directs et semi-directs

Soient G, H et N trois groupes. Soient i: N — G et p: G — H deux morphismes de groupes.
Si
¢ 1 est injectif,
o p est surjectif,
© imi = kerp,
on parle de suite exacte et on note

1—N-5G65H—1.
Ezxemple 1.6.1. — Le groupe symétrique S3 compte six éléments
id, (12), (1 3), (2 3), oc=(123), ol=0"1=(132).
Il contient un sous-groupe distingué d’ordre 3
(0) ={1, 0, 0%} = A3
isomorphe a Z/3Z et on a la suite exacte suivante
1l— Ayl 8B Ly, 1.

Soient G un groupe, N<G un sous-groupe distingué et G/N le groupe quotient. Connaissant

N et G/N nous cherchons a reconstituer G. Plus généralement étant donnés deux groupes N et
H nous cherchons tous les groupes G tels qu’on ait une suite exacte

1—-N—G—H—1.
Un tel groupe G est une extension de N par H. Le probleme général est délicat et nous en
étudions deux cas particuliers : les produits directs et les produits semi-directs.
1.6.1. Produits directs. — Soient N et H deux groupes. Le produit direct G = N x H est
le produit cartésien de N et H muni de la loi produit :
(n,h)(n',h") = (nn', hK).

On a alors une projection p: G — H définie par p(n,h) = h. C’est un morphisme de groupes
surjectif de noyau le sous-groupe distingué

N={(n,1)|n € N}.
Considérons i: N — N x H, n+— (n,1). On a la suite exacte
1—N-SNxHLH—1.
Notons que les groupes N et H jouent des roles symétriques. Le sous-groupe
H={(,h)|heH}

noyau de la projection sur N est tel que
¢ la restriction de la projection P H — H est un isomorphisme,
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o H est un sous-groupe distingué de N x H.
Un exemple classique de produit direct est donné par le lemme chinois :

Lemme 1.6.1 (Lemme chinois). — Si p et ¢ sont premiers entre eux, alors

Z,) Ty T
/pa = pL X VL

Démonstration. — Soit [n]pq, resp. [n]p, resp. [n]y la classe de n modulo pg, resp. p, resp. q.
Considérons le morphisme
Z/qu - Z/pZ X Z/qZ? [nlpg = ([nlp, [nlq)
11 est injectif car pged(p,q) = 1.
L’égalité ’Z/qu’ = ‘Z/pZ X Z/qZ’ permet de conclure. O
1.6.2. Produits semi-directs. — Le produit semi-direct est une variante affaiblie du pro-

duit direct.

Soient G un groupe et N un sous-groupe distingué de G. Si ¢ est I'inclusion on a une suite

exacte

1—>N—i>Gi>G/N—>1.

Supposons que comme dans le cas du produit direct, il existe un sous-groupe H de G tel que

pju induise un isomorphisme de H sur G/N. Contrairement au cas du produit direct H n’est

pas distingué a priori. Par conséquent

o NNH = {e};
¢ G=NH={nh|neN, heH}.
Nous avons les deux propriétés suivantes :
¢ comme dans le cas du produit direct G est en bijection avec le produit ensembliste N x H ;
¢ la multiplication n’est pas celle du produit direct, elle est "tordue" au moyen de I'opération
de H sur N par conjugaison h-n = hnh~'; on a

(n,h)(n',h") = (n(h-n'),hH).

Cette opération de H sur N n’est pas seulement ensembliste, le groupe H opere sur N par
automorphismes de groupes.
En effet

osige Getsig=pg),il existe h € H tel que p(h) = g donc gh™! appartient a N.
L’écriture de g sous la forme nh est unique (en effet supposons que nh = n'h’, soit que
n'~n = RKh'; puisque NNH = {e} onan'~'n=~wh"' =e ie (nh) = (n/,1)) de
sorte que G est en bijection avec NH.

¢ Si on calcule le produit de deux éléments de G, alors

(nh)(n'h) = nhn'h = nhn/h =L hH
N—_——
h-n'!

avec hn'h~! appartient & N car N est distingué dans G.
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On définit donc le produit semi-direct comme suit.

Proposition-Définition 1.6.2. — o Soient N et H deux groupes. Soit Aut(N) le groupe
des automorphismes de groupe de N. Soit ¢: H — Aut(N) un morphisme qui définit une
opération de H sur N par la formule h - n = ¢(h)(n).

On définit sur I'ensemble produit N x H une loi par

(n,h)(n/, 1) = (n(h-n'), hh").

Alors N x H, muni de cette loi, est un groupe appelé produit semi-direct de N par H
relativement a ¢ et noté N x, H ou plus simplement N x H.
¢ On a la suite exacte A
1 —-N-S5NxHSHH-—1

oti:n+— (n,1) et p: (n,h) — h, de sorte que N x H est une extension de N par H.

Remarques 1.6.1. — ¢ Le groupe N x H contient deux sous-groupes isomorphes respec-
tivement a N et H
N = {(n,1)|n € N}, H={(1,h)|h € H}.

o Nous avons NNH = {e} et N x H=NH car (n,1)(1,h) = (n, h).

© Si ¢ n’est pas trivial, alors le groupe obtenu n’est pas abélien ((1,h)(n,1) = (h-n,h) est
en général distinct de (n, h)).

o Si nous identifions N et H & N et H, alors ¢: b+ h-n = p(h)(n): n — hnh~!.

Donnons des conditions permettant d’assurer que G est un produit.
Proposition 1.6.3. — a) Si on a une suite exacte

]l —-N-"S5Gc-2H—1

et 5’1l existe un relévement H de H, c’est-a-dire un sous-groupe H de G tel que Ia restriction
de la projection p a H soit un isomorphisme de H sur H, le groupe G est isomorphe a un
produit semi-direct N x H. Cela revient a dire que p posséde une section, i.e. qu’il existe
un morphisme s: H — G tel que p o s = idy. L’extension est alors dite scindée.

b) Soit G un groupe. Soient N et H deux sous-groupes de G tels que
o N«G,
o NNH = {e},
o G = NH.
Alors G ~ N x H.

On peut caractériser les produits directs parmi les produits semi-directs :

Proposition 1.6.4. — Soient N et H deux groupes. Soit Aut(N) le groupe des automor-
phismes de groupe de N. Soit ¢: H — Aut(N) un morphisme qui définit une opération de H
sur N par la formule h - n = ¢(h)(n).

Soit G = N %, H. Soit H le sous-groupe des éléments (1,h).
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Les propriétés suivantes sont équivalentes :
—  est trivial (i.e. nous avons ¢(h) = idx pour tout h € H) ;
— le sous-groupe H est distingué dans G ;
— la loi de groupe sur G est celle du produit direct.
(C’est le cas en particulier si I'extension est centrale, i.e. si N C Z(G)).

Remarques 1.6.2. — o Soient N et H deux groupes. Soient ¢: H — Aut(N) et ¢: H —
Aut(N) deux morphismes. S'il existe u € Aut(N) tel que ¥(h) = uo p(h) ou~! ("actions
conjuguées") alors N x, H ~ N x, H.

o Soient N et H deux groupes. Soient ¢: H — Aut(N) et ¢): H — Aut(N) deux morphismes.
S'il existe o € Aut(H) tel que ¢ =9 o o, alors N x, H ~ N x, H (envoyer nh € N x, H
sur na(h) € N xy, H).
Exzemple 1.6.2 (Le groupe linéaire). — Soit k un corps. Soit n € N*. La suite exacte

1 —» SL(n,k) — GL(n, k) 2% k* — 1

est scindée (envoyer A € k* sur la matrice diag(\,1,1,...,1)). Par conséquent GL(n,k) ~
SL(n, k) x k*.

Exzemple 1.6.3 (Le groupe affine). — Soit L le groupe affine de R constitué des applications
de la forme x — ax + b avec a # 0. Soit H le groupe des translations x — x + b, isomorphe &
R, et soit K le sous-groupe des homothéties de centre 0

K= {2+ ar|aeR"}
isomorphe & R*. Le groupe affine est donc isomorphe au produit semi-direct R x R* dans lequel
le produit s’écrit
(b,a)(¥',a’) = (b+ ab',ad).

En effet tout élément f: x — ax + b de L s’écrit g o h ou g désigne 1’élément de H donné par
x — z+b et h désigne I’élément de K donné par x — ax. Considérons maintenant f: z +— az+b
et g: x — a’x + b dans L, alors

fog(z)=f(9(x)) = f(dz+V)=aldz+b)+b=adz+ (ab +b).

Exemple 1.6.4 (Le groupe symétrique). — Nous avons la suite exacte suivante définie par
la signature

1— A, — S, B (1,1} - 1.

Si 7 est une transposition, nous avons une section s de sgn en posant s(1) = id et s(—1) = 7.
La Proposition 1.6.3 assure que

Sp Ay 3 {~1,1} = A, xLs,

et le produit n’est pas direct.
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Exemple 1.6.5 (Le groupe cyclique Z/SZ)‘ — Le groupe cyclique Z/SZ n’est pas de la forme
N x H. En effet comme Z/SZ est abélien, le produit serait direct. Or Z/SZ n’est isomorphe ni
a Z/4Z X Z/QZ ni a (Z/QZ)3 qui sont les seuls possibles.

Exemple 1.6.6 (Le groupe diédral, vl). — Soit n un entier supérieur ou égal a 3. Rappelons
que le groupe diédral Do, d’ordre 2n est le sous-groupe de O(2,R) engendré par la rotation p

2

d’angle <% et la symétrie o autour de 'axe des abscisses dans R?. Autrement dit il s’agit du

groupe engendré par les matrices

(ol 2E) -0

Puisque p et o laissent invariant ’ensemble des sommets du polyedre régulier a n c6tés, noté
P, le groupe Dy, laisse invariant ce polyedre régulier.

La rotation p engendre le groupe des rotations d’angle %TF avec 0 < k < n —1 et donc

(p) ~ Z/nZ' De plus 02 = id ainsi (o) ~ Z/2Z'
Un calcul montre que

apa_l =0opo = ,0_1

et par récurrence nous obtenons
apka_l = p_k.
Par suite tous les éléments de (p, o) sont de la forme p* ou p*o. Par conséquent
Do, = {pk, pka\nggn—l}.
ce groupe se décompose en produit semi-direct
Dan = (p) x (o).

En effet

— (o) N (o) = {id},

— tout élément de Dy, est le produit d’un élément de (p) par un élément de (o)

— comme opfo! = p~F le sous-groupe (p) est distingué.

Nous pouvons penser a ce produit semi-direct comme suit : puisque Z/nZ est un groupe
abélien, (gh)™! = h=lg7! = g7'h~! i.e. I'application g — g~ !
Ainsi I'application

est un isomorphisme de groupes.

P: (Z/Qz, +> — Aut (Z/nz, +)

donnée par

p(0) = id p(1)(m) = —m

est un morphisme de groupes et la description précédente montre que

Doy = Ligy x o L0
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Exemple 1.6.7 (Le groupe diédral infini). — Remplagons les sommets d’un polyedre régulier
par les entiers sur 'axe réel. Pour n € Z notons 7, la translation de n;

Tn: L — 7, m— m—+n.
Pour simplifier posons 7 = 71 et notons o la symétrie en 0, c’est-a-dire o(m) = —m. Le groupe
diédral infini Dy, est le sous-groupe (7, o) des bijections de Z dans lui-méme.
Remarquons que o2 = id et 07,0 = 7_,,. Comme pour le groupe diédral nous pouvons

montrer que
Do =~ (1) % (o).

En identifiant (7) a (Z,+) via lisomorphisme n — 7, = 7" et (o) a Z/2Z via i — o nous
obtenons la décomposition en produit semi-direct

Doo = Z 3 Loy

Ezxemple 1.6.8. — Soient p et ¢ des nombres premiers avec p < q.

Les groupes d’ordre pg sont tous cycliques si p ne divise pas ¢ — 1 (c’est une application
classique des théoremes de SYLOW).

Si par contre p divise ¢ — 1 nous avons un produit semi-direct non commutatif Z/qZ X Z/pZ

via le fait qu'’il y a des morphismes non triviaux Z/pZ — Aut (Z/qZ) o~ Z/( q—1)Z

1.7. Théorémes de Sylow

Référence : [Per82, p. 18-20]

Lecons possibles :

101 : Groupe opérant sur un ensemble. Exemples et applications.

104 : Groupes abéliens et non abéliens finis. Exemples et applications.

103 : Conjugaison dans un groupe. Exemples de sous-groupes distingués et de groupes quotients. Applications.

D’apres le théoréeme de LAGRANGE si G est un groupe fini et H un sous-groupe de G, alors
|H| divise |G|. Réciproquement on peut se demander si dans un groupe de cardinal n il existe
pour tout diviseur d de n un (ou plusieurs) sous-groupe d’ordre d. La réponse est non en
général ; par exemple A4 est un sous-groupe de cardinal 12 qui ne contient pas de sous-groupe
d’ordre 6. Néanmoins il y a toute une classe de groupes ou cette propriété est vraie, ce sont les
sous-groupes de SYLOW.

Dans ce paragraphe p désigne un nombre premier.

Définition 1.7.1. — Un groupe G est un p-groupe si tout élément de G a pour ordre une
puissance de p.

Ezxemples 1.7.1. — Un groupe d’ordre p®, a > 1, est un p-groupe.
Un sous-groupe d’ordre p® d’un groupe G est un p-sous-groupe de G.
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Définition 1.7.2. — Soit G un groupe d’ordre p®m avec m et p premiers entre eux. Un
sous-groupe de G d’ordre p® est un p-sous-groupe de SYLOW de G ou un p-SYLOW de G.
Exemple 1.7.2. — Soit ), = Z/pZ le corps fini & p éléments (p premier). Soit G = GL(n,F)),
n € N*. Le groupe G est un fini de cardinal

Gl=@"-1)@"—p)...(0" —p"");

en effet se donner une matrice de G revient a choisir une premiére colonne non nulle (il y a
p"™ — 1 choix), puis une seconde colonne qui n’est pas multiple de la premiére (ce qui fait p” —p
choix) puis une troisiéme colonne qui n’est pas combinaison des deux premiéres ce qui fait
p" — p? choix etc. En particulier

Gl =p" D2 — )" - )" - 1) (p— 1)

m

et m est premier a p.
L’ensemble des matrices triangulaires supérieures strictes

P:{A:(aij)\aij:OSiz‘>jetaiizl}

est un p-sous-groupe de SYLOW de G. En effet comme les a;;, pour i < j, sont quelconques on

a

Pl=pxp?x...xp"t=pr=D/2

L’énoncé suivant atteste I’existence des sous-groupes de SYLOW :

Théoréme 1.7.1 (Premier théoréme de SYLOW). — Soit G un groupe fini. Soit p un nombre
premier tel que p divise |G|. Ecrivons |G| = p®m ot a > 1 et m est premier avec p.
11 existe au moins un p-SYLOW dans G, c’est-a-dire un sous-groupe d’ordre p®.

Remarque 1.7.1. — Notons que nous n’avons pas supposé a > 1; si a = 0, c’est-a-dire si p
ne divise pas |G|, le groupe G admet un unique p-SYLOW, & savoir {e}.

Avant de démontrer ce résultat donnons un lemme qui permet, connaissant un SYLOW d’un
groupe G d’en trouver un pour un sous-groupe H :

Lemme 1.7.2. — Soit G un groupe fini. Soit p un nombre premier tel que p divise |G]|.
Ecrivons |G| = p®m o1t a > 1 et m est premier avec p.

Soient H un sous-groupe de G et soit S un p-SYLow de G. Alors il existe a € G tel que
aSa~!' N H soit un p-SyLow de H.

Démonstration. — Notons G/S I'ensemble des classes a gauche modulo S (i.e. I'ensemble des

parties aS pour a € G). Le groupe G opére sur G/S par translation a gauche (en posant
g - (aS) = (ga)S). Le stabilisateur

Stab(aS) = {g € G|g-aS = aS}
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de aS est aSa~'. Mais H opeére lui aussi sur G/S par restriction avec aSa~! N H comme stabili-
sateur de aS.

Montrons qu’un de ces groupes est un SYLOW de H. Ce sont déja des p-groupes. Il suffit
H/(aSa_1 N H)‘ soit premier a p.
Rappelons que 'application

donc que pour un a € G,

“stab(a) ~ O) grrg-x

de I’ensemble des classes a gauche dans l'orbite de = est bien définie et est une bijection.
Ainsi ‘H/(aSa_l N H)‘ = |O(aS)| ou |O(aS)| désigne le cardinal de 'orbite de aS dans G/S

sous 'action de H. Si tous ces nombres étaient divisibles par p, il en serait de méme de ‘G/S’ car

G/S est réunion des orbites O(aS) : contradiction avec le fait que S est un p-SyLow de G. O

Démonstration du Théoréme 1.7.1. — Soit G un groupe d’ordre fini n. Soit p un diviseur de
n. On plonge G dans S, (théoreme de Cayley). Puis on plonge S,, dans GL(n,F)) : I'élément
o de S, s’envoie sur 'endomorphisme u, défini dans la base canonique par : us(€;) = eq(;)-
On a donc réalisé G comme un sous-groupe de GL(n,F,) qui possede un p-SYLOW (Exemple
1.7.2), donc G aussi par le Lemme 1.7.2. O

Le deuxiéme théoreme de SYLOW étudie la conjugaison des p-sous-groupes de SYLOW.

Théoréme 1.7.3 (Second et troisieme théoremes de SYLOW). — Soit G un groupe fini. Soit p
un nombre premier tel que p divise |G|. Ecrivons |G| = p®m ott o > 1 et m est premier avec p.
Soit n, le nombre de p-SyLow de G.
o Si H est un p-SyLow de G et K est un p-sous-groupe de G, alors K est contenu dans
un conjugué de H : il existe g € G tel que K est un sous-groupe de gHg™!, ou encore
g 'Kg c H.
¢ Les p-SYLOW de G sont conjugués deux a deux.
o np =1 (mod p) et n, divise m.

Remarque 1.7.2. — Soit G un groupe fini. Soit ¢ un automorphisme de G.

Si S est un p-SyLow de G, alors |¢(S)| = |S| = p“; ainsi ¢(S) est un p-SyLow de G.

Si de plus S est 'unique p-SYLOW de G, alors ¢(S) = S, i.e. S est un sous-groupe caracté-
ristique de G.

Corollaire 1.7.4. — Si S est un p-SYLOW de G, alors

S <G & S est I'unique p-SYLOW de G < np = 1.

Lemme 1.7.5. — Soit G un p-groupe opérant sur un ensemble X . Soit
X¢={reX|VgeG g-z=ux)}

I’ensemble des points fixes sous G, alors | X| = | X | mod p.
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Démonstration. — Ecrivons X comme réunion disjointe de ses orbites sous G en remarquant
que x € XY si et seulement si O(z) = {z}. Si z n’appartient pas & X<, alors |O(z)| > 1 et
comme |O(x)| divise |G| = p”, p divise |O(z)|. Le résultat provient alors de ’égalité

(X = 1X%+ > [O0(@)].
g XG
O]

Démonstration du Théoréme 1.7.3. — Si H est un p-sous-groupe de G et si S est un p-SYLOW
de G, alors d’aprés le Lemme 1.7.2 il existe a € G tel que aSa~' N H soit un p-SyLow de H.
Mais comme H est un p-groupe, aSa~' N H = H. Par suite H est inclus dans aSa™! qui est un
SyLow. Si de plus H est un SYLOW on a H = aSa™!. On a donc montré les deux premieéres
assertions.

Montrons maintenant la troisiéme assertion.
Faisons opérer G par conjugaison sur I'ensemble X de ses p-SyLow (©) Soit S un p-SyLow,
S opere lui aussi sur X et on a (Lemme 1.7.5)

| X| = |X5| mod p

Montrons que |X5| = 1. Bien stir si s € S, on a sSs~! = S, autrement dit S € X5. Montrer que
| X S] =1 revient donc & montrer que S est I'unique élément de X5. Soit T un élément de X5,
i.e T est un p-SYLOW tel que :

VseS sTsi=T

Considérons le sous-groupe N de G engendré par Set T. Ona S C N, T C N et ce sont a
fortiori des p-SYLOW de N. Mais comme S normalise T on a T < N. Le Corollaire 1.7.4 assure
que T est 'unique SYLOW de N. Ainsi S=T.

Les p-SyLow forment une orbite sous G donc n, divise m (en effet les p-SYLOW forment
une orbite sous G donc ny, divise |G| = p®m d’apres le Corollaire 1.2.2 et n, =1 mod p). O

Corollaire 1.7.6 (Théoreme de CAUCHY). — Soit G un groupe.
Si p est un nombre premier qui divise 'ordre de G, alors G contient un élément d’ordre p.

Démonstration. — Ecrivons |G| sous la forme p®m ot o > 1 et m est premier avec p.
Raisonnons par 'absurde, i.e. supposons qu’aucun élément de G soit d’ordre p. Alors I'ordre
de tout élément de G n’est pas divisible par p; en effet si |(g)| = ap, alors g% est d’ordre p.
En particulier tout élément du p-SYLOw de G (I'existence de ce p-SYLOW est assurée par le
Premier Théoréme de SYLOW) est d’ordre non divisible par p et par ailleurs cet ordre divise

p

@ . contradiction. O

Corollaire 1.7.7. — Si G est un groupe tel que |G| = p*m avec p fm, alors G contient des
sous-groupes d’ordre p' pour tout i < .

6. Si G est un groupe et X I’ensemble de ses sous-groupes, alors G opére sur X par automorphisme intérieur :
-1
g-H=gHg™".
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Démonstration. — Soit S un p-SYLOwW de G alors |[S| = p®. Puisque S est un p-groupe,
Z(S) # {e}. Le théoreme de CaucHy (Corollaire 1.7.6) assure l'existence d’un élément g
d’ordre p dans Z(S).

Le groupe (g) est un sous-groupe de S C G d’ordre p, nous avons donc montré I’énoncé pour
i=1.

Supposons que tout sous-groupe de S d’ordre p’, i < «, contient un sous-groupe d’ordre
p? pour tout entier j < i. L’hypothese de récurrence assure 'existence d’un sous-groupe H;_;
d’ordre p~! dans S/<g> Désignons par 7: S — S/<g> Le groupe 771 (H;_1) est un sous-groupe

de S et donc de G d’ordre p'. O

Terminons ce paragraphe par quelques exemples.

1.7.1. Le cas de GL(n,F,). — Soit F, = Z/pZ le corps fini a p éléments (p premier). Soit
G = GL(n,F,), n € N*. Nous avons vu dans I'Exemple 1.7.2 que I’ensemble des matrices
triangulaires supérieures strictes

P:{A:(aij)\aij:OSii>jetaiizl}

est un p-sous-groupe de SYLOW de G. Le Théoreme 1.7.3 assure que les p-SYLOW de G sont
les sous-groupes de la forme MPM~! ott M appartient & GL(n, F,).

1.7.2. Application du Corollaire 1.7.4 : —
Proposition 1.7.8. — Un groupe d’ordre 63 n’est pas simple.

Démonstration. — Soit G un groupe d’ordre 63. Notons que 63 = 3% x 7. On s’intéresse donc
aux sous-groupes de SYLOW d’ordre 7. D’une part n7 est congru a 1 modulo 7, d’autre part ny
divise 9. Il en résulte que ny = 1. Par conséquent G n’est pas simple (Corollaire 1.7.4). O

1.7.3. Les groupes Sy et A4. — Soient v, le nombre de p-SYLOW de Sy et ny, le nombre de
p-SYLOW de Ajy.

Le groupe Sy est d’ordre 24 = 23 x 3 et le groupe A4 d’ordre 12 = 22 x 3.

Les théoremes de SYLOW assurent que

o vg divise 23 = 8 et est congru a 1 modulo 3, c’est-a-dire v3 appartient & {1, 4} ;
o ng divise 22 = 4 et est congru & 1 modulo 3, c’est-a-dire n3 appartient & {1, 4} ;
o vy divise 3 et est congru a 1 modulo 2, c’est-a-dire vy appartient a {1, 3} ;
© ngy divise 3 et est congru a 1 modulo 2, c’est-a-dire ny appartient a {1, 3}.

Un 3-SYLOW de Sy est un sous-groupe de 84 d’ordre 3, i.e. isomorphe a Z/3Z ou encore un
sous-groupe engendré par un élément d’ordre 3. Comme les seuls éléments d’ordre 3 de Sy sont
les 3-cycles, les 3-SYLOW de S4 sont

o {id, (123), (132)},
o {id, (1 24), (142)},
o {id, (134), (143)},
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o {id, (234), (24 3)}.
Par suite ng = 4. Notons que tous ces groupes sont contenus dans Ay, ce sont donc également
les 3-SYLow de A4 si bien que v3 = 4.
Construisons désormais les 2-SYLOW de Sj4. Introduisons I’ensemble E des partitions de
{1, 2, 3, 4} en deux sous-ensembles & deux éléments; autrement dit E est constitué des trois
éléments suivants

Py={1, 2}] |{3, 4}, Py ={1, 3} {2, 4}, Py ={1,4}| {2, 3}.

Faisons agir Sy sur E'; la transposition (2 3) envoie P, sur P, la transposition (2 4) envoie P;

sur P3 donc D'action est transitive. Par suite [Stabs, (P1)| = 2! = 8. C’est donc un 2-SYLOW de

S4. L’ensemble des 2-SyLOw de Sy est I'ensemble des conjugués de Stabgs, (Py), i.e
{Stab54 (Pl), Stabs, (Pg), Stabs, (Pg)}

(rappelons que si G est un groupe opérant sur un ensemble E, si x appartient a E et y appartient
a Gz, alors Stabg(y) est égal au conjugué de Stabg(z) par n’importe quel élément de G qui
envoie x sur y). Or

Stabs,(P1) = {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23),(1324),(1423),(12), (
Stabs, (P2) = {id, (12)(34), (13)(24),(14)(23),(1234),(1432),(13),(24)}
Stabs, (Ps) = {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23),(1243),(1342),(14),(23)}
Ces groupes sont donc les 2-SYLOW de Sy. Ils sont deux a deux distincts donc vo = 3. De plus
Stabgs, (P1) N Stabg, (P) N Stabs, (Ps) = {id, (1 2)(3 4), (1 3)(2 4), (1 4)(2 3)}.

)}

34
24
23

Cette intersection coincide avec le noyau du morphisme &y — Sp ~ S3 induit par Daction
de &4 sur E; c’est en particulier un sous-groupe distingué de S; qui est contenu dans Ay. 11
est a fortiori distingué dans Ay. Il est d’ordre 4, c’est donc un 2-SYLOW de Ay ; puisqu’il est
distingué dans Ay c’est le seul 2-SyLow de A4 (Corollaire 1.7.4).

1.7.4. Classification des groupes d’ordre 15. — Soit G un groupe de cardinal 15. Nous
avons 15 = 3 x 5. Le nombre de 5-SYLOW de G divise 3 et est congru a 1 modulo 5, le groupe G
contient donc exactement un 5-SYLOW que ’on note H. Puisque H est d’ordre 5 il est isomorphe
a Z/52. Soit K un 3-SyLow de G ; il est isomorphe a Z/SZ'

Le groupe H est distingué dans G, |H| et |K| sont premiers entre eux et [H| - |K| = |G].
Par conséquent G s’identifie & H <, K pour un certain morphisme ¢: K — Aut(N). Il existe
donc un morphisme : Z/SZ — Aut (Z/5Z) tel que G ~ Z/E)Z N@Z/Bz. Comme 3 est premier a

7

X
(Z/5Z) = 4 le morphisme ¢ est trivial (V) et G est isomorphe au produit direct Z/nZ >4¢Z/mZ

c’est-a-dire a Z/15Z

X

X
7. Supposons que m est premier au cardinal de (Z/nZ) . Dans ce cas tout élément de m-torsion de (Z/nZ)

est trivial ; le seul produit semi-direct de la forme Z/5Z X Z/?)Z est donc le produit direct Z/nZ X Z/mZ'
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1.7.5. Classification des groupes d’ordre 21. — Soit G un sous-groupe d’ordre 21 = 3x7.
Soit n7 le nombre de 7-SYLow de G. Alors n7; = 1 mod 7 et n7|3, i.e. ny = 1. Le groupe G
contient donc un unique 7-SYLOW H qui est donc distingué dans G. Puisque |H| = 7, nous
avons l'isomorphisme H ~ Z/7Z. Soit K un 3-SyLow de G il est isomorphe a Z/3Z. Comme

o GaG,

o |H]| et |K| sont premiers entre eux,

o |H|- K| = [G]
le groupe G s’identifie & H x4, K pour un certain morphisme ¢: K — Aut(H). Il existe donc un
morphisme

p: Z/3Z — Aut (Z/7Z>

tel que G ~ Z/7Z Xy Z/SZ' Nous sommes dans I'un des deux cas suivants, exclusifs I'un de

l'autre :
¢ G est isomorphe a Z/7Z X Z/SZ ~ Z/2IZ;
¢ G est isomorphe a Z/7Z X Z/?)Z o o \F/)(a:) = 2:/ x.
mod 3 mod 7

En effet nous allons décrire tous les produits semi-directs de la forme Z/7Z X Z/gz. Rap-
pelons que Aut (Z/7Z) ~ (Z/7Z>X (Proposition 1.3.6). Le groupe (Z/7Z)X est égal a { —
3, =2, -1, 1, 2, 3}; il est cyclique (en effet si k est un corps commutatif et si G est un sous-
groupe fini de k*, alors G est cyclique). Nous avons 2 # 1 et 2% = 8 = 1. Par suite 2 est d’ordre
3et (2) = {I, 2, 4} est donc I'unique sous-groupe d’ordre 3 de (Z/7Z> : qui est aussi le groupe
des éléments de 3-torsion de (Z/7Z> X. Les produits semi-directs cherchés sont en conséquence

les suivants :
o le produit 277 n Ly =Ly x Ly ~ Ly
¢ le produit Z/7Z Mo Z/?)Z dont la loi interne est donnée par
(@) (0.5) = (@+ 20,7 +5)
¢ le produit Z/7Z X Z/3Z dont la loi interne est donnée par
(u,7) - (v,5) = (u+4'0,7+5).
Les Z Z Z 7 A7 Z Z
groupes “/77 Mo V37, et g Mo /37, sont non abéliens. En effet dans 777 X 737,
nous avons
et dans Z/7Z Mo Z/3Z nous avons
(1,0)-(0,1) = (1,1) # (4,1) = (0,1) - (1,0)
En particulier ils sont tous deux non isomorphes au produit direct Z/7Z X Z/3Z. Par contre
(u,7) — (@, 27) définit un isomorphisme de groupes de Z/7Z Xips Z/?)Z sur Z/7Z Xz Z/32 de
réciproque donnée par la méme formule.
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1.7.6. Groupes d’ordre pg. — Référence : [Per82, p. 27-28]
Lecons possibles :
103 : Conjugaison dans un groupe. Exemples de sous-groupes distingués et de groupes quotients. Applications.

104 : Groupes abéliens et non abéliens finis. Exemples et applications.

Théoréme 1.7.9. — Soient p et q des nombres premiers avec p < q.
o Si p ne divise pas q — 1, alors tout groupe d’ordre pq est cyclique.
o Sip divise ¢ — 1, il y a deux groupes d’ordre pq non isomorphes : le groupe cyclique et
un produit semi-direct non abélien.

Enoncons le résultat suivant dont nous aurons besoin :

Lemme 1.7.10. — Soient H et N deux groupes. Soient ¢ et 1 deux opérations de H sur N
et o un automorphisme de H tels que le diagramme suivant commute

i.e. o =1 oaq.
L’application (n, h) — (n,a(h)) est un isomorphisme de N x,, H sur N x, H.

Démonstration du Théoréme 1.7.9. — Soit G un groupe d’ordre pq ou p et g désignent des
nombres premiers tels que p < ¢. Soit Q un ¢-SyLow de G.
D’apres les théoremes de SYLOw

ng divise p
ng =1 mod ¢

ou ng est le nombre de ¢-SYLOW de G. Par suite n, =1 et Q est distingué dans G.
Puique p est premier, Q ~ Z/qZ‘ De méme G/Q ~ Z/pZ' Si P est un p-SYLOW quelconque

il fournit un relévement de G/Q et donc
~ 7L Z
G~ /qZ X /pZ

Calculons ces produits. Nous avons Aut (Z/qZ) ~ Z/( q—1)Z (Proposition 1.3.6 Lemme 1.3.9).
L’opération de Z/pZ sur Z/qZ correspond donc & un morphisme

o m =g -1z

Nous avons l'alternative suivante :
¢ p ne divise pas ¢ — 1, alors ¢ est trivial, le produit est direct et G ~ Z/qu est cyclique.
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o p divise g — 1, Z/( q—1)Z posseéde un unique sous-groupe d’ordre p, il y a donc une
opération non triviale. De plus deux telles opérations different d’un automorphisme de
Z/pZ' Le lemme 1.7.10 assure que les produits correspondants sont isomorphes.

O
1.8. Les groupes symétriques et alternés
1.8.1. Une autre définition de la signature. — Donnons une seconde définition de la
signature.

Soit n un entier. Pour tout ¢ € &, il existe un unique morphisme d’anneaux de
Z[X1, Xg, ..., Xy] dans lui-méme qui envoie X; sur X, pour tout 7; nous le notons
P+ o - P. On peut immédiatement vérifier que

d-P=p VP o (r-P)=(o7)-P V(o7 P)
Nous avons ainsi défini une opération de S,, sur Z[X;, Xs, ..., X,] par automorphismes d’an-
neaux.

Soit A I’élément H(XZ — X;) de Z[X1, X, ..., X;]. Nous avons

1<J
2 2 n(n=1)
A? = [T - X3)? = [T(-D(X; - X)(Xs - X)) = (1)~ = [](Xi - X)).
i<j i<j i#j

Cette derniere écriture montre que A? est invariant par permutation des indéterminées, i.e.
o - (A%) = A? pour tout o € S,,.
Si o un élément de S,,, alors
A?=0g-(A)? = (0-A)%
Puisque Z[ X1, Xo, ..., X, est integre, il existe sgn(o) € {—1, 1} tel que 0 - A = sgn(o)A.
Soient ¢ et 7 deux éléments de S, ; nous avons

sgn(om)A = (o7)-A

o-(1-A)
o - (sgn(7)A)
sgn(1)o - A

(
= sgn(7)sgn(o)A

Mais Z[X1, Xo, ..., X,] est integre et {—1, 1} est abélien donc sgn(o7) = sgn(o)sgn(7). Par
conséquent sgn est un morphisme de groupes de S,, dans {—1, 1}, appelé signature.

Proposition-Définition 1.8.1. — Soit I un ensemble fini de cardinal n. Soit ® une bijection
de E sur {1, 2, ..., n}. Le morphisme de groupes

Sg — {-1, 1} o sgn(®oood )
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ne dépend pas de ®. On le note encore sgn et on Iappelle encore la signature.

Démonstration. — Soit ¥ une (autre) bijection de F sur {1, 2, ..., n}. Soit ¢ un élément
de Sg. Nous avons

TogoU t=(Tod )o(@ogod o (Po¥U = (Vod Ho(Poood Ho(Tod 1)~

Or Wo ®~! est une bijection de {1, 2, ..., n} sur lui-méme donc les permutations ® oo o ®~*
et ¥ oooW! sont conjuguées dans S,. Par suite leurs images par le morphisme sgn sont
conjuguées dans {—1, 1} et sont finalement égales puisque {—1, 1} est abélien (®). O
Exzemple 1.8.1 (Signature d’une transposition). — Soit £ un ensemble fini et soit 7 = (a b)
une transposition de F.

Soit ® une bijection de E sur {1, 2, ..., n} qui envoie a sur 1 et b sur 2. Nous avons

sgn(7) = sgn(® o (a b) o ®~1) = sgn((1 2)).
Il reste a calculer ce dernier terme. Nous avons

A = T -x)

1<j
= Xo-X) ] -x0)[[(X-X2) [] (X5 — X))
3>2 3>2 j>i>2
La transposition (1 2) remplace (Xo2—X1) par (X1 —X3), échange les deux facteurs H (X;—X1)
j>2
et H(Xj — X5) et laisse invariant le produit H (X; — X;). Il s’ensuit que (1 2)-A=—-Aet
3>2 J>i>2

donc que sgn((1 2)) = —1. Finalement sgn(7) = —1.

Soit E un ensemble fini. Une permutation o de F ; elle s’écrit comme un produit 7 o7g0. . .07,
de r transpositions. Il résulte alors de I'Exemple 1.8.1 que sgn(c) = (—1)". En particulier la
classe de 7 modulo 2 ne dépend pas de I'écriture 7 o 79 o ... o 7. choisie.

La permutation o est dite paire (resp. impaire) si sa signature est 1 (resp. —1). D’aprés ce
qui précéde o est paire (resp. impaire) si et seulement si elle s’écrit comme le produit d’un
nombre pair (resp. impair) de transpositions.

Calculons la signature dans le cas général. Soit E un ensemble fini. Soit C' un {-cycle
de Sg. Puisque C s’écrit comme un produit de ¢ — 1 transpositions (Lemme 1.1.3) nous
avons sgn(C) = (—1)"!. Considérons maintenant une permutation quelconque de Sg. Soit
C1Cs ...C5 la décomposition de o en cycles. Pour tout ¢ désignons par ¢; la longueur de C;.
D’apres ce qui précede nous avons

sen(o) = [J(-1)7" = (-12h.
(2

8. Soient h et b’ deux éléments conjugués de G ; soit g € G tel que ghg™! = h'. Soit ¢ un morphisme de G
vers un groupe G'. Alors (k') = p(ghg™") = p(g)e(h)p(g)*. Ainsi p(h) et (k') sont eux aussi conjugués. Si

de plus G’ est abélien, alors p(h') = ¢(h).
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En pratique nous calculons le plus souvent la signature d’une permutation en effectuant sa
décomposition en cycles et en appliquant la formule ci-dessus.

1.8.2. Décomposition d’une permutation en transpositions. —

Référence : [Com98, p. 79-81]

Lecons possibles :

101 : Groupe opérant sur un ensemble. Exemples et applications.

104 : Groupes abéliens et non abéliens finis. Exemples et applications.
105 : Groupe des permutations d’un ensemble fini. Applications.

108 : Exemples de parties génératrices D’un groupe. Applications.
Théoréme 1.8.2. — Toute permutation s € S, est un produit de transpositions.

Proposition 1.8.3. — Toute permutation s € S,, s’écrit de maniére unique (modulo I'ordre
des termes) comme un produit de cycles disjoints

820162...Cp.

L’ordre de s est le ppcm des ordres de cq, ca, ..., Cp.

Proposition 1.8.4. — Soient G un groupe et g € G. L’application f: k + a* est un mor-
phisme de Z sur le sous-groupe (a) engendré par a.

Si f est injectif, alors (a) est isomorphe & Z.

Si f n’est pas injectif, alors (a) est isomorphe a Z/nZ ou n € N* est le plus petit entier

k

non nul tel que a™ = e. Dans ce cas, les entiers k tels que a” = e sont les multiples de n et

{(a) ={e, a, ..., a" '}
Proposition 1.8.5. — Les sous-groupes de (Z,+) sont les sous-ensembles nZ ot n € N.

Démonstration. — Notons que 0 € nZ. Soient g, ¢’ dans nZ, i.e. g = nk et ¢ = nk’ avec k
et k dans Z. Ainsi g — ¢’ = n(k — k') appartient & nZ. Il en résulte que nZ est un sous-groupe
de Z.

Réciproquement soit G un sous-groupe de Z. Si G est réduit a {0}, alors G = 0Z. Supposons
désormais que G # {0} ; alors il existe g # 0 dans G. Remarquons que —g € G donc GNN* = ().
Soit n le plus petit élément de G N N*. Pour tout £ € N on a

nk=n+n+...+nedG
—_————
k fois
et n(—k) = —(nk) € G. Ainsi nZ C G. Soit g € G positif. La division de g par n conduit a
g=mnqg+ravec 0 <r <netqgeN. Il en résulte que

r=g—n+n+...+n
| ——
q fois
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appartient & G. Supposons r non nul : alors n n’est pas le plus petit élément de G NN :
contradiction. Par suite r = 0 et g = ng € nZ. Si g € G est négatif, alors —g € G est positif et
appartient donc a nZ. Il s’en suit que G C nZ et donc G = nZ. O

Démonstration de la Proposition 1.8.4. — L’application fo: N — (a), k — a” vérifie

VkeN VK eN  folk+k)=d"** =d*d" = fo(k)fo(K).
La propriété universelle du symétrisé Z de N permet de prolonger fy en un morphisme f
de Z dans (a). Pour k = —|k| < 0, on a f(—|k]) = f(k])~" = (a*)~' = d*. Par suite
imf = {a* |k € Z} = (a).
D’apres la Proposition 1.8.5 il existe n € N tel que ker f = nZ. Sin = 0, alors f est injective;
c’est un isomorphisme f de Z dans (a). Si n est non nul, le théoréme d’isomorphisme assure
I'existence d’un isomorphisme f entre Z/ker f= Z/nZ et (a). Par définition le noyau de f est

I'ensemble des k € Z tels que a* = e, c’est-a-dire 'ensemble nZ des multiples de n. Puisque

0,1, ..., n— 1 sont des représentants des n classes modulo nZ leurs images e = a°, a, a2, ...,
a™ ! par f sont les éléments de Im(f) = Im(f) = (a). O
Proposition 1.8.6. — Soit E un ensemble. Soit G un groupe. Considérons une action a
gauche de G sur E.
(i) La relation
TRy <= (g€ G g-z=y)
est une relation d’équivalence sur E.
(ii) Soit x € E ; alors
Gy={9€eGlg-z=uz}
est un sous-groupe de G.
(iii) Soit x € E, soit gy € G et soit y = go - . Alors
Gy = 90Gagp " {geCGlg-z=y} = goGs
Démonstration. — (i) Pour tout * € E on a zRx car e -z = x; la relation R est donc

1

réflexive. Si xRy alors il existe g € G tel que g-z =y douz =g " -y, i.e. yRx. Ainsi R

est symétrique. Enfin elle est transitive car
(gz=yetg y=2)=ggv=2
(ii) Direct.
(iii) Pour tout g dans G on a d’une part
9€Gy < g-(90-7)=go-x
= (99'990) z=2
= 95990 € Gy
= g€goCagy’
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d’autre part
gelgeGlgz=y} <= g o=y
< g-xr=gp-x
<~ go_lg =2
— g,'9€Gy
— g¢& gOG:L‘
O
Démonstration de la Proposition 1.8.3. — La Proposition 1.8.5 assure que k — s* est un mor-
phisme du groupe additif Z dans S,,. C’est une action de Z sur l'ensemble E = {1, 2, ..., n}.
Soient O1, Oo, ..., O, les orbites qui ne sont pas réduites & un point, i.e. les orbites des éléments
du support de s. Soit i1 dans O;. Son stabilisateur est un sous-groupe de Z donc de la forme
kZ (Proposition 1.8.5). Les éléments de O; sont
i1, 19 = S(il), i3 = S(ig) = 82(i1), e, = S(ik_l) = Skil(il).

D’apres la Proposition 1.8.6 (iii) ces éléments sont bijectivement associés aux classes de Z
modulo le stabilisateur kZ et sont donc distincts. On a s¥(i;) = 4. L’action de s sur I'orbite

O est la méme que celle du cycle ¢; = (i1 92 ... ig). De méme il existe des cycles ca, cs, ...,

¢p ayant pour supports les orbites Og, Os, ..., O, ayant la méme action que s sur ces orbites.

Les cycles ¢1, ca, ..., ¢, commutent car ils sont disjoints et (cica...cp)(i) = s(i) pour tout
P

point ¢ du support U O, de s. Les autres éléments de I sont fixes par s et cicz...c, donc

m=1
820162...Cp.

Montrons l'unicité (modulo I'ordre des cycles) de I'expression s = cicy. .. ¢, par récurrence
sur p. Si p =0, i.e. si s = id, 'unicité est évidente. Soit p > 1. Supposons que les permutations
pouvant s’exprimer comme produit de moins de p cycles disjoints ont une écriture unique
(modulo l'ordre des cycles). Considérons une permutation s qui est le produit de p cycles
disjoints :

§=1C1C2...Cp

Soit s = cjch...c, une autre décomposition de s en cycles disjoints. Soit 4 un élément du

support O; de c¢;. Il appartient au support d’un des cycles c;- et a un seul. Quitte a réindicer

les c;- on peut supposer que i appartient au support de ¢;. Pour tout r dans Z on a

r@) _ r@) _ / s\r@
s =g = ().
Ainsi ¢; = ¢}. Par conséquent cicy...cp, = ¢jcy... ¢, entraine cacz...cp = chcy ... cy. D'apres
'hypothese de récurrence on obtient p = q et {ca, ¢3, ..., ¢} = {ch, &5, ..., )}
Comme les cycles commutent on a pour tout entier n

s"=cley...c,
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Les supports des ¢; étant disjoints, s" = id si et seulement si (cf, ¢4, ..., ¢y) = (id, id, ..., id),
i.e. si et seulement si n est multiple commun des ordres ki, ko, ..., k, de ¢1, c2, .. ., ¢p. Le plus
petit entier strictement positif n tel que s™ = id est donc ppem(ki, ko, ..., kp). O

Démonstration du Théoréme 1.8.2. — D’apres la Proposition 1.8.3 il suffit de montrer que tout
cycle (i1 92 ... ip) est un produit de transpositions. Montrons par récurrence sur la longueur
p du cycle que

(i1 dg ... ip) = (i1 i2)(d2 3) ... (ip—1 ip).
La formule est vraie pour p = 2.
Supposons que p > 2 et que la formule soit vraie pour p — 1, i.e.
(i1 d2 ... dp—1) = (i1 i2)(d2 3) ... (Gp—1 p—1);
alors

(i1 i9)(ig i3) ... (ip_1 ip) = (i1 dg -.. ip_1)(ip_1 ip) = (i1 ig ... ip).

1.8.3. Simplicité du groupe alterné. —
Théoréme 1.8.7. — Le groupe A, est simple dés que n > 5.
Nous allons donner deux démonstrations de ce résultat.

1.8.3.1. Le groupe A,, est simple dés que n > 5, version 1. —
Référence : [Per82, p. 28-30]
Lecons possibles :
103 : Conjugaison dans un groupe. Exemples de sous-groupes distingués et de groupes quotients. Applications.
105 : Groupe des permutations d’un ensemble fini. Applications.
104 : Groupes abéliens et non abéliens finis. Exemples et applications.

108 : Exemples de parties génératrices d’un groupe. Applications.

Corollaire 1.8.8. — Dés quen > 5, on a D(A,) = A,.
Dés quen > 2, on a D(S,,) = A,.

Remarque 1.8.1. — Le Corollaire est une conséquence évidente du Théoréeme 1.8.7 mais il
peut se montrer directement. Donnons quelques détails. On a les inclusions suivantes :

D(A,) C D(Sn) C A,
Lemme 1.8.9. — Soit n > 5.

1. Le groupe A,, est (n—2) fois transitif sur {1, 2, ..., n}; autrement dit si a1, az, ..., Gy—2
sont des éléments distincts de {1, 2, ..., n}, si by, by, ..., by_2 sont des éléments distincts
de {1, 2, ..., n}, alors il existe o € A,, tel que o(a;) = b;.

2. Les 3-cycles sont conjugués dans A,.
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Démonstration. — 1. Nous écrivons
{1, 2, ey n} = {al, az, ..., Apn—92, An—1, an} = {bl, bg, ey bn72, bnfl, bn}
et considérons p € S, telle que p(a;) = b; pour tout i« = 1, ..., n. Si o est paire, alors

o = p convient. Si o est impaire, alors p = o(a,—1 ay) convient.

2. Soient 0 = (a1 az az) et 7 = (by by b3) deux 3-cycles dans S,,. Comme d’apres ce qui
précede A, est (n — 2) transitif il existe g dans A,, tel que g(a;) = b; pour tout i = 1, 2,

3. De plus 7 = gog™ .

O
Lemme 1.8.10. — Dés que n > 3 les 3-cycles engendrent A,,.
Démonstration. — Puisque le groupe S,, est engendré par les produits de transpositions, le
groupe A, est engendré par les produits pairs de transpositions et on a
(a b)(bc)=(abec)
(a b)(a c) = (a cb)
(notons au passage que tous les 3-cycles sont dans A,,) et
(ab)(cd)=(ab)(ac)ac)(cd)=(acb)(acd)
O

11 suffit donc de montrer que tout 3-cycle est dans A, un commutateur. Soit o = (a b ¢) un
3-cycle, 02 = (a ¢ b) en est un autre donc o et o sont conjugués dans A,, (Lemme 1.8.9) : il
2

existe 7 dans A, tel que 02 = 77 lor Aot o = o 77 lor = [0 1, 771].

On montre de maniére "analogue" que D(S,) = A, dés que n > 2.

Remarques 1.8.2. — Soit H un sous-groupe distingué de G.
— La classe de conjugaison d’un élément h € H est contenue dans H, c’est-a-dire

Vge G ghg ' e H

— Sih€Het g€ G le commutateur ghg 'h~! = (ghg~')h~! appartient & H et n’est pas,
en général, un conjugué de h; on obtient donc une nouvelle classe de conjugaison, le but
étant de montrer qu’'un systeme générateur de G est tout entier dans H.

Démonstration du théoréme 1.8.7 pour n = 5. — Le groupe As a 60 éléments :

— le neutre;

— 15 éléments d’ordre 2 (produit de deux transpositions disjointes) ;

— 20 éléments d’ordre 3 (3-cycles);

— 24 éléments d’ordre 5 (5-cycles).

Les 3-cycles sont conjugués dans Az (Lemme 1.8.9). Les éléments d’ordre 2 le sont aussi :
siT=(ab)(cd)(e)et = (aV)( d)() on définit o € A, tel que o(a) = d’, o(b) =V et
1

o(e) =¢€ alors oro™ =7/,
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Soit H un sous-groupe distingué non trivial de As. Si H contient un élément d’ordre 3 (resp.
2), alors il les contient tous d’apres ce qui précede. Si H contient un élément d’ordre 5, il contient
le 5-SYLOW engendré par cet élément donc tous les 5-sous-groupes de SYLOW puisqu’ils sont
conjugués ainsi tous les éléments d’ordre 5.

Le groupe H ne peut pas contenir un seul des trois types d’éléments précédents en plus du
neutre car ni 25 = 24 + 1, ni 21 = 20+ 1, ni 16 = 15 + 1 ne divisent 60 (rappel : |H| divise
| As| = 60). Par conséquent H contient au moins deux des trois types d’ou

H| > 15 + 20 + 1 = 36.
Comme |H| divise |A5| = 60 on obtient |H| = 60 et H = As. O

Remarque 1.8.3. — Les 25 éléments d’ordre 5 de A5 ne sont pas conjugués dans As sinon ils
formeraient une orbite et 24 diviserait 60. Nous pouvons cependant éviter le recours a SYLOW
dans la démonstration précédente en remarquant que si a et b sont d’ordre 5, alors b est conjugué
a a ou a? dans Ss.

Démonstration du théoréme 1.8.7 pour n > 5. — Posons E = {1, 2, ..., n}. Soit {id} # H <«
A,. Soit o € H~ {id}. On se ramene au cas n = 5; pour ce faire on va fabriquer a partir de
o un élément non trivial de H qui n’agit que sur un ensemble & 5 éléments donc qui a n — 5
points fixes.

Comme o # id il existe a € E tel que b = o(a) # a. Soit ¢ € E tel que ¢ & {a, b, o(b)}
(un tel ¢ existe puisque n > 5). Soit 7 le 3-cycle donné par 7 = (a ¢ b). Alors 7! = (a b ¢).
Considérons p défini par

p=T1or o7t = (a cb)(o(a) a(b) o(c)).

Comme b = o(a) 'ensemble F' = {a, b, o(a), o(b), o(c)} a au plus 5 éléments et p(F) = F,
piE~rF = id|g p. Quitte a ajouter au besoin des éléments a F' on peut supposer que |F| = 5.
Notons que p(b) = 7(c(b)) # b (en effet o(b) # 7-1(b) = ¢) donc p # id.

Considérons A(F') I'ensemble des permutations paires de F'. Il satisfait les deux propriétés
suivantes

— A(F) est isomorphe & As;

— A(F) se plonge dans A, via u +— @ ou

{ H|F =u
Up.r =1dp F
Soit Hy = {u € A(F)|u € H} =HnN A(F). Alors
— Hp« .A(F) ;
— pir € Ho;
— pir # 1dp.
Comme A(F) # As est simple on a Hy = A(F). Soit alors u € A(F') un 3-cycle. Il appartient
a Hy donc w qui est encore un 3-cycle appartient & H. Mais comme les 3-cycles sont tous
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conjugués dans A, (Lemme 1.8.9) ils appartiennent tous a H et puisqu’ils engendrent A,
(Lemme 1.8.10) on a H = A, O

Remarque 1.8.4. — Le groupe A4 n’est pas simple car
fid, (12)(3 4), (13)(24), (1 4)(23)}
est un sous-groupe distingué de A4 d’ordre 4.
Corollaire 1.8.11. — Des que n > 5 les sous-groupes distingués de S,, sont {id}, A, et S,,.
Avant de démontrer ce résultat donnons quelques résultats intermédiaires.
Lemme 1.8.12. — Soit n > 3. Soient a, b dans {1, 2, ..., n} et 0 € S,,. Alors
o(a b)o™ = (o(a) o(b)).
Lemme 1.8.13. — Soit n > 3. Le centre de S,, est réduit a {id}.

Démonstration. — Soit o un élément du centre de S,,. En particulier o(1 2) = (1 2)o, i.e.
o(12)0~! = (1 2). Par suite (Lemme 1.8.12)

(0(1) 0(2)) = (1 2).

Ainsi nécessairement (1) = 1 ou (1) = 2. De méme o(1 3) = (1 3)o et donc

(0(1) o(3)) = (1 3).
Il en résulte que o(1) = 1. Ce qu'on a fait avec 1 peut étre fait avec n’importe quel entier
compris entre 2 et n. Il en résulte que o = id.
Réciproquement id commute avec toutes les permutations. ]

Démonstration du Corollaire 1.8.11. — Soit H<S,,. Alors HN A, <A,, donc HNA,, € {id, A, }.

SiHNA, =A,,alors H= A, ou H=§,.

Si HN A,, = {id}, alors la signature ¢ induit un isomorphisme de H sur ¢(H) C {1, —1}. Par
suite [H| < 2. Si |H| = 2, alors H = {id, ¢}. Mais si 7 € S,, comme 707! appartient & H et
Tor~ ! #id on a To77! = 0. Autrement dit o appartient au centre de S,, d’ott & = id (Lemme
1.8.13) : contradiction. Il en résulte que H = {id}. O

1.8.3.2. Le groupe A, est simple dés que n > 5, version 2. —
Référence : [Szp08, p. 99, 110-112, 126-127, 141-142].
Lecons possibles :
103 : Conjugaison dans un groupe. Exemples de sous-groupes distingués et de groupes quotients. Applications.
105 : Groupe des permutations d’un ensemble fini. Applications.
104 : Groupes abéliens et non abéliens finis. Exemples et applications.

108 : Exemples de parties génératrices d’un groupe. Applications.
Théoréme 1.8.14. — Le groupe As est simple.

Lemme 1.8.15. — Tout p-SYLOW distingué d’un groupe d’ordre fini est caractéristique.
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Démonstration. — Soit G un groupe d’ordre fini. Soit H un p-SYLOW de G qui est distingué.
Soit ¢ un automorphisme de G. L’image de H par ¢ est un sous-groupe de méme ordre que H,
i.e. o(H) est un p-SyLow de G. Mais H est 'unique p-SYLOW de G car H est distingué. Par
conséquent ¢(H) = H. O

Lemme 1.8.16. — Tout groupe d’ordre 15 est cyclique.

Démonstration. — Soit H un groupe d’ordre 15. Il a exactement un sous-groupe d’ordre 5
et un sous-groupe d’ordre 3. Ces deux sous-groupes sont distingués dans H. Par suite H ~

Z/?)Z X Z/5Z ~ Z/l 57, et est donc cyclique. 0
Lemme 1.8.17. — Tout groupe d’ordre 30 contient un sous-groupe distingué d’ordre 15.

Démonstration. — Soit G un groupe d’ordre 30. Remarquons tout d’abord que tout sous-
groupe d’ordre 15 de G est distingué dans G car il est d’indice 2 dans G.

Il suffit donc de démontrer I'existence d’un sous-groupe d’ordre 15 dans le groupe G.

— Supposons que G contienne plus d’un seul 5-SYLOW, i.e. ns > 1. Puisque

ns =1 (mod 5) ns |6

on a ns = 6. Ainsi on a 6 x 4 éléments d’ordre 5, ce qui en ajoutant e fait 25 éléments
de G. Il y a donc exactement un seul 3-SYLOW que nous noterons K (sinon il y en aurait
10 donc 20 éléments d’ordre 3 soit 45 éléments au moins dans G). En particulier K est
distingué dans G. Si H est I'un des sous-groupes d’ordre 5, KN H = {e} et KH est un
sous-groupe d’ordre 15 de G.

— Supposons que G contienne un seul 5-SYLOW H; il est alors distingué dans G. Si K est
I'un des sous-groupes d’ordre 3 de G (il y en a au moins un) K NH = {e} et KH est un
sous-groupe d’ordre 15 dans le groupe G.

O

Lemme 1.8.18. — Tout groupe d’ordre 30 ne contient qu’'un seul 5-SYLOW (d’ordre 5).

Démonstration. — Dans la démonstration du Lemme 1.8.17 nous avons vu d’une part que
tout groupe G d’ordre 30 contient un sous-groupe K d’ordre 3 et un sous-groupe H d’ordre 5
et d’autre part que K ou H est distingué dans G.

Les groupes K et H sont distingués dans KH et sont donc caract éristiques dans le groupe
cyclique KH (Lemme 1.8.15) qui est distingué dans G. Donc en fait K et H sont distingués

dans G et G a un unique 5-SYLOW. O
Lemme 1.8.19. — Tout groupe d’ordre 20 contient un seul sous-groupe d’ordre 5.
Démonstration. — Soit G un groupe d’ordre 20 = 4 x 5. Le groupe G contient un sous-groupe

distingué d’ordre 5 : d’apres les théoremes de SYLOW
ns = 1 mod 5 ns |4

d’ou ng5 = 1. O
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Lemme 1.8.20. — Tout groupe d’ordre 12 contient un sous-groupe caractéristique.

Démonstration. — Soit G un groupe d’ordre 12. Intéressons-nous aux 3-SYLOW de G. Les
théoremes de SYLOW assurent que

n3 = 1 mod 3 ns |4

Il en résulte que ng = 1 ou ng = 4.
— Si n3 = 1, alors ce sous-groupe est un sous-groupe caractéristique d’ordre 3 (Lemme
1.8.15).
— Si ng = 4, on dénombre 4 x 2 = 8 éléments d’ordre 3; en ajoutant le neutre on compte
donc 9 éléments. Considérons maintenant les 2-SYLOW de G. D’apres les théorémes de
SYLOW on a

ng = 1 mod 2 na |3

Ainsi ny appartient a {1, 3}. Si ne = 3, on a trois sous-groupes d’ordre 4, soit trop
d’éléments. Ainsi no = 1, 'unique 2-SYLOW est distingué et donc caractéristique
(Lemme 1.8.16).

O

Lemme 1.8.21. — Tout groupe d’ordre 6 contient un sous-groupe caractéristique.

Démonstration. — Soit G un groupe d’ordre 6 = 2 x 3. Considérons ces 3-SYLOW. Les théo-
remes de SYLOW assurent que

n3 =1 mod 3 ns |2

autrement dit que ng = 1. Ainsi G compte un unique 3-SYLOW qui est donc distingué dans G

et le Lemme 1.8.16 permet de conclure. ]
Lemme 1.8.22. — Tout groupe d’ordre 60 qui contient plus qu’un seul 5-SYLOW est simple.
Démonstration. — Soit G un groupe d’ordre 60. Supposons que ngs > 1. D’apres les théoremes
de SyLow

ns =1 mod 5 ns |12
d’ou n5 = 6.

Raisonnons par ’absurde : supposons que G ne soit pas simple. Soit H un sous-groupe
distingué propre de G.

Si |H| est divisible par 5 alors H contient au moins un 5-SYLOW de G. Mais H est distingué et
les 5-SYLOW se déduisent les uns des autres par conjugaison ; ainsi H contient tous les 5-SyLow
de G. On en d’éduit que H contient déja 6 x 4 éléments d’ordre 5. Par ailleurs [H| divise 60
donc [H| = 30 (rappelons que comme H est un sous-groupe propre de G, on a |H| < 60. Mais
dans ce cas H ne contient qu’un seul sous-groupe d’ordre 5 : contradiction avec le fait qu’il en
contient 6. Par suite |H| n’est pas divisible par 5.
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Si |H| appartient & {6, 12}, alors il existe un sous-groupe caractéristique de H d’ordre 2, 3
ou 4. Ce sous-groupe caractéristique de H, qui est lui-méme distingué dans G, est distingué
dans G. Nous pouvons donc maintenant supposer que H est d’ordre 2, 3 ou 4.

Dans ce cas Gr/H est d’ordre 30, 20 ou 15. Dans ces trois cas G/H contient un sous-groupe

distingué d’ordre 5. Considérons la surjection canonique 7: G — Gr/H. Le sous-groupe 7 (K)

~1
contient H et est distingué dans G. Or ™ (K)/H est isomorphe & K = m(7~1(K)) donc |71 (K)|
est divisible par 5 : contradiction. O

Démonstration du Théoréme 1.8.14. — Le groupe Aj est d’ordre 60 et contient au moins deux
5-SYLOW distincts engendrés par les 5-cycles (1 2 3 4 5) et (1 324 5). Le Lemme 1.8.22 assure
donc que As est simple. O

Lemme 1.8.23. — Soit n > 6. Supposons que A,_1 soit simple. Soit H un sous-groupe
distingué propre de A,,. Il existe T € H distincte de l'identité qui a au moins un point fixe.

Démonstration. — Supposons que H # {id}.

Remarque 1.8.5. — Supposons que pour tout 7 € H ~\ {id} et pour tout i on ait 7(i) # i.
Alors si 71 et 7 sont deux éléments de H qui coincident en un point 1, ils sont égaux. En effet si
71(i) = 72(i) alors 75 171 (i) = i. De plus 7, ‘71 appartient & H donc par hypothese 7, 'ry = id,
1.e. T| = To.

Supposons que pour tout 7 € H~\ {id} et pour tout 7 on ait 7(z) # i. Considérons un élément
7 de H. Si la décomposition ed 7 en produit de cycles disjoints contient un cycle d’ordre > 3
alors on peut écrire

T=(a;agag ...)(by b ...)...

Puisque n > 6 il existe o dans A, tel que o(a1) = a1, o(az) = a2 et o(as) # as. Alors
oro ! = (ay ag o(az) ...)(o(b1) o(bs) ...)...

Ainsi 070 (a1) = 7(a1) = as. A noter que oro~ ! appartient & H car H est distingué. La

1= 7. Mais 070~ (az) = o(a3) # a3 et a3 = 7(az) donc

Remarque 1.8.5 assure donc que o170~
oroY(as) # 7(az) : contradiction. Ainsi aucun élément de H ne contient dans sa décomposi-
tion en cycles disjoints des cycles d’ordre > 3. Les éléments de H sont donc des produits de
transpositions disjointes.

Considérons un élément 7 de H. D’apres ce qui précede 7 est un produit de transpositions
disjointes. A noter que si T contient une double transposition alors elle laisse fixe un élément

ce qui est contraire a ’hypotheése. Ainsi 7 s’écrit
7= (a1 az)(as a4)(as ag) . ..
Soit o = (ay a2)(as as). Alors on a

oro ! = (a1 az)(as as)(as ag) ...
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D’une part oo 1(az) = 7(az) donc o701 = 7 (Remarque 1.8.5). D’autre part oro !(ag) =

7(a3) : contradiction. Il existe donc un élément 7 dans H \ {id} pour lequel 7(7) = ¢ pour un
certain 1 <1 < n. O

Lemme 1.8.24. — Soit n > 6. Supposons que A,_1 soit simple. Soit H un sous-groupe
distingué propre de A,. Pour tout 1 < j < n le sous-groupe G; = Staby, ({j}) est inclus
dans H.

Démonstration. — Soit 7 un élément de H\ {id} pour lequel il existe A < i < n tel que 7(i) # i
(Pexistence d'un tel 7 est assurée par le Lemme 1.8.23). Ainsi 7 appartient a G; N H qui est
un sous-groupe distingué de G;. Or G; est isomorphe a A,,_1 donc I’hypothése de récurrence
implique que G; est simple. Or 7 est non trivial donc G; N H = G;, c’est-a-dire G; est inclus
dans H.

Par ailleurs pour tout ¢ dans S,, on a 0G0~ ! = Go(iy- De plus G; C H donc oGio™! C
oHo~! = H. 1l en résulte que pour tout 1 < j < n on a l'inclustion G; C H. O

Lemme 1.8.25. — Soit n > 6. Supposons que A,_1 soit simple. Soit H un sous-groupe
distingué propre de A,, non trivial. Alors A, = H.

Démonstration. — Considérons un élément g de A,. C’est un produit d’un nombre pair de
transpositions, il s’écrit donc

g = 751752 e tk
ou chaque t; est un produit de deux transpositions. Le support de chaque ¢; contient au
plus quatre éléments donc t; appartient a G; pour un i extérieur a ce support. Par suite
A, € G1Gy...Gy. Mais G1Gy...G, C H (Lemme 1.8.24). Il en résulte que A, C H. Or
H cC A, donc A, = H. d

Démonstration du Théoréme 1.8.7. — Le groupe Aj est simple (Théoréme 1.8.14). Pour n > 6
tout sous-groupe distingué de A,, différent de {id} est égal a A,, (Lemme 1.8.25). O

1.8.4. Les automorphismes de S,. —

Référence : [Per82, p. 30]

Lecons possibles :

101 : Groupe opérant sur un ensemble. Exemples et applications.

104 : Groupes abéliens et non abéliens finis. Exemples et applications.
105 : Groupe des permutations d’un ensemble fini. Applications.

108 : Exemples de parties génératrices D’un groupe. Applications.

Puisque n > 3 le centre Z(S,,) de S, est réduit a {id} (Lemme 1.8.27). Par suite S,, agit
fideélement sur lui-méme par conjugaison. Autrement dit le groupe Int(S,) des automorphismes
intérieurs de S, est isomorphe a S,,.

L’énoncé suivant assure que sauf dans le cas exceptionnel n = 6 les automorphismes intérieurs
sont les seuls automorphismes.
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On donne ensuite un automorphisme non intérieur de Sg.
1.8.4.1. Automorphismes de S,,, n # 6. —
Lemme 1.8.26. — Soit n > 3. Soient a, b dans {1, 2, ..., n} et 0 € S,,. Alors
cgo(ab)oot = (o(a) a(b))
Lemme 1.8.27. — Soit n > 3. Le centre de S,, est réduit a {id}.

Démonstration. — Soit o un élément du centre de S,,. En particulier oo (1 2) = (1 2) o0, i.e.
ogo(12)oo~! =(12). Par suite (Lemme 1.8.26)

((1) 0(2)) = (1 2).

Ainsi nécessairement (1) = 1 ou (1) = 2. De méme oo (1 3) = (1 3) oo et donc

(0(1) o(3)) = (1 3).
Il en résulte que o(1) = 1. Ce qu'on a fait avec 1 peut étre fait avec n’importe quel entier
compris entre 2 et n. Il en résulte que o = id.
Réciproquement id commute avec toutes les permutations. O

Théoréme 1.8.28. — Soit n > 3. Supposons que n # 6 ; alors
Aut(S,) = Int(S,,) ~ S,.

Lemme 1.8.29. — Soit ¢ un automorphisme de S,, qui envoie transpositions sur transposi-
tions. Alors ¢ appartient a Int(S,,).

Démonstration. — Les transpositions de la forme (1 ¢) ot 2 < ¢ < n engendrent S,,. Posons
7; = ¢(1 7). Remarquons que pour i et j distincts 7; et 7; ne commutent pas car (1 i) et (1 j)
ne commutent pas. Il en résulte que les transpositions 7; et 7; ont exactement un élément en
commun dans leur support. On peut donc écrire T2 et 73 sous la forme

™ = (01 az) 3= (01 a3)
avec as # «ag. Montrons que pour tout £k > 4 on a 1, = (a1 ak) pour un certain ap €
{1, 2, ..., n}. En effet si a1 n’était pas dans le support de 73 on aurait 7, = (a2 «g3) et
ot = (a1 ag a3) o7 = (a1 a3 as)

seraient inverses I'un de 'autre. Mais
(121 k)=(21k)
n’est pas l'inverse de
(13)(1 k)=(31k)
contradiction.
Notons que «: k — oy est un élément de S,.

L’automorphisme ¢ et la conjugaison par « coincident sur les générateurs (1 j) de S, ; ils
coincident donc sur S,, tout entier. O
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Démonstration du Théoréme 1.8.28. — Soit ¢ un automorphisme non intérieur de S,. Mon-
trons que n = 6.

D’apres le Lemme 1.8.29 il existe une transposition 7 telle que ¢(7) ne soit pas une transpo-
sition. Puisque (¢(7))? = id, (7) est un produit de k > 2 transpositions & supports disjoints.
Désignons par C(7) le centralisateur de 7

Clry={fe8S|for=10f}.
On a
C(T ) = Z/ 27 X Sn_g
———
engendré par 7 permutations de support disjoint de celui de 7

En particulier on a un morphisme surjectif
P: C(1) = Sp—2

de noyau Z/2Z.

Posons H = C(¢(7)) = {f € Sn| fop(r) = ¢(T)o f}. Les groupes H et C(7) sont isomorphes
via ¢. Chacune des transpositions de la décomposition de (1) commute avec ¢(7) donc H
contient un sous-groupe N isomorphe a (Z/Qz)k. De plus N est le noyau du morphisme

H — &
h +—  permutation induite sur les k transpositions de la décomposition de ¢(7)

donc N < H.
Ainsi comme C(7) ~ H, C(7) contient un sous-groupe N’ avec les deux propriétés suivantes :

{ N < C(1)
N~ (Zryp)*

Via 1) on obtient que S,,_2 contient un sous-groupe distingué isomorphe & (Z/QZ)k ou (Z/QZ)k_
suivant que 7 € N’ ou 7 ¢ N'.
Or les sous-groupes distingués de S,, sont
o {id}, An, Spsin#4;
o {id}, Vo= Loy x Lhoy Ay, S
On en déduit les deux possibilités suivantes

1

o n=4%car Sy~ Z/2Z peut alors correspondre & (Z/2Z) P avec k = 2;
o n =6 car Sy contient Vy ~ Z/2Z X Z/ZZ'

Supposons que n = 4. Le centralisateur d’une transposition dans Sy est de cardinal 4 (c’est
le groupe V}) alors que le centralisateur d’une double transposition est de cardinal 8 (en effet il
divise strictement 24, est multiple strict de 4 car contient V; mais aussi au moins un 4-cycle) :
contradiction.

Ainsi n = 6. ]
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1.8.4.2. Automorphismes extérieurs de Sg, version 1. — Etudions désormais les automor-
phismes extérieurs de Sg.
Rappelons I’énoncé suivant :

Théoréme 1.8.30. — Soit n > 5. Les sous-groupes distingués de S,, sont {id}, A,, et S,.

Lemme 1.8.31. — L’ensemble Syls(Ss) des 5-sous-groupes de SYLOW de S5 est de cardinal
6.
Lemme 1.8.32. — Numérotons arbitrairement de 1 a 6 les éléments de Syls(Ss). Faisons

opérer S5 sur Syls(Ss5) ~ {1, 2, 3, 4, 5, 6} par conjugaison. La morphisme S5 — Sg associé est
injectif. Notons G son image.

Lemme 1.8.33. — Numérotons arbitrairement de 1 a 6 les éléments de 86/(;. Faisons opérer
Sg sur 'SG/G ~ {1, 2, 3,4, 5, 6} par translations.
Le morphisme ¢: Sg — Sg associé est un automorphisme.

Lemme 1.8.34. — Le groupe G n’a pas de points fixes sur {1, 2, 3, 4, 5, 6}.
Le groupe ¢(G) admet un point fixe.
L’automorphisme ¢ n’est pas intérieur.

Démonstration du Lemme 1.8.31. — On a |S5| = 5! = 120 = 23 .3 . 5. L’ordre d'un élément
de Syl5(Ss) est donc 5. Or 5 est premier donc tout élément de Syl;(Ss) est isomorphe a Z/5Z.
Posons ns = #Syl5(S5). Les théorémes de SYLOW assurent que

ns = 1 mod 5
ns divise 23 -3 = 24

Par conséquent ns appartient a {1, 6}.
Supposons que ns = 1. Alors S5 a un unique 5-SYLOW qui est distingué : contradiction avec
le fait que les sous-groupes distingués de Sy sont {id}, A; et Ss. Par suite ns = 6. O

Démonstration du Lemme 1.8.32. — Soit K le noyau du morphisme de S5 vers Sg. Il est
contenu dans le stabilisateur de chacun des éléments de Syls(Ss). L’action de G sur Syls(Ss) est
transitive (théoreme de SYLOW). Il en résulte que le stabilisateur de chaque élément de Syl (Ss)
a pour cardinal 122 = 20. Donc |K| divise 20. Puisque K est distingué dans Ss, que [K| divise
20 et que les sous-groupes distingués de S5 sont {id}, A5 et S5, on obtient que K = {id}. O

Démonstration du Lemme 1.8.33. — Soit K’ le noyau du morphisme naturel de Sg dans SSG/G'

Il est contenu dans le stabilisateur des éléments de SG/G et en particulier dans celui de la classe
triviale G qui n’est autre que G. Ainsi |K'| divise |G| = 120. On a donc

K « Sg
|K'| divise 120
les sous-groupes distingués de Sg sont {id, Ag, S¢}
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d’ou K’ = {id}. Autrement dit le morphisme ¢ est injectif. Pour des raisons de cardinalité ¢
est bijectif. O

Démonstration du Lemme 1.8.34. — Si G avait un point fixe sur {1, 2, 3,4, 5, 6} ~ S cela
signifierait qu’il existe un 5-sous-groupe de SYLOW invariant par conjugaison, i.e. distingué, ce
qui est absurde. Par contre ¢(G) a un point fixe, celui qui correspond a la classe triviale G,
invariante sous 'action de G par translation.

Supposons que ¢ soit intérieur donc de la forme

Ui—)agoaoaal

pour un certain og. Soit p un point fixe de ¢(G). On aurait alors pour tout g € G

glog'p) = o5 (o0(g(oy ' (p))))
o5 ((o00goay)(p))
= a5 (¢(9)(p)
= o5 (p)

car p est fixe sous ¢(G). On aboutit alors a une contradiction. O

1.8.4.3. Automorphismes extérieurs de Sg, version 2. — Rappel : soit G un groupe. Si H est
un sous-groupe de G d’incide 7, nous obtenons un morphisme de G dans S, en faisant agir G
sur les classes a gauche modulo H. Plus précisément si g1H, ..., g.H désignent les r classes a
gauche, nous associons une permutation o € S, a un élément g € G en posant

(99i)H = g, H

Notons que i —+ o(7) est une bijection : I'inverse est donné par 'action de g~!.

Lemme 1.8.35. — Soitn > 5. Si H est un sous-groupe de S,, d’indice n qui agit transitivement
sur {1, 2, ..., n}, alors le morphisme 1: S,, — S,, associé a I'action de S,, sur les classes de Sy,
modulo H est un automorphisme non intérieur.

Démonstration. — Considérons 1’action

Sp ¥ SVH - STVH (gang) = ga(i)H = (ggl)H

Par définition un élément g appartient a ker 1) si et seulement si

g€ ﬂ Stab(g;H).
i=1

En particulier kert est contenu dans H. Comme H est d’indice n > 3 et comme les seuls
sous-groupes distingués de S,, sont d’indice 1 ou 2 ou n on a kert = {id}. Par suite 1) est un
automorphisme.

Raisonnons par I’absurde : supposons que % soit un automorphisme intérieur. Alors il existe
a € S, tel que ¢ (H) = aHa~!. Ainsi ¢(H) agit transitivement sur {1, 2, ..., n}. En effet soient
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i, j dans {1, 2, ..., n}; il existe par hypotheése un élément h de H tel que h(a='(7)) = a=1(j),
donc aha™! est un élément de aHa™' qui envoie i sur j. Remarquons que si g;H = H est la
classe de I’élément neutre modulo H, alors ¢(H) fixe i; en effet si h € H, alors

hgH=hH=H = g;H
et donc n’agit pas transitivement. O

Proposition 1.8.36. — Il existe un sous-groupe H de Sg d’indice 6 qui agit transitivement

sur
{1, 2, 3, 4, 5, 6}.

Démonstration. — Considérons l'action de GL(2,F5) sur les six droites du plan (F5)2. Cette
action est transitive. Elle devient fidéle apres avoir quotienté par le sous-groupe des homothéties
qui est d’ordre 4. Autrement dit cette action induit un morphisme injectif de PGL(2,F5) dans
Sg; 'image H de ce morphisme agit transitivement sur {1, 2, 3, 4, 5, 6}. L’ordre de GL(2,F5)
est 24 - 20 = 5! - 4. Par conséquent

|H| = |PGL(2,F5)| = 5!

Ainsi H est un sous-groupe d’indice 6 dans Sg. O






CHAPITRE 2

GEOMETRIE

2.1. Géométrie euclidienne

2.1.1. Isométrie euclidienne. — Considérons ’espace euclidien R™ muni du produit sca-
laire (, ) qui donne la norme euclidienne ||v|| = /(v, v). La distance associée est donnée par
d(z,y) = [z —yll.

Définition 2.1.1. — Une isométrie euclidienne ¢ est une application bijective de R" qui
préserve la norme euclidienne, i.e. qui vérifie

Va,y e R"  d(p(x), ¢(y)) = d(z,y).

Le groupe des isométries euclidiennes est Isom(R", d).
Les translations et les élements du groupe orthogonal O(n,R) sont des isométries eucli-
diennes. L’énoncé suivant donne toutes ces isométries :

Théoréme 2.1.1. — Toute isométrie de (R™,d) est une application affine.
Toute isométrie de (R",d) qui fixe 'origine est donnée par un élément de O(n,R).
Le groupe Isom(R"™) se décompose en un produit semi-direct de la fagon suivante :

Isom(R") = O(n,R) x (R",+)
ou (R",+) est identifié au groupe des translations de R™.

Rappelons qu’une application f: R™ — R" est affine s’il existe une application linéaire
A: R" — R" et un élément b de R™ tels que pour tout x € R"™ on ait f(z) = Az + b.
Remarquons que le couple (A, b) est unique. En effet b = f(0) et A est application linéaire
z = f(z) — f(0).

Pour z € R™ nous notons 7, la translation de vecteur x ; autrement dit 7,,(y) = y + x pour
tout y € R™.

Démonstration. — Soit f un élément de Isom(R™). Notons 7_z( la translation de vecteur
—f(0). Si g = T_f() o f est linéaire, alors f = 74 o g est affine. Il suffit donc de traiter le cas

£(0) = 0.
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Soit donc f un élément de Isom(R™) tel que f(0) = 0. Montrons que f préserve la norme et
le produit scalaire. Soit x dans R", alors

Lf (@) = |[f(z) = f(O)[| = d(f(x), f(0)) = d(z,0) = ||z — 0| = |||
autrement dit f préserve la norme. Puisque f préserve la norme, nous avons pour tous z, y
dans R™

1f (@) = FWII* = llz — yI?

soit
£ @)+ 11 f W1 = 2(f(2), f) = |=[1* + |y]]* = 2(z, y)
2l 4+ 1yl1* = 2(f (x), £()) = ll=[1> + [lyl* = 2(z, v)
et

(f(x), f(y)) = (x; ).

L’application f préserve donc le produit scalaire.
Soient x, y dans R™ et A dans R ; nous avons

1fQz+y) = Af(@) = FWIP = IFQz+y)l1? + N(IF @) + (1 ()l
—2X(f(x), fAz +y)) —2(f(y), fFAz+y))
+2X(f(z), f(y))

Az + [+ X2|2]|* + [yl
—2Xz, Az + 1) — 2(y, Az + ) + 2\ (z, ¥)

= [[(Az+y) — Az —y|]?

=0

Autrement dit pour tous z et y dans R™ nous avons ||f(Ax + y) — Af(z) — f(y)||> = 0 soit
fOx+y)=Mf(z)+ f(y) : f est donc linéaire.

Soient f et g deux isométries de R™. D’apres ce qui précede ce sont des applications affines.
Il existe donc A, A" dans O(n,R) et b, v’ dans R™ tels que

flz)=Az+0b g(z)=Az+ 0
La composée f o g s’écrit f(g(z)) = AA'x + (AV' +b). Lapplication
¢: Isom(R"™) — O(n,R) f—A

qui & f associe sa partie linéaire est donc un morphisme de groupes. Son noyau ker ¢ est
Pensemble des isométries f telles que A = id, c’est-a-dire telles que f(x) = x + b ou encore
telles que f est une translation. Le noyau de ¢ s’identifie donc a (R™,+) via l'isomorphisme
b — 7. L’ensemble des translations est un sous-groupe distingué. Son intersection avec O(n, R)
est réduite a {id}. De plus si f(x) = Az + b, alors f = 7, o A. Nous avons donc bien la
décomposition en produit semi-direct. ]
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Une notion importante en géométrie euclidienne est la notion d’angle. Soient A, B, C trois
points de R" tels que A # B, C # B; la mesure de 'angle ABC' est le nombre « € [0, 7] tel

que
=

(2.1.1) cos o = %

IBA[ - ||BC]]

Remarquons que nous_g}ar?lons ici d’angle géométrique aussi appelé angle non orienté. Ce nombre
[(BA, BC)|

€ [0, 1] par I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ.
manme € 0P &

est bien défini car

Proposition 2.1.2. — Les isométries de R"™ préservent les angles. Autrement dit pour tout
g € Isom(R"), pour tous A, B, C € R" avec A # B et C # B nous avons

9(A)g(B)g(C) = ABC

Démonstration. — La partie linéaire d’une isométrie est un élément de O(n,R) qui préserve
le produit scalaire et la norme et (2.1.1) ne fait intervenir que des normes et un produit
scalaire. ]

Toute rotation plane est la composée de deux symétries ; ce résultat se généralise en dimension
supérieure :

Théoréme 2.1.3. — Le groupe Isom(R") est engendré par les symétries orthogonales par
rapport a des hyperplans affines.
Plus exactement toute isométrie de R" est la composée d’au plus n + 1 telles symétries.

Lemme 2.1.4. — Soient f € Isom(R"™) et F' C R™ une partie finie. Si f préserve F (i.e.
f(F) =F), alors f fixe I'isobarycentre de F.
En particulier Stabigomrn)(F') est conjugué a un sous-groupe de O(n, R).

Démonstration. — Les isométries étant affines isobarycentre des points x1, x2, ..., T, est
lisobarycentre des f(z1), f(z2), ..., f(zy) c’est-a-dire le méme point. O

Lemme 2.1.5. — Soit f une isométrie donnée par f(x) = Ax+b avec A € O(n,R) et b € R".
Alors f posséde un point fixe si et seulement si b appartient a Im(A — id).

Démonstration. — Soit x un point fixe de f, alors Az +b =z, i.e. b = (id — A)z € Im(A —id).
Réciproquement si b € Im(A — id), alors il existe = tel que b = (A —id)z et donc x est un
point fixe de f. O

2.1.2. Dimension 2. — Avant d’énoncer la classification des isométries en dimension deux
rappelons la notion suivante.

Soient D une droite du plan et ¥ un vecteur directeur de D. Une symétrie glissée d’axe D
et de direction ¥ est la composée de la réflexion d’axe D et de la translation de vecteur .
L’image d’un point M est donc obtenue en effectuant d’abord la symétrie orthogonale d’axe
D, puis la translation de vecteur o (ou vice-versa).
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Proposition 2.1.6. — Les éléments de Isom(R?) sont :
— les translations,
— les rotations,
— les symétries axiales ou réflexions,
— les symétries glissées.

Pour une preuve on renvoie a [Aud06] (I'idée est d’étudier les éventuels points fixes avec le
Lemme 2.1.5).

Définitions 2.1.2. — Soient n > 2 et Ay, Ao, ..., A, des points du plan tels que A; # A;11
pour i € Z/nZ'

La ligne polygonale L associée & ces points est la suite ([A1, Aa], [A2, 43, , ..., [An, A1]).

Les segments [A;, A;+1] sont les cotés de L, les points A; ses sommets.

La ligne polygonale £ est simple si lorsque deux cotés s’intersectent alors ce sont deux cotés
consécutifs (i.e. de la forme [A;_1, 4;] et [A;, A;11]) et leur intersection est réduite & un point
(nécessairement A;).

Théoréme 2.1.7 (Théoreme de Jordan pour les polygones). — Soit £ une ligne polygonale
simple. Le complémentaire de la réunion des c6tés de L a deux composantes connexes, I'une
bornée appelée intérieur et une non-bornée appelée extérieur.

Définition 2.1.3. — On appelle polygone la réunion des cotés d’une ligne polygonale simple
et de son intérieur.
Un polygone est convexe si son intérieur l'est.

Définition 2.1.4. — Un polygone convexe est régulier si tous ses cOtés sont égaux et tous
ses angles sont égaux.

Théoréme 2.1.8. — Soit P = A1A,... A, un polygone convexe a n cotés. Les conditions
sont équivalentes :

1. P est régulier;
2. tous les cotés de P sont égaux et les points A; sont cocycliques (i.e. sur un méme cercle) ;

3. les sommets de P sont sur un cercle de centre O et tous les angles au centre A;OA;4+1
sont égaux;

4. le polygone est semblable a I'enveloppe convexe ) de {egi”k/" |k € Z/nZ}'

Le point O du théoréme est alors le centre circonscrit au polygone P.

Démonstration. — Montrons que 1 = 2 = 3 = 1.

1. Soit A une partie de E. L’enveloppe convexe de A est 'intersection de toutes les parties convexes de F
qui contiennent A. Une caractérisation de A est la suivante : ’enveloppe convexe de A est la plus petite partie
convexe de FE qui contient A.
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Supposons que P soit régulier. Trois points non alignés déterminent toujours un unique
cercle (le centre de ce cercle est le centre circonscrit, intersection des médiatrices). Montrons
que quatre points consécutifs sont cocycliques; cela montrera que ce cercle ne dépend pas des
quatre points choisis et que les A; sont donc tous cocycliques. Soit ¢ € Z/nZ; considérons les
points A;_1, A;, A;11 et A;1o. Les bissectrices des angles en A; et A;4+1 se coupent en un point
O. Le polygone P étant régulier nous avons OA/i:A,- = OA/ZA\Hl ; le triangle OAiﬁi est donc

isocele en O, i.e. ||OA;|| = ||OA;+1]|- De plus puisque les angles OE‘:AZ' et OA;114;42 sont
égaux et puisque ||A;Air1|| = ||Ait14i42]| la symétrie d’axe (OA;+1) envoie A; sur A; 14 et fixe
O. 1l s’en suit que ||4;0|| = ||Ai+20]|. De méme nous montrons que ||A4;+10]| = |[|A;—10|]| et

les quatre points sont sur un cercle de centre O.

Si les cotés de P sont tous égaux et les A; sur un cercle, alors ’angle AiﬁA\iH est donné
par la formule d’Al-Kashi®) qui ne fait intervenir que les longueurs ||OA;|| = |[OAi1]| et
||A;Ait1]| qui ne dépendent pas de i. Par suite les angles au centre A@H sont tous égaux.

Supposons que tous les A; soient sur un cercle de centre O et que tous les angles au centre
A@H sont tous égaux a un certain . Les triangles OA;A;11 sont donc isoceles en O. Par
conséquent les angles Om_‘_l et OE:Ai sont égaux a un certain a; qui vérifie a+2q; = . Il
en résulte que tous les o; sont égaux a “5< et que tous les Ai_miﬂ = A@O + OEA\Z-H
sont égaux a 7 — . Les longueurs |[A;A;41|| sont données par 2r tan (§) ol r désigne le rayon
du cercle. Elles sont donc toutes égales et le polygone est régulier. O

Si E C R™, nous notons Isom(FE) le sous-groupe de Isom(R™) qui préserve E. Nous notons
aussi Isom™ (E) le sous-groupe de Isom(E) des isométries qui préservent I’orientation.

Théoréme 2.1.9. — Si P, = ApAi...A,—1 est un polygone régulier a n cotés, alors
Isom(P,) ~ Da,.

Démonstration. — Le groupe diédral Dy, est un sous-groupe du groupe Isom(FP,).

Reste a montrer que Isom(FP,) C Da,. Soit f dans Isom(P,). Désignons par O le centre du
cercle circonscrit a P,. Il existe ¢ tel que A; = f(Ap). Notons p la rotation de centre O telle que
p(Ag) = A;. Ainsi g = p~ 1 f fixe Ag. Les deux seuls sommets les plus proches de Ag sont A; et
A_;. Puisque g préserve les distances et fixe Ag nous avons g(A;) = Ay;. Si g(41) = A4y, nous
posons h = g; sinon nous posons h = og ou o désigne la symétrie par rapport a la droite (OAy).
Par suite h(Ap) = Ag et h(A;1) = A;. Un raisonnement analogue conduit a h(A4s) € {Aa, Ao};
comme h est une bijection, I’égalité h(Ap) = Ao implique h(Az) = Ag. Par récurrence nous
obtenons que h(A;) = A; pour tout i € Z/nZ' Puisque h est affine et fixe trois points non
alignés, h coincide avec id. Finalement ou bien f = po ou bien f = p. Dans les deux cas f
appartient a Do,. O

2. On appelle formule d’Al-Kashi, ou loi des cosinus, ou encore théoréme de Pythagore généralisé 1’égalité
suivante, valable dans tout triangle ABC, qui relie la longueur des cotés en utilisant le cosinus d’un des angles
du triangle : || BC||?> = ||AC||? + ||AB||? — 2||AC|| - || AB|| cos(BAC).
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2.1.3. Dimension 3. — Avant d’énoncer la classification des isométries en dimension trois
rappelons qu’un vissage (ou rotation glissée) est un déplacement dans un espace affine euclidien
qui est la composée commutative d’une rotation et d’une translation selon un vecteur dirigeant
l’axe de rotation (si la rotation n’est pas I'identité). Une anti-rotation est un type particulier
d’antidéplacement (i.e. d’isométrie qui renverse 'orientation) de I’espace euclidien de dimension
3 (espace affine euclidien ou espace vectoriel euclidien, suivant le contexte) : c’est la composée
commutative d’une rotation d’angle ¢ autour d’un axe A et d’une réflexion par rapport a un
plan perpendiculaire & A.

Théoréme 2.1.10. — Les éléments de Isom(R?) sont :
— les translations,
— les rotations,
— les rotations glissées (appelées aussi vissages),
— les symétries orthogonales par rapport a un plan,
— les symétries glissées,
— les anti-rotations.

Pour une preuve on renvoie & [Aud06].
Rappelons que SO(3,R) est le groupe des rotations de I’espace euclidien canonique R®. Le
théoréme suivant montre que le groupe SO(3,R) est simple :

Théoréme 2.1.11. — Le groupe SO(3,R) est simple.

Soit G un sous-groupe de SO(3,R). Nous désignons par Gg la composante connexe par arcs
de id dans G.

Le groupe SO(3,R) est une partie de I'espace vectoriel £(R3) muni de sa topologie d’espace
normé. Un chemin de G est une application ~y: [0, 1] — G continue, 7(0) est I'origine du chemin
et y(1) son extrémité.

Lemme 2.1.12. — On considére sur G la relation R définie par gRh s’il existe un chemin
de G d’origine g et d’extrémité h. Cette relation est une relation d’équivalence.

Démonstration. — Si g € G, alors gRg comme on le voit en considérant v: t — g.

Si v est un chemin d’origine g et d’extrémité h, 'application ¢ — (1 — ¢) est un chemin
d’origine h et d’extrémité g.

Si gRh et hRk et si 1 (resp. 72) est un chemin de G d’orgine g (resp. h) et d’extrémité h
(resp. k) lapplication ~3: [0,1] — G définie par

3(t) = v (2t)si0<t<1/2
Y v (2t —1)sil1/2<t<1

est un chemin d’origine g et d’extrémité k.
Les classes d’équivalence pour cette relation sont les composantes connexes par arcs de G. [
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Lemme 2.1.13. — La composante connexe par arcs Gg de id dans G est un sous-groupe
de G.
Démonstration. — Par définition Gg contient id. Soient g et h deux éléments de Gg. Soit v;

(resp. 72) un chemin de G reliant id & g (resp. h). Considérons 'application

31t () (r2(t)

Pour tout ¢ € [0,1] v1(t) et v2(t) appartiennent & G donc 1 (¢)y2(t) appartient & G (en effet
G est un sous-groupe de SO(3,R)). Enfin 'application g — ¢! est continue sur SO(3,R) : si
on identifie un élément de SO(3,R) & sa matrice dans la base canonique les coefficients de g~!
dépendent polynomialement des coefficients de g. De plus v3(0) = idid = id et y3(1) = gh™'.
Ainsi 3 est un chemin de id & gh~! et gh™' appartient & Gg. Il en résulte que Gg est un
sous-groupe de G. O

Lemme 2.1.14. — Si G est distingué dans SO(3,R), alors Gg est distingué dans SO(3,R).

Démonstration. — Soient g un élément de Gg, 71 un chemin de G de id & g et h un élément
de SO(3,R). Considérons 'application
Y2: [0,1] = SO(3,R) t— hy(t)h L.

Pour tout ¢ € [0,1] ~1(t) appartient & G et G étant distingué hyi(t)h~! appartient a G.
L’application 1 est continue de méme que la multiplication a gauche ou a droite par un
élément de SO(3,R); par conséquent 2 est continue. De plus

72(0) = hidh ™ =id Y2(1) = hgh™L.

L’application v est donc un chemin de id & hgh~' et hgh™! appartient & Go. Autrement dit
Go est distingué dans SO(3,R).

O
Lemme 2.1.15. — Supposons que G soit un sous-groupe de SO(3,R) connexe par arcs,
distingué et non réduit a {id}. Alors G contient une rotation d’angle 7.
Démonstration. — Si ¥ est 'angle d’une rotation g de R? (si on change I’'orientation de 1’axe

de la rotation 'angle est changé en son opposé donc ¥ est défini au signe pres), alors il existe
une base orthonormale dans laquelle sa matrice est

cos?d —sind 0
sind  cosd O
0 0 1

si bien que Trg = 2cos v + 1 et donc I'application
Trg—1
2
est une application continue. Il suffit de montrer que cette application prend la valeur —1 pour

SO(3,R) — [-1,1] g cost =

avoir une rotation g € G d’angle .
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2 sera une rotation de G d’angle

1

Montrons que G contient une rotation r d’angle 7, alors r
w. Par hypothése G contient un élément g distinct de id. Quitte a considérer g~
supposer qu’une mesure ¥ de son angle appartient a ]0,7]. Si cosd < 0 on pose s = g. Si
cos?) > 0, alors ¥ € |0, 5]. Notons N la partie entiere de 5, i.e. N = E (35). Alors

on peut

Nﬁ§g<(N+1)19<2xg:7r.

En particulier gV ! est une rotation d’angle (N 4 1)J € [%,7[. On pose alors s = g™ 1. Ainsi
G contient une rotation s d’angle ¥ avec cos? < 0.
Le groupe G étant connexe par arcs il existe un chemin v de id a s. L’application
Tr((t)) — 1
2

est continue car Tr et 7 le sont. Par ailleurs ¢(0) = cos0 = 1 et (1) = % < 0. Le
théoréme des valeurs intermédiaires assure donc 'existence de tg € [0, 1] tel que (tp) = 0. La
rotation 7 = y(tg) a un angle de £7. Par conséquent R = r2 est une rotation d’angle 7, i.e. un

v:[0,1] — [-1,1] t

retournement. O

Lemme 2.1.16. — Les retournements, c’est-a-dire les rotations d’angle w, engendrent le
groupe SO(3,R).

Démonstration. — Tout élément de SO(3,R) est la composition d’un nombre pair de réflexions.
Il suffit donc de montrer que la composée de deux réflexions est une composée de deux retour-
nements.
Soient x et y deux points de R \. {0}. On désigne par 7, et 7, les réflexions respectives par
rapport & z1 et y=. On a
Ty 0Ty = (—=Tz) 0 (—7y)

et —7, et —7, sont des retournements. O

Lemme 2.1.17. — Supposons que G soit un sous-groupe de SO(3,R) connexe par arcs,
distingué et non réduit a {id}. Alors G = SO(3,R).

Démonstration. — D’apres le Lemme 2.1.15 le groupe G contient un retournement R. Puisque

I appartient & G. Par ailleurs

G est distingué pour tout g dans SO(3,R) I’élément gRg™
Tr(gRg™!) = Tr(R) donc gRg™! est aussi un retournement. Si le vecteur u appartient & 1’axe
A de Ron a (gRg~")(g(u)) = g(u), c’est-a-dire gRg~! est un retournement d’axe g(A). Etant
donnée une droite D de R3 on peut trouver une rotation g de R? telle que D = g(A) en prenant
un axe orthogonal & D et A et un angle ad hoc (i.e. SO(3,R) agit transitivement sur les droites
de R?). Le groupe G contient donc tous les retournements. On conclut en invoquant le Lemme

2.1.16 qui assure que les retournements engendrent SO(3, R). ]

Démonstration du Théoréme 2.1.11. — Soit G un sous-groupe distingué de SO(3,R). Mon-
trons que G = {id} ou G = SO(3,R). Désignons par Gg la composante connexe par arcs de id.
Les Lemmes 2.1.13 et 2.1.14 assurent que Gg est un sous-groupe distingué de SO(3,R); par
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définition G est connexe par arcs. Si Go # {id}, alors Go = SO(3,R) (Lemme 2.1.17) et donc
G =SO(3,R).

Supposons que Gg = {id} et montrons que G = {id}. Remarquons que toutes les composantes
connexes par arcs de G sont des singletons ; en effet si ¢’ est dans la composante de g, relié par
le chemin +, alors ¢ ++ g~ 1(t) est un chemin de G reliant id & g~'¢’. Par suite g~'¢’ appartient
aGo={id}et g =g.

Raisonnons par I’absurde : supposons que G contienne un élément g distinct de id. Soit h
une rotation quelconque non triviale. Soit 9 une mesure de ’angle de h. Pour tout ¢ € [0, 1] on
désigne par h; la rotation de méme axe et d’angle tv). L’application ¢ — h; est continue car elle
se traduit matriciellement dans une certaine base orthonormale par

cos(t) —sin(td) 0
t— | sin(td) cos(td) O
0 0 1
L’application
0,1 = G t > hygh; !

est un chemin de G (car G est distingué) d’origine g et d’extrémité hgh~!. Il s’en suit que hgh "
appartient a la composante connexe par arcs de g. Cette derniére étant réduite a un singleton
on obtient hgh™! = g. Or si g est une rotation d’axe A, alors hgh™! est une rotation d’axe
h(A). Par conséquent h(A) = A ce qui est impossible (une droite ne peut pas étre invariante
par toutes les rotations de I'espace). O

Définitions 2.1.5. — Un polyédre convexe P est un compact d’intérieur non vide tel que P
est l'intersection d’un nombre fini de demi-espaces délimités par des plans affines Hy, Ho, ...,
H,.

Les faces de P sont les intersections de P avec les H;. Ce sont des polygones convexes. Leurs
arétes sont appelées arétes de P et leurs sommets sont appelés sommets.

Proposition 2.1.18. — Soit P un polyédre convexe.
1. Le nombre de cotés d’une face est au moins 3.

2. Le nombre d’arétes issues d’un sommet est égal au nombre de faces qui contiennent ce
sommet et ce nombre est au moins 3.

3. Une aréte appartient a exactement deux faces.
4. La somme des angles en un sommet est strictement inférieure a 2.
Pour une démonstration de cet énoncé voir par exemple [Ber77].

Définitions 2.1.6. — Un polyedre convexe est régulier si toutes ces faces sont des polygones
réguliers & p cOtés et tous ses sommets appartiennent a exactement ¢ faces.
Le couple (p, q) est appelé symbole de Schlafli du polyedre régulier.
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Théoréme 2.1.19. — Il existe exactement cinq types de polyédres convexes réguliers corres-
pondant aux symboles de Schléfli suivants :

polyédre symbole de Schléifli
tétraedre régulier (3,3)
cube (4,3)
octaédre régulier (3,4)
isocaédre régulier (3,5)
dodécaédre régulier (5,3)

Démonstration. — Soit (p,q) le symbole de Schléfli d’un polyedre régulier. Etant donné que
chaque face a au moins trois co6tés et que chaque sommet est entouré par au moins trois faces,
nous avons p, q > 3.

La somme des angles dans un polygone convexe a p cotés vaut (p — 2)7 (cela se voit en
découpant le polygone en p—2 triangles a partir d’un sommet choisi). Les angles d’un polygone
régulier a p cO6tés sont donc égaux a ”].%271 Puisque p > 3, nous avons %ﬂ > %. La somme
des angles autour d’'un sommet est strictement inférieure a 2w donc ¢§5 < 27 et donc ¢ < 6.

Comme g > 3, nous avons l'inégalité 3%7‘( < 27 et donc p < 6. Il en résulte que 3 < p, ¢ < 5.

Les couples (4,4), (4,5), (5,4) et (5,5) ne satisfont pas la condition q%ﬂ < 2w et donc les
seuls couples possibles sont ceux annoncés. ]

La liste des polyedres réguliers étant établie, nous nous intéressons a leurs groupes d’isomé-
tries. Le dual d’un polyedre est I’enveloppe convexe des milieux de ses faces. Par exemple le
dual du cube est un octaédre. Plus généralement le dual du polyedre régulier de symbole (p, q)
est le polyedre régulier de symbole (g, p). Le passage au polyedre dual échange les faces et les
sommets. On peut vérifier qu'un polyedre et son dual ont le méme groupe d’isométries.

Proposition 2.1.20. — Soit X C R3. Désignons par Isom(X) Ile groupe des isométries de
R3 qui préservent X.

Si O est le centre de symétrie de X et si g est une isométrie de X, alors g(O) = O.

De plus Tsom(X) ~ Isom™ (X) x Z/QZ'

Démonstration. — Tout élément du groupe affine GA(3,R) conserve le barycentre donc g
conserve le centre de symétrie de X, i.e. g(O) = O.

Notons sp € Isom™ (X) la symétrie centrale en O.

Le morphisme

Isom(X) — Isom™(X) x Z/QZ

R (9,0) si g € Isom™ (X)
(950, 1) sinon

est un isomorphisme. De plus sp commute avec tout élément de Isom™ (X); en effet vectoriel-
lement il s’agit de I’homothétie de rapport —1. Par conséquent le produit est direct. ]

Proposition 2.1.21. — Le groupe d’isométries du tétraedre régulier Ay est isomorphe a Sy.
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Le groupe d’isométries directes du tétraédre régulier A4 est isomorphe a Ajy.

Démonstration. — Notons Ay le tétraedre régulier. Désignons par Isom(Ay) les isométries du
tétraedre régulier et par Isom™(Ay) les isométries directes du tétraedre régulier. Soit S =
{A, B, C, D} l'ensemble des sommets du tétraedre.

Considérons l'action de Isom(Ay4) sur S. Ainsi

: Isom(Ay) — Sy g 9gs

est un morphisme de groupes.

Si p(g) = idgs, alors g stabilise S qui est un repere de l'espace affine; il en résulte que
g = idgs. Par suite ¢ est injectif, i.e. Isom(Ay) s’injecte dans Sj.

Soit M le milieu du segment [AB]. La réflexion ryp par rapport au plan MCD réalise
la transposition (A B), i.e. p(rap) = (A B). Ainsi toutes les transpositions appartiennent
a Isom(Ay4) d’ou linclusion Sy C Isom(Ay4) (rappelons que les transpositions engendrent le
groupe symétrique).

Finalement ¢ est un isomorphisme et Isom(Ay) ~ Sy.

Le seul sous-groupe d’indice 2 de S, est le groupe alterné A,,. Le groupe Isom™ (A,) étant
d’indice 2 dans Isom(A4) nous avons Isom™(Ay) ~ Ay. O

Proposition 2.1.22. — Le groupe d’isométries directes du cube est isomorphe a Sy.

Le groupe d’isométries du cube est isomorphe a Sy X Z/QZ.

Par dualité le groupe d’isométries directes de 'octaédre régulier est isomorphe a Sy et le
groupe d’isométries de 'octaédre régulier est isomorphe a Sy x Z/QZ.

Démonstration. — Notons Cg le cube. Désignons par Isom(Cp) les isométries du cube et par
Isom™ (Cg) les isométries directes du cube. Soit D = {D1, Do, D3, D4} 'ensemble des grandes
diagonales du cube (elles sont préservées par les isométries de Cg car ce sont les plus grandes
longueurs que l'on peut trouver dans le cube).

Ainsi

@: Isom™(Cg) — Sy g+ g

Notons D; = A;G; les diagonales de Cg. Désignons par sg la symétrie centrale en 0. Si
»(g) = idp, alors
g(A1) = A
9(G1) = Gy
et les deux points opposés A; et G; nous obtenons que g fixe tous les sommets. Il en
résulte que g = idps.
¢ ou bien { 9(A1) = G
9(G1) = Ay
symétrie centrale sy en 0 : contradiction avec g € Isom™ (Cp).
Ainsi ker ¢ = {idgs} et nous avons I'inclusion Isom™(Cg) C Sy.

¢ ou bien et dans ce cas en utilisant le fait que g fixe toutes les diagonales

et spg = id d’apreés ce qui précede. Il s’en suit que g est la
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Les transpositions sont toutes réalisées grace a des retournements d’axes reliant les milieux
des arétes joignant les diagonales).
Par suite Isom™ (Cg) ~ Sy.

La seconde assertion découle du fait que le cube admet un centre de symétrie et de la
Proposition 2.1.20. O

Proposition 2.1.23. — Le groupe d’isométries du dodécaédre est isomorphe a As X Z/QZ.
Le groupe d’isométries directes du dodécaédre est isomorphe a As.
Par dualité le groupe d’isométries de I'icosaédre est isomorphe a As X Z/QZ et son groupe
d’isométries directes est isomorphe a As.

Idée de la démonstration. — Notons Pjs le dodécaedre. Désignons par Isom(Pj2) les isométries
du dodécaedre et par Isom™ (Py2) les isométries du dodécaedre.
On admet qu’exactement 5 cubes distincts C1, Cs, ..., C5 sont inscrits dans le dodécagedre.
Le groupe Isom™ (Py3) agit sur 'ensemble C = {C}, Ca, C3, Cy4, Cs} des cubes inscrits d’ou
le morphisme

@: Isom™ (P3) — Ss g g

Soit g dans ker ¢, i.e. soit g dans Isom™ (Py2) tel que gjc = idc¢. Alors g(C;) = C;pour 1 < i <5.
Alors g fixe les grandes diagonales du dodécaedre et n’est pas une symétrie centrale; il s’en
suit que g = idgs. L’action est donc fidele et Isom™ (Pyo) C Ss.
Déterminons le nombre d’éléments de Isom™ (Py5). Comme les éléments de Isom™ (Pj2) sont
des rotations cela revient a compter les axes possibles puis les angles possibles :
¢ l'identité ;

¢ axe de sommet a sommet opposé, % = 10 axes possibles, les angles (non nuls) %ﬂ, 4{ ;
o axe de milieu d’aréte a milieu d’aréte opposée, % = 15 axes possibles, les angles (non
nuls) 7;

© axe passant par le centre de Pj2 et le centre d’une des faces de P2, % = 6 axes possibles,
2r 4m 6m 87
les angles (non nuls) CIE

En tout cela fait 10 x 2+ 15 x1+6 x4+ 1 = 60 éléments.

Le dodécaedre ayant un centre de symétrie la Proposition 2.1.20 assure que Isom(Pj3) ~
.A5 X Z/ 27, J

2.2. Les sous-groupes finis de SO(3,R)

Références : [CG17, chap. 12], [CG15, chap. 9], [Szp09, p. 434-437]
Lecons possibles :

101 : Groupe opérant sur un ensemble. Exemples et applications.

104 : Groupes abéliens et non abéliens finis. Exemples et applications.

191 : Exemples d’utilisation des techniques d’algébre en géométrie.
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Théoréme 2.2.1. — Tout sous-groupe fini de SO(3,R) est isomorphe a Z/nZ, Doy, A4, Sy
ou As.

Plus précisément si G est un sous-groupe fini de SO(3,R), alors G est conjugué au groupe
des rotations préservant I'un des polyédres suivants (les cas n = 1, 2 mis a part)

— Isom™( pyramide de base un polygone régulier & n cotés ) ~ Z/nZ;

— Isom™( double pyramide de base un polygone régulier a n cotés ) =~ Doy, ;
— Isom™( tétraédre régulier ) ~ Ay ;
— Isom™( cube ) ~ 8y ;

— Isom™( icosaédre régulier ) ~ As.

Lemme 2.2.2 (formule de BURNSIDE). — Soit G un groupe fini agissant sur un ensemble
fini E. Désignons par G\ E I'ensemble des orbites et par Fix(g) = {x € E'|g-x = x} "ensemble
des points fixes de g dans E. Alors

1 .
G\E| = == 3 [Fix(g)
Gl =2
Démonstration. — On calcule le cardinal de F de deux fagons différentes. D’une part
[E| =) |Fix(g)|
geG

et d’autre part

|E| = Z]Stabg(x)\: Z Z\Stabg(x)\

zek O€eG\E z€0O
G 1
- ZEEeE S
O€eG\E z€0 O€eG\E z€0O
1
= [G] X \OI'QZIG! > 1
O€G\E OEG\E
— 1G] |G\E.

O

Lemme 2.2.3. — Tout sous-groupe fini de SO(2,R) est cyclique.
Plus particuliérement tout sous-groupe fini de SO(2,R) est monogéne, engendré par la rota-

tion d’angle %’T ot n est le cardinal du groupe.

Démonstration. — Commencgons par rappeler que R/ZTI‘Z et SO(2,R) sont isomorphes :
R ~, SO(2.R 9 cos? —sind
72nz, — SO, R) ~ sind  cosv

Nous sommes donc ramenés a étudier les sous-groupes finis de R/QWZ'

Soient H un sous-groupe fini de R/27TZ, p: R — R/27TZ la projection canonique et G =
p~1(H). On peut vérifier que G est un sous-groupe discret de R. En effet supposons G dense ;
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la restriction de p a [0, 1] étant injective I'image de G N [0, 1] est une partie infinie de H :
contradiction. La Proposition 1.3.24 assure donc que G est monogene.

Soit o un générateur de G. Le théoréeme de LAGRANGE assure que na = 0 (mod 27) ou n

est le cardinal de H. Il existe donc un entier k tel que a = 2’“7” D’apres l'identité de Bezout le
2nd

groupe engendré par « est aussi le groupe d’ordre 5 engendré par =7 ou d est le pged de k et

n. Il en résulte que d = +1, i.e. que tout sous-groupe fini d’ordre n de R/27TZ est monogene,
engendré apr la classe modulo 27 de 27” O

Esquisse de démonstration du Théoréeme 2.2.1. — Soit G un sous-groupe fini d’ordre n de
SO(3,R). A tout élément de G ~ {id} on associe deux péles qui sont I'intersection de 1’axe
de la rotation avec la spheére unité de R3. Le groupe G agit sur Pensemble E des poles des
éléments de G qui est fini et par définition on a l'inégalité suivante

|E| < 2(n - 1).

Toute rotation non triviale de G fixe exactement deux poéles et 'identité fixe tous les éléments
de G. Par conséquent la formule de BURNSIDE (Lemme 2.2.2) assure que le nombre & d’orbites
de cette action est
2(n—1 E E|—2
(n-1+IE| _, |F]

n n
A partir de |E| <2(n—1) et k =2+ ‘E|T_2 on obtient
2n—1)—-2 4(n—-1)

n N n

k:

E<2+ < 4.

Ainsi k appartient a {2, 3}.

a. Si k = 2, alors G est cyclique. En effet puisque
E|l-2
oo B2
n
on a k = 2 si et seulement si |E| = 2. Dans ce cas toutes les rotations de G ont le méme

axe et G peut étre vu comme un sous-groupe fini de rotations du plan orthogonal a cet
unique axe. Le Lemme 2.2.3 implique que G est cyclique.

b. Supposons que k = 3. Notons wy, we et ws les orbites; désignons par ni, no et ng les
cardinaux des stabilisateurs correspondants. Quitte a réindicer les n; on peut supposer
que n1 < ng < ng.

Alors
b.1. si n1 = ng = 2, alors |G| = |Day,| = 2n3;
b.2. sinon on est dans I'une des situations suivantes :
o (n1,m2,n3) = (2,3,3) et |G| = [Ay] = 12;
o (n1,n2,n3) = (2,3,4) et |G| = |S4] = 24;
© (nlan27n3) = (273a5) et |G| = |A5‘ = 60.



2.3. GEOMETRIE AFFINE 133

Commencons par déterminer les triplets possibles. La formule de BURNSIDE assure que
3=2+ ‘E|T_2 Par ailleurs |w;| = - donc

B _ |wrl +lwal sl _ 1 11

+ + —.
n n n n2 n3
Finalement on obtient la condition
1 1 1 2
(2.2.1) —F —+—=1+—-
ni ng ns n

Par définition un poéle est fixé par au moins l’identité et une autre rotation donc n; > 2.
La condition (2.2.1) assure que n; = 2. Un argument analogue assure que 2 < ny < ns.

Si ng = 2 alors n3 est arbitraire et n = 2n3. Si no = 3, alors 3 < n3 < 5 ce qui d’ou les
12n3
6—ng’

trois cas ci-dessus. De plus n = soit n = 12 (resp. n = 24, resp. n = 60) si ng = 3
(resp. ng = 4, resp. ng = 5).

Traitons par exemple le cas |G| = 12, i.e. (n1,n2,n3) = (2,3,3). L'orbite w3 est de
cardinal % = 4; désignons par x1, T2, x3 et x4 ses éléments. On peut supposer que x
et x2 ne sont pas symétriques par rapport a 'origine. Puisque [Stab(x)||Orb(z;)| = 12
il existe une rotation r € Stab(z1) d’ordre 3; quitte & réindicer les z; on a x3 = r(x3),
x4 = r~1(x3). En particulier les points x5, o3 et x4 sont équidistants de x1. On peut bien
entendu faire le méme raisonnement pour tout z;; on obtient donc que x1, o, T3 et x4
sont les sommets d’'un tétraedre régulier préservé par G. Or le groupe des rotations qui
préservent un tétraedre est d’ordre 12 et G est d’ordre 12. Le groupe G coincide donc
avec le groupe des rotations préservant un tétraeédre (isomorphe a A4 qui est I'unique
sous-groupe d’indice 2 dans Sy).

O]

Remarque 2.2.1. — Le groupe S, intervient a la fois comme Isom™(cube) et comme
Isom(tétraedre). On peut transposer dans chacun de ces trois points de vue tout ce que 'on
sait sur ce groupe (classe de conjugaison, sous-groupes d’ordre donné, etc)

2.3. Géométrie affine

2.3.1. Espaces affines. — Rappelons qu'une action d’'un groupe G sur un ensemble E est
simplement transitive si elle est transitive et libre, 7.e. si pour tous x, y dans F il existe un
unique g € G tel que gz = y.

Définition 2.3.1. — Soit F un espace vectoriel. Un espace affine A est un ensemble muni
d’une action simplement transitive de (F,+).

L’espace vectoriel E est appelé la direction de A.

La dimension de A est la dimension de E.
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Soit a: E'x A — A laction ci-dessus. Notons 7,(A) = a(v, A). L’application A — 7,(A) est
appelée translation de vecteur v. On note aussi 7,(A) = A 4+ v. Etant donnée que « est une
action, nous avons

Ty © Ty = Tu+tv
ce qui correspond & (A+u)+v=A+ (u+v).

Soit A un espace affine de direction E. Soient A, B deux éléments de A. Il existe un unique
v € E tel que B = A + v. Nous désignons v par @ e k.

Lemme 2.3.1 (Relation de Chasles). — Soient A, B et C trois points d’un espace affine.

Alors
AC = AB + BC.

Démonstration. — Posons u = E et v = B? Nous avons B = A+ u et C = B +v. Alors

A+u+v:Cetﬁzu—i—@oneneore@zﬁ—i—@. O
Définitions 2.3.2. — Soit A un espace affine de direction E. Soit F' un sous-espace vectoriel
de E.

Un sous-espace affine F de direction F' est un ensemble tel qu’il existe A € F avec F =
{A+v|veF}.

En particulier nous appelons droite affine un sous-espace affine de dimension 1 et plan affine
un sous-espace affine de dimension 2.

Lemme 2.3.2. — Soit (F;)icr une collection de sous-espaces affines de direction (F;)icr.
L’intersection ﬂ F; est vide ou un sous-espace affine de direction ﬂ F;.
il iel

Démonstration. — Supposons que l'intersection ﬂ J; soit non vide. Soit A € ﬂ Fi. On écrit

icl icl
Fi={A+v]|v € F;} pour tout i € I. Un point B = A + v appartient & ﬂ Fi si et seulement
el
si v appartient a ﬂ F;. O
el
Définition 2.3.3. — Soient A un espace affine et P C A un sous-espace non vide.

Le sous-espace engendré par P est lintersection de tous les sous-espaces affines qui
contiennent P. C’est le plus petit sous-espace affine (au sens de l'inclusion) qui contient P.

FEzxemple 2.3.1. — Soient F un k-espace vectoriel et A un espace affine de direction E. Soient
A et B deux points distincts de A. Le sous-espace affine engendré par A et B est la droite
(AB) = {A+ MB| X €k}

Définition 2.3.4. — Deux sous-espaces affines sont paralléles s’ils ont méme direction.
Définition 2.3.5. — Soient A un espace affine et O un point de A. L’application
E— A, v—O0+v
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est une bijection permettant de transporter la structure d’espace vectoriel de E a A.
L’espace vectoriel obtenu est appelé le vectorialisé de A en O.

Exemple 2.3.2. — Un espace vectoriel ¥ posseéde une structure canonique d’espace affine
obtenue en faisant agir (£, +) sur lui-méme par translations.

Remarque 2.3.1. — Attention la structure d’espace vectoriel ainsi construite dépend du
point O choisi.

Ainsi un espace vectoriel est la donnée d’un espace affine et d’une origine. En oubliant
l'origine d’un espace vectoriel nous obtenons un espace affine et en rajoutant une origine a un
espace affine nous obtenons un espace vectoriel.

Définition 2.3.6. — Soient A et A’ deux espaces affines de directions F et E’, espaces
vectoriels sur un méme corps.
Une application ¢: A — A’ est affine s’il existe une application linéaire L: E — E’ telle que

o(A)p(B) = L(AB) YA Be A

Proposition 2.3.3. — L’image directe d’un sous-espace affine par une application affine est
un sous-espace affine.

L’image réciproque d’un sous-espace affine par une application affine est un sous-espace
affine.

Démonstration. — Soit ¢ une application affine de partie linéaire L. Soit F un sous-espace
affine de direction F' contenant un point A. Alors

p(F) = {e(B)|BeF}
= {¢(A) + L(AB)| B € F)
{o(A) + L(u) |u € F}
= {p(4) +v|ve L)}
Par suite ¢(F) est le sous-espace affine contenant ¢(A) et de direction L(F).

La seconde assertion se démontre de la méme fagon et repose sur le fait que I'image réciproque
d’un sous-espace vectoriel par une application linéaire est un sous-espace vectoriel. O

Rappelons que trois points sont alignés s’il existe une droite affine les contenant tous les

trois.
Corollaire 2.3.4. — Les applications affines préservent I'alignement.
Démonstration. — L’image d’une droite affine est un sous-espace affine de dimension au plus

1, i.e. une droite ou un point. Par conséquent les images de trois points alignés sont encore
alignées. O

2.3.2. Groupe affine. —
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Lemme 2.3.5. — Soit A un espace affine de direction E.
Soient ¢ et ¢’ deux applications affines de parties linéaires L et L'.
La composée ¢’ o ¢ est affine de partie linéaire L' o L.

Si ¢ est affine inversible de partie linéaire L, alors ¢!

est affine de partie linéaire L™".

Démonstration. — Soient ¢, ¢’ deux applications affines de parties linéaires L, L’.
Si A et B sont deux points de A, alors

¢ (p(4)¢ (0(B)) = L' (o(A)e(B)) = I (L(AB)).

Autrement dit ¢’ o ¢ est affine de partie linéaire L' o L.

Soit ¢ une application affine inversible de partie linéaire L. Puisque ¢ est bijective, pour
tout v € E il existe un unique u € E tel que ¢(A + u) = ¢(A) + v, soit

A A)p(A+u) = Lu) = v
ainsi L est linéaire inversible.

Pour montrer que ¢! est affine il suffit de montrer que
o Hp(A)+v)=A+ L Yv) YAc A VYveE.
Soient A € Aet v € E; posons u = L~ (v); alors
P (p(A) +v) = ¢ p(A) + L(w) = ¢ H(p(A+u) = A+u=A+ L (v).

Théoréme 2.3.6. — Soit A un espace affine de direction E.

Les transformations affines inversibles forment un groupe appelé groupe affine GA(A).

De plus

GA(A) ~GL(E) x E.

Démonstration. — L’identité est une application affine de partie linéaire I'identité de E.

Le Lemme 2.3.5 assure que I’ensemble des transformations affines inversibles est stable par
composition et passage a 'inverse. C’est donc un sous-groupe du groupe des bijections de A.

L’application

U: GA(A) — GL(E), @ L

qui associe a une application affine inversible sa partie linéaire est un morphisme de groupes
(Lemme 2.3.5). Son noyau est donc I’ensemble des applications affines de partie linéaire 'iden-
tité, c’est-a-dire pour tous A, B dans A

o(A)p(B) = AB.
Fixons A; posons u = Ap(A). Alors
Bgo(B; — BA + Ap(A) + o(A)p(B) = BA + Acp(A; + AB = Ap(A)=u VBeA

Par conséquent ¢(B) = B + u et ¢ est la translation de vecteur u.
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Soit O € A une origine. Vectorialisons A en O. Nous pouvons alors identifier GL(E) avec le
sous-groupe de GA(A) qui fixe O. Plus précisément pour A € A et L € GL(FE)

L(A) = O + L(OA).

De méme nous identifions (E, +) avec le groupe des translations.

Un élément appartenant a la fois au groupe des translations et & GL(F) est donc un élément
qui fixe O et dont la partie linéaire est l'identité, c’est donc l'identité de A. Le groupe des
translations coincide avec ker ¥, c’est donc un sous-groupe distingué de GA(A). Remarquons
de plus que tout élément de GA(A) est la composée d’'une translation et d’une application
linéaire. En effet soit ¢ une application affine de partie linéaire L. Posons u = OQD(O;. Pour
tout A € A nous avons @@@(A; = L(O—z>4) et donc Op(A) = L(O—1>4) + O(p(O;. En utilisant
Iidentification entre A et OA cela s’écrit

¢(A) = L(A) + u;
autrement dit ¢ est la composée de 'application linéaire L et de la translation de vecteur u. [

Remarque 2.3.2. — Dans l'identification GA(A) ~ GL(F) x E nous utilisons une origine.
L’identification n’est pas canonique puisqu’elle dépend de ce choix.

2.3.3. Théoréme fondamental de la géométrie affine. — Une bijection ¢ d’un espace
affine A préserve l'alignement si pour tout triplet de points A, B, C ces points sont alignés si
et seulement si les points p(A), p(B) et p(C) sont alignés.

Théoréme 2.3.7 (Théoréme fondamental de la géométrie affine). —
Soit A un espace affine réel de dimension finie > 2.
Toute bijection de A qui préserve I'alignement est une transformation affine.

Remarque 2.3.3. —
Cet énoncé est propre au cas réel.

Proposition 2.3.8. —
Le seul automorphisme du corps (R, +, x) est I'identité.

Démonstration
Soit o un automorphisme de (R, 4+, x). Puisque 0 (resp. 1) est I’élément neutre de la loi +
(resp. X) nous avons ¢(0) = 0 et o(1) = 1. Pour tout n € N nous avons

on)=cl+1+...+1)=0l)+0c(l)+...+0(1)=1+1+...+1=n.

n fois n fois n fois

Etant donné que
0= o(n+(—n)) = o(n) + o(—n) = n+o(~n)

nous obtenons que o(—n) = —n. Ainsi pour tout n € Z nous avons o(n) = n.
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Pour tout p € N* nous avons

el )=o) oo 3

et donc o (%) = %. Pour tous p € Z et ¢ € N* nous avons

(5 -5

et donc pour tout r € Q nous avons o(r) = r.
Soit z dans R alors z = \/Z° et

2 2
o(z) = o(vz") = (c(V))” 2 0.
Soient x et y tels que > y alors ¢ —y > 0 et o(x —y) > 0 ou encore o(x) — o(y) > 0, i.e.
o(z) > o(y). Soient x un réel et () )nen, (¥, )nen deux suites de nombres rationnels tels que

oz, <z <z} pour tout n € N;
+

o lim z) =u=x;
n—+oo
o lim z, ==.
n—+oo
Alors
- _ - +y — ot
Ty = U(xn) S 0'(33) S U(xn) =Ty -
En passant a la limite nous obtenons donc o(z) = . O
Lemme 2.3.9. — Soient A, B, C trois points non alignés dans un espace affine A. Le plan

engendré par ces trois points est la réunion des droites (DE) avec D € (AB) et E € (AC).

Démonstration. — Soit F' un point du plan engendré par A, B et C. Si F' appartient a (AB)U
(AC) I'énoncé est démontré.

Supposons désormais que F' est ni sur (AB), ni sur (AC'). Soit D la paralléle & (BC') passant
par F. Cette droite n’est parallele ni & (AB), ni a (AC) (sinon (AC) = (AB)) et elle rencontre
ces deux droites en un point D et E comme annoncé. O

Démonstration du Théoréme 2.3.7. — Soit ¢ une application bijective de A dans A qui pré-
serve l'alignement. Cela signifie que 'image d’une droite est une droite. En effet soient A et
B deux points distincts de A. La droite (AB) est exactement I'ensemble des points C' tels que
A, B et C sont alignés et donc son image est 1’ensemble des points ¢(C') alignés avec p(A) et
©(B), i.e. la droite (p(A)p(B)).

Le Lemme 2.3.9 assure que I'image du plan engendré par A, B et C est le plan engendré par
©(A), ¢(B) et o(C).

Soient D; et Dy deux droites paralleles disjointes ; elles sont incluses dans un plan et ne se
rencontrent pas. Leurs images vérifient les mémes conditions et sont donc paralléles.

Soient O une origine et A, B, C trois points non alignés tels que (% = 0A + O?, i.€.
(OA) J (BC) et (OB) J/ (AC). Les images vérifient les mémes conditions de parallélisme ainsi

©(0)p(C) = p(0)p(A) + 0(0)p(B).
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Fixons une droite (OA). Si A désigne un réel nous notons () 'unique réel tel que
—
PO +204) = (0) +(N)p(0)p(A

ou encore tel que

#(0)p(0 + 20 4) = o(\)p(O)o((A

L’application o: A — A(o) est une bijection de R puisque ¢ est une bijection de (OA) sur
(0(0)p(A)). .

Montrons q_ue> ¢’est un morphisme de corps. Soient A1, Ao dans R. Posons A1 = O+ A\ OA et
As = O + M0OA. Nous allons géométriquement construire le point O + (A1 + A\2)OA. Puisque
A est de dimension au moins 2 nous pouvons choisir B € A~ (OA). Soit D l'intersection de la
parallele a (OA) passant par B et de la parallele & (BA;) passant par O. Il en résulte que le
quadrilatéere DBA10O est un parallélogramme et donc DB = OA;. Soit As 'intersection de la
parallele a (DAg) passant par B et de la droite (OA). Nous avons m — DB = O—Al> .1l s’en
suit que

OA3z = OAy + Ay A3 = OA; + OAs.
Etant donné que ¢ envoie droite sur droite et préserve le parallélisme, les points ¢(O), ¢(A),
©(A1), p(A2), v(As), p(D) et ¢(B) satisfont les mémes relations de parallélogrammes. Par
suite

P(0)p(As) = p(0)p(A2) + p(A2)0(A3) = 9(0)p(A1) + ¢(0)(Az).
d’ou
U()q + /\2)0—1>4 = O’(/\1)O—1>4 + U()Q)O—ﬁ
et o(A1 + A2) = a(A1) + a(Ae).

Repreno_>ns les mémes notations pour Ai, Ao, O, A, B, A1 et Ay. Désignons par As le point
O + A\ A20A. Notons C lintersection de (OB) et de la parallele a (BA) passant par As. Le
théoréme de THALES assure que OC = X\2OB. Soit D l'intersection de (OB) et de la paralléle
a (CA) passant par Aj. D’apres le théoréeme de THALES 5ﬁ = Al(ﬁ = Al)\QO?. Finalement
le point d’intersection A’ de la parallele & (AB) passant par D satisfait _O—f? = )\1>\20—1>4, ie.
A = As.

L’image par ¢ de cette construction vérifie les mémes propriétés de parallélisme. Ainsi
0'()\1)\2) == 0'()\1)0‘()\2).

Il en résulte que o est un morphisme du corps R donc 'identité d’apres la Proposition
2.3.8. O






CHAPITRE 3

GROUPES ABELIENS DE TYPE FINI

Le théoréme chinois fournit des exemples de groupes abéliens finis qui se décomposent en
produit de groupes cycliques plus simples. Par exemple le groupe Z/GZ est isomorphe a Z/QZ X

2
Z/3Z. D’autre part (Z/2Z> est un groupe abélien d’ordre 4 qui n’est pas cyclique puisque ses

éléments sont d’ordre au plus 2; en particulier il n’est pas isomorphe a Z/4Z. Dans ce chapitre
nous nous intéressons a ’existence et I'unicité de la décomposition, a isomorphisme pres, d’un
groupe abélien fini en un produit de groupes cycliques. Nous donnons aussi un théoréme de
structure pour les groupes abéliens de type fini.

3.1. Définitions et notations

Rappelons que la loi d’un groupe abélien G sera toujours notée additivement et 1’élément
neutre sera désigné par 0. L’opposé d’un élément g de G est noté —g et si n est un entier
naturel, ng se définit par récurrence

0g:=0 ng:=g+ (n—1)g.

Posons alors (—n)g := —(ng). Autrement dit nous venons de définir une action de 'anneau Z
sur le groupe abélien G.

Rappelons qu’un groupe abélien G est de type fini s’il existe une famille génératrice finie de

G, i.e. un entier k et une famille (a1, ag, ..., a;) d’éléments de G tels que tout élément de G
est une combinaison linéaire & coefficients entiers d’éléments du systéme (a1, ag, ..., ag).
k
Précisément pour tout g dans G il existe des entiers ni, no, ..., ny tels que g = Zniai.
i=1

Notons qu’une telle écriture n’a aucune raison d’étre unique.
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Nous pouvons traduire ce qui précede comme suit : le groupe G est engendré par
(a1, ag, ..., ax) si et seulement si le morphisme de groupes

k
7F - G (nl,nQ,...,nk)HZniai
=1
est surjectif. En d’autres termes : le groupe G est un groupe abélien de type fini si et seulement

si il existe un entier k et un morphisme surjectif de Z* sur G.

Exemple 3.1.1. — Un groupe engendré par un élément est
¢ soit réduit a I’élément neutre,
o soit égal a Z,
¢ soit cyclique et fini.

Convention : le systeme vide engendre le groupe réduit a I’élément neutre.
Exemple 3.1.2. — L’ensemble
G={a+bV/2|a,beZ}

est un sous-groupe de R, engendré par le systeme (1,/2) et ne peut pas étre engendré par un
seul élément de G.
L’application

7% - G, (a,b) — a+bV2

est un isomorphisme de groupes.

3.2. Groupes abéliens libres de type fini

Un groupe abélien G est libre de type fini s’il existe un entier naturel r tel que G soit
isomorphe a Z".

Exemple 3.2.1 (Le groupe Z"). — Pour 1 < j < r nous notons e; 1'élément dont la j-éme
coordonnée vaut 1 et les autres 0. Tout élément x de Z" a une unique écriture

T
Tr = E €Z;€e;.
i=1

T
Le systeéme (e1, e, ..., €,) est donc un systéme générateur. Il est aussi Z-libre :si 0 = Z €4,
i=1
alors tous les x; sont nuls. Il est appelé Z-base canonique de Z".
Un morphisme de groupes de Z" dans Z° est Z-linéaire. Il est déterminé par sa matrice (&
coefficients entiers) dans les bases canoniques de Z" et Z°.

Exemple 3.2.2. — Le sous-ensemble de R défini par
A={a+bvV2+cV3|a, b, ceZ}
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est un groupe libre. En effet I’application

73 = G, (a,b,¢) —= a+bvV2 +¢V3
est un isomorphisme de groupes.
Exemple 3.2.3. — Le sous-ensemble de C appelé aussi entiers de Gauss

Zli)={a+ibla, be Z}
est un groupe libre. En effet I’application
72 - G, (a,b) — a +ib

est un isomorphisme de groupes.

Proposition 3.2.1. — Soient s et r deux entiers naturels. Les deux groupes Z" et Z° sont
isomorphes si et seulement si r = s.

Démonstration. — Supposons qu’il existe un morphisme injectif de groupes
o: 4" = 7°

que nous pouvons prolonger en un morphisme injectif, noté ¢, de Z" dans Q°. Considérons
dans ’espace vectoriel Q° une relation linéaire & coefficients rationnels

> Xidlej) =0
j=1

entre les images @(e1), @(e2), ..., p(e,) des éléments de la Z-base canonique de Z".
Multiplions les rationnels A; par un dénominateur commun d; nous obtenons un élément

T T
Z d\je; de Z" dont 'image par ¢, et donc par ¢, est nulle. Puisque ¢ est injective, Z Ajej
j=1 J=1
est nul dans Z". Par suite tous les d)j, 1 < j < r, sont nuls.
La famille (@(e1), p(ez), ..., @(er)) est libre dans Q°; il en résulte que r < s.
Si Z" et Z° sont isomorphes, nous avons donc r = s. ]

Corollaire-Définition 3.2.2. — Si G est un groupe abélien libre de type fini, il existe un
unique entier naturel r tel que G est isomorphe a 7" .

Cet entier r est appelé rang de G.

Un systéme de générateurs de G composé de r éléments est appelé une Z-base de G.

Attention la notion de Z-base n’a de sens que pour un groupe libre.
Un produit de deux groupes libres de rangs respectifs 7 et s est libre de rang r + s.

Théoréeme 3.2.3. — Un sous-groupe d’un groupe libre de rang r est libre. Son rang s est au
plus égal a r.

Exemple 3.2.4. — Les sous-groupes de Z sont les ensembles nZ, n € N. Ils sont de rang 1
excepté 0 qui est de rang 0.
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Ainsi il peut exister un sous-groupe, distinct du groupe, de méme rang que le groupe (com-
parer avec les espaces vectoriels et leur dimension : ’analogie avec les notions correspondantes
de la catégorie des espaces vectoriels a ses limites...)

Démonstration. — Considérons un groupe libre L de rang r, une Z-base B = (eq, e, ..., €;)
de L et un sous-groupe M de L. Pour 1 < j < r nous désignons par L; le sous-groupe libre de
L engendré par (e1, ea, ..., €;) et par M; le sous-groupe de L; donné par M; = M NL;.

La démonstration se fait par récurrence sur r.

Lorsque r = 0 il n’y a rien a prouver.

Lorsque r = 1 le groupe L est isomorphe a Z. Les sous-groupes de Z sont engendrés par un
élément donc libres de rang 0 ou 1 (Exemple 3.2.4).

Supposons désormais que r > 1. Par hypothése de récurrence M,._1 est libre de rang < r —1.
Tout élément x de M se décompose de manieére unique comme suit sur la Z-base B :

T =x1€1 + x2€2 + ...+ TrE)f.
Considérons ’application
M—2Z, T Ty

Notons que son noyau est le sous-groupe M,._;. De plus son image est un sous-groupe de Z qui
est donc engendré par un entier a,.
o Sia, =0, alors M = M,_; et M est libre de rang < r — 1.
o Si a, # 0, nous choisissons un élément z de M tel que 2z, = a, (par hypothese il y en a
au moins un). Nous considérons le produit M, _; x Z et le morphisme

M,_1 XxZ — M, (x,n) =z +nz

dont on peut vérifier qu’il est injectif et surjectif. Le groupe M est isomorphe & M,._1 X Z
libre de rang < r.
O

Soit G un groupe abélien de type fini. Ainsi il existe un morphisme surjectif 7: Z" — G. Le
noyau K de ce morphisme est un groupe libre de type fini de rang s < r. Les éléments de K
sont associés aux relations entre les généateurs de G. En effet pour toute relation

i )\iai =0
=1

dans G le vecteur (A1, A2, ..., A;) se décompose de maniére unique sur la Z-base de K.
Soit H un sous-groupe de G ; alors L = 7~ (H) est un sous-groupe de Z" donc libre de rang
r’ < r. La restriction de m & L est un morphisme surjectif de L sur H qui est donc de type fini.

Exemple 3.2.5. — Considérons dans Z* le sous-ensemble G suivant

G:{:L‘EZ4|:L'1+2:L‘2+3:L‘3:O, 29 + x4 = 0};



3.2. GROUPES ABELIENS LIBRES DE TYPE FINI 145

c’est un groupe libre de rang 2. L’application
©: 7° — G, (x2,x3) — (—2x2 — 3x3, T2, T3, —2T2)
est un isomorphisme de groupes.
Précisons le Théoréme 3.2.3 :

Théoréme 3.2.4. — Soit L un groupe abélien libre de rang r. Soit M un sous-groupe non
réduit a {0}. Il existe une Z-base B de L, des éléments ey, ea, ..., es de B et des entiers a1, as,
..., ag non nuls tels que

1. les éléments aieq1, asgeo, ..., ases forment une Z-base de M ;
2. les a; sont ordonnés pour la relation de divisibilité ailas]. .. |as;
3. les entiers aq, as, ..., as ne dépendent que de la donnée de M dans L. Ils sont appelés

facteurs invariants de M dans L.

Le quotient L/M est isomorphe au produit

775 % Z/CHZ X Z/CLQZ X ... X Z/CLSZ

Démonstration. — La démonstration se fait par récurrence sur le rang de M.

Existence. Soit L’ ’ensemble des formes Z-linéaires sur L. Notons que par restriction toute
forme f induit une forme de M dans Z. L’image f(M) est aussi un idéal, contenu dans f(L).
Parmi tous les éléments de L/ il en existe dont la restriction & M n’est pas identiquement nulle.
Choisissons une forme f telle que 'idéal f(M) soit engendré par un élément positif non nul a;
le plus petit possible (un tel entier existe puisqu’un ensemble d’entiers naturels non vide a un
plus petit élément). Choisissons également un élément 1 de M tel que f(z1) = a1. Soit By une
Z-base de L. Toute forme Z-linéaire prend sur x; une valeur qui est un multiple de a; sinon
nous pourrions en trouver une qui prend une valeur non nulle inférieure. En particulier les
formes coordonnées pour une Z-base By ont cette propriété; ceci montre que les coordonnées
de =1 dans la Z-base By sont divisibles par a;. Par suite il existe un élément e; de L tel que
x1 = are1 et f(e1) = 1. Montrons que L ~ Z x ker f. Considérons le morphisme

¢:Zxkerf—L (a,x) — ae; + x.

Soit y dans L. L’équation f(y — ae1) = 0 a pour unique solution o = f(y). Il s’en suit que ¢
est bijectif.
Notons que ker f est un groupe libre de rang rg . — 1. Le morphisme

p: Zx (Mnker f) =M (a,) — axy +

est aussi un isomorphisme et M Nker f est un sous-groupe libre de ker f de rang s —1. Si s =1
la démonstration est terminée. Sinon par hypothése de récurrence il existe une Z-base de ker f,
une partie (eg, es, ..., es) de By et des entiers ag, as, ..., as tels que (ageq, ases, ..., ases)
soit une Z-base de M N ker f. Nous terminons la preuve en prenant pour B la Z-base obtenue
en adjoignant e1 & Bi.
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Unicité. Le sous-groupe M est donc libre de type fini. Se donner un tel groupe revient a se
donner une famille génératrice V de t éléments de L. Leurs coordonnées dans une base By de
L sont les colonnes d’une matrice A de M, +(Z).

L’existence d’une base B de L avec les propriétés de ’énoncé équivaut a ’existence

1. d’une matrice P inversible dans M, (Z) (la matrice de passage de la base B a la base By) ;

2. d’'une matrice  de M;(Z) (la matrice des coordonnées des vecteurs de la famille

(arer, ages, ..., ases) dans la famille génératrice V) ;
3. d’une matrice R de M; 4(Z) (la matrice des coordonnées des vecteurs de la famille V dans
la base (aje1, ages, ..., ases))
telles que
al 0 0
0 ag 0
PAQ=| 0 o0 as
0 0 0
O 0 ... O

Le pged des coefficients de A divise le ged des coefficients de PA ; nous en déduisons qu’ils sont
égaux. Notons qu’il y a une propriété analogue pour A et AQ (remarquer que si AQ = A’ alors
A'R = A). 1l en résulte que le plus petits des invariants de A est le pged de ses coefficients.

Plus généralement soit n < s un entier, soit I un sous-ensemble de n éléments extraits
de {1, 2, ..., r} et J un sous-ensemble de n éléments extraits de {1, 2, ..., s}. Notons A; la
matrice de taille n x n extraite de A et formée des lignes de A dont l'indice appartient a I.
Désignons par @)y la matrice de taille s x n extraite de @) et formée des colonnes de QQ dont
I'indice appartient & J. Considérons alors le produit Bry = A;Q; dans M,(Z). Notons que
toute colonne du produit Bjj est combinaison linéaire des colonnes de Aj. Par conséquent le
déterminant det By appartient & 'idéal engendré par les mineurs de A; de taille n x n donc a
I'idéal engendré par les mineurs n x n de A. L’idéal de Z engendré par les mineurs n x n de A
est égal a I'idéal engendré par les n X n mineurs de AQ).

Nous avons une propriété analogue pour A et PA lorsque P est dans GL(s,Z). Il en résulte
que le niéme en invariant de A est le pged de ses b X n mineurs. O

Soit G un groupe abélien de type fini engendré par une famille finie (g1, g2, ..., gr). Il existe
un morphisme surjectif

T
7" — G, (n1, na, ...,nr)HZnigi.
i=1

Le noyau de ce morphisme est un sous-groupe (distingué) M de Z" ; il est donc libre. Le quotient
ZT/M est isomorphe a G. Soient aq, as, ..., as les facteurs invariants de M. Le théoréme 3.2.4
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assure que le groupe G est isomorphe &

Z/(LlZ X Z/GQZ X ... X Z/aSZ N/

3.3. Groupes abéliens de torsion

Un élément d’un groupe abélien est de torsion s’il est d’ordre fini. Autrement dit un élément
g d’un groupe abélien est de torsion s’il engendre un sous-groupe cyclique fini ou encore s’il
existe un entier non nul n tel que ng = 0.

Un groupe abélien est de torsion si tous ses éléments sont de torsion.

Définition 3.3.1. — Soit G un groupe abélien fini (noté additivement). Soit I I’ensemble
des entiers d tels que dg = 0 pour tout g € G. On vérifie immédiatement que I est un idéal de
7Z. Soit e I'entier > 0 tel que I = eZ. On dit que e est 'exposant de G.

Remarque 3.3.1 (Exposant et ordre). — Soit G un groupe fini d’ordre n. Le théoréme de
LAGRANGE assure que ng = 0 pour tout g dans G (en effet si g un élément de G, alors |(g)]
divise |G| autrement dit 'ordre de g divise n). Par suite ’exposant e de G divise l'ordre n de
G.

Notons que cette relation de divisibilité peut étre stricte : le groupe Z/QZ X Z/2Z a pour
exposant 2 et pour ordre 4.

Remarque 3.3.2 (Autre expression de I'exposant). — Pour tout g € G on désigne par I,
I’ensemble des entiers d tels que dg = 0. C’est un idéal de Z dont le générateur positif est 'ordre
de ¢ Puisque Iensemble I des entiers d tels que dg = 0 pour tout g € G est I'intersection
des I, pour g parcourant G, I'exposant de G est le ppcm des ordres des éléments de G.

Proposition 3.3.1. — Un groupe abélien est de type fini et de torsion si et seulement s’il
est fini.
Démonstration. — Soit G un groupe abélien fini. Il est de type fini et chacun de ses éléments

est d’ordre fini donc de torsion. Il existe un entier (le ppcm des ordres des éléments de G
convient mais aussi 'ordre de G) qui annule tous les éléments de G.

Réciproquement montrons qu’un groupe abélien de type fini et de torsion est fini. Soit G
un groupe abélien de type fini et sans torsion. Puisque G est abélien de type fini le Théoreme
3.2.4

G~7Z" x Z/GIZ X Z/(J,QZ X ... X Z/G,SZ

1. Soit G un groupe et soit g un élément de G. Soit ¢ 'unique morphisme de Z dans G qui envoie 1 sur g.
Nous avons ¢(n) = g™ pour tout n € Z si bien que im ¢ = (g). Le noyau de ¢ est un sous-groupe de Z; il s’écrit
donc dZ pour un unique d € N (Proposition 1.1.5). Il s’en suit que ¢ induit un isomorphisme entre Z/dZ et (g).
L’ordre de g est infini si d = 0 et égal & d sinon.
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our >0, a; >0 pour tout 1 < j < s et n;q divise n; pour tout 1 < ¢ < s — 1. De plus G est
de torsion, i.e. tout élément est d’ordre fini. Il en résulte que r = 0, c’est-a-dire que

G~ Z/G,lZ X Z/LLQZ X ... X Z/GSZ

En particulier |G| = ajaz...as < 00. O

Théoréme 3.3.2. — Soit G un groupe abélien. Soit d un entier non nul tel que dG = {0}
(autrement dit tous les éléments de G ont un ordre qui divise d).

Supposons de plus que d = dydy avec dy, da premiers entre eux. Notons Gg, (resp. Gg,) le
sous-groupe des éléments de G annulés par dy (resp. da).

Alors G est isomorphe au produit des deux sous-groupes Gq, et Gq, :

G =~ Gy, x Gg,.

Lemme 3.3.3. — Soit G un groupe abélien fini. Soit p un nombre premier qui divise I’ordre
|G| de G.
Alors G contient un élément d’ordre p.

Démonstration. — Soit e 'exposant de G.
L’ordre |G| de G divise e (Remarque 3.3.1). Par suite p divise e et G contient un élément g
dont l'ordre est divisible par p. On conclut en remarquant que si I'ordre de g est pq, alors qg

est d’ordre p. O
Corollaire-Définition 3.3.4. — eSoit G un groupe abélien fini d’ordre d dont la décompo-
sition en facteurs premiers est d = H Pt
Alors =
GGy xGyx...x Gy
ott G; est le sous-groupe des éléments annulés par p;*, i =1, ..., L.

On dit que c’est la décomposition primaire de G.

La décomposition primaire de G permet de voir G comme le produit de ses sous-groupes de
SYLOW (qui sont tous distingués puisque G est abélien).

Exemple 3.3.1. — Soit n un entier naturel. Considérons le groupe G = Z/an. Sio<k<mn,
alors nous désignons par Gy, I’ensemble des éléments de G divisibles par p* dans G. Soit u le
morphisme de multiplication par p de G dans lui-méme. Alors

1. G, est image du morphisme u” ;

2. Gy, est le sous-groupe des éléments d’ordre au plus p™ % ;
3. Gg est le noyau du morphisme .
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5. Go =G.

A la multiplication par p agissant sur Z/an nous associons un schema
Gp,={0}+—Gp_1+—...«— G «+—Gp=G

ou les fleches représentent I’action de la multiplication par p. Nous résumons cette infor-
mation dans un petit tableau formé d’une seule ligne et de n-colonnes

oo ...0oo

en omettant {0} et en convenant que l'action est le décalage vers la gauche : le carré le
plus & gauche représente le noyau de la multiplication par p sur G.

Théoréme 3.3.5. — Soient p un nombre premier, n un entier et G un groupe abélien fini
d’ordre p". Il existe une unique partition den en N1+ No+...4+ Ns, N1 > Ny > ... > N; telle
que

G~ /pN1Z>< /pNQZx...x /pst.

En particulier la classe d’isomorphisme d’'un groupe abélien d’ordre p™ est donnée par la
partition de n en (31, B2, ..., ) ou les ; sont des nombres entiers positifs tels que

Bi>Biy1  V1I<i<t—1
Bi14+B2+...+0=n

Exemple 3.3.2. — Les partitions possibles de 5 sont (5), (4,1), (3,2), (3,1,1), (2,2,1),

(2,1,1,1) et (1,1,1,1,1). Par suite & isomorphisme pres il y a exactement sept groupes abéliens

d’ordre p°® pour tout nombre premier p.

Pour démontrer le Théoreme 3.3.5 nous aurons besoin de 1’énoncé suivant :

Lemme 3.3.6. — Soient p un nombre premier, n un entier et G un groupe abélien fini
d’ordre p".

Considérons un élément x € G d’ordre maximum p" et le sous-groupe cyclique H engendré
par .

Etant donné un élément y d’ordre p™ dans G/H il existe un élément y de G dont la classe
modulo H est y et de méme ordre que y.

Démonstration. — Soit z dans G dont la classe modulo G est y. Puisque p™y est nul dans Gr/H,
p"z appartient & H. Par conséquent z s’écrit £z avec £ entier inférieur ou égal a p”. Ecrivons
£ sous la forme p®q avec s < r et ¢ non divisible par p. Autrement dit p"z = p°qz. L’élément
pSqx est d’ordre p"~* et z est d’ordre p™ "7, Comme p" est 'ordre maximum dun élément
de G nous avons l'inégalité m +r — s < r d’ou m < s. Il en résulte que
j=2—p

est annulé par p™. Ainsi 'ordre de y est p™; en effet si 'ordre de g était inférieur a p™, sa
classe y serait annulée par un entier inférieur a p™. O
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Démonstration du Théoréme 3.53.5. — La démonstration se fait par récurrence sur n.
Pour n = 0, le groupe G est réduit a I’élément neutre, il n’y a donc rien a démontrer.
Supposons désormais que n > 0. Dans le groupe G d’ordre p™ 'ordre de tout élément est une
puissance de p. Soit x un élément de G d’ordre maximum p” ; soit H le sous-groupe cyclique
engendré par x. Le quotient G'/H est d’ordre p"~". L’hypothése de récurrence assure qu’il existe
une unique partition de n —r en No 4+ N3+ ...+ Ng, No > N3 > ... > N, telle que

G, 7 Z Z
VH /pNQZ X /pNSZ X ... /pst.
En particulier il existe un morphisme surjectif
m: G — Z/pN2Z X Z/pN3Z X ... X Z/pNSZ
dont le noyau est H.
Nous allons maintenant construire un isomorphisme entre G et Z/pTZ X Z/pNQZ X Z/pN3 7, %

coo X Z/pNSZ' Comme p" est 'ordre maximal d’un élément de G, nous avons l'inégalité » > Ns.

Pour tout 2 < j < s, le Lemme 3.3.6 assure 'existence d'un élément y; de G d’ordre pls
dont I'image par m a pour i-eme composante 1 si ¢ = j et 0 sinon. Notons que le morphisme

o: Z/pNQZ X Z/pN;gZ X ... X Z/pNSZ -G (ag, a3, ..., as) — agy2 + asys + ... + asys

est injectif; sa composée avec le morphisme quotient G — Gr/H est un isomorphisme.
L’isomorphisme recherché ¢ entre Z/prZ X Z/pNQ 7, % Z/pN3 7, X . X Z/p]\st et G est alors
donné par
o(b, ag, ..., as) =br+o(azg, ..., as).
On peut en effet vérifier que
o ¢ est surfjectif en utilisant que sa composée avec la surjection canonique G — G/H est

surjective ;
¢ ¢ est injective en étudiant 'intersection de H avec le sous-groupe de G engendré par
(y2, Y3, ---, ys) (i.e. 'image de o).

Posons N1 = r et y; = z. Reste a montrer 'unicité de la partition n = Ny + No + ... + Nj,
Ny > Ny > ... > N,. Sa donnée est équivalente a celle du tableau suivant

og...ogod
ogd ... o

g ... o0
O

dont la j-eme ligne & N; cases. La j-eme ligne représente ’action de la multiplication par p sur
le sous-groupe engendré par y; d’ordre p™Vi. La premiére colonne & gauche représente donc le
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noyau de la multiplication par p sur G. Nous en déduisons que le nombre de lignes, i.e. s, est
déterminé par ce noyau. On peut vérifier que

ps = [p"'Gl.

De maniére analogue le noyau de la multiplication par p* sur G est représenté par les k premieres
colonnes. Si sp est le nombre de lignes de longueur au moins k, on peut vérifier que s; = s et

" =" sk = "G = PTG
0

Ainsi soit G un groupe abélien fini d’ordre d. Considérons la décomposition de d en facteurs
premiers

1
d=[]nr"
=1

Le Théoréeme 3.3.2 assure que G admet une décomposition de la forme
Gy X Gy x...x Gy

ou chaque G; a, d’apres le Théoreme 3.3.5, une décomposition associée a une unique partition
N; = N;j1+ Nijo+ ...+ Njgs, Ni1 > Nijo>...> Njg,.
En écrivant les entiers sous forme d’un tableau
Ni,sy Ni2, Niji
py el py ey

N N:
el Py Ry

Nl,sz| Ne,o Nl,l
E ..

p -1Pp 1Dy

et en recombinant suivant les colonnes de ce tableau, nous obtenons en appliquant le théoreme
chinois une décomposition de G en un produit

7z A Y/
/CllZ X /QQZ X ... X /GSZ

ou a; est le produit des entiers non nuls situés sur la j-eme colonne du tableau; en particulier
ailas]...|as. Le tableau ne dépendant que de G la suite a1, ag, . . ., as est entierement déterminée
par G. Les facteurs invariants du groupe G sont les éléments de cette suite.

En écrivant a; = p?i’lp;i’{z .. .p?i’r avec p; premiers, o j > Qoj > ... > Oy j, les p?i’j sont

appelés les diviseurs élémentaires de G.

Ezxemple 3.3.3. — Soit G le groupe de type fini dont les facteurs invariants sont d; = 30,
d2=15, d3:3et d4=3.

Notons que dj =5 x 3 x 2 et do =5 x 3.

Par suite les diviseurs élémentaires sont 5, 5, 3, 3, 3, 3 et 2.
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FEzxemple 3.3.4. — Soit G un groupe abélien de type fini de rang 13 dont les diviseurs
élémentaires sont 2°, 23, 2, 2, 33, 3 et 5.
Ordonnons les diviseurs élémentaires comme suit

212|23]2°
333
5
Les facteurs invariants de G sont donc
di = 2° x 33 x 5 = 4320, dy =23 x 3 =24, ds =2 dy = 2.

Il en résulte que
G = 2" x Z/yao07, % Laug x Loz x Loy,
Exemple 3.3.5. — Soit G le groupe abélien défini par
_ 72 7 7
G =2"x"62z % 7217

Notons que 162 = 3% x 2 et 21 = 7 x 3. Par conséquent

7 ~ L Z 7 ~ 7 Z

21622~ 34y, X Vo 7217~ V71 % 37
Ainsi

G~ ZQ X Z/34Z X Z/7Z X Z/3Z X Z/QZ

Les diviseurs élémentaires de G sont 3%, 7, 2 et 3. Ordonnons-les comme suit

3|34
7
2

et les facteurs invariants sont d; = 3* x 7 x 2 = 1134 et dy = 3. Il s’en suit que

C=77 x L1347 x Ly,
Ezxemple 3.3.6. — Soit G le groupe donné par

(2/22)2 X Z/22Z X Z/23Z X (Z/BZ)3 X Z/5Z X Z/52Z.

Les diviseurs élémentaires de G sont 2, 2, 22, 23, 3, 3, 3, 5 et 52. Ordonnons-les comme suit

2122223
31313
5152

Les facteurs invariants de G sont donc 23 x 3 x 52 = 600, 22 x 3 x 5 =60, 2 x 3 =6 et 2.
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Ezxemple 3.3.7. — ¢ Déterminons les facteurs invariants du groupe G = Z/5 4ZXZ/3GOZ'
D’une part 54 = 2 x 33, d’autre part 360 = 23 x 5 x 32. Il en résulte que les diviseurs
élémentaires de G sont 2, 23, 32, 33 et 5. Ordonnons-les comme suit

2|23
32|33
5

Les facteurs invariants de G sont donc 2 x 32 = 18 et 23 x 33 x 5 = 1080.
¢ Classifions a isomorphisme pres les groupes abéliens d’ordre 360.
D’apres le théoreme de structure des groupes abéliens de type fini il suffit de déterminer
toutes les possibilités pour les diviseurs élémentaires de Z/3GOZ'
D’une part
360 =2°x 3% x5

et d’autre part
— un groupe abélien d’ordre 8 est, a isomorphisme pres, de la forme

Z Z Z Z Z Z
787, YR/ 727, % V27, % V7.
— et un groupe abélien d’ordre 9 est, & isomorphisme pres, de la forme
Z Z Z
V97 737.% 31,

Par conséquent tout groupe abélien d’ordre 360 est isomorphe a I'un des groupes suivants :

Zhzx Loz <Yz
Lg x Lag < Lrap < sy,
Liog < Lryg < Loy < Ly,
Log x By x Lag x Lrag x Ly
Ligg x Liog < Lhog x Loy x Ly,
Log < Loy x Lrog x Lrag x Ly x Ly,

Théoréme 3.3.7. — Un groupe abélien de type fini est isomorphe au produit de son sous-

groupe de torsion (fini) par un groupe libre.
En particulier un groupe abélien de type fini sans torsion est libre.

Démonstration. — Soit G un groupe engendré par un systéme fini de générateurs (g1, go, ..., gr)-
Considérons un sous-systéme Z-libre maximal. Quitte & réindicer les générateurs nous pouvons
supposer que le systeme (g1, g2, ..., gs), S < r, est Z-libre, ce qui revient a dire que le
sous-groupe L engendré par (gi, g2, ..., gs) est libre de rang s. Pour tout s +1 < j < r il
existe un entier non nul a; tel que a;jg; appartient & L. Désignons par a le ppcm (non nul) des
entiers as41, Gsy2, - .., ar. L’application

G—L T ax
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est surjective ; son noyau est le sous-groupe T des éléments de torsion de G. En effet si ax est
nul, c’est que x est de torsion. Réciproquement si = est de torsion, az appartient LN'T = {0}
donc ax est nul. L’application

G/T — L T — ax
est bien définie et injective. Le groupe G/T s’identifie & un sous-groupe de L qui est libre (Théo-

réme 3.2.3). Or nous avons aussi un morphisme injectif de L dans G/T induit par I'application

quotient. D’apres la Proposition 3.2.1 les groupes L et G/T sont libres et de méme rang. Soient

1, X2, ..., Ts des éléments de G dont les classes T1, T2, ..., Ts forment une Z-base de G/T.
Considérons le morphisme
S
¢0: TxZ° — G (x,nl,ng,...,ns)+—>x+ani.
i=1

S S
Remarquons que si x + Z n;r; = y est vraie dans G, alors Z n;T; =y est vraie dans G/T. 11
i=1 =1
s’en suit que ¢ est bijectif. O



CHAPITRE 4

REPRESENTATIONS DES GROUPES

4.1. Représentations

Soit G un groupe. Soit V un k-espace vectoriel. Une représentation linéaire de G dans V est
un morphisme de groupes

p: G — GL(V).

Autrement dit les éléments de G sont représentés comme des automorphismes de V' ou plus
simplement si V' est de dimension finie et que nous en choisissons une base comme des matrices
inversibles. La représentation (V, p) est fidéle si p est fidele, auquel cas p permet de représenter le
groupe abstrait G de maniére concrete comme un sous-groupe de GL(V'). Si V' est de dimension
finie, le choix d’une base fournit une représentation encore plus concréte comme groupe de
matrices.

Une telle représentation sera notée (V,p) ou plus simplement en ’absence d’ambiguité, p
ou V. L’action d'un élément g € G sur V est souvent notée g - v = p(g)(v). C’est une action
du groupe G sur V.

FExemple 4.1.1. — Une représentation de G dans un espace vectoriel de dimension 1 est un
morphisme p: G — k*. Si G est fini, 'image est un sous-groupe cyclique.

Exemple 4.1.2. — Pour tout k-espace vectoriel V' la représentation triviale peyy sur V est
définie par piiv(g) = idy pour tout g € G.

Exemple 4.1.3. — Si G est défini comme un sous-groupe de GL(V') (ce qui est le cas des
groupes classiques, le groupe diédral, les sous-groupes Ay, As et Sy de SO(3,R) mais aussi les
sous-groupes O(n,R), SO(n,R), GL(n,R) de GL(n,C)), 'inclusion G < GL(V') est appelée la
représentation standard.

Exemple 4.1.4. — Si E est un ensemble fini muni d’une action (a gauche) de G donnée par
(g,x) — g - x, nous définissons la représentation de permutation (Vg, p), associée a E, comme
l’espace vectoriel Vg de dimension |E|, de base (ez)zer, muni de 'action linéaire de G donnée,
sur les vecteurs de la base, par g - e; = e4.;. Si g1, g2 appartiennent a G, si x appartient a E,
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nous avons
g1+ (92 : e;r) =4g1- (692%3) = €g190-x = G192 * €x
ce qui montre que la formule précédente définit bien une action de G sur Vg. Dans la base
(ex)zcr la matrice de g est une matrice de permutation, i.e.
¢ a exactement un 1 par ligne et par colonne et tous les autres coefficients sont nuls
o et le terme diagonal est égal a 1 si et seulement si g -z = x (i.e. si x est un point fixe de
g), sinon il vaut 0.

Un cas particulier intéressant est celui ou G est fini, F = G, et 'action de G est donnée
par la multiplication & gauche (i.e. g - h = gh). La représentation (V, p) ainsi obtenue est la
représentation réguliére de G, nous la noterons pp.

La représentation réguliere est fidele (en effet pr(g)(h) = g-h = gh donc pr(g)(h) = h si et
seulement si gh = h si et seulement si g = e).

Exemple 4.1.5. — Le groupe des quaternions a pour présentation

2

Hy = (i, j|i* = j' =1, =%, i ji=35"").

On peut vérifier que

. i 0 . 0 -1
p: Hg — GL(2,C) zr—><0 —i) ]»—><1 0)

définit une représentation de Hg.

Exemple 4.1.6 (Représentations de Z). — © Si A appartient a C*, alors n — A" est un
morphisme de groupes de Z dans C*, ce qui induit une représentation de Z notée C(\),
laction de n € Z sur z € C étant donnée par C(\)(z) = A"z (ce que nous pouvons aussi
écrire n -z = \"z2).

o Si V est un C-espace vectoriel et si u: V — V est un isomorphisme linéaire, I’application
n — u" est un morphisme de groupes de Z dans GL(V') ce qui fait de V' une représentation
du groupe additif Z, 'action de n € Z sur v € V étant donnée par n - v = u"(v).
Réciproquement si V' est une représentation de Z, alors u = p(1) appartient & GL(V) et
nous avons py (n) = u" pour tout n € Z et donc n - v = u"(v) si n appartient a Z et v a
V. Autrement dit une représentation de Z n’est rien d’autre que la donnée d’un C-espace
vectoriel V' et d’un élément u de GL(V).

Exemple 4.1.7 (Représentations de Z/nZ)‘ — Si V est un C-espace vectoriel muni d’un
isomorphisme linéaire u tel que u"™ = 1, alors 'application n — u™ est un morphisme de
groupes de Z dans GL(V) dont le noyau contient nZ. Il induit donc un morphisme de Z/nZ
dans GL(V) ce qui fait de V' une représentation de Z/nZ’ I’'action de n € Z sur v € V étant
donnée par n - v = u"(v).

Réciproquement si V' est une représentation de Z/nZ et si u = p(1) € GL(V), alors u" =
p(n) = p(0) =1 car n = 0 dans Z/nZ' Autrement dit une représentation de Z/nZ n’est rien
d’autre que la donnée d’un C-espace vectoriel V' et d’un élément u de GL(V') vérifiant v" = 1.
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Remarque 4.1.1. — Dans les Exemples 4.1.6 et 4.1.7 nous disposons d’une présentation du
groupe a partir de générateurs (dans les deux cas G est engendré par 1) et de relations entre
les générateurs (pas de relation dans le cas de Z, une relation n = 0 dans le cas de Z/nZ>' Ceci
permet de décrire une représentation de G en disant ce que fait chaque générateur, les relations
entre les générateurs imposant des relations entre leurs actions. Ce type de description est tres
efficace quand on dispose d’une présentation simple du groupe G.

Par exemple le groupe Z? est engendré par e; = (1,0) et es = (0,1) et est décrit par la
relation de commutation e; + es = eg + e1. Une représentation de Z? est donc la donnée d’un
C-espace vectoriel V' et de deux éléments de GL(V') commutant entre eux.

Le groupe SL(2,Z) est engendré par les matrices S = ( i) _01 ) et T = ( é 1 ) et toute
relation entre S et T’ est conséquence des relations

St =id, S2T =152, (ST)? = S%

une représentation de SL(2,7Z) est donc la donnée d’un C-espace vectoriel V' et de deux éléments
u et v de GL(V) vérifiant u* = id, u?v = vu? et (uv)3 = u?.

Ezxzemple 4.1.8 (Somme directe de représentations). — Considérons (V1, p1) et (Va, p2) deux
représentations du méme groupe G sur un corps k. On dispose du k-espace vectoriel Vi &
Vo "somme directe abstraite" (si on souhaite c’est simplement V) x V) qu’on promeut en
représentation de G en définissant p(g) = (p1(g), p2(g)) (matriciellement la représentation
somme directe Vi @ V5 est donnée par des matrices diagonales par blocs).

Exzemple 4.1.9 (Représentation Hom(V;,V3)). — Considérons (Vi, p1) et (Va, p2) deux re-
présentations du groupe G sur un méme corps k. On définit une représentation Hom(V, V3)
i.e. (L(V1,Va),p) sur le k-espace vectoriel Li(V1, V) en appliquant le principe de conjugaison

VgeG VfeLl(,Va)  plg)(f)=p2g)o fopilg) " =pag)ofopilg™")

(ie.g-f=gfg ™)
On définit bien ainsi une représentation. Tout d’abord constatons que p(g) est bien une
application linéaire. Ensuite pour tout f € Li(V1,V2) et pour tous g, h dans G nous avons

p(gh)(f) = palgh)o fopi((gh)™)
= ;)0 (pah)ofop(h™))op(g™)
= p(9)(p(R)([))
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Il est intéressant de voir p(g)(f) comme I'unique application linéaire V; — V5 faisant com-
muter le diagramme

Vi—="13
g-f
Cette opération munit L (V;, Vo) d’une structure de G-espace vectoriel.

Exemple 4.1.10 (Contragrédiente). — C’est la représentation duale d’une représentation
(V, p) au sens de ’exemple précédent :

VgeG VLeV*  p*(g)(0) = puiv(g) o Lop(g) ™t =Lop(g)~!
c’est-a-dire

p*(g9) ="p(g)~" € GL(V*).

4.1.1. — Soit (V, p) une représentation de G. La dimension ou le degré de la représentation
est dim V.

Une sous-représentation de (V| p) est un sous-espace vectoriel W C V stable sous ’action
de G. On parle de sous-espace G-invariant. Dans ce cas nous avons des représentations induites
sur W et sur le quotient V/W.

Exzemple 4.1.11. — En reprenant les notations de I'Exemple 4.1.6 nous avons dim C(A) = 1
pour tout A € C*.

Exemple 4.1.12. — Si n est impair, alors le groupe diédral
Do, = (r, 5|82 =" = srs 'r = id)
admet deux représentations complexes de degré 1 : celle donnée par
s 1, r—1
et celle donnée par
s —1, r— 1.

Si n est pair, alors le groupe diédral Ds, admet quatre représentations complexes de degré
1 données par
s (—1)k, ri (—1)f

avec 0 < k, £ < 1.
Les autres représentations sont toutes de degré 2; elles sont en nombre "Tfl si n est impair
et § — 1 sin est pair. Nous pouvons les définir comme suit

¢t 0 0 -1
Ul -t s= |l 1 o
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ou ( désigne une racine primitive niéme de 'unité et 1 < £ < n — 1. Deux telles représentations
sont isomorphes seulement pour ¢ et f telles que £1 + o = n.

Exemple 4.1.13. — Le sous-espace vectoriel
Ve={veV|VgeG g-v=uv}

des vecteurs fixes sous G est un sous-espace G-invariant : si h appartient a G et v appartient
a VS, on a pour tout g € G

g-(h-v)=g-v=v=h-v
donc h - v appartient & VE.

Exemple 4.1.14. — Si V =Kk" est la représentation du groupe symétrique S,,, alors I’hyper-
plan

n
Vo= {(z1,....22) € V| Y 2 =0}
i=1
est une sous-représentation de V', ainsi que la droite
i =k(,...,1)
qui en est un supplémentaire si et seulement si la caractéristique de k ne divise pas n.

Exemple 4.1.15 (Construction d’une représentation de dimension 2 de S3). —

Soient A = (1,0), B = (—%,@) et C = (—%,—@). Les points A, B et C sont les
sommets d’un triangle équilatéral de centre de gravité O = (0,0). Les isométries du plan
laissant stable ce triangle fixent O et donc sont linéaires. Elles forment donc un sous-groupe
de O(2,R) C GL(2,C) qui n’est autre que Dg. L'injection de Dg dans GL(2,C) fait de C?
une représentation du groupe Dg et nous allons montrer que ce groupe est isomorphe a Ss
pour construire notre représentation de Ss. Un élément de Dg laisse fixe 'ensemble {A, B, C'}
et fournit un morphisme de groupes ¢ de Dg dans le groupe des permutations Sgy p ¢y de
{A, B, C}. Puisque A, B et C ne sont pas alignés, un élément de Dg est uniquement déterminé
par les images de A, B et C ce qui signifie que ¢ est injectif. Par ailleurs ¢ est surjectif car Dg
contient

o les symétries par rapport aux droites (OA), (OB) et (OC) qui s’envoient respectivement

sur les transpositions (B C), (A C) et (A B);

¢ les rotations d’angle 0, 2{ et —27” dont les images respectives sont 'identité et les 3-cycles
(ABC)et (AC B).
Ainsi p: Dg — Sga, g, ¢} est un isomorphisme de groupes. La bijection

1— A 2— B 3—=C
de {1, 2, 3} sur {4, B, C} fournit un isomorphisme 1): S3 = S{a, B,c}- Nous obtenons un

morphisme de groupes de S3 dans GL(2,C) en composant ¢! o ¢: S3 — Dg avec I'injection
de Dg dans GL(2,C). Ce morphisme fait de C? une représentation de Ss.
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Remarque 4.1.2. —

Soit G un groupe fini. Tout élément de G est alors d’ordre fini. Soit (V, p) une représen-
tation de G. Si g € G est d’ordre n, alors p(g)" = p(¢") = id. Puisque le polynéme X" — 1 n’a
que des racines simples, p(g) est diagonalisable et comme les valeurs propres de p(g) sont des
racines de X™ — 1 ce sont des racines de 'unité.

Un morphisme entre des représentations (V, py) et (W, pyy) d’un groupe G est une applica-
tion linéaire u: V' — W telle que

VgeG  uopy(g) =pw(g)ou.

Dans ce cas ker u et im u sont des sous-représentations de V et W et u induit un isomorphisme
de représentations

V/ker u s imu.
L’espace vectoriel des morphismes entre les représentations V' et W est noté Homg(V, W) ou
Hom(py, pw). Des représentations py et py de dimension finie d’un groupe G sont isomorphes

si et seulement s’il existe une base de V' et une base de W dans lesquelles pour tout g € G les
matrices de py(g) et pw(g) sont les mémes.

Exemple 4.1.16. —
En posant

o(T) = ( P ) et J(1) = ( o )

nous définissons deux représentations fideles de Z/QZ dans GL(2,C) qui sont non isomorphes
(comparer les ensembles de points fixes).

Si V et W sont des représentations de G, nous pouvons former les représentations suivantes :

o V@& W pour p(g) = (pv(9), pw(9));

o VoW pour p(g) = pv(g) ® pw(9);

o V* pour p*(g) ="p(g™");

o Homy (V, W) = V* @ W pour p(g)(u) = pw(g) cuopv(g—);

o TV, A% et S?V sont aussi des représentations de G (on associe & g € G les endomor-
phismes (py(9))®9, Apy(g)) et S%(pv(g))). Si k est de caractéristique distincte de 2,
nous avons

VeV ~ANVaeS?.

4.1.2. Représentations irréductibles

Définition 4.1.1. — Une représentation V' est irréductible si elle est non nulle et si ses seules
sous-représentations sont 0 et V.

Toute représentation de dimension 1 est bien sfir irréductible.
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FExemple 4.1.17. — Si G est abélien et si k est algébriquement clos, les seules représentations
irréductibles V' de dimension finie de G sont de dimension 1. Soit g dans G et soit W C V un
sous-espace propre (non nul) de p(g), pour une valeur propre A € k. Puisque G est abélien,
nous avons

VheGVzeW  plg)(p(h)(x)) = p(h)(p(g)(x)) = p(h)(Az) = Ap(h)(x);

ainsi p(h)(x) appartient a W. Le sous-espace vectoriel W de V est donc stable par tous les
p(h) : c’est une sous-représentation non nulle de V. Puisque V est irréductible elle est égale
a V. Par conséquent tous les p(g) sont des homothéties. Toute droite D C V est alors une
sous-représentation. Par suite D = V.

Exemple 4.1.18. — Les représentations de Z/nZ dans C sont données par l'image d’un
générateur qui doit étre une racine n-ieme de 'unité dans C (Exemple 4.1.7). Nous obtenons
ainsi les n représentations irréductibles pg, p1, - .., pn—1 de Z/nZ données par

2kjwi)
n

pj(k) = exp ( VEk e Z/nZ'

Remarquons que ceci n’est plus vrai lorsque k = R : la représentation de Z/nZ dans R? qui &

ke Z/nZ associe la rotation d’angle %Tﬂ

n’est laissée stable par une telle rotation.

est irréductible lorsque n > 3; en effet aucune droite

Exzemple 4.1.19. — Les représentations du groupe diédral (Exemple 4.1.12) sont irréduc-
tibles.

Exemple 4.1.20. — Si dimV > 2, les représentations standards de SL(V) et GL(V') sont
irréductibles puisque ces groupes opérent transitivement sur V' ~ {0}. C’est aussi le cas pour
O(n,R), qui opére transitivement sur la spheére unité S*~!, qui engendre I’espace vectoriel R”.

Exemple 4.1.21. — Soient py: G — GL(V) et py: G — GL(W) deux représentations
de G. Si W est de dimension 1, alors le groupe GL(WW) s’identifie canoniquement a k* et la
représentation pygw: G — GL(V ® W) est isomorphe a la représentation

G — GL(V) g+ pw(g)pv(9)

dont les sous-espaces G-invariants sont les mémes que ceux de py . Ce n’est plus vrai en général
si dim W > 1 méme si py est irréductible !

Ezemple 4.1.22. — La représentation de Sz sur C? de 'Exemple 4.1.15 est irréductible.
Raisonnons par I’absurde : supposons qu’elle ne soit pas irréductible. Puisqu’elle est de dimen-
sion 2 une sous-représentation distincte de 0 ou C? est une droite de C2. Une telle droite est
en particulier stable par les symétries orthogonales sp4 et spop par rapport aux droites (OA)
et (OB) ce qui est impossible ; en effet les droites stables par sp4 sont les axes de coordonnées
qui ne sont pas stables par spp.
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Exzemple 4.1.23. — Soit (V, p) une représentation de Z. Soit u = p(1). Comme C est algé-
briquement clos u admet une valeur propre A non nulle car u est inversible. Soit ey € V un
vecteur propre pour la valeur propre A. Nous avons n - ey = u"(e)) = A"e) pour tout n € Z;
la droite Ce, est donc stable sous 'action de Z et est une sous-représentation de Z isomorphe
a la représentation C(\) de 'Exemple 4.1.6. En particulier si dimV > 2 alors V' n’est pas
irréductible et toute représentation irréductible de Z est de dimension 1, isomorphe & C(\)
pour un A € C* uniquement déterminé.

Supposons désormais que u soit diagonalisable. Soit (eq, ..., €4) une base de V' constituée

de vecteurs propres de u. Soit A; la valeur propre associée a e;. Alors V est la somme directe
d

@ Ce; des droites Ce; qui sont des sous-représentations de V', chaque Ce; étant isomorphe a

i=1

C()\;) en tant que représentation de Z. Nous en déduisons que V' est, en tant que représentation

d
de Z, isomorphe a @C(Ai).
i=1
d
Remarques 4.1.3. — (i) Dire que V est isomorphe & @C(Ai) signifie juste que u = p(1)
i=1
' d
est diagonalisable et que son polyndéme caractéristique est H(X — ;) ce qui est nettement
i=1

moins précis que d’exhiber une base de vecteurs propres et donc un isomorphisme de

d
@ C(\;) sur V entre représentations de Z.
i=1

(ii) Si u est diagonalisable, si les valeurs propres de u sont Ai, Az, ..., A, avec \; # \j sii # j

T
et si la multiplicité de \; est m;, alors V ~ @mZC()\Z)
i=1

(iii) Siu n’est pas diagonalisable, la représentation V' ne se décompose pas comme une somme
directe de représentations irréductibles.

Exemple 4.1.24. — La représentation de permutation de S, sur k™ n’est pas irréductible
puisque la droite engendrée par (1,1,...,1) est stable sous S,, (voir Exemple 4.1.14).

Plus généralement une représentation de permutation de dimension finie # 1 n’est jamais
irréductible.

Exemple 4.1.25. — Si G est un p-groupe fini et si k est de caractéristique p, alors toute
représentation admet des vecteurs fixes non nuls. En effet soit v € V non nul, considérons le
[Fp-espace vectoriel W engendré par les vecteurs g - v, g € G. C’est une F,-représentation de G
de dimension finie. Son nombre d’éléments est p" pour un certain n. Il y a au moins un vecteur
fixe, le vecteur nul, et la formule des classes pour ’action de G sur W assure que le nombre de
vecteurs fixes est divisible par p.
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Puisque toute représentation de G admet des vecteurs fixes non nuls, la seule représentation
irréductible est, & isomorphisme pres, la représentation triviale.

Exemple 4.1.26. — Combinons les Exemples 4.1.17 et 4.1.25. Considérons le groupe G =
Z/pZ' Suppsons que k soit algébriquement clos. Alors les représentations irréductibles de G
sont toutes de dimension 1 et de la forme

pc: G — GL(1,k) = k* ns ("

pour ¢ une racine p-iéme de 'unité.

Si la caractéristique de k est différente de p, alors il y a p représentations irréductibles
non-isomorphes deux & deux (p racines p-ieme de I'unité).

Si la caractéristique de k vaut p, alors il y a une seule représentation irréductible, la repré-
sentation triviale; en effet la seule racine p-ieme de I'unité est 1.

Remarque 4.1.4. — Si la restriction d’une représentation p de G a un sous-groupe de G est
irréductible, il est immédiat que p elle-méme est irréductible.

4.1.3. Supplémentaire G-invariant. — Si W est une sous-représentation de V, il n’existe
pas en général de supplémentaire G-invariant de W dans V.

Exemple 4.1.27. — Soit G C GL(2,k) le groupe des matrices triangulaires supérieures. Il
se représente dans V = k? par la représentation standard. La droite W = ke; est une sous-
représentation dépourvue de supplémentaire G-invariant.

Si k est le corps ), nous obtenons donc un exemple avec un groupe G fini de cardinal

plp —1)*.
Il y a néanmoins un résultat général d’existence de supplémentaire G-invariant pour certains
groupes finis :

Théoréme 4.1.1. — Soit G un groupe fini tel que la caractéristique de k ne divise pas |G].
Soit V' une représentation de G.
Tout sous-espace G-invariant de V admet un supplémentaire G-invariant.

Corollaire 4.1.2. — Soit G un groupe fini tel que la caractéristique de k ne divise pas |G|.
Toute représentation de G de dimension finie est somme directe de représentations irréductibles.

Démonstration du Théoreme 4.1.1 dans le cas k =R ou C. — Supposons que k = R ou que
k = C et que V soit de dimension finie. Considérons un produit scalaire ou un produit hermitien
sur V'; notons-le (, )o. Définissons le produit scalaire suivant

—Lz<g-v,g-w>o-

<va> -

Ce nouvau produit scalaire est G-invariant, 7.e. pour tout g € G nous avons

(9-v,9 w) = (v,w)
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si bien que p est & valeurs dans O(V') ou U(V). En particulier si W est un sous-espace G-
invariant, W+ est aussi G-invariant et fournit le supplémentaire recherché. O

Remarque 4.1.5. — L’ingrédient essentiel de la démonstration consiste a fabriquer un pro-
duit scalaire G-invariant par moyennisation d’un produit scalaire donné quelconque. Si G est
un groupe topologique compact, il est muni d’une mesure de probabilité G-invariante, la mesure
de HAAR ; en remplacant

(v, w) g-v, g-w)
IGIZ

geG
par 'intégration sur le groupe la démonstration s’étend & ce cas.

Démonstration du Théoreme 4.1.1. — Nous appliquons encore un procédé de moyennisation.
Considérons un projecteur quelconque pg: V. — V d’image un sous-espace G-invariant W.
Posons

Z p(g) opoop(g)™" € End(V).

geG
Etant donné que p(g) préserve W Pimage de cet endomorphisme est contenue dans W. Si v
appartient & W, alors p(g)~!(v) appartient & W donc pg o p(9)~(v) = p(g) " (v) et p(v) =
Ainsi p est un projecteur d’image W.

Montrons que son noyau est invariant par G : pour tout A € G nous avons

p(h) opop(h |G| > p(h) o p(g) opooplg) ' op(h)~" = |G| > p(hg) o pooplhg) ™ =p
geG geG
i.e. p(h) op = po p(h). Autrement dit p est un endomorphisme de la représentation p. Par
conséquent son noyau (supplémentaire de W) est bien invariant par G. O
Lemme 4.1.3 (Lemme de SCHUR). — Soit G un groupe. Soient (V,py) et (W, pw) des
représentations irréductibles de G. Soit w: V — W un morphisme de représentations.
1. Ou bien wu est nul, ou bien u est un isomorphisme.

2. Sipy = pw, si V est de dimension finie et si k est algébriquement clos, alors 'application
u est une homothétie.

Démonstration. — 1. Les sous-espaces ker u et imu sont G-invariants donc triviaux.

2. Si A est une valeur propre de u, alors ker(u — Aid) est G-invariant et non nul donc égal a
V. Autrement dit u est une homothétie.
O

Supposons que G soit un groupe fini tel que la caractéristique de k ne divise pas |G|. Rappe-
lons que si G est un groupe fini nous pouvons composer le morphisme de groupes de CAYLEY

G <= Bij(G), g— (x— gr)
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avec la représentation de permutation pour obtenir la représentation réguliére (Exemple 4.1.4)
pr: G — Bij(G) - GL(k%)
ot k& désigne Iespace vectoriel des fonctions de G dans k. Si §;: G — k est la fonction
caractéristique d’un élément h de G la famille (6;)seq forme une base de k. Nous avons
Pr(9)(n) = dgn
et pour tout f € k&
pr(9)(f): g = flg7'd) V4 eG.

Le Corollaire 4.1.2 assure que la représentation réguliere k& se décompose en somme

k=P R
de représentations irréductibles. Soit (V, p) une représentation de G et soit vy € V. L’application
linéaire
u: k% =V (f: G=k) =3 F(9)n(9)(w)
geG

est un morphisme de représentations. En effet d’une part pour tout g € G nous avons

u(dg) = p(g)(vo)

d’autre part pour tous h et g dans G nous avons

uo pr(h)(dg) = u(dng) = p(hg)(vo) = p(h) o p(g)(vo) = p(h) o u(dy)
et donc
wo pr(h) = p(h) o u.
Si vg est non nul, 'application u n’est pas nulle (u(d.) = vg). Si de plus V est irréductible alors
u est surjective et la restriction u|r, n’est pas nulle pour un certain . Le Lemme de SCHUR

assure que u|g, est un isomorphisme et donc que V' est isomorphe a la représentation R;.
Nous pouvons donc énoncer le résultat suivant :

Proposition 4.1.4. — Soit G un groupe fini tel que la caractéristique de k ne divise pas |G]|.
1l n’y a a isomorphisme prés qu’un nombre fini de représentations irréductibles de G et chacune
est de dimension < |G|.

Remarque 4.1.6. — 1l y a des énoncés plus précis lorsque k est algébriquement clos.
Proposition 4.1.5. — Soit G un groupe fini tel que la caractéristique de k ne divise pas |G]|.
Soient p1, pa, ..., p¢ les représentations irréductibles de G.

Toute représentation de G de dimension finie se décompose en @p;'" ot les entiers naturels
n; sont uniquement déterminés par la représentation.
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Démonstration. — L’existence d’une telle décomposition est assurée par le Corollaire 4.1.2.
Montrons 'unicité des n;. La démonstration se fait par récurrence sur la dimension de la
représentation. Supposons que V' = @V} soit isomorphe a W = ©W; ou les V; et les W; sont des
représentations irréductibles (éventuellement répétées). Montrons qu’a permutation pres (V;) et
(W;) sont la méme collection de représentations. Considérons I’isomorphisme de représentations

u: PVi = Pw;
i J

dont nous noterons l'inverse «’. Soient p;: V. — V; et g;: W — W les projections. Considérons
les morphismes de représentations
u/

wis Vi M By My By

Nous avons

> =Y pioufy, ogouy, =pro (Yopioul, 0q;) cup, =prow oupy, = idy;.
J J J
Un des u; au moins est non nul. Quitte a renuméroter les W; nous pouvons supposer qu’il
s’agit de u;. Les morphismes de représentations ¢; o (U Vi—>Wietpro uin : W1 — V4 sont
alors non nuls. Le Lemme de SCHUR assure que ce sont des isomorphismes.

Pour appliquer I’hypothese de récurrence il suffit de montrer que le morphisme de représen-
tations

(idw —fh)u‘@vi @Vi — @Wj
to>2 j>2
i>2
entre représentations de méme dimension est encore un isomorphisme. C’est le cas : six € @ Vi
i>2

est dans le noyau, alors u(z) appartient & Wy et p1(u/(u(x))) = p1(z) = 0; puisque py ouiW1 est

un isomorphisme nous avons u(z) = 0 et # = 0. Ce morphisme est donc injectif. Etant donné

que dim @ V; = dim @ W; c’est un isomorphisme. ]
i>2 j>2
Remarque 4.1.7. — Sous les hypotheses de la Proposition 4.1.5 nous pouvons donc décom-

poser une représentation (V,p) de dimension finie du groupe G en somme directe V' = @VZ

de représentations irréductibles. Cette décomposition n’est en général pas unique! Par exerlnple
si tous les p(g) sont l'identité, la seule représentation irréductible qui intervient est la repré-
sentation triviale, de dimension 1, il s’agit simplement de décomposer V' en somme directe de
droites ce qui peut étre fait de bien des fagons.

4.2. Caracteres

Dans ce paragraphe nous supposons que G est fini, que k est algébriquement clos et que la
caractéristique de k ne divise pas |G]|.
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Si (V, p) est une représentation de dimension finie de G, on appelle caractere de p la fonction

Xp: G =k, g+ tr(p(g))-

Lorsque (V, p) est irréductible nous parlons de caractére irréductible. Remarquons que x,(e) =
tr(p(e)) = tr(idar(vy) = dim V'; le caractere détermine donc la dimension de la représentation.
En particulier la valeur de ), en I’élément neutre est donc un entier ; cet entier est aussi appelé
le degré du caractere x,.

Pour tous g, h dans G nous avons

Xp(hgh™") = tr(p(h)p(g)p(h) ™) = tr(p(9)) = X,(9)-

On dit que x, est une fonction centrale, ou encore invariante par conjugaison.

Plus généralement une fonction f: G — k est centrale si et seulement si elle est constante
sur chaque classe de conjugaison C' de G. Nous notons alors f(C) sa valeur sur la classe C. Le
k-espace vectoriel de toutes les fonctions centrales sur le groupe G est noté € (G). La dimension
de €(G) est égale au nombre de classes de conjugaison de G.

Ezxemple 4.2.1. — Considérons la représentation de permutation. Reprenons les notations
de ’Exemple 4.1.4. Dans la base (e;),cp la matrice de g est une matrice de permutation et
I’élément diagonal est égal a 1 si et seulement si g - x = x, sinon il vaut 0. Nous en déduisons
que la trace de la matrice de g est le nombre de points fixes de g agissant sur E ; autrement dit

Xpl9) =[{z € E|g-z =}
Exemple 4.2.2. — Considérons la représentation réguliere. Reprenons les notations de
I’Exemple 4.1.4. Puisque gh = h implique g = e nous obtenons que le caractere de la
représentation réguliére est donné par
|G| sig=ce
Osig#e

Le caractere de la représentation réguliere est donc |G| fois la fonction caractéristique dc, de

xr(9) = {

la classe de conjugaison C. = {e}.

Exemple 4.2.3. — La représentation standard de Dy, dans C? est donnée par
b GL(2.C cos %’r —sin (27”) 1 0
: — > — .
P 2n ( ) ) r sin 2% cos (2%) ) S 0 —1
Le caractere de la représentation standard de Dy, dans C? est donné par
2k
X(rk) = 2cos <W> , X(rks) =0.
n
Il vaut donc 0 sur {s, 7s, ..., 7" 's} (qui est la réunion de une ou deux classes de conjugaison

. : 2km : : k ..—k
selon que n est impair ou non) et 2 cos (T) sur chaque classe de conjugaison {r®, r="}.
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Ezxemple 4.2.4. — Le groupe S3 possede trois classes de conjugaison, celle de 1’élément
neutre, celle a trois éléments d’une transposition 7 et celle & deux éléments d’un 3-cycle o. Le
caractére de la représentation standard (représentation de permutation) de Sg dans C? vaut

Jsure
1 sur les transpositions
0 sur les 3-cycles

Plus généralement les classes de conjugaison de S, sont en bijection avec les partitions de n
(Proposition 1.2.4)

n=k +kot...+k, r1eEN, 1<k <k <..<k

une telle partition correspondant aux produits de cycles a supports disjoints d’ordre k1, ko, .. .,
k.. Sur la classe de conjugaison correspondante le caractére de la représentation standard de
Sy, dans C" vaut max{i|k; = 1} (c’est le nombre de points fixes de la permutation).

Exemple 4.2.5 (Caractére d’une représentation de dimension 1). —

Se donner une classe d’isomorphie de représentation k-linéaire de dimension 1 de G revient
& se donner un morphisme de G vers k (). Si p est un tel morphisme, la classe d’isomorphisme
correspondante est celle de (k, g — p(g)idy) ; le caracteére associé est g — tr(p(g)idx) = p(g) :
en dimension 1 le caractére d’une représentation coincide avec le morphisme G — k* qui la
définit a isomorphisme pres.

Exemple 4.2.6 (Caractéres d’'un groupe abélien). —
Soit G un groupe abélien fini. Supposons que k = C. Les représentations irréductibles de

G sont exactement les représentations de G de dimension 1 (Exemple 4.1.17). Se donner une
classe d’isomorphie d’une telle représentation revient a se donner un morphisme de G vers C*,
qui coincide alors avec le caractére irréductible correspondant (Exemple 4.2.5). L’ensemble des
caracteres irréductibles de G est donc égal & Hom(G, C*).

Puisque G est abélien les classes de conjugaison de G sont les singletons {g} avec g € G.
Par suite ’ensemble des caracteres irréductibles de G a pour cardinal |G|. Il en résulte que
|[Hom(G,C*)| = |G].

1. Soit G un groupe. Soit V' un k-espace vectoriel de dimension 1. Se donner une représentation de G d’espace
sous-jacent V revient & se donner un morphisme p: G — GL(V) ~ k*. Soient p et p’ deux morphismes de G dans
k*. Soient V et V' deux k-espaces vectoriels de dimension 1. On voit V (resp. V') comme une représentation
de G via p (resp. p’). Soit u un isomorphisme k-linéaire entre V et V’. L’application u est équivariante si et

! = p/(g)idy- pour tout g € G soit encore si et seulement si p(g)idy+ = p’(g)idy~ pour

seulement si uop(g)idy ou™
tout g € G, c’est-a-dire enfin si et seulement si p = p’. Notons que cette derniére condition ne fait plus intervenir
u : si elle est satisfaite tout isomorphisme k-linéaire entre V' et V' est donc un isomorphisme de représentations.

L’ensemble des classes d’isomorphie de représentations k-linéaires de dimension 1 de G est donc en bijection
naturelle avec I’ensemble des morphismes p: G — k*. La classe associée a un tel morphisme est celle de la

représentation (D, g — p(g)idk) pour n’importe quelle k-droite vectorielle D.
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Notons qu’on peut démontrer cette égalité sans faire appel a la théorie des représentations
tout en étant beaucoup plus précis :

Lemme 4.2.1. —
Le groupe Hom(G, C*) est isomorphe a G.
En particulier son ordre est égal a |G].

Démonstration
Notons G additivement. Le Théoréme 3.2.4 assure l’existence d’une famille finie (dy, da, . .., dy,)
d’entiers > 1 telle que dj|da] ... |d, et d'un isomorphisme
~ 2L Z Z
G~ /dIZ X /dQZ X ... X /dTZ
Pour tout famille de morphismes (hi: Z/diZ — CX)1<‘< il existe un et un seul morphisme
<i<r
h: G — C* tel que h z = h; pour tout 4, a savoir
‘ 7di.
(.%'1, Ty ... ,JZT) — Hh,(mz),
i
on peut vérifier que (hy, ho, ..., h,) — h établit un isomorphisme entre

Hom(Z/dlz, @) x Hom(Z/dQZ, cc) x ...Hom(Z/dTZ,(C)
et Hom(G, C*).
Il suffit donc pour conclure de montrer que Hom (Z/dZ’ (CX> est isomorphe a Z/dZ pour tout
d > 1. Soit d > 1. Le groupe Hom (Z/dZv CX) s’identifie au groupe des éléments de d-torsion

de C*, i.e. au groupe des racines d-iemes de 'unité de C*. Or le groupe des racines d-iémes

de I'unité est cyclique et de cardinal d (il est engendré par exp (217”)) d’ou le résultat. ]
Proposition 4.2.2. — 1. Des représentations de dimension finie isomorphes ont méme
caractere.

2. Nous avons xvew = XV + Xw-

3. Si W C V est une sous-représentation de V, alors xy = xw + XV

4. Reprenons les notations de ’Exemple 4.1.9. Si G est fini et g appartient a G, alors

XHOIII(V1,V2) (g) = XW (g)XVQ (g)

5. Reprenons les notations de I’Exemple 4.1.10, alors xy+ = Xv -

Démonstration. — Démontrons 4. Si g est fixé nous pouvons choisir une base (e;);er de Vi et
une base (f;);es de Vo dans lesquelles les actions de g sont diagonales. Il existe donc des racines
de I'unité a; pour i € I et B pour j € Jtelsque g-e; =aue;sii€let g-f;=p0fjsije .
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Nous avons alors

xvi(g) =D xva(9) =D B;

iel jed
Si (4,7) € I x J, soit u;;: Vi — Vo I'application linéaire définie par w; ;(e;) = f; et u; j(ei) =0
si @ # 4. Les u; j, pour (4,7) € I x J forment une base de Hom(Vi, V) et nous avons
9-uig = o Bui; = @by

Par conséquent

Xtom(viam) (@) = Y. @l = (@) (X 8) = v @xnl9).

(4,5)elIxJ i€l jeJ

Nous en déduisons 5. En effet si Vi = V et V5 est la représentation triviale, la représentation
Hom(Vj, V2) = Hom(V,C) est la représentation duale V* de V. Nous avons d’apres ce qui
précede xy+ = Xv - O

Introduisons sur le k-espace vectoriel k& = {f: G — k} la forme bilinéaire symétrique
f7 ’G‘ Z f _1
geG
Notons que (f, 4) = ‘%lf(gfl) donc cette forme est non dégénérée.

Théoréme 4.2.3. — Soit G un groupe fini. Les caractéres des représentations irréductibles
de dimension finie forment une base orthonormale du k-espace vectoriel € (G) des fonctions
centrales sur G.

Démonstration. — La démonstration du théoréme va utiliser les deux Lemmes suivants. Soient
(V,pv) et (W, py) des représentations de G. Soit u dans Hom(V, W). Posons

Z pw(g) o uwopy(g~') € Hom(V, W).
geG

Lemme 4.2.4. — L’endomorphisme n de Hom(V, W) ainsi défini est un projecteur d’image
Homg (V, W) et

tr(m) = (xv, xw)-
Démonstration. — Rappelons que
Homg (V,W) = {u € Hom(V,W)|Vh € G wuopy(h) = pw(h)ou}.

Pour tout élément u de Hom(V, W) et pour tout h € G nous avons
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De plus si u appartient & Homg(V, W) nous avons

pw(h)om(u)opy(h)™' = ‘G’ > pw(h (9) ouopy(g) ' opy(h)™!
geG
= @ Z pw(hg) owo py(g~'h™1)
geG

= |G|ZPW )ouopy(g™)
g'eG

= m(u)

De plus si u appartient & Homg (V, W) nous avons 7(u) = u de sorte que 7 est bien un projecteur
d’image Homg(V, W).

Calculons tr(m) dans une base de Hom(V, W). Choisissons des bases de V' et W et notons e;;
I’élément de Hom(V, W) dont la matrice dans ces bases a tous ses coefficients nuls sauf celui
situé a la ieme ligne et la jeme colonne qui vaut 1. Les e;; forment une base de Hom(V, W) et

(Pw(g) 0 €;j ° Pv(g)_l)ke = pw (9)rirv (9™ ")je

En appliquant ceci au cas particulier ¢ = k£ et 7 = £ nous obtenons

tr(m) = Y w(eij)i

Y]
= Z Z pW mpV l)jj
i,] gEG

_ @ > (zpw<g>ii) (;pwg‘%)
_ ZXW g

gGG
]

Soient (V, pv) et (W, pw) des représentations irréductibles de G, le lemme de SCHUR assure
que
0 si V et W ne sont pas isomorphes
H V.,W) =
omg (V, W) { k si V et W sont isomorphes

Puisque le rang d’un projecteur est sa trace le Lemme 4.2.4 assure que

(xv, xw) = tr(m) = {

0 si V et W ne sont pas isomorphes
k si V et W sont isomorphes

Ainsi la famille (yy) pour V irréductible (ou plus exactement pour V' décrivant I’ensemble des
classes d’isomorphisme de représentations irréductibles de G) est orthonormale. II reste a voir
que la famille (xy) engendre €(G).
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Lemme 4.2.5. — Soit (V, p) une représentation de G. Si f: G — k est une fonction centrale,
110uS posons
fo= |G| > flg ) € End(V).
geG

Alors

1. f, appartient a Endg(V) et tr(f,) = (f, Xp);

2. si (V,p) est irréductible, alors dim V' est inversible dans k et f, est ’homothétie de V' de

rapport %

Démonstration. — 1. Puisque f est centrale nous avons pour tout h € G
( ) fpop = ‘G‘ Zf hg_lh )
geG
1 _ _
= @ Z F(htg'm)p(g"™)
= Z flg
= fp-

Ainsi f, appartient a Endg (V) et sa trace est

Zf (fa XP>

gGG

2. Supposons que p soit irréductible. Le Lemme de SCHUR (Lemme 4.1.3) et la premiére
assertion appliqués a la fonction centrale f = x, assure que X, est une homothétie. Si A
est son rapport, nous avons

tr(x,) =dimV - X = (x,, xp) = 1.
En particulier dim V est inversible dans k.

Soit f une fonction centrale quelconque. Le Lemme de SCHUR (Lemme 4.1.3) assure

<f7 XP)

que f, est une homothétie. Sa trace étant (f, x,) son rapport est -2r.

O]

Si une fonction centrale f € €(G) est orthogonale & tous les caracteres x, le Lemme précé-
dent assure que f, = 0 pour toute représentation p irréductible et donc pour toute représen-
tation puisque f,q, = f, ® fy. Appliquons cela a la représentation réguliére ; nous obtenons
for =0 d’ou

pr 86 ‘G’ Zf 58 |G‘ Z f

geG geG
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dans kC ce qui implique f = 0 puisque les gg—1 forment une base de kG. Tout élément f de

€ (G) s’écrit Z(f, Xp)Xp- O
p irr
Corollaire 4.2.6. — 1. Le nombre de représentations irréductibles de G est égal au

nombre de classes de conjugaison de G.

2. Soient 1, X2, - .., X¢ les caractéres des représentations irréductibles de G. Soient C et C'
des classes de conjugaison dans G. Nous avons

Bl sic=c
(CHx(C" ol ==
ZX X )= {OSinon

L’entier |C| divise I'ordre de G puisque c’est le cardinal d’une orbite pour I'action de
G sur lui-méme par conjugaison.

Démonstration. — La dimension de € (G) est égale au nombre de classes de conjugaison dans
G d’otu la premiere assertion.
Soit d¢ la fonction caractéristique de C. Alors f = ¢ est une fonction centrale qui se
décompose sur la base orthonormale des caracteres x; des représentations irréductibles :
l

6o =Y (8¢, Xi)xi
i-1
avec

1 _
(6cy xi) = E|C|Xi(c h.
|G|
Il en résulte que
el ¢ Z
|Gl £
O
La décomposition V = @ V; d’une représentation en somme directe de représentations ir-

i
réductibles n’est pas unique. Par contre si nous regroupons tous les V; isomorphes a la méme
représentation irréductible nous obtenons une décomposition V = @ W; en composantes iso-
J
typiques indépendante des choix.
Théoréme 4.2.7. — Soit (V, p) une représentation de dimension finie du groupe fini G. La
projection de V' sur la composante isotypique correspondant & une représentation irréductible

(U,) est donnée par
> xuly

geG

dlrn U

En particulier la décomposition en composantes isotypiques ne dépend que de la représen-
tation (V, p).
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Démonstration. — Soit f une fonction centrale sur G. Par définition I'’endomorphisme f, de V'
laisse stable toute sous-représentation (V;, p;) de (V, p) et se restreint a V; en f,,. Si de plus V;
est irréductible f,, est 'homothétie de V; de rapport é{fnx\i/'i (Lemme 4.2.5).

Le Théoréme 4.2.3 assure que si f est le caractere x,, d’'une représentation irréductible (U, )

alors
_1

——ridy; si V; est isomorphe a U
(Xw>P\Vi — { dim V;

0 sinon

Comme py = (dim U)(xy), sa restriction a V; est donc Iidentité de V; si V; est isomorphe a U
et O sinon. O

Montrons maintenant qu’en caractéristique 0 une représentation est déterminée par son
caractere. Nous pouvons aussi identifier les représentations irréductibles comme celles dont le
caracteére est de norme 1.

Proposition 4.2.8. — Notons p1, ps, . . ., pr les représentations irréductibles du groupe fini G.
l
Soit p une représentation de G. Décomposons p sous la forme p = @ pit. Alors
i=1
¢
2
<Xp’ Xpi> =Ny <Xpa Xp> = ( nz)
i=1

Si de plus k est de caractéristique nulle, alors
o des représentations p' et p” de G sont isomorphes si et seulement si x, = X, ;
o p est irréductible si et seulement si (X,, Xp) = 1;

¢
. ) L e . deg p; -
o la représentation réguliére se décompose en kG = @ Pi °8Pi en particulier

i=1
l
> " deg(pi)® = |G|.
i=1
Remarque 4.2.1. — Si la caractéristique de k est p il est faux que le caractere détermine la

représentation ; en effet pour toute représentation V' le caractere de VP est nul.

Remarque 4.2.2. — Nous verrons ultérieurement une autre contrainte importante sur les
dimensions des représentations irréductibles : elles divisent ’ordre du groupe.

¢
Démonstration. — A partir de Xp = Z”iXpi nous obtenons
i=1

‘
(Xp» Xpi) = ni {(Xp» Xp) = (Zn?)

i=1
Ainsi en caractéristique nulle x, détermine les entiers n; et donc toute la représentation p; de
plus p est irréductible si et seulement si (x,, x,) = 1.
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Considérons la représentation réguliere pg ; comme x,, = \G\é{e} nous obtenons

(Xor> Xpi) = Xp:(€) = deg pi.
¢
Par conséquent la représentation réguliére est isomorphe a @ Pi
=1

deg pz I

Nous avons vu dans ’Exemple 4.1.17 que si G est un groupe abélien et si k est algébriquement
clos les seules représentations irréductibles de dimension finie de G sont de dimension 1. Plus
précisément nous avons la :

Proposition 4.2.9. — Supposons que k soit de caractéristique nulle. Le groupe G est abélien
si et seulement si toutes ses représentations irréductibles sont de dimension 1.

Remarque 4.2.3. — Cet énoncé n’est plus vrai en général (il existe des p-groupes non abé-
liens).
Démonstration. — Un groupe G est abélien si et seulement s’il a exactement |G| classes de

l

conjugaison donc |G| représentations irréductibles. Or |G| = X:deg(pi)2 donc ¢ < |G| avec
i=1

égalité si et seulement si toutes les représentations irréductibles sont de dimension 1. O

4.3. Table des caractéres

Dans ce qui suit k = C. Pour toute représentation (V,p) d’un groupe fini G nous avons
p(9)|Cl = idy ; ainsi les valeurs propres de p(g) sont des racines de 'unité et celles de p(g~!)
sont leurs conjugués. Il s’ensuit que

Xp(g7") =tx(p(g™) = tr(p(9)) = x,(9)-

Par conséquent

geG
De plus si x1, X2, - - -, Xx¢ sont les caracteres des représentations irréductibles de G, le Corollaire
4.2.6 assure que
Ssic=c
43.2 (=4 o3> =
( ) Z xi( Ol { 0 sinon

Comme x,(g) est la somme des valeurs propres de p(g) nous avons aussi
VgeG |xp(9)] < xple) =dim(V).
De plus x,(g9) = x,(e) si et seulement si p(g) = idy. Par suite
{9€Glxplg9) = xp(e)} =kerpaG.

De méme |x,(g)| = xp(e) si et seulement si p(g) est une homothétie.
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La table des caractéres de G donne la valeur de chaque caractére sur chaque classe de
conjugaison. Les lignes correspondent aux caracteres et les colonnes aux classes de conjugaison.
C’est en quelque sorte la carte du groupe G. D’apres le Corollaire 4.2.6 c’est une table carrée.
Les différentes relations obtenues précédemment se traduisent comme suit :

¢ les colonnes sont orthogonales pour le produit scalaire hermitien standard ;

¢ la colonne correspondant a la classe de conjugaison C' est de norme hermitienne au carré
& (voir (4.3.2));

o les lignes sont orthogonales et de norme au carré |G| pour le produit scalaire hermitien
pondéré par le cardinal des classes de conjugaison (4.3.1);

o la somme des lignes pondérées par les dimensions x(e) est la ligne |G| 00 ... 0.

Remarque 4.3.1. — Ces propriétés permettent de remplir la table des caractéres en n’en
connaissant qu’une partie.

Exzemple 4.3.1. — Le groupe {+id} a deux classes de conjugaison id et —id et deux caracteres
irréductibles x,,,;, et x (de dimension 1 puisque {%id} est abélien). Sa table de caracteres est
tres facile a établir :

classes de conjugaison | ., .
id | —id
caracteres
Xptriv ]‘ ]‘
X 1| -1

Nous verrons plus loin des exemples pour lesquels la table est un peu plus difficile a établir.

Remarque 4.3.2 (Sous-groupes distingués). — Cette table peut étre utilisée pour étudier
les sous-groupes distingués de G. Un tel sous-groupe est réunion de classes de conjugaison.
Pour chaque caractere x, la réunion des classes sur lesquelles x prend la valeur y(e) est un
sous-groupe G, 4G et tout sous-groupe distingué de G est obtenu comme intersection de G, .

Remarque 4.3.3 (Simplicité). — En particulier le groupe G est simple si et seulement si
tous les G, a part G,,,,
seulement si dans chaque ligne exceptée celle correspondant a la représentation triviale (qui est

= G sont triviaux. Autrement dit le groupe G est simple si et

la seule composée uniquement de 1) la valeur y(e) n’apparait qu'une seule fois (dans la colonne
correspondant a la classe {e}).

Remarque 4.3.4 (Représentations de dimension 1). — Soit G un groupe fini. Le groupe
dual G de G est le groupe des morphismes de G dans C*. Les éléments de G sont appelés
caracteres linéaires de G. Les caracteres linéaires s’identifient aux représentations de degré 1
puisque GL(1,C) ~ C*. Ainsi, en vertu de la Proposition 4.2.2, il y a autant de caractéres
linéaires que de classes d’isomorphie de représentations de degré 1 de G.

Soit 7: G — G?P = G/ D(G) la surjection canonique de G sur son abélianisé. L’application

@’%@, X xorm
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est un isomorphisme de groupes. Par conséquent le nombre de représentations de degré 1 de G
est égal |G2P|.

Remarque 4.3.5. — Sie: G — C* est un caractere de degré 1 de G, et x est le caractere d'une
représentation irréductible p, alors ex est encore le caractere d’une représentation irréductible,
a savoir la représentation s +— e(s)p(s) (vérification immédiate). Cette remarque est souvent
utile pour les groupes symétriques (en prenant pour € la signature).

Remarque 4.3.6 (Centre de G). — Si g appartient au centre Z(G) de G, alors p;(g) com-
mute avec tous les p;(h). Le Lemme de SCHUR (Lemme 4.1.3) assure alors que p;(g) est une
homothétie de rapport une racine de 'unité et |y;(g)| = xi(e) pour tout i. Réciproquement si
Ixi(g)| = xi(e), nous avons vu que p;(g) est une homothétie donc commute avec tous les p;(h).
Si ¢’est vrai pour tout 4, alors p(g) commute avec tous les p(h) et ceci pour toute représentation
p. Si on applique cela & une représentation fidele (i.e. une représentation pour laquelle p est
injective) comme la représentation réguliere nous obtenons que g appartient au centre Z(G)
de G.

Le centre Z(G) de G est donc la réunion des classes de conjugaison C' pour lesquelles
IXi(C)| = xi(e) pour tout i.

4.3.1. Les groupes cycliques. — Un groupe cyclique étant abélien il n’a que des repré-
sentations de dimension 1 (Exemple 4.1.17 et Proposition 4.2.9) c’est-a-dire des caracteres
au sens premier du terme (des morphismes de G dans le groupe multiplicatif C*). Soit G =

{e, g, g%, ..., "'} un groupe cyclique d’ordre n et de générateur g. Posons w, = exp (%)
Les caractéres de G sont de la forme

' 94
xi: G—C* h=g"— (w)* =exp (17r]>
n

oun0<j<n—1.
La groupe G est isomorphe a Z/nZ' La table de Z/nZ est la matrice de VANDERMONDE

0] 1 n—1
Yo |1] 1 1
x1 |1 wn |... wr1
x2 |1 w% w?}”’l)
Yot | 1] Wt wgn—l)(n—l)
_ " ..

4.3.2. Le groupe dicyclique d’ordre 12. — 1l s’agit du produit semi-direct G = Z/SZ X

Z/4Z (i.e. la troisieme classe d’isomorphie de groupes d’ordre 12 non abéliens autre que celles
de D1s et Ay).
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Une présentation de G est donnée par
(a, b|a3, b*, bab™1a™?)
dont nous déduisons
G={d"|0<k<20<r<3).
De plus Z(G) = (b?), D(G) = (a) et G* = (b) ~ Z/4Z (2), En particulier le groupe G admet
\Gab] = ‘2/42‘ = 4 représentations irréductibles de degré 1 déterminées par I'image de b qui

doit étre une racine 4-ieme de 'unité.
Le groupe G a six classes de conjugaison

C1 = {e}, Cy = {b*}, Cs = {a, a’},
Cy = {ab?, a®b?}, Cs = {b, ab, ab}, Ce = {b°, ab®, a®b%}.

Il s’ensuit que G possede six représentations irréductibles. Nous en avons déja déterminé quatre.
A partir de |G| = Z(deg pi)? nous obtenons que les deux autres représentations irréductibles

(2
de G sont de degré 2.
Le groupe G a trois 2-SYLOW :

S1 = (b), Sy = {e, b?, ab, ab’}, S3 = {e, b?, a®b, a®b®}.

L’action de G par conjugaison sur ses 2-SYLOW définit une représentation p de G qui conduit
au caractere

Cl CQ 03 04 05 C6
vs| 3] 3]olol1]1

Puisque (x3,x3) =2 =1+ 1 nous en déduisons que x3 = X2 + Xp,;, OU X2 est irréductible de
degré 2. En effet

Cl CQ 03 C4 C5 CG
x2| 2|2 |—-1]—-1]0]0

et
1 = — — — _ _ 1
(x2,X2) = E(1X2X2+1X2X2+2X(_1)X_1+2X(_1)X_1+3X0X0+3X0X0) = §(4+4+2+2) =1

La seconde représentation irréductible de degré 2, de caractére x5, est donnée par la repré-
sentation matricielle suivante

_%§ 0 —1
ar—>§_%7 br—>10

Il s’ensuit que la table de caractere de Z/3Z X Z/4Z est,

£

2. On pourra s’aider du fait que ba?b™! = a2 pour tout p mais aussi b’ab™ = a® pour tout £ et encore

blakb=t = gk x2 pour tous k, £
= L.
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Ci1Cy | Cs|Cy | Cs | Cg
Yo | 1| 1 1 1 1
1| 1| —1 1] i |-i
v | 1|1 1 |-1]-1
Y3 | 1 | =1 -1 —i]| i
x2| 212 |-1|—-1]0/|0
Xal 2 |-2|-1] 1010

4.3.3. Le groupe S3 = Dg. — Les classes de conjugaison de S3 sont (Proposition 1.2.4)
C1 = {id}, Co={(12), (13), 23)}, Cy = {(123), (132)}.

Ainsi S3 a trois représentations irréductibles a équivalence pres. Il y a la représentation triviale
priv qui est irréductible. On a aussi la représentation signature

sgn: S3 — GL(1,C) ~ C*, o — sgn(o)
qui est de degré 1; elle est irréductible car
1 - — -
(s Xomm) = g (L% L xT+3 % () x(C+2x 1 xI)=1
#C1 Xsen((id)) #C02 yan((12) #C03  Xsgn((123))

Enfin on a la représentation décrite dans I’'Exemple 4.1.15 dite représentation standard et notée
ps- Notons que

(deg piriv)? + (degsgn)? + (degps)? =12 +12 422 =6

autrement dit (deg piv)? + (degsgn)? + (deg ps)? = |Ss|.
Ainsi la table de caractéres de S3 est

Ch| Cy | O
Xptriv 1 1
sgn 1| -1
Xps 2 0| -1

A noter que les colonnes sont bien orthogonales.

4.3.4. Les groupes diédraux Dy,. —

4.3.4.1. Le cas général. — Rappelons quelques propriétés des groupes diédraux. Le groupe
Ds,, a pour présentation
Dy, = (r, 5| 8% = " = rsrs = id).
Le centre de Dy, est
id si n est impair

Z(Dap) = {

id, r"/2Y si n est pair
{id, p
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et le groupe dérivé de Do, est

(r) si n est impair
(r?) si n est pair

D(Dgy,) = {

Les éléments sont

o ou bien de la forme ¥, 0 < k < n — 1 et on parle de rotations,

¢ ou bien de la forme rks, 0 <k <n-—1eton parle de symétries.
En particulier Dy, contient un sous-groupe abélien d’indice 2 de sorte que toutes les représen-
tations irréductibles de Do, sont de degré 1 ou 2. En effet

Lemme 4.3.1. — Soit G un groupe fini. Soit H un sous-groupe abélien de G d’indice n.
Toutes les représentations irréductibles de G sont de degré < n.

Démonstration. — Soit p: G — GL(V) une représentation irréductible de G. Soit pjy: H —
GL(V) sa restriction. Elle s’écrit comme une somme directe de représentations de degré 1. En
particulier il existe un sous-espace vectoriel W de V tel que

dimW =1 p(H)(W) C W.
Considérons un systeme de représentants g1 = id, g9, g3, ..., gn de G/H. Alors le sous-espace

W' = p(g)(W) + p(g2)(W) + ... + p(gn) (W)

est stable par p de sorte que V.= W' (car p est irréductible). Il en résulte que dim W’ =
dimV <n. ]

Nous allons distinguer le cas n pair du cas n impair.
© Supposons pour commencer que n est pair.
Les symétries forment deux classes de conjugaison

{s, rs, ris, ...,r”_Qs} {rs, r3s, ”.’rn—15}
et les rotations forment § + 1 classes de conjugaison
{ld}7 {h T‘n_l}’ {rk’ rn_k}v SRR {T%_la T%+1}7 {7"%}

Ainsi Dy, posséde 3+ 5 classes de conjugaison donc 3 + § représentations irréductibles a
équivalence pres. Etant donné que D(Ds,) = (r2) Pabélianisé D3P de Dy, est isomorphe
au groupe de KLEIN qui est d’ordre 4. Il en résulte que D, possede 4 caracteres de degré
1. Les caracteres de degré 1 sont les morphismes de groupes

Db = (7, 5) — C*.

Ils sont caractérisés par les valeurs
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r
X1 1 1
x2| 1 |—1
X3 -1 1
X4 |—1]|-1

Ainsi le groupe Dy, possede a équivalence pres 3 + 5 — 4 = § — 1 représentations

irréductibles de degré 2.
2im
Posons ¢ =e™n . Pour 0 < j < n — 1 considérons la représentation p; définie par

_ ¢ 0 0 1
pj: Doy — GL(2,C), Tr—>< 0 ¢ ) s L
Remarquons que
-1 -1
pi(8)pi(r)pi(s™) = pi(r)~" = pn—j(r);
en particulier les représentations p; et p,_; sont équivalentes. Nous sommes donc amenés
a considérer les p; pour 0 < j < 5. De plus

Xpo = X1+ X2, Xpn = X3 + X4;

en particulier les représentations pg et pz ne sont pas irréductibles. Finalement nous
ne gardons que les p; pour 1 < j < § — 1. Pour ces représentations les seules droites
stables par p;(r) sont les axes C(e1) et C(ez). Mais C(eq) et C(ez2) ne sont pas stables
par p;(s). Les représentations p;, 1 < j < & — 1, sont donc irréductibles. De plus pour

tout 0 < k < n — 1 nous avons
2
Xp; (rk) = 2cos <kn> Xp; (Tks) =0

Supposons désormais que n est impair.
Les symétries forment une seule classe de conjugaison :

{s,7s, ..., 7" s}
tandis que les rotations forment ”T‘H classes de conjugaison :
. — — n=1  ntl
{id}, {r, rm=1}, {rk, =y, ey {r =z ,r 2z}

Ainsi Dy, possede ”TH + 1 classes de conjugaison et donc
ductibles & équivalence pres.

Comme D(Ds,,) = (r) nous avons D3P = DQTVD(DQ”) = D2’V<T> =~ (s). Par conséquent

”%rl + 1 représentations irré-

Ds,, possede deux caracteres de degré 1. Les caractéres de degré 1 sont les morphismes
de groupes
Dg; = (5) > C’

ils sont caractérisés par les valeurs
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r
X1 |1
X2 1] -1

Le groupe Ds,, posséde donc a équivalence pres "Tfl représentations irréductibles de

degré 2.
2i7\' . . 7’ / .
Posons ( =e» . Pour 0 < j <n — 1 considérons la représentation

. ¢ 0 0 1
pj: Do, — GL(2,C), r'—>(0 C_j>, s»—><1 0)

Notons que

pi(8)pi(r)pi(s™h) = pi(r) ™" = pu—j(r);
en particulier les représentations p; et p,_; sont équivalentes. Nous sommes donc amenés a
considérer les p; pour 1 < j < 51, Les seules droites stables par p;(r) sont les axes C(e;) et
C(e2). Mais C(e1) et C(ez) ne sont pas stables par p;(s). Les représentations p;, 1 < j < 271,
sont donc irréductibles. De plus pour tout 0 < k < n — 1 nous avons

27
Xp; (rk) = 2cos (k:n> Xp; (Tks) =0.
4.3.4.2. Le groupe Dg. — Le groupe de symétries du carré est engendré par une rotation r

d’angle T et une symétrie s. D’apres ce qui précede Dg a 5 classes de conjugaison : {id}, {r?},
{r, 73}, {s, r’s} et {rs, r3s}. Le sous-groupe D(Dg) = Z/2Z = {id, —id = 7?} est distingué
dans Dg et dans le quotient les trois éléments distincts r, s et rs sont d’ordre 2 donc

Dg YD(Ds) = YLy, = 2L 2
Nous avons donc quatre représentations de dimension 1 correspondant aux quatre morphismes
Ziog < Loy —
la cinquiéme doit donc étre de dimension 2 (en effet |Dg| = 8 donc |Dg| — (12 4+ 12 +12 4 12) =

4 = 22). C’est la représentation standard dans C? (Exemple 4.2.3) d’ot la derniére ligne de la
table (que on peut aussi obtenir en utilisant que les colonnes sont orthogonales).

Ainsi
{id} | {r, 72} | {r, 3} | {s, 25} | {rs, r3s}
Yuiv | 1 1 1 1 1
i | 1 1 1 1 1
Yo | 1 1 1 1 1
s | 1 1 1 1 1
X4 2 -2 0 0

Les sous-groupes distingués de Dg sont Dg, ker y1 = {id, 72, s, r2s}, ker xyo = {id, r, 72, r3},
ker x3 = {id, 72, rs, r3s}, {id} et leurs intersections ; autrement dit les sous-groupes distingués
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de Dg sont
D, {id}, (r) =kerx2 ~ 2/, (r?) = {id, r*} = L/oy,
ker x1 = (s, 12) ~ Z/2Z X Z/QZ’ ker x3 = (rs, 1) ~ Z/2Z X Z/2Z.

Le groupe dérivé de Dg est kerx; N kerxs = {id, 2} et le centre de Dg est {g €
Ds |Vi|xi(9)| = xi(id)} = {id, r*}.
4.3.5. Le groupe des quaternions. — Rappelons que le groupe des quaternions est
Hs = {1, -1, i, —i, j, —j, k, —k}
avec
PP=2=k=-1 ij=—ji=k jk=—kj=1 ki=—ik=j

C’est I'un des deux groupes non abéliens (ij = —ji) d’ordre 8.
Le groupe Hg possede cinq classes de conjugaison

{1}’ {_1}7 {i7 _i}a {]7 _j}’ {ka _k}'
Puisque D(Hg) = {1, —1}, 'abélianisé Hs/D(Hg) de Hg est isomorphe au groupe de KLEIN,

i.e. est isomorphe a Z/QZ X Z/QZ. Il en résulte que Hg possede quatre caracteres de degré 1.
Ainsi si p; est une représentation irréductible de Hg de degré d; nous avons
o d'une part dy =dy =ds =dys =1,

5
o d’autre part Z d? = 8.

i=1
Par conséquent di =do =dz =dg =1 et ds = 2.
La table des caracteres de Hg est donc

{id} | {r, 72} | {r, 3} | {s, 725} | {rs, r3s}
Yoo | 1 1 1 1 1
1|1 1 1 1 1
Yo | 1 1 1 1 1
s | 1 1 1 1 1
X4 | 2

On peut obtenir la derniére ligne en utilisant que les colonnes sont orthogonales :

{id} | {r, 72} | {r, 3} | {s, r2s} | {rs, r3s}

Xtriv | 1 1 1 1 1
X1 1 1 -1 1 -1
X2 1 1 1 -1 -1
X3 1 1 -1 -1 1
X4 2 -2 0 0
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On peut aussi voir que py: Hg — GL(2,C) définie par

=5 %) mo=( 0 5) mw=(05) men=(y %)

est une représentation dont le caractere est donné par

X4(1) =2, X4(_1) = -2, X4(i) =0, X4(j) =0, X4(k) =0.

Cette représentation est irréductible car

1
(x4, X4>:§<1><22+(—1)><(—2)2+2><O+2><0+2><0):1.

Remarque 4.3.7. — Les deux exemples précédents (Dg et Hg) montrent que deux groupes
non isomorphes G et H peuvent avoir des tables de caractéres "isomorphes" au sens ou il existe
une bijection des classes de conjugaison de G sur celles de H, respectivement des classes de
représentations irréductibles de G sur celles de H telles que les tables obtenues soient les mémes.
Il existe néanmoins deux fagons de distinguer deux groupes ayant la méme table a partir de la
table.

L’application g — ¢? est compatible & la conjugaison donc induit une application ¢ — ¢? de
I’ensemble des classes de conjugaison de G dans lui-méme. Pour Dg nous avons

{s, 125} = {¢}
tandis que pour Hg nous avons
{£3¥?={-1}.

Autrement dit la bijection entre les classes de conjugaison qui rend les tables de caractéres
identiques n’est pas compatible & 'opération "carré des classes de conjugaison’ ce qui permet
de distinguer les deux groupes.

Si on le souhaite, on peut au lieu de considérer une opération sur les classes de conjugaison
considérer une opération sur les représentations. Si (V, p) est une représentation de G, alors

21, . VRV
Sym*V := /Vect((m®vz—v2®vl)|vl7 vz € V)

est une représentation quotient de p ® p notée Sym? (p) dont le caractere est donné par
1
Xsym2(p)(9) = 5 ((9)” + Xp(97))-
Ainsi Sym?(x4(Dg)) = xtriv(Dg) + x1(Dg) + x3(Dg) tandis que Sym?(x4(Hg)) = x1(Hg) +

x2(Hg)+x3(Hg). Ainsi la bijection entre les caracteres de Dg et ceux de Hg n’est pas compatible
a opération "carré symétrique" ce qui permet de distinguer les deux groupes.
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4.3.6. Le groupe S;. — Le groupe symétrique Sy possede cing classes de conjugaison (Pro-
position 1.2.4) :
C = {id},

Co={(12), (13),(14),(23),(24), (34)},

C3={(12)(34), (13)(24), (14)(23)},

Cy={(12 3 ), (132), (124), (142),(134),(143),(234),(243)},
Cs={(1234),(1243),(1324),(1342),(1423),(1432)}.

Il y a donc cing représetntations irréductibles a équivalence pres. On peut déja donner deux
représentations de degré 1
¢ la représentation triviale ptyiy ;
¢ la représentation signature sgn.
Intéressons-nous a la représentation par permutations. Notons B = (ey, ez, e3,e4) la base
canonique de C*. On définit la représentation par permutations par
pp: Sy — GL(C4) o — (62‘ — ea(i))'
Cette représentation laisse stable Vect(1,1,1,1) dont
H = {z = (z1,22,23,24) € C*| 21 + 2o + 23 + 24 = 0}

est un supplémentaitre stable. Elle induit une représentation pg appelée représentation standard
sur H. Comme pp induit la représentation triviale sur Vect(1,1,1,1) nous avons la relation
Xpp = Xpuiv T Xpg- Reste a savoir si x,g est irréductible, i.e. si (x,q, Xpg) = 1. Mais x,,(0)
est le nombre de 1 sur la diagonale de la matrice de permutations o, c¢’est-a-dire le nombre de
points fixes de o (Exemple 4.1.4). Ainsi

Xop(id) =4, xpp((12)) =2, xpp((12)(34)) =0, xpp((123
(en effet Fix(id) = {1, 2, 3, 4}, Fix((1 2)) = {3, 4}, Fix((1 2)(3 4)) =
Fix((1 2 3 4)) = 0) d’ott (puisque X,5(9) = Xpp(9) = Xpui (9) = Xpp (9
Xps(id) =3, Xps((l 2)) =1, Xps((l 2)(34)) = -1, Xps((l 23))

Il en résulte que

S~—
I

L Xxpp((1234))=0

0, Fix((1 2 3)) = {4} et
) —
0

~—

)
Xps((1234)) = -

(Xps> Xps) = |Sl|(1><3><3+6><1><1+3><( D) x (“1)+8x0x0+6x (~1) x (-1))
4

= 9+6+3+6
24(+++)

Nous en déduisons que pg est une représentation irréductible de degré 3. Nous la notons py.
Déterminons les deux autres représentations irréductibles de A4 notées p3 et p5. Commencons
par déterminer leurs degrés : I'identité

(deg puriv)® + (degsgn)? + (deg p3)® + (deg p)? + (deg p2)* = |S4]
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conduit a
24 — (deg puiv)? — (degsgn)® — (deg p1)® = (deg p3)® + (deg ps)*

soit 13 = (deg p3)? + (deg ps5)?. Nous en déduisons que {deg p3, deg p5} = {2, 3}.
Considérons la représentation

ps: Sa — GL(H), o sgn(o)pa(o).
Alors x5 = sgny,, d’ou

Xps(id) =1x3=3, Xps((l 2)) =(-1) x
Xps((123)) =1x0=0, xp((1234))=(-1

~ =
X
—~
|
—_
~
I

En particulier

1

1
(Xps» Xps) = 24(1><3><3+6><(—1)><(—1)+3><(—1)><(—1)+8><0><0+6><1><1) = ﬂ(9+6+3+(~3) = 1.

Il s’ensuit que ps est irréductible. De plus deg p5 = dim H = 3.

Remarque 4.3.8. — On peut donner une interprétation géométrique de ps : c’est la repré-
sentation de S comme Isom™(Cg) (Proposition 2.1.22).

Commencons a écrire la table de caracteres de Sy :

Cld) [C(12)) [C((12)(34) [C((123)) [ C((1 23 4)
Xptriv 1 1 1 1 1
Xsgn | 1 —1 1 -1
Xps | 2 ? 7 ? ?
Xps | 3 1 —1 0 —1
Xps | 3 —1 —1 0 1

ou C(g) désigne la classe de conjugaison de g € Sy.
En utilisant que les colonnes de la table de S4 sont orthogonales nous obtenons

C(id) | €((12) | C((12)(34)) | C((123)) | C((1234))
Xptriv 1 1 1 1 1
Xsgn | 1 —1 1 1 -1
Xps | 2 0 2 —1 0
Xps | 3 1 —1 0 —1
Xps | 3 —1 —1 0 1
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Rappelons que les sous-groupes distingués de S4 sont les intersections ﬂker Xp; ou I C
[triv, sgn, 3, 4, 5]. La table des caractéres de Sy assure que !

ker X piv = Sa

ker X .., = {id, C((1 2)(3 4)), C(1 2 3)}

ker x,, = {id}

ker x,, = {id, C(1 2)}

ker x, s = {id, C(1 2 3 4)}

Par suite les sous-groupes distingués de S4 sont

(on rappelle que KC désigne le groupe de KLEIN).
Explicitons p3. Nous avons la décomposition en produit semi-direct

84 ~ IC x 83.
A cette décomposition correspond un morphisme surjectif de groupes
m: 84— S‘V i~ Ss3

d’ott par composition avec la représentation standard pg de S3 une représentation de degré 2

pP3: 84 i)Sg ﬁ) GL(ﬁ)

on H désigne I’hyperplan de C3 d’équation 21 + 22 + 23 = 0, B = (e1, €2, 3) la base canonique
de C? et ps: S3 — GL(H) la représentation standard de S3 induite par la représentation par
permutation

/,)732 S3 — GL((CB), o — (ei — eg(i)).

Pour tout o dans S; nous avons

soit

Xps (id) = 2

ng((l 2)) =0

Xps (1 2)(3 4)) =2

Xps((123)) =1

Xp3((1 23 4)) = Xps ((14)(123))=0
De plus

1 1
(Xpss Xps) = ﬂ(1><2><2+6><0><0+3x2><2+8><(—1)><(—1)+6x0><0) = ﬂ(4+12+8) =1
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autrement dit x,, est irréductible.

4.3.7. Le groupe A4. — Rappelons que le groupe Ay est le sous-groupe des permutations
de 84 de signature 1. Comme Sy a 4! = 24 éléments, le groupe A4 est d’ordre 12; les éléments
de A4 sont

o id,

¢ les trois produits de deux transpositions

s = (12)(3 4) s3=(13)(2 4) se=(14)(2 3)

qui sont d’ordre 2,
¢ les huit 3-cycles

(123) (234 (341) (412 (132 (243) (314)(421)

qui sont d’ordre 3.

Nous allons établir la table des caracteéres de Ay4. Il y a plusieurs facons d’arriver au résul-
tat. La maniere la plus systématique consiste a déterminer les classes de conjugaison de Ay,
construire toutes les représentations irréductibles de A4 et calculer la valeur de leurs caracteres
sur les classes de conjugaison. C’est ce que nous allons faire avant de montrer que certains des
résultats démontrés précédemment permettent quelques raccourcis.

a) Désignons par t le 3-cycle (1 2 3). Notons que t* = (1 3 2) et que comme ¢ est d’ordre 3,
le sous-groupe T = (t) = {id, t, t?} de A4 engendré par t est d’ordre 3.

b) Le sous-groupe H = {id, s, s3, s4} de A4 est abélien et distingué dans A4. En effet un
2-SYLoOw de A4 est d’ordre 4 et comme H est d’ordre 4 et contient tous les éléments de
Ay d’ordre divisant 4 cela montre qu’il n’y a qu’'un seul 2-SYLOW qui est par conséquent
distingué dans A4 et que ce 2-SYLOW est H.

De plus tous les éléments de H sont d’ordre divisant 2 donc H est abélien ).

c) Tout élément de A4 peut s’écrire de maniére unique sous la forme t‘h avec ¢ € {0, 1, 2}
et h € H.

Considérons
o: TxH— Ay, (¢, h) — ch.

C’est une injection de T x H dans A4. En effet soient (c1, hy) et (¢, he) dans T x H tels que
c1hy = cohg. Alors cglcl = hghl_l ; en particulier puisque 02_101 appartient a T et hghl_l
appartient & H, les éléments cchl et hghfl appartiennent & TNH. Or TNH = {id} donc
(c1,h1) = (c2, he). Remarquons que |T x H| = | A4|; il en résulte que ¢ est une bijection
ce qui permet de conclure.

3. En effet soit G un groupe dont tous les éléments sont d’ordre divisant 2; si g et h sont deux éléments de
G, alors d’une part (gh)? = e et d’autre part g>°h% = e d’ott (gh)? = ¢g>h? soit ghgh = gghh et gh = gh.



d)

e)

4.3. TABLE DES CARACTERES 189

On peut vérifier que les 3-cycles ¢ et t> ne commutent & aucun élément de H ~. {id} par
un calcul direct.

Montrons que les classes de conjugaison de A4 sont
Cq = {id}, Cy=H~ {id}, C3 =tH, Cy = t*H.

Comme dans tout groupe la classe de conjugaison de ’élément neutre a un seul élément
C appartient & ’ensemble conj(.A4) des classes de conjugaison de Ajy.

Si s appartient a Co et sit®h, avec a € {0, 1, 2} et h € H, commute a s, alors t*hs = st®h
donc t*hsh = st®h?. Comme H est abélien et h? = id nous obtenons t%s = st® ce qui
entraine a = (. Le centralisateur de s est donc G et le cardinal de la classe de conjugaison
de s est égal a % = 3. Puisqu’un conjugué de s est d’ordre 2, cette classe de conjugaison

est incluse dans Cs et lui est égale pour des raisons de cardinal.
Enfin le centralisateur de ¢ et t? est T; en effet si t*ht = tt°h alors ht = th et donc

h = id. Il s’ensuit que la classe de conjugaison de t est de cardinal % =4. Or

(t°h)t(t%h) " = t°hth~ 't~ = t(t* 'ht' ") (t°h 1Y) € tH

car H est distingué dans A4. Donc t41ht!=% et t*h =1t~ appartiennent & H. La classe de
conjugaison de t est donc contenue dans Cs et lui est égale pour des raisons de cardinalité.
On obtient de la méme facon que la classe de conjugaison de % est Cy.

Soit ¢ = e une racine primitive 3iéme de I'unité. Rappelons que p, désigne ’ensemble
des racines nie¢me de I'unité. Pour 0 < j < 2 on définit 77 : Ay — uz par o/ (t*h) = (7% si
0<a<2etheH. Alors 7 =1id, 1 et n? sont des caracteres linéaires distincts de Ay.
En effet si 0 < a, b < 2 et si h, g appartiennent & H, alors t®ht’g = t*+b(t~bhtb)g.
Puisque H est distingué dans Ay, on a t~°ht® appartient & H et donc (t*bhtb) g appartient
a H. De plus nJ (t°htbg) = ¢ilath) — cjacib — 0 (t°h)n? (tbg).
Soit V' la représentation de permutation associée a I’action naturelle de A4 sur {1, 2, 3, 4}.
Rappelons que cette représentation est C* muni de 'action de A4 définie dans la base
canonique (e, €2, €3, e4) par g(e;) = ey(;). L’hyperplan W d’équation x1 +z2+x3+x24 = 0
est stable par A4 et la représentation obtenue est irréductible de caracteére :

xw (id) = 3, xw(g) = —1sigeH\{id}, xw(g) =0sig¢H.

En effet la représentation V' se décompose sous la forme V' & W ou V' est la droite
engendrée par e; + ez + eg + e4. Puisque V est une repésentation de permutation xy (g)
est le nombre de points fixes de g agissant sur {1, 2, 3, 4}. Nous avons donc

xv(id) = 4, xv(g) =0sigeH\{id}, xv(g) =1sig¢H.
Nous en déduisons le caractere de W car xy = xy' + xw et xy/(g) = 1 pour tout g € Ay
(en effet e + ez + e3 + ey est fixe par Ay donc xy7 = Xp,.., ). Par suite

xw(id) = 3, xw(g) = —1sigeH\{id}, xw(g) =0sig¢H.
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Montrons que W est irréductible. Commencons par constater que si g appartient a Ay
et si v = (1, 22,3, 24) appartient & C*, alors

g v =T1eg(1) + Ta€g2) T Taeg(s) + Tacq(a) = (Tg1(1) Tg-1(2) Tg1(3) Ty a))

Supposons que v appartienne a W N {0} ; soit W’ le sous-espace de W engendré par les
g-v pour g € Ay. Montrons que W = W’ quel que soit v. Il existe donc 7 # j tel que
x; # x;; sans perdre de généralité on peut supposer que x; # 2. L'image de v par
le 3-cycle t est alors (3,%1,x2,24); il s’ensuit que W’ qui contient ¢ - v et v contient
w=t-v—v=(r3—x1,r1 — T2, 2 — x3,0). Le sous-espace W' contient aussi w + g - w si
g=(13)(24), et comme

w+g-w=(xr] —x2)(ea +e4 — €1 —e3)

et x1 —xo # 0 il contient le vecteur f; = e; —es +e3 —ey. Il contient donc aussi les images
fo=e1+ex—e3—eqet fs =e —ey —e3+ ey de f1 par les 3-cycles (2 4 3) et (2 3 4).
Puisque f1, f2 et f3 forment une base de W nous avons ’égalité recherchée W = W',

Le groupe A4 compte quatre classes de conjugaison, il a donc quatre représentations
irréductibles & isomorphismes prés qui sont les trois caractéres linéaires piiv, 1 et 7% et
la représentation W de dimension 3. Les valeurs des caracteres de ces représentations ont
été calculées ci-dessus d’ou la table des caractéres de Ay :

Ch| Cy | Cy | Cy

Xptriv 1 1 1
Xn 1 q CQ
X2 | 1|1 ¢ ¢
xw | 3 |—-1101]0

Remarque 4.3.9. — Le groupe dérivé D(Ay) de Ay est isomorphe au groupe de KLEIN K. Par

suite I'abélianisé de A4 qui est le quotient A4/IC est d’ordre % = 3. Il en résulte que A4 possede

12

4

= 3 caracteres de degré 1. Notons Irr(.44) ensemble des représentations irréductibles de

Ay. La formule de la Proposition 4.2.8 assure que

SO

it

12= Ay =1+1+14 ) (deg p)%;

pEIrr(Ay)
deg p>1

9= > (degp)®.

p€Elrr(Ay)
deg p>1

Nous en déduisons que {p € Irr(A4) | degp > 1} est constitué d’une unique représentation de
degré 3.



4.3. TABLE DES CARACTERES 191

Remarque 4.3.10. — On peut utiliser la Proposition 4.2.8 pour démontrer l'irréductibilité
de W : )
xw, xw) = 5(32 +3x (1) +8x0) =1
donc W est irréductible.
Remarque 4.3.11. — Supposons que nous ayons construit des repréentations piiy, 7, 72

et W dont les caracteres prennent les valeurs de la table sur C7, Co, C3 et C4 mais qu’on ne
sache pas quelles sont les classes de conjugaison de A4. On peut en déduire que ces classes sont
exactement C, Cy, C3 et Cy ce qui permet de se passer des points d) et e) ci-dessus. En effet
comme 12 + 12 4+ 12 + 32 = 12 la formule de la Proposition 4.2.8 assure que les représentations
irréductibles de G sont piriv, 7, 7> et W et donc que A4 a quatre classes de conjugaison
(Corollaire 4.2.6). Or si i # j, il existe une représentation irréductible de A4 prenant des
valeurs distinctes sur C; et C;. Comme une représentation irréductible de A4 est constante
sur une classe de conjugaison, nous en déduisons que si C est une classe de conjugaison dans
Ay il existe 1 < i(C) < 4 tel que C C Cy). Les éléments de C' formant une partition de Ay
Papplication C' — i(C') est surjective; les deux ensembles ayant le méme nombre d’éléments
elle est bijective. De plus Cj¢y = C sinon un élément de Cjcy \ C ne serait pas dans la réunion
des classes de conjugaison. Ainsi les classes de conjugaison de A4 sont les C;.

Remarque 4.3.12. — Notons Irr(A4,) Pensemble des représentations irréductibles de Aj.
Supposons W construite. La formule de la Proposition 4.2.8 assure que
12=[Agf =9+ > (degp)’
pEIrr(As)~{W}

de plus il y a une unique maniere décrire 3 comme une somme de carrés. Par conséquent le
groupe Ay a trois caracteres linéaires distincts. Autrement dit le groupe ;l\4 des caracteres
linéaires de A4 est d’ordre 3 donc isomorphe a Z/3Z; en particulier il est cyclique et si on note
7 un générateur les éléments de Ay sont n, n* et le caractére trivial. Puisque 7 est d’ordre 3 il
est a valeurs dans le groupe us des racines 3-iemes de 'unité et son image étant un sous-groupe
de p3 non réduit a l'identité c’est us tout entier. En particulier I'image de n est d’ordre 3 et
son noyau d’ordre % = 4. Par ailleurs H C ker x car 'unique élément de pusg d’ordre divisant 2
est 1. Il s’ensuit que ker y = H ce qui permet de donner une autre démonstration de b). Enfin
comme t n’appartient pas & H nous avons n(t) # 1 et donc n(t) = p ou n(t) = p?. Quitte a
remplacer 1 par 5 nous pouvons supposer que 7(t) = p. Alors

1sige H=C1U(Cy
n(g) = psige Cs=tH
p?sigeCy=tH
Ceci permet en utilisant la Remarque 4.3.11 de compléter la table des caracteres de A4 sans
avoir utilisé un seul des points a)-e) au sujet de la structure de A4, ni le point f).

4.3.8. Le groupe S5. —
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4.4. Propriété d’intégralité
4.5. Groupes abéliens finis et représentations linéaires des groupes finis

Référence : [Colll, p. 132-134]

Legons possibles :

104 : Groupes abéliens et non abéliens finis. Exemples et applications.

110 : Structure et dualité des groupes abéliens finis. Applications.

102 : Groupe des nombres complexes de module 1. Sous-groupes des racines de ’'unité. Applications.

107 : Représentations et caractéres d’un groupe fini sur un C-espace vectoriel. Exemples.

Soit G un groupe fini. Notons G Pensemble des caractéres linéaires de G. Notons que G est
un groupe abélien pour la multiplication des caracteres linéaires : si x1, x2 appartiennent a G,
alors

x1(9)x2(9) = xixe(9)  VgeG;
on peut donc considérer le groupe G de ses caracteres linéaires. La formule de multiplication ci-

dessus montre que si g € G, alors x — x(g) est un caractére linéaire de (A}, d’ott une application
naturelle

[N}

t: G —
définie par
ug9)(x) = x(9)-
Cette application est un morphisme de groupes puisque si g, h appartiennent a G alors
gh)(x) = x(gh) = x(9)x(h) = ((g)) ) ()(x)  Vx€G
et donc t(gh) = 1(g)(h).

Proposition 4.5.1. — Si G est un groupe fini, alors 1: G — G est un isomorphisme de
groupes.
Définition 4.5.1. — Soit G un groupe abélien fini. L’exposant exp(G) de G est le maximum

des ordres des éléments de G.

Lemme 4.5.2. — Si G est un groupe abélien fini, alors G et G ont méme exposant.
Démonstration. — Si H est un groupe abélien fini, on note N(H) son exposant.
Si x est un élément de H, alors pour tout g € G
XY (g) = x(9)" ™ = x (") = x(ec) = ea
et donc N (H) — id. Il en résulte que l'exposant de H divise celui de H.

En particulier I'exposant de G divise celui de G et N(G) C N(G). De méme l'exposant de
G divise celui de G et N(G) € N(G). Do

(4.5.1) N(G) € N(@) € N(Q)
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Mais G et G sont isomorphes donc N(é) = N(G) et (5.8.1) implique N(é) = N(G) =
N(G). O

Théoréme 4.5.3. — Soit G un groupe abélien fini. Il existe r € N et des entiers N1, No, ...,
N, ot N, est I'exposant de G et N;11 divise N; sii <r — 1 tels que

G~ @LlZ/Niz-
Démonstration (par récurrence sur |G|). — Si |G| = 1, alors r = 0.

Supposons donc que |G| > 1. Posons N = N; = exp(G). Alors x(g) est une racine N-iéme
de 'unité pour tous x € G et g € G. Notons que N = exp(@) (Lemme 4.5.2). 1l existe donc
x1 d’ordre N et comme x1(G) est un sous-groupe du groupe cyclique puy = {z € C| 2N = 1},
c’est pun tout entier. Il existe donc g1 € G tel que x1(g1) = exp (QIW”) L’ordre de g1 divise NV
(définition de exp(QG)); ainsi g1 est d’ordre N et le sous-groupe H; = (g1) de G est isomorphe
2Ly

Montrons que G = Hj @ ker x1 : x1 induit un isomorphisme de Hy sur py car x; est surjectif
et |Hi| = |un| = N. Notons a: puy — Hy son inverse. Soit g € G alors a = a(x1(g)) € Hy et
b=a"lg vérifie

x1(b) = x1(a™g) = x1(a”xa(9) = xa(a) 'xalg) = 1.
Ainsi b appartient a ker y;. On peut donc écrire tout élément g de G sous la forme ab avec
a € Hy et b € ker x1.
Puisque x est injectif sur H; nous avons HyNker y; = {1}. Il en résulte que G = H; @ ker x;.
Comme 'exposant de ker y; C G divise 'exposant de G, I’hypothése de récurrence assure

que
-

ker x1 ~ @ Z/NZZ
i=1
et donc que

.
G =H; @ kery1 = Lz @ kerxi QZ/NZ@@Z/MZ
i=1






CHAPITRE 5

EXERCICES

5.1. Premiers pas

Exercice 1 Parmi les ensembles suivants lesquels sont des groupes pour 'opération donnée ?
- QF, +
. Q*v )
Y/ .
. /nZ’ 'a
Z 0. .-
. /nZ \{ }a 3
AM e M, »(R) | det M =1}, -;
AM e M, »(R) | det M =0}, + .

S Ot s W NN

Eléments de réponse 1

2. Q"

5. {M € M,, ,(R)| det M =1}, -
sont des groupes.

Remarque sur le 4. : Z/nZ ~ {0}, - n’est pas un groupe en général. Si n est premier, alors
Z/nZ ~ {0} = Z/nZ* est un groupe.

Remarque sur le 6. : 'opération + n’est pas interne. Soient
11 00

det A=0 det B=10 det A+ B=1#0.

nous avons

Exercice 2 Parmi les groupes suivants lesquels sont abéliens ?
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1. R[z]<s, + (les polynémes de degré d < 8 dans une variable x & coefficients réels) ;
2. GL(n,R), - (les matrices inversibles de taille n x n & coefficients réels) ;
3. 84, O.

Eléments de réponse 2 R[z]<g, + (les polynomes de degré d < 8 dans une variable z &
coefficients réels) est un groupe abélien.
Exercice 3 Lesquels des ensembles A sont des sous-groupes du groupe G donné ?

1. A =1R[z]g, + (les polynémes de degré 8) et G = R|x]<s, +;

2. A=100Z et G = 10Z;

3. 4=2A0g et G=2A007:

4. A=L/ 07 et G=1.

Eléments de réponse 3 A = 100Z est un sous-groupe de G = 10Z.

Remarque sur le 3. : Z/l()Z Z Z/lo()Z'
Remarque sur le 4. : Z/lOZ Z 7.

Exercice 4 Quels sont les éléments de (Z/SZ> ?

*

sont les éléments de (Z/82>

Exercice 5 Pour quelles opérations parmi I’addition + et la multiplication - ’ensemble suivant
est-il un groupe?

1. Z;

2. C;

3. C*;

4. Z/SZ ;

5. (Z4z)
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6. 24y
7. (Zag)
8. {1, —1}.

Eléments de réponse 5
1. Z, +;

2. C, +;

3. C*, -

4

d. (Z/SZ)*a 3
6. Ly, +, -
7. (Z/'?Z)*a 0
8. {1, -1}, -

sont des groupes.

Exercice 6

Quel est I'ordre de 0 dans Z 7

Quel est I'ordre de 1 dans Z 7

Quel est I'ordre de 2 dans Z 7

Quel est 'ordre de B dans P(A), A, avec A, B#(?
Quel est l'ordre de 1 dans Z/QZ ?

AN

&

Quel est I'ordre de 1 dans (Z/gz>* ?

=

Quel est I'ordre de 4 dans Z/QZ ?
8. Quel est 'ordre de 4 dans (Z/QZ)* ?

Eléments de réponse 6
1. L’ordre de 0 dans Z est : 1.
L’ordre de 1 dans Z est : co.
L’ordre de 2 dans Z est : co.
L’ordre de B dans P(A), A, avec A, B # () est : 2.
L’ordre de 1 dans Z/QZ est : 9.

AR B S S
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6. L’ordre de 1 dans (Z/QZ>* est : 1.
7. L’ordre de 4 dans Z/QZ est : 9.
8. L’ordre de 4 dans (Z/QZ)* est : 3.

Exercice 7 Compléter pour obtenir un énoncé correct : Soit  un élément d’un groupe fini
G. Si zF = eq pour un certain k € N*, alors

1. k divise 'ordre de G;
2. lordre de x divise k;

3. k divise 'ordre de x.

Eléments de réponse 7 Soit z un élément d’un groupe fini G. Si 2* = eq pour un certain
k € N* alors

2. Tordre de x divise k.

Remarque sur Passertion 1. : rappelons que ¢F = e, k € N*, si et seulement si I'ordre o(g)
de g divise k. Le théoréeme de LAGRANGE assure que o(g) = |(g)| divise |G|. Si k = o(g) + |G|,

alors
gk _ go(g)—HGl _ gO(g)g|G| —ee=¢

mais k = o(g) + |G| ne divise pas |G].

Exercice 8 Compléter pour obtenir un énoncé correct : Soit G le groupe Z/4Z X Z/GZ' Soit
g = ([1]4, [46)-

L. (g) = {([1]4, [4]6), ([2, [2l6), ([3]4, [0]6), ([0]4, [4]6)};

2. (9) = {([1a, [4]6), ([2la; [2]6) ([3]4, [0]6), ([O]4, [4]6), ([1]a, [2l6), ([2]4, [Ol6), ([3]a, [4]6).
([0]4, [2l6), ([1]a, [06), ([2]a, [4]6), ([3]4, [2]6), ([0la, [0]6)} ;

3. (9) =G

Eléments de réponse 8 Soit G le groupe Z/4Z X Z/GZ' Soit g = ([1]4, [4]6)-
2. (g) = {([1s, [4]6), ([2]1 [2]6), ([3]4; [0l6), ([0]4, [4]6) ([1]s, [2]6), ([2], [0]6), ([3]4; [4l6), ([O]4, [26), ([1]4,

Exercice 9 Quelles sont les implications correctes ?
1. Si G est un groupe abélien, alors G est cyclique;
2. Si G est un groupe cyclique, alors G est abélien ;
3. Si G est d’ordre p, avec p un nombre premier, alors G est cyclique;

4. Si G est d’ordre fini et cyclique, alors G est d’ordre premier.

Eléments de réponse 9 Les assertions correctes sont :
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2. Si G est un groupe cyclique, alors G est abélien ; en effet si G est cyclique, il existe g € G
tel que G = (g). Soient a et b dans G, ils s’écrivent aussi ¢ et g*, ¢, k € Z et
ab = gfgk — g€+k — gk+£ — gkgé — ba.

3. Si G est d’ordre p, avec p un nombre premier, alors G est cyclique. En effet soit g € G~ {e}.
Le théoreme de LAGRANGE assure que l'ordre de g divise p. Puisque p est premier, ’ordre
de g est p et g est un générateur de G.

Remarque sur le 1. : 'assertion est fausse, considérons par exemple G = Z/2Z X Z/QZ, c’est
un groupe abélien, non cyclique.

Remarque sur le 4. : l'assertion est fausse, considérons par exemple G = Z/4Z, c’est un
groupe d’ordre fini et cyclique mais 4 n’est pas premier.

Exercice 10 La décomposition de la permutation (1 2 3 4)(2 3)(1 4 3) de Sy en cycles disjoints
est :

1. (324);

Eléments de réponse 10 La décomposition de la permutation (12 3 4)(2 3)(1 4 3) de Sy
en cycles disjoints est :

1. (324);
3. (24 3)(1).

Exercice 11 L’ordre de I’élément (1 3)(2 4 5)(6 9 8 7) dans Si; est
1. 9;
2. 11;
3.12;
4. 24.

Eléments de réponse 11 L’ordre de I'élément (1 3)(245)(69 87) dans Sy est 12.
En effet 1’élément (1 3)(24 5)(6 9 8 7) a pour décomposition en cycles a supports disjoints
(13)(245)(6987). De plus

o((13)) =2 0((245) =3 o((6987)) =4
L’ordre de (1 3)(2 4 5)(6 9 8 7) est ppcm(2,3,4) = 12.
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Exercice 12 Soit Dg = {id, r, 72, r3, s, sr, sr%, sr3} le groupe diédral d’ordre 8. Pour rappel,

dans ce groupe on a r* = id, s* = id et r¥s = sr~F, pour k € Z. Parmi les énoncés suivants
lesquels sont vrais?

1. Dans Dg il y a 4 réflexions et 4 rotations;
2. Dans Dg il y a exactement 4 éléments d’ordre 2;

3. Dans Dg il y a exactement 4 éléments d’ordre 4.

Eléments de réponse 12 Soit Dg = {id, r, r2, 73, s, sr, sr?, sr3} le groupe diédral d’ordre

8. Pour rappel, dans ce groupe on a r* = id, s* = id et r*s = sr~*, pour k € Z. L’énoncé
suivant est vrai :
1. Dans Dg il y a 4 réflexions et 4 rotations.

Les autres assertions sont fausses. En effet id, r, 72 et 72 sont des rotations alors que s, sr, sr?

et sr3 sont des réflexions. Les éléments d’ordre 2 sont les réflexions et 2. Les éléments d’ordre
4 sont r et r3.

Exercice 13 Soit G le groupe des isométries qui préservent un polygdne régulier P a 5 cOtés.
Parmi les énoncés suivants lesquels sont corrects ?

1. G= D10 )
. G=Ds5;
. Six € G est d’ordre 2, alors x préserve exactement un sommet de P ;

2
3
4. Si x € G est d’ordre 2, alors x préserve exactement deux sommets de P ;
5. Dans G, il y a des éléments d’ordre 1, 2 et 5;

6

. Dans G, il y a des éléments d’ordre 1, 2, 5 et 10.

Eléments de réponse 13 Soit G le groupe des isométries qui préservent un polygdne régulier
P a b cotés. Les énoncés suivants sont corrects :

1. G = D10 ;
3. Si x € G est d’ordre 2, alors x préserve exactement un sommet de P ;

5. Dans G, il y a des éléments d’ordre 1, 2 et 5.

Exercice 14 Soit (G, ) = (Z, +), H=4Z et g = 3. Alors g « H est égal a :
1. 34+47Z;
2. 127;
3. (..., —1,3,7,11,...};
4. =5 H.
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Eléments de réponse 14 Soit (G, ) = (Z, +), H =47 et g = 3. Alors g * H est égal & :
1. 344Z;
3. {...,—1,3,7,11,...};
4. =5+ H.

Exercice 15 Soient G un groupe et H un sous-groupe distingué de G. Parmi les énoncés
suivants lesquels sont corrects ?

1.VgeG,VheH,onaghg ' € H;
2.VgeG,VheH, onaglthgeH;
3.VgeG,VhecH,onahgh ! € H;
4. Vg€ G,VheH,onah lgheH.

Eléments de réponse 15 Soient G un groupe et H un sous-groupe distingué de G. Les
énoncés suivants sont corrects :

1.VgeG,VheH, onaghg t €H;
2.VgeG,VheH,ona g 'hg € H.

Exercice 16 Soient G un groupe et H un sous-groupe propre de G. Parmi les énoncés suivants
lesquels sont corrects ?

1. En général, il y a exactement une classe a gauche suivant H qui est un sous-groupe de G.

2. SiH est distingué dans G, alors les classes a gauche dans G suivant H sont des sous-groupes
de G;

3. En général, il y a autant de classes a gauche que de classes a droite;
4. Si H est distingué dans G, alors il y a autant de classes a gauche que de classes a droite;

5. Soit g € G. Si H est distingué dans G, alors gH = Hg.

Eléments de réponse 16 Soient G un groupe et H un sous-groupe propre de G. Les énoncés
suivants sont corrects :

1. En général, il y a exactement une classe a gauche suivant H qui est un sous-groupe de G.
3. En général, il y a autant de classes a gauche que de classes a droite;
4. Si H est distingué dans G, alors il y a autant de classes a gauche que de classes a droite;

5. Soit g € G. Si H est distingué dans G, alors gH = Hg.

Exercice 17 Soit G un groupe. Parmi les énoncés suivants lesquels sont corrects ?

1. Si G n’est pas abélien, alors G a au moins un sous-groupe propre (i.e. distinct de {eg}
et de G) qui n’est pas distingué dans G;
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. Si G est abélien, alors tous les sous-groupes de G sont distingués dans G

. Si G est abélien et H est un sous-groupe propre de G, alors Gr/H est abélien ;

. Si G n’est pas abélien et H est un sous-groupe distingué propre de G, alors G/H n’est pas

abélien ;
Si G est cyclique et H est un sous-groupe de G, alors G/H est cyclique;
Si G n’est pas cyclique et H est un sous-groupe de G, alors G/H n’est pas cyclique.

Eléments de réponse 17 Soit G un groupe. Les énoncés suivants sont corrects :

2.

Si G est abélien, alors tous les sous-groupes de G sont distingués dans G ; cela découle de
la définition de sous-groupe distingué.

. Si G est abélien et H est un sous-groupe propre de G, alors Gr/H est abélien; En effet

soient g1H et goH deux éléments de G/H, alors
g1H-goH = g1goH (définition de cette opération)
= g2g1H (car G est abélien)
= goH - g1H (définition de cette opération)

. Si G est cyclique et H est un sous-groupe de G, alors G/H est cyclique. En effet soit x

un générateur de G. Soit gH un élément de Gr/H. Il existe k € Z tel que g = z¥ donc
gH = zFH = (2H)*. Ainsi 2H est un générateur de G/H.

L’assertion 1. est fausse. Le groupe des quaternions Hg n’est pas abélien et n’a pas de sous-
groupe propre qui n’est pas distingué.

L’assertion 4. est fausse. Considérons par exemple les groupes G = Dg et H = (r), alors

G/H

~ Z/QZ et donc G/H est abélien.

L’assertion 6. est fausse. Considérons par exemple les groupes G = Z/QZ X Z/QZ et H =

((1, 0)). Le groupe G n’est pas cyclique mais G/H ~ Z/QZ est cyclique.

Exercice 18 Soient G un groupe et H un sous-groupe de G. Parmi les énoncés suivants lesquels

sont corrects ?

1.
2.

Si 'ordre de G est infini, alors le nombre de classes a gauche dans G suivant H est infini;

Si l'ordre de G est infini et l'ordre de H est infini, alors le nombre de classes a gauche
dans G suivant H est infini;

. Si l'ordre de G est infini et 'ordre de H est fini, alors le nombre de classes & gauche dans

G suivant H est infini;

. Silordre de G est fini, alors le nombre de classes a gauche dans G suivant H divise l'ordre

de H;
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5. Si l’ordre de G est fini, alors le nombre de classes a gauche dans G suivant H divise 'ordre
de G.

Eléments de réponse 18 Soient G un groupe et H un sous-groupe de G. Les énoncés suivants
sont corrects :

3. Sil'ordre de G est infini et I’ordre de H est fini, alors le nombre de classes a gauche dans G
suivant H est infini. En effet les classes a gauche forment une partition de G. Toute classe
a gauche suivant H est en bijection avec H. S’il n’y avait qu’un nombre fini de classes a
gauche suivant H, alors G serait fini.

5. Sil’ordre de G est fini, alors le nombre de classes a gauche dans G suivant H divise ’ordre
de G. Cela découle du théoreme de LAGRANGE.

L’assertion 1. est fausse. Considérons par exemple G = Z et H = 27Z. Il y a deux classes a
gauche.

L’assertion 2. est fausse. Considérons par exemple G = Z et H = 27Z. Il y a deux classes a
gauche.
Exercice 19 Pour l'action - donnée du groupe G sur ’ensemble A, déterminer :

1. I’élément 1 - 3 si - est laction de G = Z/GZ sur lui-méme (A = G) par translation;
2. I’élément 5 - 1 si - est I'action de G = (Z/6Z) sur lui-méme (A = G) par translation ;
3. lélément (1 2) -2 si - est 'action triviale de G = S3 sur A = {1, 2, 3, 4};

4. élément (1 2) - (3 4) si - est 'action par conjugaison de G = Sy sur lui-méme (A = G).

Eléments de réponse 19
1. Si - est l'action de G = Z/GZ sur lui-méme (A = G) par translation, alors 1’élément 1 -3
est 1+3=4;
2. si - est Vaction de G = (Z/GZ)* sur lui-méme (A = G) par translation, alors I’élément
5-1estH;
3. si - est l'action triviale de G = Sz sur A = {1, 2, 3, 4}, alors I’élément (1 2) - 2 est 2;

4. si - est 'action par conjugaison de G = 84 sur lui-méme (A = G) 'élément (1 2) - (3 4)
est
(12)0(34)0(12)71=(34).

Exercice 20 Soit - une action du groupe G sur I’ensemble A. Soient g € G et a € A.
1. L’élément g - a & quel ensemble appartient-il 7
2. Si g = eq, alors que vaut g-a”?

3. Est-ce que 'orbite de a est un sous-ensemble de A ou de G?
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Est-ce que le stabilisateur de a est un sous-ensemble de A ou de G 7

De quel ensemble est-ce que le noyau de I'action est un sous-groupe ?

Eléments de réponse 20 Soit - une action du groupe G sur l'ensemble A. Soient g € G et
a € A.

1.

L’élément g - a appartient a A.

. Sig=egq,alors g-a=a.
. L’orbite de a est un sous-ensemble de A.

2
3
4.
5

Le stabilisateur de a est un sous-ensemble de G 7

. Le noyau de l'action est un sous-groupe de G.

Exercice 21 Soit - une action du groupe G sur 'ensemble A. Soient g € G et a € A. Vrai ou

faux?

NS gtk W

Sig-a=b,alorsg=b-a"';

Sig-a=b,alorsa=g""-b;

L’orbite de a est un groupe;

Le stabilisateur de g est un groupe;

Si le noyau de laction est {eq}, alors l'action est fidele;

L’action est transitive si et seulement s’il n’y a qu’une seule orbite;

Le stabilisateur de g est un sous-groupe distingué de G.

Eléments de réponse 21 Soit - une action du groupe G sur Pensemble A. Soient g € G et
a € A.

1.
2.

NS G

1

Sig-a="b,alors g=>b-a"'; faux : écrire a~! n’a pas de sens.

Sig-a=b,alorsa =g '-b;vrai:sig-a=b,alors g~'-(g-a) = g~ -bsoit (¢ 'g)-a=g b
ou encore a = g~ 'b.

L’orbite de a est un groupe; faux : les orbites forment une partition de A, ce sont des
ensembles sans structure.

Le stabilisateur de g est un groupe; vrai.
Si le noyau de laction est {eg}, alors l'action est fidele; vrai.
L’action est transitive si et seulement s’il n’y a qu’une seule orbite; vrai.

Le stabilisateur de g est un sous-groupe distingué de G ; faux.
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Exercice 22 Soit G un groupe. Soient a, b deux éléments de G d’ordre fini. Le groupe engendré
par a et b est-il fini ?

Eléments de réponse 22 Non (considérer par exemple le groupe G des permutations de Z
engendré par f(z) = —z et g(x) =1 —z. Alors fof=id, gog =id mais fog: z — z —1
donc (f og)": x — x — n. Le groupe G contient donc tous les éléments de la forme x — x —n
avec n dans Z. En particulier il est infini.

Exercice 23 Dans le lemme chinois expliciter rapidement comment on construit 1’isomor-
phisme.

Eléments de réponse 23 Lemme chinois. Si p et ¢ sont premiers entre euz, alors

7 N/ 7
YpgZ = Y p < Vg

Soit 7, resp. 7, resp. " la classe de n modulo pq, resp. p, resp. q. Considérons le morphisme
Z/qu — Z/pZ X Z/q% n = (7,n)
e . A sz 1ss |7 Y/ 7
11 est injectif car pged(p, ¢) = 1. On conclut grace a I’égalité ‘ /qu‘ = ‘ /pZ X /qZ .
Exercice 24 Donner un exemple de groupe fini simple.

Eléments de réponse 24 Le groupe des permutations A,, dés que n > 5.

5.2. Seconds pas
Exercice 25 Soit G = {a +bv2]|a € Q, b€ Q} CR.

1. Montrer que G est un groupe pour l'addition.

2. Montrer que ’ensemble des éléments non nuls de G est un groupe pour la multiplication.

Eléments de réponse 25 Soit G = {a +bv/2|a € Q, b€ Q} C R.

1. Montrons que G est un groupe pour ’addition. Il suffit de montrer que G est un sous-
groupe du groupe additif R. Or on a

(a+bv2) — (d +V'V2) = (a—d) + (b—V)V2.

2. Montrons que I’ensemble des éléments non nuls de G est un groupe pour la multiplication.
11 suffit de montrer que GN{0} est un sous-groupe du groupe multiplicatif R*. Introduisons
la quantité conjuguée a’ — b'v/2 de a’ +V'v/2. En multipliant numérateur et dénominateur
par la quantité conjuguée nous obtenons

a+bv2  (a+bv2)(d +VV2)  ad —2bV + (ab + a'b)v/2
a + b’\/ﬁ - a2 — 2h2 - a2 — 2p2
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Ainsi G \ {0} est bien un sous-groupe du groupe multiplicatif R*.

Exercice 26 Soit G un groupe. Soient H et K deux sous-groupes de G.
Montrer que H U K est un sous-groupe de G si et seulement si H C K ou K C H.
En déduire qu’un groupe n’est jamais la réunion de deux de ses sous-groupes propres.

Eléments de réponse 26 Soit G un groupe. Soient H et K deux sous-groupes de G.

Montrons que H U K est un sous-groupe de G si et seulement si H C K ou K C H.

Si K C H alors HUK = H et HU K est donc un sous-groupe de G.

Réciproquement si H U K est un sous-groupe de G et si H n’est pas inclus dans K il existe
h € H tel que h € K, en particulier h n’est pas I’élément neutre. Alors pour tout k& € K nous
avons hk € HUK (car HU K est un sous-groupe de G); ainsi pour tout k& € K nous avons
I’alternative : hk appartient & H ou hk appartient a K. Si hk appartient a K, alors puisque K est
un sous-groupe de G nous avons h = (hk)k~! appartient & K : contradiction avec I’hypothése.
Par conséquent hk appartient & H; comme H est un sous-groupe de G nous avons : k = h~!(hk)
appartient a H. Il en résulte que K C H.

Montrons qu’un groupe n’est jamais la réunion de deux de ses sous-groupes propres.

Raisonnons par I'absurde : supposons que G soit la réunion de deux de ses sous-groupes
propres; alors I'un est inclus dans l'autre d’aprées ce qui précede et dans ce cas le plus gros est
G : contradiction avec le fait que les sous-groupes soient propres.

Exercice 27 On dit qu'un élément g d’un groupe G est indéfiniment divisible si pour tout
n € N* il existe un élément h de G tel que A" = g.

1. Quels sont les éléments indéfiniment divisibles de (Q,+) ? Quels sont les éléments indéfi-
niment divisibles de (Q%, x)?

2. Soit ¢: (Q,+) = (Q%, x) un homomorphisme de groupes.

Pour tout entier n > 0 calculer p(n), puis ¢(1/n) en fonction de p(1).
3. Montrer que ¢ est constant.
4. En déduire que (Q, +) et (Q%, x) ne sont pas isomorphes.

Remarque : par contre (R, +) et (R%, x) sont isomorphes; la fonction z — exp z réalise un
isomorphisme entre ces deux groupes.

Eléments de réponse 27

1. Déterminons les éléments indéfiniment divisibles de (Q, +).

Soit x € Q. Cet élément est indéfiniment divisible pour la loi d’addition car pour tout
entier naturel n non nul nous avons n x & = x. Autrement dit tous les éléments de Q sont
indéfiniment divisibles pour ’addition.

Déterminons les éléments indéfiniment divisibles de (Q%, x).
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Soit 2 € Q* indéfiniment divisible. Alors pour tout n € N* 21/™ existe et appartient &
Q. Il en résulte que z = 1.
2. Soit ¢: (Q,+) = (Q%, x) un homomorphisme de groupes.

Pour tout entier n > 0 calculons ¢(n), puis ¢(1/n) en fonction de ¢(1). Pour tout
entier n > 0 nous avons

en) = +14+...+1)=p1)"

Pour tout entier n > 0 nous avons

1 1 1 1 1\"
p()=p(nx=)=p(-+—+...+ =) =¢( -
n non n n
d’ot 1) (1)1/n
ou |z % .
3. Montrons que ¢ est constant.
Pour tout n > 0 il existe h = ¢ (%) tel que h™ = p(1). Ainsi (1) est indéfiniment
divisible pour la multiplication. D’apres ce qui précede nous avons donc (1) = 1.

Ainsi pour tout n, nous avons ¢(n) =1 et ¢ (%) = 1. De plus pour tout rationnel g

nous avons ¢ (%) = ((p (%))p = 1. Le morphisme ¢ est donc constant.

4. Montrons (Q,+) et (Q7, x) ne sont pas isomorphes.

Raisonnons par ’absurde : supposons qu’il existe un isomorphisme v entre (Q, +) et
(Q%, x). En particulier 1) est un homomorphisme entre ces deux groupes. D’apres ce qui
précede i est donc constant ce qui n’est pas possible pour un isomorphisme.

Exercice 28 Soit G un groupe fini. Montrer que, pour tout g et tout h dans G

1

1. g et g7 ont méme ordre;

2. g et hgh™! ont méme ordre;

3. gh et hg ont méme ordre.

Eléments de réponse 28 Soit G un groupe fini.

1

1. Soit g dans G. Montrons que g et g~ ont méme ordre.

Soit g € G. Notons k I'ordre de g et £ I'ordre de g~!. D’une part (¢~1)* = e donc ¢
divise k. D’autre part ¢° = e donc k divise £. Finalement k = .
2. Montrons que, pour tout g et tout h du groupe G les éléments g et hgh~! ont méme ordre.
Notons k 'ordre de g et ¢ 'ordre de hgh™".
On vérifie que (hgh™")¥ = e donc ¢ divise k.
Par ailleurs h='(hgh™!')h a pour ordre k et (h_l(hgh_l)h)Z = e donc k divise £.

Il s’en suit que k = /.
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3. Montrons que, pour tout g et tout h du groupe G, les éléments gh et hg ont méme ordre.

Désignons par k l'ordre de gh et par £ 'ordre de hg. Remarquons que hg = h(gh)h™1.
D’apres 2. h(gh)h~! et gh ont méme ordre donc hg et gh ont méme ordre.

Exercice 29 Soit G un groupe abélien.
Montrer que les éléments d’ordre fini de G forment un sous-groupe de G.

Eléments de réponse 29 Soit G un groupe abélien. Soit H ensemble des éléments d’ordre
fini. Puisque G est abélien, si g € H et h € H, alors gh appartient & H; en effet (gh)* = gFh¥
et donc 'ordre de gh divise le produit des ordres de g et h.

Soit g € H. Notons k I'ordre de g et £ ordre de g~'. D’une part (¢~ 1)* = e donc ¢ divise k.
D’autre part g¢ = e donc k divise £. Finalement k = /.

L’élément e est d’ordre fini donc dans H.

Ainsi H est un sous-groupe de G.

Exercice 30 Soit G un groupe possédant un seul élément d’ordre 2. Notons le g.
Montrer que g est dans le centre de G.

Eléments de réponse 30 Soit h un élément quelconque de G. Nous avons
(h~tgh)(h™tgh) = htg(hh Y)gh = h 1g’h = h th = e.

Or g est 'unique élément d’ordre 2 de G donc :
e ou bien h~1gh = e soit ¢ = e : contradiction ;
e ou bien h~'gh = g soit gh = hg.
I1 en résulte que g commute avec tous les éléments de G ; c’est-a-dire g € Z(G).

Exercice 31 Soit G un groupe abélien fini d’ordre k. Soit n un entier premier avec k. Montrer
que pour tout élément g de G il existe un élément h de G tel que g = h".

(Indication : considérer I'application ¢: G — G définie par ¢(h) = h" et montrer que ¢ est
un isomorphisme de G.)

Eléments de réponse 31 Soit G un groupe abélien fini d’ordre k. Soit n un entier premier
avec k. Considérons I'application ¢: G — G définie par ¢(g) = g".
Montrons que ¢ est un isomorphisme.

Tout d’abord c’est un homomorphisme; en effet G est abélien donc (gh)” = ¢"h", i.e.
e(gh) = @(g)p(h).

Le noyau ker ¢ de ¢ est constitué des éléments g de G tels que ¢g" = e. Donc non seulement
n est premier avec k mais n est divisible par I'ordre de g qui divise k. Par suite n =1 ou g = e.
Pour n > 1 nécessairement ker ¢ = {e}. Il en résulte que ¢ est une injection d’un ensemble fini
dans lui-méme, c’est donc un homomorphisme bijectif de groupes et donc un isomorphisme.
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I1 s’en suit que @ est surjective, i.e. pour tout élément g de G il existe h € G tel que p(h) =g
soit tel que A" = g.

Exercice 32 Montrer qu'un groupe d’ordre 4 est isomorphe a Z/42 ou a Z/QZ X Z/QZ.

Eléments de réponse 32 Dans un groupe d’ordre 4 tous les éléments exceptés le neutre sont
d’ordre 2 ou 4.
Si G contient un élément d’ordre 4, alors G est isomorphe a Z/4Z.

Sinon il n’y a que des éléments d’ordre 2 et G est isomorphe a (Z/4Z)2. 1)

Exercice 33

1. Montrer qu'une matrice carrée d’ordre 2 & coefficients dans Z est dans GL(2,Z) si et
seulement si elle a pour déterminant 1 ou —1.

2. Posons A = ( (1) _01 ) et B = ( _01 _11 ) Déterminer l'ordre de A, 'ordre de B,
lordre de AB.

Eléments de réponse 33

1. Montrons qu’une matrice carrée d’ordre 2 a coefficients dans Z est dans GL(2,Z) si et
seulement si elle a pour déterminant 1 ou —1.
Le déterminant d’une matrice a coefficients entiers est entier. Soit A une telle matrice
qu’on suppose inversible et telle que son inverse soit aussi a coefficients entiers.
Nous avons det(AA~!) = det A(det A)~! = 1. Par suite det A est inversible dans 7Z et
est égal a +1.

Réciproquement soit A une matrice carrée de taille n x n a coefficients dans Z de
déterminant égal a +1. En tant que matrice a coefficients réels A est inversible et son
inverse a pour coefficients les quotients des mineurs de taille (n — 1) x (n — 1) et de
det A = 1. Ces mineurs sont des entiers, donc ces quotients sont des entiers et 'inverse
de A est a coefficients dans Z.

1. Montrons qu'un groupe G ou chaque élément est son propre inverse est abélien. Si tout élément de G est
son propre inverse, alors pour tout couple (a,b) d’éléments de G nous avons ab = (ab)™* = b 'a"! = ba. Par
conséquent G est abélien.

Montrons qu’on peut munir G d’une structure d’espace vectoriel sur Z/QZ. Pour définir une structure d’espace
vectoriel sur G (qui est déja muni d’une structure de groupe abélien) il faut définir la loi externe et la seule
définition possible est

[0]a = [0], 1]a = a.

Les quatre conditions pour que cette loi externe soit celle d’un espace vectoriel sur Z/QZ sont vérifiées.

En déduire que, si G est d’ordre fini, I’ordre de G est une puissance de 2. Puisque G est d’ordre fini, c’est un
espace vectoriel de dimension finie sur Z/QZ7 soit n. Il en résulte que G est isomorphe en tant qu’espace vectoriel
sur Z/QZ a (Z/2Z)” et lordre de G est 2.
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2. Posons A = < (1) _01 ) et B = < _01 _11 ) L’ordre de A est 4, 'ordre de B est 3,

, (11 - . (1 n
lordredeAB—<0 1>est1nﬁn1car(AB) —<0 1).

2irk
n

Exercice 34 Montrer que C,, = { exp ( ) .|k € Z} est un groupe cyclique d’ordre n pour

la multiplication des nombres complexes.

Eléments de réponse 34 Montrons que C,, = {exp (%) .|k € Z} est un groupe cyclique
d’ordre n pour la multiplication des nombres complexes.

Si k = /¢ (mod n), alors exp (%—”’ﬁ = exp (%ﬂ) On peut donc définir 'application ¢ de
Z/nZ dans C,, par ¢([k]) = exp (%) C’est un morphisme de groupes. De plus ker ¢ = {[0]}
et Z/nZ et C, ont méme ordre. Il en résulte que ¢ est un isomorphisme de groupes.

Le groupe Z/nZ étant cyclique C,, est aussi un groupe cyclique.

Exercice 35 Soit p un nombre premier. Montrer qu’a isomorphisme prés il y a un seul groupe
d’ordre p.

Eléments de réponse 35 Soit p un nombre premier. Soit G un groupe d’ordre p. Remarquons
que G n’est pas réduit a {e} puisque p > 2. Soit g un élément de G \ {e} ; il est nécessairement
d’ordre p. Le groupe G est donc cyclique. Comme il est d’ordre p, il est isomorphe a Z/pZ‘

Exercice 36 Soit G un groupe d’ordre n > 2. Montrer qu’il n’existe aucun sous-groupe de G
d’ordre n — 1.

Eléments de réponse 36 Soit G un groupe d’ordre n > 2. Montrons qu’il n’existe aucun
sous-groupe de G d’ordre n — 1.

Si n > 2, alors pged(n,n — 1) = 1 donc aucun sous-groupe ne peut avoir pour ordre n — 1
qui sinon diviserait n.

Exercice 37
1. Déterminer I’ensemble des éléments d’ordre fini de G = Z x Z/nZ (pour n € N*¥).

2. Soit H' I’ensemble des éléments d’ordre infini de G. Considérons H = H U {e} ol e est

I’élément neutre de G.

Montrer que, méme si H n’est pas vide, H n’est pas un sous-groupe de G.

Eléments de réponse 37

1. Les éléments d’ordre fini de G = 7Z X Z/nZ (pour n € N*) sont les couples (0, ).
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Soit H' I'ensemble des éléments d’ordre infini de G. Considérons H = H' U {(0,[0])},
I’élément neutre de G est (0, [0]).

Montrons que, méme si H n’est pas vide, H n’est pas un sous-groupe de G. Soient
(1,10]) et (—1,[1]). Ce sont des éléments de H. Leur somme (0, [1]) n’appartient pas a H.
Il s’en suit que H n’est pas un sous-groupe de G.

Exercice 38 Montrer que Z X Z n’est pas monogene.

Eléments de réponse 38 Montrons que Z X Z n’est pas monogene.
Raisonnons par I’absurde. Supposons que ZxZ = ((z,y)). Notons que nécessairement xy # 0.
Remarquons que ((z,y)) = {(kz,ky) | k € Z}, en particulier (z,2y) n’appartient pas a ((z,y))

mais (x,2y) appartient a Z X Z : contradiction.

Exercice 39 Montrer que Z et Z X Z/2Z ne sont pas isomorphes.

Eléments de réponse 39 Montrer que Z et Z x Z/QZ ne sont pas isomorphes. Le groupe Z

ne contient aucun élément d’ordre fini alors que (0, 1) est un élément d’ordre 2 de Z x Z/QZ.
Par conséquent ces deux groupes ne sont pas isomorphes.

Exercice 40

1.

Montrer que pour tout n € N* le groupe Q/Z contient exactement un sous-groupe cyclique
d’ordre n.

. Montrer que tout groupe est la réunion de ses sous-groupes monogenes.

2
3. Comparer les ordres de deux sous-groupes cycliques G et H de Q/Z qui vérifient G C H.
4.
5
6

Soit a un élément de Q/Z; déterminer tous les sous-groupes cycliques qui le contiennent.

. Déterminer les homomorphismes de Z/nZ dans Q/Z.

. Déterminer les homomorphismes de Q/Z dans Z.

Eléments de réponse 40

1.

Montrons que pour tout n € N* le groupe Q/Z contient exactement un sous-groupe
cyclique d’ordre n.

Tout élément 7 € Q/Z admet un représentant r dans l'intervalle [0, 1[. Ecrivons r sous

la forme % avec p et q premiers entre eux et p < g ou p = 0.

Soit H un sous-groupe cyclique d’ordre n, engendré par 7 avec r = %, (p,q) =1 et

p < q. Nous avons nT = r0, i.e. % € Z. Puisque p et ¢ sont premiers entre eux g divise
—pd _

n; autrement dit n = gq’ avec ¢’ dans Z et r = £

a
a

Par conséquent le sous-groupe cyclique H est dans ([1/n]). Or [1/n] est d’ordre n donc
H = ([1/n]) est le seul sous-groupe d’ordre n cyclique de @/Z.
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2. Montrons que tout groupe est la réunion de ses sous-groupes monogenes.
Tout élément d’un groupe engendre un sous-groupe monogene donc tout groupe est
réunion de ses sous-groupes monogenes.
3. Comparons les ordres de deux sous-groupes cycliques G et H de Q/Z qui vérifient G C H.
Soit G un sous-groupe cyclique d’ordre p contenu dans le sous-groupe cyclique H d’ordre
n. Nous avons G = ([1/p]), H = ([1/n]) et p divise n.
4. Soit o un élément de Q/Z ; déterminons tous les sous-groupes cycliques qui le contiennent.

Tout élément non nul o de Q/Z est de la forme o = p/q avec (p,q) = 1l et p < q.
Cet élément est donc élément du sous-groupe cyclique d’ordre g de Q/Z soit (Ig). Ainsi
I’élément o est dans tous les sous-groupes cycliques (1/7) ou q divise n. De plus tous les
sous-groupes monogenes de Q/Z sont cyclique.

5. Déterminons les homomorphismes de Z/nZ dans Q/Z.

Soit ¢ un homomorphisme de Z/nZ dans Q/Z' L’image de ¢ est un sous-groupe cyclique
de Q/Z contenu dans le sous-groupe cyclique ([1/n]). Pour déterminer ¢ il suffit donc de
se donner I'image de 1 € Z/nZ dans <g> Il y a donc n homomorphismes possibles.

6. Déterminons les homomorphismes de Q/Z dans Z.

L’image d’un élément d’ordre fini par un homomorphisme est un élément d’ordre fini.
Le groupe Z possede un unique élément d’ordre fini : 0. Il s’en suit que tous les éléments
d’ordre fini de Q/Z ont pour image 0. La question 2. assure que tout élément de Q/Z est

d’ordre fini. Par suite le seul homomorphisme de Q/Z dans Z est ’homomorphisme nul.

Exercice 41 Montrer qu'un groupe est fini si et seulement si il n’a qu'un nombre fini de
sous-groupes.

Eléments de réponse 41 Soit G un groupe fini. L’ensemble des sous-groupes de G est un
sous-ensemble de ’ensemble des parties de G qui est de cardinal fini. Ainsi G ne contient qu’un
nombre fini de sous-groupes.

Réciproquement soit G un groupe ne possédant qu’un nombre fini de sous-groupes. Nous

avons
G=J9-
geG
Les sous-groupes de la forme (g), qui sont les sous-groupes monogenes, sont en nombre fini. En
fixant dans chacun d’eux un générateur nous les écrivons (g1), (g2), - .., (gx) de sorte que

k
G= U (9i)-
i=1

Sil'un des (g;) est infini, il est isomorphe & Z et contient de ce fait une infinité de sous-groupes :
contradiction avec ’hypotheése « G contient un nombre fini de sous-groupes ». Ainsi tous les
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sous-groupes (g;), i =1, 2, ..., k, sont d’ordre fini. Leur réunion est donc de cardinal fini mais
cette réunion est G. Par conséquent G est un groupe fini.

Exercice 42 Quels sont les éléments d’ordre 3 du groupe Z/3Z X Z/GZ ?

Eléments de réponse 42 On cherche (Z,7) € Z/?)Z X Z/6Z tel que 3 = o(Z,7) =
ppem(o(Z), 0(y)), i.e. tel que

e 0(T) =1eto(y) =3;

e o(T)=3eto(y) =1;

e 0o(T) =3 et o(y) = 3.

Par ailleurs

e 0(T) = 3 si et seulement si T € {1, 2},
e 0o(Z) =1 si et seulement si
e 0(y) = 3 si et seulement si § € {2, 4},
e 0o(7) =1 si et seulement si 7 = 0.

= y

x
z

Il en résulte que les éléments d’ordre 3 de Z/3Z X Z/GZ sont
(0,2), (0,4), (1,0), (2,0), (1,2), (1,4), (2,2), (2,4).

Exercice 43 Etudier le groupe Z/2Z X Z/QZ.

Eléments de réponse 43 La table de multiplication de G = Aut (Z/ZZ X Z/QZ) =
{e, a1, az, ag} est :
e Viea; = a;;
eViaZ=c¢;
o ViVj#iaa;=a,ouk#1i k+#j, oui, j, ke{l, 2 3}
Tout automorphisme ¢ de G laisse fixe e. Il permute donc les autres éléments a1, as et as.
Réciproquement pour toute permutation ¢ de ces trois éléments, en posant p(e) = e, on
obtient une bijection de G sur G qui respecte la table de multiplication ci-dessus. C’est donc
un automorphisme.
Ainsi Aut(G) est d’ordre 3! = 6 et isomorphe au groupe S3 des permutations de {1, 2, 3}.

Exercice 44 Donner un exemple de groupe et de sous-groupes dont la réunion n’est pas un
sous-groupe.

Eléments de réponse 44 Dans Z la réunion des sous-groupes 27 et 37 n’est pas un groupe.
En effet la somme 2 4+ 3 = 5 d’un élément de 2Z et d’un élément de 3Z n’est ni multiple de 2,
ni multiple de 3.

Exercice 45 Dans les groupes suivants, donner un exemple d’élément d’ordre 4 s’il en existe,
sinon donner un argument pour justifier qu’il n’y en a pas :
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(a) le groupe linéaire GL(2,R);

(b) le groupe alterné Asg;

(c) le groupe Isom™ (T') € SO(3,R) des rotations de R? préservant un tétracdre régulier T';

(d) un groupe d’ordre 16 quelconque (attention il s’agit de déterminer si tout sous-groupe
d’ordre 16 admet un élément d’ordre 4).

Eléments de réponse 45
(a) La rotation d’angle 7/2 est un exemple d’élément d’ordre 4 dans GL(2,R), sa matrice
0 —1
1 0
(b) (1234)(56) est un exemple d’élément d’ordre 4 dans As.
(c) Le groupe Isom™(T) € SO(3,R) ne contient pas d’élément d’ordre 4. Il contient douze
éléments dont huit d’ordre 3, trois d’ordre 2 et l’identité.
Autre justification possible : Isom™ (7)) € SO(3, R) est isomorphe & A4 et A4 ne contient
pas d’élément d’ordre 4 (les 4-cycles ne sont pas de signature 1).
(d) Le groupe Z/QZ X Z/QZ X Z/QZ X Z/QZ est un groupe d’ordre 16 qui contient le neutre
d’ordre 1 et des éléments d’ordre 2.

est

Exercice 46 Soit G un groupe abélien infini. Montrer que ’ensemble T des éléments d’ordre
fini de G est un sous-groupe de G.

Si T = {e}, on dit que G est sans torsion.

Montrer que G/T est sans torsion.

Eléments de réponse 46 Puisque o(e) =1,on ae e T. Soient z, y € T d’ordres k, m € N*.
On a (zy)*™ = (2¥)"(y™)¥ = e donc xy € T. Comme o(z) = o(x™'), on a = € T. Ainsi T
est un sous-groupe de G.

Considérons ’application canonique ¢: G — G/T. Soit a € G/T d’ordre fini s € N*. 1l existe
x € G tel que a = ¢(x). On a

pla*) = a* =

donc z° € T = ker p. 1l existe donc r € N* tel que 2°" = (2°)" = e ce qui prouve que x € T et
donc que a = p(z) = e. Par suite G/T est sans torsion.

Exercice 47 Soit G un groupe tel que g?> = e pour tout g dans G.
Montrer que G est abélien.

Eléments de réponse 47 Pour tous g, h dans G on a (gh)? = e, soit ghgh = e, d’ou
(ghgh)(hg) = hg. Mais (ghgh)(hg) = ghgh®g. Or h appartient & G donc h? = e et ghgh%g =
ghg?. Puisque g est dans G on a g% = e et ghg? = gh. Ainsi (ghgh)(hg) = hg se réécrit gh = hg.
Exercice 48 Soit G un groupe fini.

a) Montrer que des éléments conjugués dans G sont de méme ordre.
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b) Deux éléments de méme ordre dans G sont-ils toujours conjugués ?

c¢) Trouver tous les groupes abéliens finis G pour lesquels la question précédente a une réponse
positive. Un exemple non abélien ?

Eléments de réponse 48
a) Soient g, h dans G et n dans N. On a (hgh™1)" = hg"h~!. Ainsi (hgh™!)" = e si et
seulement si hg™h~! = e si et seulement si ¢" = h~leh autrement dit si et seulement si
9

b) Deux éléments de méme ordre dans un groupe fini ne sont pas toujours conjugués. Consi-

" =e.

dérons par exemple le groupe Z/3Z; il contient deux éléments d’ordre 3 qui ne sont pas
conjugués.

c¢) Soit G un groupe abélien fini. Les classes de conjugaison de G sont réduites a un élément.
La question précédente a une réponse positive si et seulement si tous les éléments de G
ont des ordres distincts. Or si un groupe contient un élément g d’ordre n > 3, alors il
admet d’autres éléments d’ordre n, par exemple g~'. Ainsi les seuls groupes abéliens qui
conviennent sont le groupe trivial et le groupe Z/2Z_

Si G est le groupe des permutations Ss, alors les éléments d’ordre 2 sont les transpo-
sitions (1 2), (1 3) et (2 3) qui sont conjuguées et les éléments d’ordre 3 sont les 3-cyles
(123) et (132) quisont également conjugués. Le groupe G = S3 est donc un groupe
fini non abélien tel que deux éléments de méme ordre dans G sont toujours conjugués.

Exercice 49 Soit ¢: G; — Gg un morphisme de groupes. Soit g un élément de G; d’ordre
fini.
Montrer que lordre de ¢(g) divise l'ordre de g.

Eléments de réponse 49 Soit n lordre de g. On a ¢" = e donc p(g)" = ¢(g") = ¢(e) = e,
autrement dit Uordre de ¢(g) divise n.

Exercice 50

a) Soit G un sous-groupe de (R, +) non réduit a {0}. Montrer que G est ou bien dense dans
R, ou bien monogene, i.e. de la forme aZ avec a > 0 (donc discret).

b) Soient « et § deux réels non nuls. Discuter de la nature du sous-groupe additif qu’ils
engendrent.

c¢) Soit 5 ¢ Q. Montrer que NS + Z est dense dans R.

d) Soit ¥ ¢ 27Q. Montrer que {exp(ind) |n € N} est dense dans le cercle unité S? de C.
En déduire
i) qu'un sous-groupe G de S! est soit fini (auquel cas égal au groupe des racines niémes
de I'unité ou n = |G|), soit dense dans S';
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ii) les valeurs d’adhérence de la suite (sin(n)),>o.

Eléments de réponse 50

a) Soit G un sous-groupe de (R, +) non réduit a {0}. Montrons que G est ou bien dense dans

R, ou bien monogene, i.e. de la forme aZ avec a > 0 (donc discret).

Si G est monogene, i.e. si G = aZ, avec a > 0, alors a est le plus petit élément
strictement positif de G. Si G est dense dans R, alors G N R} n’a pas de plus petit
élément mais une borne inférieure non nulle. On introduit donc

Gy =GnNnRY a = inf G4

Le réel a > 0 est bien défini car G4 est non vide et minorée. En effet il existe un élément
g dans G non nul donc x ou —z est dans G qui est minoré par 0.

On va distinguer le cas a > 0 du cas a = 0.

< Supposons a > 0. Montrons que a appartient & G puis que G = aZ.
Raisonnons par I'absurde : supposons que a n’appartienne pas a G. Puisque a > 0, on
a 2a > a. Il existe g dans G4 tel que g < 2a. Comme a n’appartient pas a G, on a les
inégalités a < g < 2a. Il existe alors h dans G4 tel que h < g. Onaa < h < g < 2a
car a n’appartient pas a G. De plus comme g et h appatiennent a G, la différence g —h
appartient a G et on a méme g — h appartient a G. D’une part a < h donca—h < 0
et 2a — h < a, d’autre part g < 2a donc g — h < 2a — h. Par conséquent g — h < a :
contradiction avec la définition de a. Par suite a appartient a G. Ainsi le groupe aZ
engendré par a est inclus dans G.
Réciproquement soit g un élément de G. Posons k = E (£) € Z. Puisque G est un
groupe le réel g — ak appartient & G. Comme k < ¢ <k+1onal<g—ak<a=
min G4. Nécessairement g — ak = 0 et g = ak € aZ. 1l en résulte que G = aZ.

o Supposons que a = 0. Montrons qu’alors G est dense dans R, autrement dit que G
rencontre tout intervalle ouvert de R. Soit I =]« ] un intervalle ouvert de R. Comme
a = 0 il existe g € G tel que 0 < g < 8 — a. Le sous-groupe gZ engendré par g est
inclus dans G et intersecte I (sinon il existerait k € Z tel que I Clkg, (k + 1)g]| ce qui
contredirait l'inégalité g < 8 — «). Il s’en suit que G est dense dans R.

b) Il s’agit d’étudier le groupe G = oZ + BZ # {0}.

Supposons qu’il existe a > 0 tel que G = aZ. Puisque « et § appartiennent a G, il

existe k et £ dans 7Z tels que o = ka et 8 = fa. Le rapport % s’écrit aussi % et appartient

a Q.
Réciproquement supposons que % soit rationnel. Ecrivons % sous la forme % avec k et
£ premiers entre eux. Alors

aZ+BZ:5<IZZ+Z> :%(kZ+€Z):§Z

car k et £ sont premiers entre eux.
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Ainsi si % appartient a Q, alors G est monogene et sinon G est dense dans R.

c) Soit 5 ¢ Q. Montrons que N + Z est dense dans R.

Le sous-groupe additif G = Z + 5Z de R est dense d’apres b). Montrons que I’ensemble
NS + Z reste encore dense. Soient a < b deux réels. Nous pouvons trouver un élément
r=vB4+ueGtelquel<z<b—a.

© Supposons que v soit un entier naturel, i.e. que x appartienne a NS + Z. Choisissons
un entier ny < a. Les éléments de la suite (kz + ng)x>0 appartiennent a NS +Z et un
argument analogue a celui de a) assure que I'un d’eux au moins appartient a |a, b|.
© Supposons que v < 0. Alors —z appartient a NG+Z et —(b—a) < —z < 0. Choisissons
no € Z avec ng > b. Alors au moins un élément de la suite (ng — kz)i>0 appartient a
la, b[.
d) Soit ¥ ¢ 27Q. Montrons que {exp(in) | n € N} est dense dans le cercle unité S! de C.
Posons Q = { exp(ind) | n € N}. Il s’agit de I'image par Papplication f: x — exp(2irz)

de ’ensemble Z+ %N . Puisque f est continue et que 2 est dense dans R d’apres ¢) 'image
f(2) de Q par f est dense dans f(R) = S!.

i) D’aprés a) un sous-groupe G de S' est soit fini (auquel cas égal au groupe des racines
niémes de 'unité ott n = |G|), soit dense dans S!.

ii) Si 9 = 1, alors 2 n’est pas rationnel et ensemble { exp(in)|n € N} est dense dans
S!. Puisque I'application qui & un nombre complexe associe sa partie imaginaire est
continue, ensemble {sin(n)|n € N} est dense dans [—1,1]. Pour tout —1 < a < 1,
pour tout € > 0 et pour tout N € N nous sommes alors assurés de trouver un entier
n > N tel que |sin(n) — a| < e. Autrement dit tout réel de [—1,1] est une valeur
d’adhérence de la suite (sin(n)),>0. L’autre inclusion est directe. Finalement ’ensemble
des valeurs d’adhérences de la suite (sin(n)),>0 est le segment [—1,1].

Exercice 51 Montrer que le morphisme £: R — U, z — exp(iz) est un morphisme surjectif
du groupe additif R dans le groupe multiplicatif U.
Eléments de réponse 51

Exercice 52 Montrer que si n > 2, le seul sous-groupe fini de (C*, ) de cardinal n est u, (),

Eléments de réponse 52 Soit G un sous-groupe fini de (C*,-) de cardinal n. Soit g un
élément de G. L’ordre de g divise n; en particulier ¢ = id. Il en résulte que G C .

De plus |G| = |un]-

Il en résulte que G = py,.

2. uy, désigne le groupe des racines niéme de 'unité.
w g group
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5.3. Actions de groupes, sous-groupes distingués
Exercice 53 Soit GL (2,2/22) le groupe des matrices inversibles 2 x 2 a coefficients dans
7
21
1. Quel est 'ordre de GL (2, Z/QZ) ?

2. Soit E un espace vectoriel de dimension 2 sur le corps Z/2Z_ Définir une action non triviale
de GL (2,Z/z) sur E.

3. En déduire que GL (2, Z/QZ) est isomorphe au groupe S3 des permutations de 'ensemble
{1, 2, 3}.

Eléments de réponse 53

1. Les éléments de G = GL (2,Z/QZ) sont les matrices inversibles dans Z/2Z. En voici la
liste

(1) (10) (o) (1) Gr) (3)

Il en résulte que G est un groupe d’ordre 6.
2. Soit E un espace vectoriel de dimension 2 sur le corps Z/2Z. Définissons une action non

triviale de GL (2, Z/2Z) sur F.

= Ol
= Ol
==
= Sl

Al

A chaque base (v,w) de l'espace vectoriel E correspond une action de G sur E : pour
g € Getu€ F on définit g *u € F comme I'image du vecteur u par I’application linéaire
de matrice g dans la base (v, w).

3. Montrons que GL (2, Z/QZ) est isomorphe au groupe S3 des permutations de 1’ensemble
{1, 2, 3}.
Fixons une base de F et considérons l'action correspondante de G sur E. Pour tout
g € G l'application ¢,: u +— g * u est définie par les images des vecteurs non nuls de E;
en effet le vecteur nul a toujours pour image lui-méme.
Ainsi & tout élément de G est associée une permutation de £~ {0}. Or E compte 2% = 4
éléments. Soient v1, vo et v3 les trois vecteurs non nuls de E. Alors

g = ((v1,v2,v3) = (g * 1,9 * v, g *v3))

définit un homomorphisme de groupes de G dans &3. Cet homomorphisme est injectif.
Par suite G est isomorphe & un sous-groupe de S3. Puisque G et S ont méme ordre, G
est isomorphe a Ss.

Exercice 54 Soit p un nombre premier. Soit n > 1 un entier. Soient G un groupe d’ordre p"
et Z(G) son centre. Considérons un sous-groupe distingué H de G non trivial.
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1. Montrer que HN Z(G) # {e}.
2. Montrer que l'ordre de Z(G) est > 1.

Indication : faire agir G par conjugaison sur H.

Eléments de réponse 54 Soit p un nombre premier. Soit n > 1 un entier. Soient G un groupe
d’ordre p™ et Z(G) son centre. Considérons un sous-groupe distingué H de G non trivial.

1. Montrons que HN Z(G) # {e}. Faisons agir G par conjugaison sur H; notons que c’est
possible car H étant distingué dans G nous avons Vg € G, gHg~! C H.

L’ordre de H est une puissance de p soit p® car [H| divise |G| qui est une puissance de
p. L’ordre de H est aussi somme des cardinaux des orbites pour cette action; chacune de
ces orbites a pour cardinal un diviseur de |G|, c’est-a-dire de p™ donc une puissance de p.

Raisonnons par ’absurde : supposons que Z(G) NH = {e} ; alors une seule des orbites
est réduite a un seul élément : 'orbite de e. Nous avons alors
|H| = p” = 1+ somme de puissances de p

contradiction. Par suite Z(G) NH # {e}.

2. Montrons que l'ordre de Z(G) est > 1. Nous allons encore appliquer la formule des classes.
Remarquons que les orbites de G pour l'action de G par conjugaison sur lui-méme ont
pour cardinal des puissances de p; en effet ces cardinaux sont des diviseurs de |G| = p".

Raisonnons par I’absurde : supposons que |Z(G)| = 1, alors
p" = |G| =1+ somme de puissances de p

contradiction. Il en résulte que |Z(G)| > 1.

Exercice 55 Soient G un groupe fini et Z(G) son centre. Considérons l'action de G sur
lui-méme par conjugaison.
1. Supposons G non abélien. Soit g un élément de G \ Z(G) ; notons Stab(g) le stabilisateur
de g.
Montrer que Z(G) C Stab(g) C G (les inclusions sont strictes).

2. En déduire que si G n’est pas abélien, alors Z(G) est un sous-groupe de G dont 'indice
est strictement supérieur au plus petit nombre premier divisant 'ordre |G| de G.

3. Soit p un nombre premier. Soit n un entier.
Quelles sont les valeurs possibles pour I'ordre du centre d’un groupe d’ordre p™ ?
Quel est le centre d’un groupe d’ordre p? ?
Quel est le centre d’un groupe non abélien d’ordre p? ?

4. Donner un exemple de groupe d’ordre p® non abélien.

= 9 2 ~ 7 ~ 7 Z
5. Montrer que si G est d’ordre p°, alors G ~ /p2Z ou G ~ /pZ X /pZ'
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Eléments de réponse 55 Soient G un groupe fini et Z(G) son centre. Considérons I'action
de G sur lui-méme par conjugaison.

1. Supposons G non abélien. Soit g un élément de G \. Z(G) ; notons Stab(g) le stabilisateur
de g.
Montrons que Z(G) C Stab(g) C G (les inclusions sont strictes).
L’inclusion Z(G) C Stab(g) est claire.

)
Soit g € G\ Z(G) (un tel élément existe car G n’est pas abélien). Remarquons que
g appartient & Stab(g); en effet ggg~! = g. Par suite Z(G) est strictement inclus dans
Stab(g).

Soit g € G\ Z(G) (un tel élément existe car G n’est pas abélien). Puisque g ¢ Z(G) il
existe un élément h € G qui ne commute pas avec g donc qui n’appartient pas a Stab(g).
I1 en résulte que Stab(g) est un sous-groupe propre de G.

2. Supposons que G ne soit pas abélien, montrons qu’alors Z(G) est un sous-groupe de G
dont I'indice est strictement supérieur au plus petit nombre premier p divisant 1’ordre |G|
de G.

D’apres 1. si G n’est pas abélien et si g appartient a G \ Z(G), alors l'indice de
|G : Z(G)| > |G : Stab(g)|. Mais |G : Stab(g)| > p car |G : Stab(g)| divise |G|. Par suite
|G : Z(G)| > p.

3. Soit p un nombre premier. Soit n un entier.

Donnons les valeurs possibles pour ’ordre du centre d’un groupe d’ordre p™.

Si G est abélien, alors |Z(G)| = p™.

Si G n’est pas abélien, alors |G : Z(G)| > p donc |Z(G)| < p"~L. L’exercice précédent
assure que Z(G) n’est pas réduit a 1’élément neutre donc |Z(G)| > p. Finalement lorsque
G n’est pas abélien, nous avons

1Z(G)| € {p, p*, ..., P"7?}
Sin =2, le groupe G est nécessairement abélien.

Déterminons le centre d'un groupe d’ordre p?. Le centre d’un groupe G d’ordre p? est
donc G tout entier.

Déterminons le centre d'un groupe non abélien d’ordre p3. Le centre d’un groupe non
abélien d’ordre p? est d’ordre p.
4. Donnons un exemple de groupe d’ordre p® non abélien.

Le groupe des quaternions est un groupe d’ordre 23 (ici p = 2) et n’est pas abélien.
5. Montrons que si G est d’ordre p?, alors G ~ Z/p2Z ou G~ Z/pZ X Z/pZ'

Soit G un groupe d’ordre p?. Il est abélien. Nous avons 1'alternative suivante :
— ou bien G contient un élément d’ordre p? auquel cas G est cyclique et isomorphe &

Z .
/p2Za
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— ou bien tous les éléments de G \ {e} sont d’ordre p. Soient x et y deux éléments de
G~ {e} tels que y & (x). Alors () N (y) = {e}. En effet le sous-groupe (z) N (y) est
d’ordre strictement inférieur & p et d’ordre divisant p donc d’ordre 1. Puisque tout
sous-groupe du groupe abélien G est distingué G est isomorphe a (z) x (y) (Exercice

10). Or (z) ~ (y) ~ Z/pZ' Ainsi G ~ Z/pZ X Z/pZ'

Exercice 56 Soient E un ensemble et G un groupe opérant sur E. Soient g et h des éléments
de E appartenant a la méme orbite.

Montrer que les stabilisateurs Stab, et Stabj, sont des sous-groupes conjugués de G.

En déduire que Stab, et Stab;, ont méme ordre.

Eléments de réponse 56 Soient E un ensemble et G un groupe opérant sur E. Soient ¢ et
h des éléments de E appartenant a la méme orbite. Alors il existe x dans G tel que h =z - g.

Soit y € Stabg. Alors y-g = g. De plus d’une part y-g = y- (7 h) et d’autre part g = 2~ 1h.
Par conséquent 3 - (z7'h) = 271 h, soit zyz~! - h = h c’est-a-dire xyz~! appartient & Staby,.
Autrement dit xStabgafl C Staby,.

Un raisonnement similaire conduit a Staby, C xStang_l.

Il s’en suit que Staby, = :L"Stabgw_l.

L’application 3 — xyz~! est un automorphisme de G. C’est donc une bijection et I'image
de Stab, par cet automorphisme est Stabj. Ces deux ensembles ont donc méme cardinal.

Exercice 57 Soit F un ensemble fini. Soit G un groupe fini qui opére sur F. Pour tout g dans
G on définit
E9 ={s e E|gs=s}.
Autrement dit E9 est 'ensemble des points fixes de E sous ’action de g. Pour s € F, on note
Gs le fixateur de s pour 'action de G sur E.
1. Construire la table de 'opération
¢: G x E — { vrai=V, faux=F }

définie par

¢(g,s) =V sigs=s
©(g,s) = F sinon

dans le cas ou G = Dg et E = {A, B, C'} ou ABC est un triangle équilatéral.

2. Démontrer que Z |Gs| = Z card(EY).
sekE geG
3. En déduire la formule de BURNSIDE

|G| x le nombre d’orbites = ) card(EY).
geG

Eléments de réponse 57
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1. Construisons la table de I'opération
¢: G x E — { vrai=V, faux=F }

définie par

©(g,5) =V sigs=s
©(g,s) = F sinon

dans le cas ou G = Dg et E = {A, B, C'} ou ABC est un triangle équilatéral.
Désignons par O le centre de gravité du triangle équilatéral ABC' et par p la rotation

de centre O et d’angle %“ Soient s4, sp et s¢ les symétries d’axes respectifs AO, BO et
CO.

Nous obtenons la table suivante

A|B|C
id|V|V|V
p |F|F|F
P’ |F|F|F
sa|V|F|F
sp| F|V|F
sc|F|F |V
En effet
(a) id(A) = A, id(B) = B et id(C) = C,;
(b) p(A) € {B, C}, p(B) € {A, C} et p(C) € {A, B};
(c) p*(A) € {B, C}, p*(B) € {A, C} et p*(C) € {A, B};
(d) sa(A) = A, sa(B) =C et s4(C) = B;
(e)

sp(B) = B, sp(A) =C et sp(C) = A;
(f) sc(C)=0C, sc(A) = B et sg(B) = A.
2. Montrons que Z |Gs| = Z card(EY).
sek geG
Posons p = |G|. Notons g1, g2, ..., gp les éléments de G. Posons g = card(E). Notons
51, 82, ..., 8¢ les éléments de F.

D’une part
e '(V) = {(9,8) €Gx E|gs=s)
= {(9,s) e Gx E|sc E9}
= {1} x B9 U{g2} x B9 U...U{gp} x E%

ce qui conduit a

card(¢ (V) = Z card(EY)
geG
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D’autre part
e (V) = {(9.9) €Gx E|gs=s}
{(g.5) e GXx E|g € Gs}
= Gy x {51} UGy, x {s2} U... UG, x {s4}

ce qui entraine

card(p™ (V) = 3 |G,

sek
Il en résulte que
> card(E%) = > |Gl
geG sek
3. Si s est un élément de F, on désigne par O, I'orbite de s sous 'action de G. On sait que
|Gs| = Car‘d 19 j- Par suite
1 1 1
card(E9) = |G + + .ot —
QGZG (E7) = |G (card((’)sl) card(Os,) card((’)sq)>
Soient o1, 09, ..., 0, des éléments de E tels que E est la réunion disjointe des Oy, pour

1 <4 < r. Nous avons
1 1
Z card(O;) Z card(0,,) card( Z 1= card(O 2)

s€0g, s€0g, s€0,,;

x card(Oy,) =1
d’ou la formule de BURNSIDE.

Exercice 58 Combien (F2)” admet-il de sous-espaces vectoriels de dimension k ?

Eléments de réponse 58 Soit 0 < k < n. Le groupe GL(n,Fq) agit transitivement sur
I’ensemble Ay, des sous-espaces vectoriels de dimension k de (F2)™. L’ordre du groupe GL(n, F2)
est

(2" —1) x (2" = 2) x ... x (2" — 2" 1)
(2" - x2x (2" 1) x...x2" x(2-1)
=2x22x...x2"Ix@ ) x (@2 -1)x...x(2-1)
= M2 =D e n ) x (2T 1) x .. x (2-1)
— 2 @2 ) (2" ) XL x (2 1)
Le stabilisateur de (F9)* x {0,,_x} sous P'action de GL(n,Fy) sur A est d’ordre ()
(2F —1)(2F —2) ... (2F — 2K 1) x (2" — 2F)(2n — 2ty L (2n — 2 ).

|GL(k,F2)|

3. cela revient & choisir une matrice de GL(k,F2) puis & choisir un vecteur non nul linéairement indépendant
avec les k premiers puis un vecteur non nul linéairement indépendant avec les k 4+ 1 premiers...
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Simplifions cette expression :
(2F —1)(2F —2)... (28 — 28 h)(2n — 2k)(on — 2R FL) . (on —onTh

= (@ - nEF-2). @ -2 (@0 - 252 - 22 - 2 )

= (@ - x2x (@ -1)x... x 2" x (2-1))
(25 x @ F =) x 2 x @ o) x 2T x (22 1)

=2x22x. 2Pl ox ot (2P -1 x (2P 1) x...x(2-1)
x(2"F D) x (2P o) x Lo x (2-1)

= M2 A=l 2P 1) x (2P — 1) x .o x (2—1)
(2R ) x (2R 1) xLox x(2-1)

2 (2 x (2P S 1) x . x (2 1)
x(2"F — ) x (2R 1) x Lo x(2-1)

Le ratio de ces deux quantités donne le cardinal recherché soit

(2r — 1)t —1)...(2r R 1)
(2F—1)(2F1-1)...(2—-1)

Exercice 59 Soit G un groupe. Soient H et K deux sous-groupes distingués de G.
Montrer que le sous-groupe de G engendré par H U K est aussi distingué dans G.

Eléments de réponse 59 Soient g € G et z € (HUK). Il existe donc 41, 4o, - . ., Ym dans
HUK tels que x = y1ys...ym et
9rg~" = gy1ya. . Ymg .

Si y1 appartient & H alors puisque H est distingué dans G il existe y; € H tel que gy1 = v}g.
Si y; appartient & K alors puisque K est distingué dans G il existe ¢} € K tel que gy1 = y{g.
Ainsi il existe z1 € HUK tel que gy1 = z19.

En fait pour tout 1 < i < m il existe z; € HUK tel que gy; = z;g.

Nous obtenons donc

929" = gyiy2...Ymg
219Y2 -+ Ymg
21229 - Ymg

2122 ... 2Zm4qg

= Z1%292...Z2Zm
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Or 2129 ... 2, appartient & HUK donc gzg~! appartient & HUK. Ainsi (HUK) est distingué
dans G.

Exercice 60 Soit G un groupe. Rappelons que le centralisateur d’un élément de G est ’en-
semble des éléments de G qui commutent avec lui.

1. Montrer que le centralisateur d’un élément de G est un sous-groupe de G.

2. Dans Sy quel est le centralisateur de (1 2) ? Est-ce un sous-groupe distingué de Sy ?

Eléments de réponse 60

1. Soit G un groupe. Montrons que le centralisateur C, d’un élément g de G est un sous-

groupe de G.
Notons que e appartient a C,.
Soit « dans Cy. Alors gz = zg d’ott o 'gza™! = 27 lzga™! cest-a-dire 27 1g = gz,

autrement dit ~! appartient a Cy.
Soient z et y dans C,4. Alors

(zy)g = 2(yg) = x(gy) = (zg)y = (9)y = g(zy)
i.e. xy appartient a C,.
Il en résulte que C,4 est un sous-groupe de G.

2. Déterminons le centralisateur de (1 2) dans Sy.
Soit o un élément de S,,. Si (i j) est une transposition quelconque alors o(i j)o=" =
(o(i) o(j)). En effet soit y € {1, 2, ..., n};
e siy=o(i),alors (o(i j)o 1) (y) = o(4);
e siy=o0(j),alors (o(i j)o 1) (y) = a(i);
o siy ¢ {o(i), o(j)}, alors ((i j)o~")(y) = o~ (y) et (o(i j)o")(y) =y
Ainsi le centralisateur de (i j) est constitué des permutations o € S,, qui laisse 'en-
semble {i, j} invariant, 7.e. des permutations o € S, telles que o (i) =i ou j et o(j) = j
ou i. En particulier le centralisateur de (1 2) dans Sy est {id, (1 2), (3 4), (1 2)(3 4)}.
Considérons la permutation (3 4) qui appartient au centralisateur de (1 2) dans S;.
Conjuguons la par la transposition (2 3). Nous obtenons (2 4), i.e. (2 3)(1 2)(2 3) = (2 4).
En particulier (2 3)(1 2)(2 3) n’appartient pas au centrahsateur de (12) dans S4. Le
centralisateur de (1 2) dans Sy n’est donc pas un sous-groupe distingué de Sy.

Exercice 61 Soit G un groupe. Soient H et K deux groupes de G. Considérons un sous-groupe
L de HN K qui est distingué dans H et dans K.
Montrer que L est distingué dans le sous-groupe de G engendré par H U K.

Eléments de réponse 61 Le sous-groupe L est un sous-groupe de (HUK). Soit z un élément
de (HUK). Nous pouvons écrire z sous la forme 2129 ...z, les z;, 1 < i < m, appartenant a
HUK.
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Soit £ € L; alors
2zt =2z (zmlzt) 2y et
L’élément 2,0z} appartient a L ; en effet si z,, appartient & H (resp. K), nous utilisons le fait
que L est distingué dans H (resp. K).
Nous en déduisons de la méme fagon que zm_lzmﬁz;fz;ll_l appartient a L. Par récurrence

20z~ 1 appartient a L ce qui prouve que L est distingué dans (HUK).
Exercice 62 Montrer que dans un groupe tout sous-groupe d’indice 2 est distingué.

Eléments de réponse 62 Soit G un groupe. Soit H un sous-groupe d’indice 2 de G. Nous
avons donc G/H ={H, zH} otz # H et G=HUzH avec HNzH = (.

Soit g € G. Ou bien g € H et gHg™! = H. Ou bien g ¢ H et g € H: il existe donc hg € H
tel que g = xhg. Soit alors h € H; nous avons

ghg™ ! = xhohhalx_l = gh/z7!

ol i = hohhg' € H. Si xh/z~! n’appartient pas & H, alors zh/z~" appartient a zH, i.e. zh'z ™!
s’écrit xh; avec hy dans H. Ceci implique que x appartient a H : contradiction. Par conséquent

1

xh/z~! appartient & H, i.e. ghg™' appartient & H. Autrement dit H est un sous-groupe distingué

de G.

Exercice 63 Soit G un groupe. Soient H et K des sous-groupes de G. Supposons que
e H et K sont des sous-groupes distingués de G ;

e HNK = {e};
e HK = G.
Considérons ’application
v HxK—G o(h, k) = hk.
1. Montrer que ¢ est une application injective.

2. Montrer que @ est un isomorphisme de groupes.

Eléments de réponse 63

1. Montrons que ¢ est une application injective.
Soient h et h' dans H, soient k et k' dans K. Supposons que ¢(h, k) = o(h', k'), i.e.
hk = W'k ce que nous pouvons réécrire A ~'h = k'k~!. D’une part h'~'h appartient
A H, d’autre part k' 'k appartient & K. Il en résulte que h'~'h = k’k~! appartient a
HNK = {e}. Ainsi h =1/, k =k’ et ¢ est injective.
2. Montrons que ¢ est un isomorphisme de groupes.
Par hypothése HK = G donc ¢ est surjective.
Soient h, h' dans H et k, k' dans K. Le groupe K étant distingué dans G nous avons
hk = k1h pour un certain k7 dans K. Comme H est distingué nous avons k1h = h1k; pour
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un certain hy dans H. Or ¢ est injective donc h = hy, k = k1 et h et k commutent. Par
conséquent hkh'k")hh'kk' d’ott
e HK est un sous-groupe de G : la loi est stable dans HK, e appartient & HK et g~!
appartient a HK si g appartient a HK ;
e ¢ est un morphisme de groupes.

Par suite ¢ est un isomorphisme de groupes.

Exercice 64 Soit G un groupe. Soient H et K deux sous-groupes propres de G. Supposons
que
e H et K sont des sous-groupes d’indice 2 dans G
e HNK = {e}.
Montrer que G est isomorphe a Z/2Z X Z/QZ.

Eléments de réponse 64 Les groupes H et K sont d’indice 2 dans G ils sont donc distingués
dans G (Exercice 9).
De plus HNK = {e} donc HK est un sous-groupe distingué de G. En effet
e Soient h, h/ dans H et k, ¥’ dans K. Le groupe K étant distingué dans G nous avons
hk = kih pour un certain k; dans K. Comme H est distingué nous avons k1h = hiky
pour un certain hy dans H. Or ¢ est injective donc h = hy, k = k1 et h et kK commutent.
Par conséquent hkh'k")hh'kk’. Ainsi HK est un sous-groupe de G : la loi est stable dans
HK, e appartient & HK et g~! appartient & HK si g appartient a HK.
e Le groupe HK est distingué dans G; en effet soient g € G, h € H et £k € K. Comme H

1 1 avec hy dans H. Par ailleurs

est distingué dans G 1’élémeent ghkg™" s’écrit aussi h1gkg™
higkg™" = hikigg™!
ghkg™" appartient & HK.

e Montrons que H et K sont d’ordre 2. Nous avons G = HU xH avec x ¢ H. Comme K est
d’indice 2 il est d’ordre au moins 2 et contient donc au moins un élément k qui n’est pas
dans H (en particulier k£ # e). Nous pouvons donc prendre pour z cet élément k. Ainsi
G = HUKH avec HNKH = (. Soit &/ € K~ {e}. Ainsi ¥’ n’appartient pas & H et k¥’ € kH.
11 existe donc h € H tel que k' = kh. Par suite h = k' est aussi dans K donc h = e et

k = K'. Le groupe K contient donc seulement deux éléments : e et k.

= h1ky avec k1 dans K car K est distingué dans G. Il s’en suit que

De méme nous obtenons que H est d’ordre 2.
Ainsi H et K sont isomorphes a Z/2Z.
e Montrons que G = KH. Soit g € G. Alors ou bien g appartient & H et donc g appartient
a HK, ou bien g appartient a kH, i.e. ¢ = kh avec h € H. Or HK = KH donc g appartient
a HK.
Finalement G est isomorphe a Z/2Z X Z/QZ.

Exercice 65 Pour a et b réels on définit ’application

Tap: R—R T — ax + b.
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. Soit G = {1, | a # 0}.

Montrer que G est un groupe pour la composition des applications.

. Soit H= {7 |a #0, a € Q}.

Montrer que H est un sous-groupe de G.

. Décrire les classes a droite de H dans G.

Montrer que toute classe a gauche (modulo H) est classe a droite (modulo H). (In-
dication : considérer I'application qui & I’élément 7, de G associe la classe de a dans

*/@*)

. Donner un exemple d’un sous-groupe K de G tel qu’une classe a gauche ne soit pas classe

a droite.

. Soit N = {74 |a =1},

Montrer que N est un sous-groupe distingué de G.

Eléments de réponse 65

1. Soit G = {7, | a # 0}.

Montrons que G est un groupe pour la composition des applications.
Soient 7,5 et 7, deux éléments de G. Alors 7';{,1 = Ti/a,—b/a (nOtons que a # 0). De

plus 74/ 0 7, bl = Ta/ Ja,—a'bja+t/- Par suite G est un sous-groupe du groupe des bijections
de R dans R.

. Soit H= {7 |a #0, a € Q}.

Montrons que H est un sous-groupe de G.
Soient 7, et 7,y deux éléments de H. Alors 7'a_b1 = T1/a,—b/a (nOtons que a # 0). De

plus 7,/ © Ta_bl = Ta/ Ja,—a'bjatt/ - Par suite H est un sous-groupe de G.

. Décrivons les classes & droite de H dans G et montrons que toute classe & gauche (mod

H) est classe a droite (modulo H).
La classe a droite de I’élément 7, g de G est ’ensemble des 7,4 ap+5 OU a € Q.

Pour montrer que toute classe a gauche est une classe a droite il suffit de montrer que
H est distingué dans G. Considérons le morphisme de groupes

p: G— */Q* Tap — la classe de a dans R*/Q*

Son noyau est H qui est donc distingué dans G.

. Donnons un exemple d’un sous-groupe K de G tel qu’une classe a gauche ne soit pas classe

a droite.

Soit K le sous-groupe de G des éléments 7, ol a et b sont rationnels. Les classes a
gauche et a droite de K dans G ne coincident pas.
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5. Soit N = {7,,|a =1}.
Montrons que N est un sous-groupe distingué de G.
L’identité appartient a N. Soient 71 et 71y deux éléments de N. Nous avons 71 o7y, bl, =

T1,p—t 3 en particulier 74 0 7, bl, appartient & N. Ainsi N est un sous-groupe de G.
Soit 7,3 un élément quelconque de G et soit 71, un élément quelconque de N. Alors
1 .
Ta,3 © T1b © Ta,ﬁ = Ta,BCT1b° T1/a,—B/a = T1,ab;

ainsi 7, goTI 0T, é appartient a N ce qui prouve que N est un sous-groupe distingué de

G.

Exercice 66 Soit H un sous-groupe d’un groupe G tel que toute classe a gauche modulo H
soit classe a droite modulo H. Le sous-groupe H est-il distingué ?

Eléments de réponse 66 Supposons que H ne soit pas distingué dans G. Cela signifie qu’il
existe g € G \ {e} tel que gH # Hg ou encore qu’il existe h € H tel que gh n’appartient pas a
Hg.

Ainsi gh appartient a une autre classe a droite que nous noterons Hg' (Hg’' # Hg). Puisque
toute classe a gauche est une classe a droite et que les classes a droite forment une partition
de G la classe & droite qui est égale a gH est nécessairement Hg'.

Donc g appartient & gH et Hg. Comme gH = Hg’' I’élément g appartient aussi a Hg'. Au-
trement dit g appartient & Hg N Hg'. Ceci n’est possible que si ¢ = e ou Hg = Hg'. Mais par
hypoth’ese g # e et Hg # Hy'.

Il en résulte que H est distingué dans G.

Exercice 67 Soit G un groupe fini. Soit H un sous-groupe de G. Soit N un sous-groupe
distingué de G.
Montrer que si [H| et [G : N] sont premiers entre eux, alors H est un sous-groupe de N.

Eléments de réponse 67 Raisonnons par 'absurde : supposons que H ne soit pas un sous-
groupe de N. Alors il existe h € H qui n’est pas un élément de N. Il s’en suit que AN est un
élément différent de 1’élément neutre N de G/N.

Soit g I'ordre de hN dans G/N_ On sait que q # 1 et que ¢ divise ]G/N] =[G : N]. Par ailleurs
Rl = ¢ donc (hRK)MHI = H. Par suite ¢ divise |H|. Ainsi ¢ # 1 est un diviseur commun & [G : N]
et |H| qui sont premiers entre eux : contradiction. Il en résulte que H est un sous-groupe de N.

Exercice 68 Soit G un groupe qui ne contient qu'un seul sous-groupe H d’ordre n.
Montrer que H est distingué dans G.

Eléments de réponse 68 Nous allons montrer que H est un sous-groupe caractérisque de G.
Soit ¢ un automorphisme de G et i : H — (H) la restriction de p a H et & son image. Comme
¢ est un automorphisme de G, g est bijective. C’est donc un isomorphisme de groupes. Etant
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donné que H est fini d’ordre n, (H) est fini d’ordre n. Or H est 'unique sous-groupe de G
d’ordre n donc ¢(H) = H.
Puisque H est un sous-groupe caractéristique de G c’est un sous-groupe distingué de G.

Exercice 69 Soit H un sous-groupe de G tel que le produit de deux classes a gauche modulo
H soit une classe a gauche modulo H.
Le sous-groupe H est-il distingué dans G 7

Eléments de réponse 69 Comme le produit de deux classes & gauche est une classe & gauche
pour tout couple (g,¢’) d’éléments de G il existe g” € G tel que gHg'H = ¢”H. En particulier
il existe ¢’ tel que gHg 'H = ¢"H. Et pour tout élément h de H il existe b’ et A" dans H
tels que ghg~'h' = ¢"h". En particulier puisque e appartient & H il existe A" dans H tel que
geg ™!
gHg™ ' = H. Le sous-groupe H est donc distingué dans G.

e = ¢"h" ce qui se réécrit e = ¢”h". Ainsi ¢" = h"~' € H et gHg 'H = H, c’est-a-dire

Exercice 70 Soit G un groupe. Soit H un sous-groupe distingué de G.
Montrer que si H est cyclique tout sous-groupe de H est distingué dans G.

Eléments de réponse 70 Soit h un générateur de H. Soit K un sous-groupe du groupe
cyclique distingué H. Alors tous les éléments de K sont égaux a une puissance de h et K est
lui-méme cyclique engendré par une puissance de h.

Posons pg = inf{p € N*|h? € K}. Soit h? un élément de K. Nous avons p = gpo + r avec
0 < r < po. Par suite h? = (hP°)Ih" et h™ = hP(h™P°)? appartient & K. Puisque pg = inf{p €
N* | hP € K} nous avons nécessairement r = 0 et K = (hP0).

Puisque H est distingué dans G pour tout g € G il existe g tel que ghg~! = h4. Par conséquent
ghPog= = haPo et K est distingué dans G.

Exercice 71 Soient A un groupe et C un sous-groupe distingué de A. Soient B un groupe et
D un sous-groupe distingué de B.

Montrer que A X B/C « D= A/C X B/D.

Eléments de réponse 71 Considérons ’homomorphisme de groupes entre A x B et A/C X B/D
donné par
o((a,b)) = (aC, bD).
Le noyau de ¢ est égal a
kero = {(a,b) € AxB|aC=CetbD =D}
{(a,b) e AxBlaecCetbeD}
= CxD.

Par ailleurs (aC, bD) est I'image de (a,b) par ¢ donc ¢ est surjectif. Il en résulte que ¢ induit
un isomorphisme entre A X B/C « D et A/C X B/D.
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Exercice 72 Soient Gy et Gy deux groupes non isomorphes.
1. Montrer que Z(G1) x Z(Gz) est isomorphe & Z(Gy x Ga).

2. Supposons que Gy et Go sont des groupes simples.
(a) Montrer que G x Gg contient un sous-groupe distingué H; isomorphe & G; et un
sous-groupe distingué Hs isomorphe a Gs.
(b) Montrer que si H est un sous-groupe distingué de Gy x Gg, alors HNH; est distingué
dans Hy et HN Hy est distingué dans Ho.
(¢) En déduire que H; et Ho sont les seuls sous-groupes distingués de G; x Ga.

Eléments de réponse 72
1. Montrons que Z(G1) x Z(Gz) est isomorphe & Z(Gy x Ga).

Soit (x1,x2) € G1 x Gg; alors (x1,x2) appartient & Z(Gy x Gg) si et seulement si

V(yi,y2) € G1 x Go (21,22)(y1,42) = (y1,92) (21, 22)

si et seulement si

Y (y1,92) € Gi x G (z1y1, T2y2) = (Y121, Yy2r2)

si et seulement si

V(y1,12) € G1 x G T1Y1 = Y121 et Toyo = YoTo.

Par conséquent (z1,z2) appartient & Z(G; x Ga) si et seulement si z; appartient & Z(Gy)
et zo appartient a Z(Gg). Ainsi

Z(Gq X Gg) ~ Z(Gl) X Z(GQ)

2. Supposons que G et Ga sont des groupes simples.
(a) Montrons que Gi x Go contient un sous-groupe distingué H; isomorphe a G; et un
sous-groupe distingué Hs isomorphe a Ga.
Soit Hy = Gy x {e2} ot eg est I’élément neutre de Ga. Le groupe H; est un sous-groupe
de Gi x Gg isomorphe a Gi. De plus Hj est distingué dans G; x Gg car pour tout
(x1,22) € Gy X G, pour tout (x,es) € Hy nous avons

(21, 22)(x, €2) (w1, 22) 7 = (w1, 22) (2, e2) (27, 23 ") = (wrway ', w22y ") = (w1227 €2)

et (z1,22)(x, e2)(x1,r2) " appartient & Hy.
De méme Hy = {e1} x Ga est un sous-groupe distingué de G; x Ga.
(b) Montrons que si H est un sous-groupe distingué de G1 x Gg, alors HNH; est distingué
dans Hy et HN Hy est distingué dans Hs.
Soit (x1,e2) € Hy et soit (z,e2) € HN Hj ; nous avons

1

(z1,€2)(x, €2) (1, €2) " = (w1, €2) (w, €2) (27", €2) = (w12 ", e2)

donc (z1,e2)(x, e2)(x1,e2)! appartient a Hp. Par ailleurs H est un sous-groupe

distingué de Gi x Go donc (z1,e2)(z,e2)(x1,e2)” ! appartient a H. Finalement
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(w1, e2)(x, e2)(z1, e2) " appartient &8 HNH; et HN Hy est un sous-groupe distingué de
H;.
De méme H N Hy est un sous-groupe distingué de Ho.

(c) Les sous-groupes Hj et Hy sont isomorphes a G et Go respectivement. Les groupes
G1 et Go étant simples les groupes H; et Hs sont aussi simples. Il y a donc quatre cas
possibles qui sont les suivants :

i) HNH; = H; et HN Hy = Hy auquel cas H = Gy x Ga.
) HNH; = H; et HNHy = {(e1,e2)} auquel cas H = H;.

iii) HNHy = {(e1,e2)} et HN Hy = Hy auquel cas H = Ha.
)

iv) HNHy = {(e1,e2)} et HNHy = {(e1,e2)} auquel cas H = {(e1,e2)}. En effet
HHl/H1 (qui est isomorphe a H) est distingué dans G'/H |» groupe qui est lui-méme
isomorphe a Ga.

ii

De la méme fagon nous obtenons que si H n’est pas trivial il est isomorphe a Gj.
Ainsi si H n’est pas trivial, il est isomorphe a G1 et & Go et Gy et Go sont iso-
morphes : contradiction. Par conséquent H = {(e1,e2)}.

Ainsi les seuls sous-groupes distingués propres de G; x Gy sont Hy et Hos.

Exercice 73 Soient G un groupe et H un sous-groupe de G.
(a) Montrer qu’en posant g - aH = (ga)H, ou a, g € G, on définit une action de G sur
I’ensemble G’/H des classes a gauche modulo H.
(b) Montrer que cette action est transitive.
Déterminer le stabilisateur de aH.
(c) On suppose G fini. Calculer le cardinal d’une orbite et retrouver un théoréme classique.

Eléments de réponse 73
(a) Posons X = Gr/H. Soient g dans G et x dans X. Désignons par a, a’ deux représentants
de la classe & gauche z. On a aH = o’'H = x ou encore a~'a’ € H. Or

(ga)lgd =alg7lgd =atd € H
donc gaH = ga’H.
Si on remplace a par un autre représentant a’ de la classe x = aH, alors ga'H = gaH.
La formule a donc bien un sens et définit une application de G x X — X.
C’est bien une action de G sur X puisque
e Vxr=aH € X nous avons e - x = eaH = aH = z,
eVr=aHe X,VgeG, Vg € G nous avons

g-(g -z)=g-(g'aH) = g(g'a)H = (9¢")aH = gg' - &

(b) Pour tous x = aH € X et y = bH € X il existe g € G tel que g-= = y (prendre g = ba™1).
Il existe donc une seule orbite, égale a X.
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Le stabilisateur de = = aH est aHa ! car :
g€Gy <= gaH=aH <= a 'ggH=H <= a lga € H <= g € aHa ..

(c) Comme G, = aHa~! = Ad,(H) ~ H, on retrouve le théoréme de LAGRANGE

G H] = card(G/H) = card(orb(z)) = [[(?x::ll]] - E H

Exercice 74 Soient p un nombre premier et ¢ > 1. En utilisant une action de groupe que ’on
précisera montrer que tout groupe G d’ordre p® admet un élément central (i.e. qui commute
avec tout élément de G) d’ordre p.

Eléments de réponse 74 Faisons agir G sur lui-méme par conjugaison. Les orbites sont
ou bien de cardinal 1 (pour chaque élément du centre), ou bien de cardinal une puissance de
p non égale a 1. En écrivant G comme une union d’orbites on a donc |Z(G)| = 0 mod p, ce
qui interdit & Z(G) d’étre trivial. Soit g € Z(G) ~ {1}, alors g est d’ordre p® pour un certain
1 <b<a. Alors gpb_1 appartient & Z(G) et est d’ordre p.

Exercice 75 Soit G un groupe. Soient H et K deux sous-groupes de G tels que K C H C G.
a) Supposons que G soit fini. Montrer que
IG:K|=|G:H|-|H:K]|.
b) On ne suppose plus que G est fini. On suppose par contre que H et K sont distingués

dans G. Montrer que
IG:K|=|G:H|-|H:K]|.

Eléments de réponse 75

a) Comme G est fini, on a

|G| = |G : H| [H] H| = [H: K| [K]| G| =G : K[[K]
L’ordre d’un groupe n’est jamais nul donc |K| # 0 et
G| _ |G : H|[H]
G:K|=——=——-—=|G:H|-|[H:K]|.
K] K]

G G
b) Les groupes G'/H et /] K4 Lac sont isomorphes donc ‘G/H' = ’ 7] K4 /K‘ soit |G : H| =

G | o |G 1| g | = |G
|G:H|-|H:K|=|G:K]|.

, 1.€.

Exercice 76 Soit G un groupe. Les assertions suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Justifier.

a) Si tout sous-groupe H de G est distingué dans G, alors G est abélien.
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b)
)
)

)

e
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Si HaG et K<H, alors K< G.

Soient g et h dans G d’ordre fini. Alors gh est d’ordre fini.
Si G a un nombre fini de sous-groupes, alors G est fini.

Si H et K sont des sous-groupes de G, alors (HUK) = HK.

Eléments de réponse 76

a)

b)

c)

Faux. Considérons le groupe H des quaternions. Rappelons qu’il est défini de la fagon
suivante : H est ’ensemble

H={+£1, £i, +j, £k}
et la loi de groupe est définie par
(-1)?*=1i=i=k"=-1

(-1)-i=i-(-1)=-i (-1)-j=j-(-1)=—j, (1) - k=k-(-1) = -k
i-j=-j-i=k

Les sous-groupes de H sont

— le sous-groupe trivial {id} qui est distingué,

— le sous-groupe de cardinal 2 engendré par —1 qui est distingué car contenu dans le

centre de H,

— les sous-groupes de cardinal 4 sont d’indice 2 dans H donc distingués,

— le sous-groupe H entier qui est distingué.

Les sous-groupes de H sont donc tous distingués mais H n’est pas abélien.

Faux. Considérons par exemple G = Sy, H = {id, (1 2)(34), (13)(24), (14)(23)} ~

Loy x Lrgy et K = {id, (1 2)(3 4)} = L/,

Faux. Pour avoir un contre-exemple il faut que le groupe G soit infini et non abélien.

—1 1
Prenons par exemple G = GL(2,Q), g = ( (1) 0 > et h = < 01 1 ) L’élément g
1

1
est d’ordre 2, I’élément h est d’ordre 3 mais gh = 01 est d’ordre infini.

Vrai. Tout élément de G est d’ordre fini : si g est d’ordre infini, alors le sous-groupe
engendré par g est isomorphe a Z et contient donc une infinité de sous-groupes distincts.
Or G a un nombre fini de sous-groupes cycliques notés (g1), ..., (gn). Donc pour tout g
dans G il existe i tel que (g) = (g;), autrement dit g est une puissance de g;. Ceci assure
que le cardinal de G est borné par la somme des ordres des g;. Il s’en suit que G est fini.
Faux. L’inclusion HK C (HUK) est toujours vérifiée. En revanche le sous-ensemble HK
n’est en général pas un sous-groupe de G contrairement a (H U K). En effet prenons par
exemple G = S3, H = {id, (1 2)} et K = {id, (1 3)}. Alors (HU K) coincide avec G et
HK = {id, (1 2), (1 3), (1 3 2)} n’est pas un sous-groupe de G.
La réponse est vraie si 'on suppose que H ou K est distingué dans G (exercice).
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Exercice 77 Soit S un sous-ensemble non vide d'un groupe fini G. Soit N(S) = {g €
G|gSg~! = S} le normalisateur de S dans G. Soit C(S) = {g € G|Vs € S, gsg~! = s} le
centralisateur de S dans G.

Montrer que

a) N(S) C Get C(S)<aN(S).

b) N(S) = G si et seulement si S = U gSg~ L.

geG
c) Si H« G, alors C(H) <« G.
d) Si H C G, alors N(H) est le plus grand sous-groupe de G contenant H et dans lequel H
est distingué.

Eléments de réponse 77

a) Montrons que N(S) C G et C(S) < N(S). Bien siir e appartient & N(S). Soient g et h
dans N(S). Alors

(gh)S(gh)~' = g(hSh™')g ' =gSg~' =S

donc gh appartient & N(S). Si g appartient & N(S) on a gSg~! = S donc en multipliant
a gauche et & droite par g~! et g respectivement on a S = ¢g~!'Sg, autrement dit g—!
appartient & N(S). Ainsi N(S) est un sous-groupe de G.

De méme C(S) est un sous-groupe de G contenu dans N(S). Montrons que C(S) est
distingué dans N(S). Soient g € C(S) et h € N(S). Soit s € S. Alors

(hgh™)s(hgh™") " = hg(h™'sh)g~'h"
et comme h appartient & N(S), on a h~!sh appartient & S. Donc puisque g appartient &
c(9)
g(h™tsh)g~t = hlsh
et finalement
(hgh™1)s(hgh ™)™ = h(h 'sh)h ™! = s.
Ainsi hgh~! appartient & C(S) et C(S) < N(S).
b) Montrons que N(S) = G si et seulement si S = U gSg~ L.
geG

Supposons que N(S) = G. Alors pour tout g € G,ona gSg~! = S donc S = U gSg~ L.
geG
Réciproquement supposons que S = U gSg~1. Pour tout g € G nous avons g~ 1Sg C S
geG
donc en multipliant par g et g7 a gauche et a droite respectivement nous avons S C
gSg~t C S dou S = gSg~!. Ainsi g appartient & N(S5) et G = N(9).

1
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¢) Montrons que si H< G, alors C(H) < G. Supposons que H soit distingué dans G. Soient ¢
dans G, ¢ dans C'(H) et h dans H. Nous avons

(geg™Hh(geg™) ™ = ge(g ' hg)e g™t

puisque H est distingué dans G nous savons que g~ 'hg appartient & H. Or ¢ appartient &
C(H) donc c(g~thg)c™! = g~ 1hg et finalement

(gcgh(geg™") ™!

1

ce qui assure que gcg~ ' appartient a C'(H). Le groupe C(H) est donc distingué dans G.

d) Montrons que si H C G, alors N(H) est le plus grand sous-groupe de G contenant H et
dans lequel H est distingué.

Par définition et a) N(H) est un sous-groupe de G contenant H et H est distingué dans
N (H). Considérons un sous-groupe K de G contenant H tel que H<K. Par définition nous
avons kHk~! = H pour tout k € K. Par conséquent k appartient & N(H) donc K ¢ N (H)
ce qui assure la maximalité de N(H) parmi les sous-groupes de G concernés.

Exercice 78 Soit G un groupe. Désignons par Aut(G) le groupe des automorphismes de G.
Si a appartient a G, notons ¢(a) 'application

vla): G— G g aga” ',

a) Montrer que pour tout a dans G 'application ¢(a) est un automorphisme de G (appelé
automorphisme intérieur de G).

b) Montrer que ¢: G — Aut(G), g — ¢(g) est un homomorphisme de groupes de G dans
Aut(G).

c) Notons Int(G) I'ensemble des automorphismes intérieurs de G. Montrer que Int(G) est
un sous-groupe distingué de Aut(G).

d) Notons Z(G) le centre de G. Montrer que Int(G) =~ G/Z(G)'

Eléments de réponse 78

a) Il faut montrer que ¢(a) est un homomorphisme de G dans G; bien sir p(a)(e) = e. 1l
reste donc & montrer que ¢(a)(g9g’) = p(a)(g)p(a)(g’). Or

L~ (aga)(ag'a™) = p(a)(9)p()(9)-

1

p(a)(gg') = agg'a™

Montrons que ker p(a) = {e}. Soit g € ker p(a), autrement dit aga=! =ed’ottg = a"ta =
e. Ainsi ¢p(a) est un homomorphisme injectif.
Soit g dans G. On a g = a(a"'ga)a™" = p(a)(a"'ga). Autrement dit ©(a) est surjectif.

Il en résulte que ¢(a) est un automorphisme de G et (p(a))~! = ¢(a™t).
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1

b) D’une part ¢(e)(g) = ege™* = g, i.e. p(e) = id. D’autre part

p(a) o p(a')(g) = a(d'ga’)a™" = (ad')g(aa) ™ = p(ad’)(g)
c’est-a-dire p(a) o p(a’) = p(aa’). Par suite ¢ est un homomorphisme de groupes de G
dans Aut(G).

c¢) Int(G) est I'image de G par ’homomorphisme de groupes ¢ ; c’est donc un sous-groupe
de Aut(G).
Soit 7 un automorphisme de G ; alors
Top(a)or (g) =T(ar H(g)a™!) = T(a)r(r 7 (g))7(a" ) = T(a)gT(a™)
Ainsi 70 p(a) o 771 = ¢(7(a)) appartient & Im . Le groupe Int(G) est distingué dans
Aut(G).
d) D’une part ker¢ est le centre Z(G) de G, d’autre part Imy = Int(G). Le théoreme
d’isomorphisme assure que Int(G) ~ Gr/ 7(Q)"

Exercice 79 Soit G un groupe et soit H < G un sous-groupe distingué.
a) Décrire les sous-groupes distingués de G/H en fonction de ceux de G.
b) Soit K un sous-groupe de G.

i) Si K est distingué dans G et contient H, montrer que
G/HK/H o~ G/K
ii) Montrer que HK est un sous-groupe de G égal a KH.
iii) Montrer que H est distingué dans HK.

iv) Montrer que
K ~ HK
YKNH) = /H

Eléments de réponse 79 Soit G un groupe et soit H <G un sous-groupe distingué.
a) Décrivons les sous-groupes distingués de G/H en fonction de ceux de G. On note 7: G —
Gr/H la projection canonique. La correspondance K +— 7(K) établit une bijection entre

I’ensemble des sous-groupes de G contenant H et I’ensemble des sous-groupes de Gr/H donc
la réciproque est donnée par K — 7 1(K). Cette bijection induit une bijection entre les
sous-groupes distingués de G contenant H et les sous-groupes distingués de G/H.

b) Soit K un sous-groupe de G.

i) Supposons que K soit distingué dans G et que K contienne H. Montrons que
St~ Sk

Le morphisme 7: G — G/H composé avec la projection 7’: G/H — (G/H) / (K/H)
induit un morphisme surjectif ¢: G — (G/H) / (K/H) Par construction un élément
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g de G appartient & kerq si et seulement si w(g) appartient & ker 7’ = K/H si et
seulement si g appartient a K. Ainsi ker ¢ = K. Le théoreme de factorisation assure
alors que ¢ induit un isomorphisme entre G/ ker ¢ = G/K et (G/H) / (K/H)

ii) Montrons que HK est un sous-groupe de G égal a KH.

Soient h, I/ dans H et k, k¥’ dans K. Le groupe H étant distingué dans G il existe
h" dans H tel que k- b’ = b - k. Par suite

(hek)- (W K) = (b H") - (k- )
appartient & HK et HK est un sous-groupe de G.

iv) Montrons que K/(K N H) et (HK)/H sont isomorphes. L’inclusion K — HK induit
un morphisme p: K — (HK)/H. Montrons que p est surjectif : si h est dans H et k
dans K, alors la classe (h-k)H = kH est 'image de k par p, donc p est surjectif. De
plus un élément k£ € K appartient a ker p si et seulement si il est dans H. Autrement
dit ker p = KN H. On conclut & I'aide du théoreme de factorisation.

Exercice 80 Soit G un groupe fini. Soient H et K des sous-groupes de G. Supposons que
— H et K sont des sous-groupes distingués de G ;
— HNK = {e}.
Montrer que HK est un sous-groupe distingué de G d’ordre |H||K|.

Eléments de réponse 80 Montrons tout d’abord que HK est un sous-groupe de G. On
définit I'application ¢ par

¢: Hx K — HK (h, k) — hk.

Cette application est injective. En effet soient h, b’ dans H et k, k' dans K tels que f(h,k) =
f(W K", i.e. hk = W'k'. On en déduit que hh'~! = K'k~1; de plus hh/~! = K’k~! appartient &
HN K = {e}. Donc hh'~! = e et kk/~! = e c’est-a-dire (h, k) = (I, k’). Cette application est
par définition surjective. Soient h, h' dans H et soient k, k¥’ dans K. Puisque K est distingué
il existe k1 dans K tel que hk = kih. Comme H est distingué il existe h; dans H tel que
kih = hiky. Ainsi hk = h1ky. Mais @ est injective d’ott h = hy, k = k1 et h et k commutent
(hk = kh). Donc hkh'k’ = hh'kk’. On en déduit que

— HK est un sous-groupe de G : la loi est stable dans HK, e appartient a HK et si g € HK,

alors ¢g~! € HK ;

— ¢ est un homomorphisme.

En particulier ¢ est un isomorphisme de groupes.

Montrons que HK est distingué dans G. Soient g € G, h € H et k € K. Alors

ghkg™" = (ghg™")(gkg™") = hi(gkg™")

avec hi dans H car H est distingué dans G. Par ailleurs hygkg~' = h1k; avec k; dans K car K

est distingué dans G. Donc ghkg™! appartient & HK et HK est distingué dans G.
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Montrons que HK est d’ordre |H||K|. Comme ¢ est un isomorphisme de groupes l'ordre de
HK est celui de H x K, i.e. [H||K].

Exercice 81 Soit G un groupe de centre Z(G).
a) Montrer que Z(G) est un sous-groupe distingué de G.

b) Montrer que si Gr/ 7(Q) est monogene (i.e. G/ 7(Q) est engendré par un seul élément),
alors G est abélien.

Eléments de réponse 81

a) Le centre de G est un sous-groupe de G. En effet si x € Z(G) et y € Z(G), alors
y~! € Z(G) et pour tout élément g de G on a zy~'g = zgy~! = gay~! ce qui implique
que zy~! appartient & Z(G).

Par ailleurs soit g € G et soit ¢ € Z(G). Comme ¢ commute avec tous les éléments de

G nous avons

gcg P =cgg "t =

Donc gZ(G)g~! = Z(G) et Z(G) est un sous-groupe distingué dans G.

b) Si G = Z(G), alors G est abélien. Si G # Z(G) et si G/Z(G) est monogene non trivial,
alors il existe un élément x de G tel que = ¢ Z(G) et G/Z(G) = (xZ(QG)). Soit y dans G.
Oubieny € Z(G) et zy = yx. Oubien y € Z(G) et il existe n € Ntel quey € (zZ(G))" =
2" Z(G), autrement dit y = a"c avec ¢ € Z(G). Dans ce cas xy = zz"c = 2" cx = yx. Ainsi
x commute avec tous les éléments de G, i.e. x € Z(G) : contradiction. Ainsi G = Z(G)
et G est abélien.

Exercice 82 On note Hg le sous-groupe de GL(2,C), appelé groupe des quaternions engendré
par les trois matrices

0 1 0 i i 0
1. Calculer 'ordre de Hg.
2. Exhiber les sous-groupes de Hg.

3. Exhiber les sous-groupes distingués de Hig.

4. Est-il isomorphe au groupe diédral Dg ?

Eléments de réponse 82
1. On vérifie que

I’=J?=K?=—id IJ=K.
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Par conséquent le groupe des quaternions est
Hg = {id, —id, I, I, J, —J, K, —K}.
En particulier il est d’ordre 8.

2. D’apres le théoréeme de LAGRANGE les sous-groupes propres de Hg sont d’ordre 2 ou 4. Il
y a un seul sous-groupe d’ordre 2 : (—id) et trois sous-groupes d’ordre 4 : (I), (J), (K).

3. Tous les sous-groupes de Hg sont distingués.

4. Le groupe diédral Dg compte 5 éléments d’ordre 2 donc n’est pas isomorphe a Hg qui n’en
compte qu’un.

0 i
Exercice 83 Soit Qg le groupe des matrices 2 x 2 inversibles engendré par < ; (1) > et
0 i

a) Quel est 'ordre de Qg ?
b

i 0 .
( ! ) Ce groupe est appelé le groupe des quaternions.

) Montrer que Qg n’a qu’un élément d’ordre 2.
c¢) Quel est le centre de Qg ?

d) Montrer que tous les sous-groupes de Qg sont distingués.

e) Peut-on trouver un isomorphisme entre Qg et un produit semi-direct de Z/4Z avec Z/2Z ?

Eléments de réponse 83 Posons Z = 0 ! ,J = ! 0 K =1T = 0 -1
i 0 0 i 1 0

10
etId-(O 1).

a) On vérifie que Id est I’élément neutre,
~I1dM =-M VYMe{Z, J, K} I’=J*=K*=-1d
=K, JK=2Z,KI=J JI=-K,KJ=-I,IK=-J
Il en résulte que Qg contient 8 élements.
b) D’apres ce qui précéde I'unique élément d’ordre 2 est —Id.
¢) D’apreés ce qui précéde le centre de Qg est {Id, —Id}.
d) Les sous-groupes de Qg sont le groupe trivial, le centre de Qg et

(I)={1d, -1d, Z, -7} (J)=A{ld, -1d, J, =T} Ky ={1d, -1d, K, —-K}

e) Les groupes (Z), (J) et (K) sont tous trois cycliques d’ordre 4 donc isomorphes a Z/4Z
mais aucun d’entre eux ne peut étre un facteur semi-direct de Qg car l'autre facteur
serait d’ordre 2 et d’intersection réduite a {Id} avec le facteur d’ordre 4. Or tous ces
sous-groupes d’ordre 4 contiennent le sous-groupe d’ordre 2. Par conséquent Qg ne peut
s’obtenir comme produit semi-direct de deux de ses sous-groupes propres.
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Exercice 84 Soit G un groupe d’ordre 55 possédant deux sous-groupes distingués d’ordre 5
et 11 respectivement. Montrer que G est isomorphe a Z/55Z.

Eléments de réponse 84 Si H et K sont d’ordre respectif 5 et 11, alors HN K = {e} (en
effet tous les éléments de H \ {e} sont d’ordre 5 et tous les éléments de K ~\ {e} sont d’ordre
11.

L’exercice 5.3 assure que HK est un sous-groupe de G d’ordre 5 x 11 = 55 qui est l'ordre
de G. Il en résulte que G = HK. Alors HK est isomorphe a H x K. Par suite G est isomorphe
a H x K. Or H est isomorphe a Z/E)Z et K est isomorphe a Z/llz donc G est isomorphe a
Z/5Z X Z/llz = Z/55Z (théoréeme chinois).

Exercice 85 [Formule de Burnside et coloriage de polyedres]
1. Soit G un groupe fini agissant sur un ensemble fini X. Pour tout x € X on désigne par
O, l'orbite de x par 'action de G et par G, son stabilisateur.
a) Soient x € X et y € O,. Trouvez z € G tel que

Gy = 271G, 2.

b) Montrer que pour tout x € X

G=1= > IGyl.
y€O,
c¢) En déduire que
1

Q=-— Gy
9l = g 3 1Gl

zeX
ou Q= {0, |z € X} est 'ensemble des orbites dans X par 'action de G.
d) En décomposant de deux fagons différentes 'ensemble F' = {(g,2) e GXx X |g -z = =}
déduire de la question précédente la formule de Burnside

L3 |Fix(g)|

2 =

ou Fix(g) est 'ensemble des points z € X tels que g - z = z.

2. On cherche maintenant & déterminer le nombre de fagons de colorier les faces et les arétes
d’un tétraedre régulier, ou K couleurs sont disponibles, & chaque face et a chaque aréte
étant attribuée une couleur et une seule. Le tétraedre T' est vu comme un sous-ensemble
de l’espace vectoriel R? et on le suppose centré en 0.

Nous identifions deux coloriages du tétraedre s’il existe une rotation R de l'espace
euclidien R? qui préserve le tétraedre, i.e. R(T) = T, et qui envoie le premier coloriage
sur le second.

a) Soit X I’ensemble des coloriages ot on interdit cette identification. Quel est le cardinal
de X7
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b) Montrer que I’ensemble des rotations préservant 7', muni de la loi de composition, est
un groupe.
Notons G ce groupe. On admet qu’il est fini et plus précisément que |G| =12 :
o l'identité idgs ;
e 3 rotations d’axe passant par le milieu d’une aréte et le milieu de I’aréte opposée,
et d’angle 7 ;
e 8 rotations d’axe passant par un sommet et le centre de la face opposée, et d’angle
+27/3.
¢) Le groupe G agit naturellement sur X, et chaque coloriage du tétraedre correspond a
une orbite O, dans X par I’action de G. Exprimer le nombre de coloriages du tétraedre
en fonction de K.

Eléments de réponse 85

1. Voir cours

2. On cherche maintenant a déterminer le nombre de facons de colorier les faces et les arétes

d’un tétraedre régulier, ou K couleurs sont disponibles, a chaque face et a chaque aréte
étant attribuée une couleur et une seule. Le tétraedre T' est vu comme un sous-ensemble
de I’espace vectoriel R3 et on le suppose centré en 0.

Nous identifions deux coloriages du tétraedre s’il existe une rotation R de 'espace
euclidien R? qui préserve le tétraedre, i.e. R(T) = T, et qui envoie le premier coloriage
sur le second.

a) Soit X l’ensemble des coloriages o on interdit cette identification. Quel est le cardinal
de X7
Un tétraedre régulier a quatre faces Sy, Sz, S3, Sy et six arétes A, As, ..., Ag. En
particulier il y a dix objets & colorier. On a donc |X| = k'°.
b) Montrons que Iensemble des rotations préservant 7', muni de la loi de composition,
est un groupe.
Voir cours.
Notons G ce groupe. On admet qu’il est fini et plus précisément que |G| =12 :
e l'identité idps ;
e 3 rotations d’axe passant par le milieu d’une aréte et le milieu de I’aréte opposée,
et d’angle 7;
e 8 rotations d’axe passant par un sommet et le centre de la face opposée, et d’angle
+27/3.
c¢) Le groupe G agit naturellement sur X, et chaque coloriage du tétraedre correspond
a une orbite O, dans X par 'action de G. Exprimons le nombre de coloriages du
tétraedre en fonction de K.
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Appliquons la formule de Burnside : soit n le nombre de coloriages, ou de maniére
équivalente le nombre d’orbites de G sur X. Alors

= g 2 IFix(o)

geG

n

Trois cas sont a distinguer :
e Si g = id, alors Fix(g) = X ; par suite |Fix(g)| = | X| = k.
e Si G est 'une des trois rotations d’axe passant par le milieu d’une aréte et le milieu
de l'aréte opposée, et d’angle . Alors |Fix(g)| = kS.
e Si G est 'une des huit rotations d’axe passant par un sommet et le centre de la
face opposée, et d’angle :l:%”. Par conséquent |Fix(g)| = k*.
Finalement

n:%(klus.k%s-k‘*)

Exercice 86

1. Soit G un groupe fini de cardinal p™ avec p premier et m € N* qui opére sur un ensemble
fini non vide E. Posons

E¢={zcE|VgeG, g -z =z}
Montrer que |E€| = |E| mod p.

2. Soit H un groupe fini d’ordre n. Soit p un diviseur premier de n. Montrer que H contient
un élément d’ordre p (lemme de CAUCHY). Indication : faire agir Z/pZ sur I’ensemble E
des (z1,22,...,x,) de HP tels que z1z2... 2, = e.

3. Soit H un groupe fini d’ordre n. Soit m € N* tel que pour tout x € H on ait 2 = e.
Montrer que n divise une puissance de m.

Eléments de réponse 86

1. Si z appartient a E, nous notons O(z) l'orbite de x sous l'action de G. Les éléments de
EC sont exactement les éléments = de E tels que O(x) = {z}. Notons wi, wa, ..., wy
les orbites de E de cardinal strictement supérieur & 1. Si x; est un élément de w;, alors
lwi| = [G : Stabg(z;)], ¢’est donc une puissance de p. Il résulte de I’équation aux classes
que

T
B = |ES|+ ) |wil = |[EY| mod p

i=1
2. Soit (x1,x2,...,2p) un élément de E. Nous avons 122 . ..z, = e. En multipliant & gauche
par xl_l et & droite par x; nous obtenons zox3...Tpr1 = €, i.e. (T2,23,...,Tp, 1) ap-

partient & E. Notons ¢ le cycle (12 ... p) de Sp. Il s’agit d’un élément d’ordre p qui
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engendre un sous-groupe cyclique K isomorphe a Z/pZ' Nous définissons une opération
de K sur ’ensemble H? par

c- (1'1,.%2, <o 7mp) = ($c(1)7xc(2)7 s 7$c(p)) = (xg,.’lfg, <o ,1'p,1'1).

La remarque ci-dessus montre que E est stable par cette opération. Appliquons alors
le résultat de la question précédente a l'opération induite sur E. Nous avons |E| =
|EX|  mod p. Le cardinal de E est nP~! (en effet on peut choisir z1, z2, ..., p—1 quel-
conques, z, est alors déterminé de maniere unique). Comme p divise n, |EX| est nul
modulo p. Or les éléments de EX sont justement les p-uplets (x,z,...,z) avec zP = e.
Notons que E¥ contient le p-uplet (e, e, ...,e); en particulier EX est non vide et par suite
EX a un cardinal supérieur & p. Il y a donc au moins (p — 1) éléments d’ordre p dans H.

3. Il suffit de montrer que tous les facteurs premiers de n sont des facteurs premiers de m.
Soit p un premier divisant n. Le lemme de CAUCHY garantit ’existence d’'un élément
x € H d’ordre p. Or par hypothése " = e donc p divise m.

Exercice 87 Soit G un groupe fini. Soit p le plus petit nombre premier divisant |G|. Soit H
un sous-groupe de G d’indice p. On se propose de montrer que H est distingué dans G.

a) Montrer que H opére sur I’ensemble des classes a gauche G/H par h - (aH) = (ha)H pour
tout A € H et pour tout a € G.
Quel est le stabilisateur de aH?
Quelle est 'orbite de la classe H?

b) Montrer que si H n’était pas distingué dans G, alors au moins une des orbites aurait un
cardinal > p.

c¢) Conclure.

Eléments de réponse 87

a) On peut vérifier que h - (aH) = (ha)H est bien définie : si aH = bH, alors (ha)H = (hb)H
donc h - (aH) ne dépend pas du représentant a choisi dans une méme classe a gauche), et
que ceci définit une opération de groupe.

Le stabilisateur de aH est HN aHa ™! car dire que h € H vérifie h - (aH) = aH signifie
que a~!(ha) appartient & H ou encore que h appartient a aHa .

L’orbite de H est réduite a H.

b) Si H n’est pas distingué dans G, alors il y a au moins une orbite dont le cardinal n’est
pas 1 puisque cela signifie qu’il existe a € G et h € H tel que a~'(ha) n’appartient pas
a H. Puisque le cardinal de cette orbite divise celui de H (donc aussi celui de G par le
théoréme de LAGRANGE) ce cardinal est au moins p étant donné que p est le plus petit
diviseur > 2 de |G].
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c) Si G n’est pas distingué dans G, alors il y a au moins une orbite de cardinal au moins p
mais il y a aussi une orbite de cardinal 1 (celle de H). I’équation aux classes assure alors

que ‘G/H’ > p+ 1 : contradiction avec le fait que [G : H] = p.

Exercice 88 Soit F un espace vectoriel de dimension finie n sur un corps k.

a) Faisons opérer le groupe linéaire G = GL(E) sur ’ensemble des sous-espaces vectoriels de
E par g- F := g(F) pour tout g € G et tout sous-espace F' de E. Quelles sont les orbites
pour cette action ?

b) On prend k = Z/7Z et n = 5. Combien E possede-t-il de sous-espaces vectoriels de
dimension 37

Eléments de réponse 88

a) L’orbite d’un sous-espace de dimension d ne contient que des sous-espaces de dimension
d.

Réciproquement si F' et G sont des sous-espaces de dimension d, on choisit une base

(f1, f2, .-, fa) de F que l'on complete en une base (f1, fa, ..., fa, fa+1, -+, fn) de E.
De méme on peut prendre une base (g1, g2, ..., gq) de F' que 'on compléte en une base

(91, 92, -+ 9dy 9d+1s - - -5 gn) de E. L’endomorphisme qui envoie f; sur g; est bijectif et
vérifie u(F') = G. Finalement les orbites sont les sous-espaces de dimension d pour d = 0,
1, ..., n.

b) Fixons un sous-espace F' de dimension 3 (on sait qu'il y en a au moins 1). D’apres a) le
nombre cherché est le cardinal de I'orbite de F' sous l'action de GL(E) ou encore I'ordre
de GL(E) divisé par celui du stabilisateur S de F. Le cardinal de GL(E) est obtenu en
comptant le nombre de bases de F, il vaut

(75 = 1)(7° = 7)(7° = T*)(7° = 73)(7° = 7).

En prenant une base de F' que I'on complete en une base de E on voit que S est isomorphe
au groupe des matrices-bloc de la forme

A B
0 C
ou A e GL(3,F7), B e M372(F7) et C' € GL(2,F7) Ainsi

S| = (73 = 1)(73 = 7)(7® = T*)(7* = 1)(7* = 7)7°.
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Par suite le cardinal cherché est

(7° = 1)(7° =7)(7° = 7*)(7° = 7)(7° = 1Y)

(73 —1)(73 = 7)(73 = 72)(72 — 1)(72 = 7)76
L TXTEX T T (TP = 1)(T = 1)(TP = 1)(72 = 1)(7T— 1)
COTXTEXTXTOx (T3 —1)(T2 - 1)(7T—-1)(72 = 1)(7T—1)
(TP =1)(7t 1)

(72—-1)(7-1)

= 140050

Exercice 89
a) Combien y a-t-il d’opérations du groupe Z/4Z sur ’ensemble {1, 2, 3, 4, 5} 7
b) Soient G et X deux groupes. On dit que G opére par automorphismes sur X si on s’est
donné une opération (g,z) — ¢g-x de G sur X telle que pour tout g € G lapplication
T +— ¢ - x soit un automorphisme de X.
L’opération de G sur lui-méme par translation est-elle une opération par automor-
phismes ?
L’opération de G sur lui-méme par conjugaison est-elle une opération par automor-
phismes ?

c) SiG= (Z/3Z, +) et X = (Z/13Z, +> combien y a-t-il d’actions de G sur X par auto-

morphismes ?

d) Si G = (Z/32,+) et X = (83,0) combien y a-t-il d’actions de G sur X par automor-

phismes ?

Eléments de réponse 89

a) On cherche le nombre de morphismes de Z/4Z dans le groupe des permutations S5. Se
donner un tel morphisme f revient a se donner un élément d’ordre divisant 4 (& savoir
f(1)) dans Ss5. Or S5 contient
— un élément d’ordre 1 (I'identité),

— (g) = 10 transpositions,

— 5-3 =15 doubles transpositions (cing fagons de choisir le point fixe puis trois double
transpositions avec les quatre éléments restants),

— 5-6 = 30 4-cycles (cinq fagons de choisir le point fixe et six 4-cycles dans le groupe
des permutations des quatre éléments restants).

Il y a donc au total 1+ 10 + 15 4 30 = 56 possibilités.

b) L’opération de G sur lui-méme par translation n’est pas une opération par automor-
phismes.

L’opération de G sur lui-méme par conjugaison est une opération par automorphismes.
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c¢) Le groupe des automorphismes de X est isomorphe au groupe multiplicatif de I"anneau
Z/13Z (en effet si on pose @, (x) = ax on peut vérifier que a — @, est un isomorphisme de

X
(Z/13Z) sur Aut(X)) lequel est isomorphe au groupe additif Z/12Z car 13 est premier.

On cherche donc le nombre de morphismes de Z/32 dans Z/12Z ou encore le nombre

d’éléments de Z/12Z d’ordre divisant 3. Il y a ainsi 3 possibilités.

d) Les seuls automorphismes de S3 sont intérieurs. Le groupe des automorphismes de S3 est
donc isomorphe a S3 quotienté par son centre, c’est-a-dire & S3. On est donc ramené a
chercher le nombre d’éléments d’ordre 1 ou 3 dans S3 et il y a 3 possibilités.

Exercice 90 Soit F un espace euclidien. On fait opérer le groupe orthogonal O(FE) de E sur
I’ensemble des sous-espaces vectoriels de FE.

a) Quelles sont les orbites pour cette action ?
b) Donner un énoncé analogue pour les espaces hermitiens.

¢) Y a-t-il un énoncé analogue pour le groupe orthogonal O(gq) d’un espace vectoriel de
dimension finie muni d’une forme quadratique non dégénérée ¢ ?

Eléments de réponse 90

a) L’orbite d’un sous-espace de dimension d ne contient que des sous-espaces de dimension

d.

Réciproquement si F' et G sont des sous-espaces de dimension d, on choisit
une base orthonormée (fi, fo, ..., f4) de F que lon compléte en une base ortho-
normée (fi, fo, ..., fa, fa+1, ---» fn) de E. De méme on peut prendre une base
orthonormée (g1, g2, ..., gq) de F que l'on compléte en une base orthonormée
(91, 925 -+ -+ Gds Gdi1s ---> gn) de E. L’endomorphisme qui envoie f; sur g; est bijec-
tif et vérifie u(F') = G. Finalement les orbites sont les sous-espaces de dimension d pour
d=0,1,...,n.

b) Idem en remplagant le groupe orthogonal de E par le groupe unitaire de E.

c) Il est clair que si F' est un sous-espace une condition nécessaire pour qu'un autre sous-
espace G soit dans l'orbite de F' est que les restrictions de ¢ a F' et G soient des formes
quadratiques isomorphes (ce qui entraine en particulier dim F' = dim G mais n’est pas
équivalent a cette condition. Cette condition est en fait suffisante mais c¢’est un énoncé
difficile, le théoreme de WiTT ([Per82)).

Exercice 91 Soit G un groupe. Soit g un élément de G. On appelle centralisateur de g
I'ensemble G, des éléments h de G tels que hg = gh.

a) Montrer que Gy est un sous-groupe de G. Est-il toujours distingué ?
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b) Supposons que G soit fini. Soit C' la classe de conjugaison de g. Trouver une relation entre
|G], |C] et |Gy].
Eléments de réponse 91

a) Il est immédiat que G4 est un sous-groupe de G mais il n’est pas toujours distingué : par
exemple dans &3 le centralisateur d’une transposition 7 n’est pas distingué dans Ss.

b) La groupe G opére par conjugaison sur lui-méme. Par définition C' est I'orbite de g et Gy,
son stabilisateur d’ou

|Gl = 1C] - |Ggl.

Exercice 92 Soit G un groupe opérant sur un ensemble X. Si (g, z) appartient & G x X quelle
relation peut-on écrire entre Stab(z) et Stab(g-x)?

Eléments de réponse 92 Nous avons Stab(g - z) = g - Stab(z) - g~ 1.

Exercice 93 Soit G un groupe d’ordre 33 agissant sur un ensemble X de cardinal 19. Montrer
qu’il existe une orbite de cardinal 1.

Eléments de réponse 93 Utiliser la formule des classes.

Exercice 94 Pour chaque polyedre régulier et convexe P d’un espace euclidien £ de dimension
3 déterminer le nombre d’isométries de £ préservant P.

Eléments de réponse 94 Le groupe Isom(P) agit transitivement sur P; il suffit donc de
déterminer 'ordre du stabilisateur d’un sommet de P.

Exercice 95 Combien de colliers de 9 perles différents peut-on faire avec 4 perles bleues, 3
perles blanches et 2 perles oranges ?

Eléments de réponse 95 Il faut compter le nombre d’orbites en considérant Paction du
groupe diédral Dg sur un polygone régulier a 9 c6tés dont on a coloré les sommets en suivant
I’énoncé. En utilisant la formule de BURNSIDE on trouve que l'on peut réaliser 76 colliers
distincts.

Exercice 96 Montrer que nous avons les isomorphismes suivants

PGL(Q, ]FQ) >~ 83, PGL(Q,FP,) >~ 84, PSL(Q, Fg) >~ .A4, PGL(Q, F4) ~ .A5.

Eléments de réponse 96 Le groupe PGL(n,F,) agit fidelement sur les droites de Fy-

Exercice 97 Soit k un corps commutatif. Considérons 'action du groupe GL(m, k) x GL(n, k)
sur My, (k) définie par ((P,Q), M) — PMQ~L.
Déterminer le nombre d’orbites de cette action.
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Eléments de réponse 97 1l s’agit de classer les matrices a équivalence preés. On en déduit
qu’il y a min(m,n) + 1 orbites.

Exercice 98 Soit k un corps commutatif. Considérons 'action de GL(n,k) sur Sym(n,k)
définie par
(P,S) — PSP
a) Déterminer le nombre d’orbites de cette action lorsque k = C.
b) Déterminer le nombre d’orbites de cette action lorsque k = R.
c¢) Déterminer le nombre d’orbites de cette action lorsque k = I, lorsque p désigne un
nombre premier impair.

Eléments de réponse 98 Il s’agit de classer les formes bilinéaires sur k™.
— Sik=C, alors il y a n + 1 orbites.
— Sik=R, alorsily a %2(71“) orbites.
— Sik =T,, alors il y a 2n 4 1 orbites.

Exercice 99 Soit G un groupe d’ordre n € N* et soit k un corps commutatif. Montrer qu’il
existe un morphisme de groupes injectif de G dans GL(n, k). Eléments de réponse 99
Utiliser le théoréme de CAYLEY.

Exercice 100 Soit G un groupe d’ordre 2m avec m € N* impair. Montrer que G admet un
sous-groupe d’indice 2.

Eléments de réponse 100 Utiliser le théoréme de CAYLEY.

Exercice 101 Déterminer les groupes finis admettant exactement deux classes de conjugaison.
Eléments de réponse 101 Avec la formule des classes on trouve G ~ Z/2Z'

Exercice 102 Déterminer les groupes finis admettant exactement trois classes de conjugaison.

Eléments de réponse 102 La formule des classes assure qu’il existe un couple (a,b) dans
N2 tel que 1 <b < a < |G| et
1 1 1

= @ + a + g
Nous en déduisons que 1 < b < 3 puis en étudiant les différents cas nous obtenons que
Card(G) < 6. Finalement nous obtenons que G =~ Z/3Z ou G ~ S3.

1

Exercice 103 Soit G un groupe d’ordre p” ou n appartient & N* et p est un nombre premier.
Montrer que le centre de G n’est pas trivial.

Eléments de réponse 103 Faire agir G sur lui-méme et utiliser la formule des classes.
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Exercice 104 Soit G un groupe d’ordre infini. Supposons que G admette un sous-groupe
propre H d’indice fini. Montrer que G n’est pas simple.

Eléments de réponse 104 Faire agir G sur G/H par translation des classes.

Exercice 105 Soit G un groupe fini d’ordre n > 2. Soit p le plus petit facteur premier de n.
Montrer que si H est un sous-groupe de G d’ordre p alors H est central.

Eléments de réponse 105 Faire agir G sur H par conjugaison. Etudier le cardinal de chaque
orbite pour obtenir qu’elles sont des singletons.

Exercice 106 Soit G un groupe opérant sur un ensemble . On note pour g € Get z € F
l’action de g sur « par : g - x.

1. Montrer que pour tout z dans le E le stabilisateur
Stabg(z) =G, ={9€Glg-z =1}

de z est un sous-groupe de G.

Soit maintenant n € N, n > 2. Notons G le groupe orthogonal (O(n,R), o). Posons
VfeG, VveR" f-v=f(v).

Désignons par C = (eq, €2, ..., e,) la base canonique de R".

2. Montrer que
G xR" — R" (fyv) = f-v

définit une action du groupe G sur ’ensemble R™.

3. Déterminer 'orbite
OF ={f-v|feG}
d’un élément v de R™ sous 'action de G.

4. Montrer que f appartient a G, si et seulement si la matrice représentative de f dans C

est du type
10
0o P

ou P désigne un élément de O(n — 1, R).

5. En déduire que G., ~ O(n — 1,R) en explicitant un isomorphisme entre O(n — 1,R) et
Ge, -

6. Soit # € R™ ~. {0}. Donner un isomorphisme de groupes ¢, : G, — G, .
7. Pour quels z € R" a-t-on G, <O(n,R)?
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8. Soit € R™ \ {0}. Nous restreignons 'action de G sur R™ a celle de G,. Donner l'orbite

O% = {f -v|feG,}

d’un élément v de R™ sous cette action (peut-étre s’aider d’un dessin).

Eléments de réponse 106
1. Montrons que pour tout z dans le E le stabilisateur
Stabg(z) =G, ={9€ Glg-z =1}
de z est un sous-groupe de G.

Soit x dans E. Par définition d’une action e - x = x ce qui conduit a e € G.

Si g et ¢’ appartiennent a G, nous avons

(99) - 2=g-(¢-a)=g-x=2
donc gg' appartient a G,.

Enfin si g appartient a G, alors x = g - = et en faisant agir g~' de part et d’autre de
I’égalité nous obtenons

gil.x:gil.(g.x):(gilg).xze.xzx

1

ce qui montre que g~ appartient a G.

En conclusion G, est un sous-groupe de G.

Soit maintenant n € N, n > 2. Notons G le groupe orthogonal (O(n,R), o). Posons
VfeG, YveR" f-v=f(v).
Désignons par C, = (eq, €2, ..., e,) la base canonique de R".
2. Montrons que
GxR" - R" (fyv) = f-v

définit une action du groupe G sur ’ensemble R™.

Soit v dans R™. Nous avons

idgn - v = idgn (v) = v
et si f, g appartiennent a O(n,R)
(fog)-v=_(feog)(v)=flg(w)) =f-g(v)=["(g-v)

3. Déterminons 'orbite
OF ={f-v|feGC}
d’un élément v de R™ sous Iaction de G.
Soit v dans R"™.
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Siv =0, quel que soit f € O(n,R) f(v) =0 et
05 ={f-0|f G} ={0}.

Siv # 0, alors du fait que les éléments f € O(n,R) conservent la norme pour le produit
scalaire standard de R"™ nous avons || f(v)|| = ||v|| et donc O est contenue dans la sphére
S(0, ||v]|) de centre 0 et de rayon ||v||. Réciproquement soit u dans R™ tel que ||v|| = ||ul|,
soient B, = (HuTH’ U9, U, ... un> et B, = (H%H’ Vo, Vo, ... vn> deux bases orthonormées
de R™ (on peut compléter par le procédé de Gram-Schmidt un vecteur de norme 1 en
une base orthonormée en dimension finie) et soit f Iapplication linéaire qui transforme
B, en B,. Puisque B, et B, sont deux bases orthonormées, f appartient a O(n,R). De
plus f (HZ—H) = Tl €t |[u|| = ||v|| entrainent f(v) = u. Finalement u appartient & OS et
0% = 5(0, ||v||) siv # 0.

. Montrons que f appartient a G, si et seulement si la matrice représentative de f dans

Cp est du type

1 0
0 P
ou P désigne un élément de O(n — 1, R).

Si f appartient a Ge,, alors f(e1) = e; et donc la premiére colonne de la matrice

1
0
M représentant f dans la base canonique est : | O |. D’autre part f(e;) = e, étant
0
orthogonal a f(e2), f(e3), - .., f(en) puisque f préserve le produit scalaire la premiére ligne
1 0
de M est (100 ... 0). Par suite M = 0o P/ Puisque '‘M M = id,, nécessairement

PP =1id,,_1; anisi P appartient a O(n — 1,R).

Réciproquement si
10
M—mat(f,Cn)—<0 P)

avec P dans O(n — 1,R) nous avons bien : f appartient a O(n — 1,R) (car 'MM =
1 0 .
< 0 tPP) =id,) et f(e1) =ey.

5. Montrons que G¢, ~ O(n—1,R) en explicitant un isomorphisme entre O(n—1,R) et G, .

D’aprés 4. 'application W: O(n — 1,R) — G, définie par V(g) = f ou mat(f,C,) =

< é 2) ) et mat(g,C,—1) = P est bien a valeurs dans G.,. L’application ¥ est bien
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un morphisme de groupes : a la composition des applications correspond le produit des
matrices. De plus g appartient a ker ¥ si et seulement si mat(g,Cp—1) = id,—1 si et
seulement si g = idgrn-1 ce qui prouve que ¥ est injective. La surjectivité de ¥ résulte

directement de 4.
. Soit € R™ . {0}. Donnons un isomorphisme de groupes ¢,: G, — Ge,.

Soit x dans R™ ~. {0}. Soit h dans O(n—1,R) tel que h(e1) = Hiil\ (une telle application
existe d’apres 3.) Considérons

Pzt Gz = Ge, frhofoh L

Notons que ¢, (f) appartient & O(n — 1,R) puisque f et h appartiennent a O(n — 1,R).
D’autre part

alF)(er) = B er)) = (£ (H;“’H)) —h (HH) —

ainsi ¢, est bien a valeurs dans Ge,. Le fait que ¢, est un isomorphisme de groupes se
vérifie directement.

. Déterminons les z € R™ pour lesquels on a G, <O(n,R).

Soit x dans R™.

Siz =0, alors Gg = O(n,R) et Go <O(n,R).

Supposons = # 0. Soit f dans G, \ {idgn} (rappelons que d’aprés 3. G, n’est pas
réduit a idgn ). I existe y dans R™ tel que ||y|| = ||z|| et f(y) # y. D’apres 3. on peut alors
construire h dans O(n,R) tel que h(y) = x. Alors h(f(h=(z))) # = (en effet h=1(z) =y
donc f(h=Y(x)) = f(y) # y). Ainsi G, n’est pas distingué dans O(n,R).

Finalement Gz < O(n,R) si et seulement si x = 0.

. Soit z € R™ ~\ {0}. Nous restreignons 'action de G sur R" a celle de G,. Donnons l'orbite
Of* ={f -v|fe Gy}
d’un élément v de R™ sous cette action.

D’aprés 4. un élément f de G, s’identifie & une application orthogonale de O(n — 1, R)
qui agit sur ' (en identifiant R"~! et x) en laissant fixe la direction . Ecrivons v dans
une base orthonormée commencant par H%H ; on voit que I'image par f de v appartient a
S(0, ||v]]) (car f conserve la norme) et aussi a I’hyperplan affine H de R™ orthogonal a x et
passant par la projection orthogonale  de v sur la droite x (car f préserve la coordonnée
suivant H%H) L’intersection de S(0, ||v||) et de H est la sphéere Sy de H centrée en m(v) et
de rayon dist(v, vect(z)). Réciproquement si u appartient a Sy la projection orthogonale
p(u) de u sur zt est de méme norme que la projection orthogonale p(v) de v sur . I
existe donc une application orthogonale f de O(n — 1,R) qui envoie p(u) sur p(v) (nous
avons identifié R"~1 et ). Nous étendons alors f a f sur R™ tout entier en imposant
que fv laisse fixe la direction x. L’application f appartient a G, et envoie u sur v. Il s’en
suit que OSZ = S5Sy.
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Exercice 107 Soient G un p-groupe et H un sous-groupe non trivial distingué de G.
Montrer que HN Z(G) n’est pas réduit a I’élément neutre.

Eléments de réponse 107 Le sous-groupe H de G étant distingué G agit par conjugaison
sur H. Puisque G est un p-groupe H l’est aussi et les orbites non triviales de cette action sont de
cardinal divisible par p. On en déduit que la réunion des orbites triviales, c’est-a-dire I’ensemble
H N Z(G) des points fixes, est aussi de cardinal divisible par p. Comme il contient I’élément
neutre il contient au moins p éléments et n’est donc pas réduit a 1’élément neutre.

Exercice 108

1. Soit G un groupe fini. Soit H un sous-groupe strict de G. Montrer qu’il existe x € G tel
que la classe de conjugaison de = ne rencontre pas H.

2. Donner un contre-exemple si G n’est pas fini.

Eléments de réponse 108

1. Soient z et g dans G. Nous avons grg~' € H <= x € g~ 'Hg. On est donc ramené &

montrer que la réunion U gHg™ ! des conjugués de H n’est pas égale & G. Pour cela on va
geG

majorer le cardinal de U gHg ™! et montrer que cette réunion contient strictement moins

geG
d’éléments que G. Notons que si g1 et g2 sont dans la méme classe a gauche modulo H,

i.e. 8’1l existe h € H tel que g2 = g1h, alors

g2Hgy ' = gi(hHR gt = g1Hgy .

Dans la réunion ci-dessus on peut donc prendre un systéme de représentants des classes

|G|

a gauche modulo H. Soit g1, go, ..., g un tel systéme de représentants, k = TH][ étant
I'indice de H dans G. Les conjugués de H ayant au moins 1’élément neutre en commun il
vient
_ g _ |G|
U gHg™'| = | ity ! <1 (H = Dk =[Gl +1 - 1 <[]
geG =1

car par hypothese |H| < |G| donc 1 < % et 1 — % < 0.

2. Le résultat précédent ne s’étend pas & un groupe infini. Prenons par exemple G = GL(n, C)
et H le sous-groupe de G formé des matrices triangulaires supérieures inversibles. Toute
matrice de G étant trigonalisable la classe de conjugaison de toute matrice de G rencontre
H.

Exercice 109 Soit k = [F, un corps fini de cardinal ¢q. Considérons le groupe linéaire GL(n, k)
et son sous-groupe SL(n, k).
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a) Montrer que le centre de GL(n,k) (resp. de SL(n,k)) est constitué des matrices scalaires
de ce groupe.

b) Notons PGL(n,k) (resp. PSL(n,k)) le quotient de GL(n,k) (resp. SL(n,k)) par son
centre. Calculer les ordres de SL(n,k), PGL(n,k) et PSL(n, k).

Soit n un entier. Soit E le k-espace vectoriel k™. Désignons par P(E) I’ensemble des
droites vectorielles de k™ (espace projectif de dimension n — 1).

¢) Montrer qu’il existe un morphisme injectif ® de PGL(n,k) dans le groupe symétrique
Sp(E)-

Dans la suite on suppose que n = 2.

d) Montrer que P(E) est de cardinal ¢ + 1; on identifie ® & un morphisme de PGL(2, k)
dans Sy41.

e) Supposons que ¢ = 2. Montrer que ® induit des isomorphismes de PGL(2,Fq) et
PSL(Q, Fg) sur 53.

f) Supposons que ¢ = 3. Montrer que ® induit un isomorphisme de PGL(2,F3) sur Sy et de
PSL(2,F3) sur As. Les groupes PGL(2,F3) et SL(2,F3) sont-ils isomorphes ?

g) Supposons que ¢ = 4. Montrer que ® induit des isomorphismes de PGL(2,Fy) et
PSL(2,F4) sur As.

h) Supposons que ¢ = 5. Montrer que ® induit un isomorphisme de PGL(2, F5) sur S5 et de
PSL(2,F5) sur As (rappelons une conséquence non trviale de la simplicité des groupes
alternés : tout sous-groupe d’indice n de S,, est isomorphe & S,,—1 pour n > 5).

Eléments de réponse 109

a) Montrons plus généralement (sur un corps k quelconque) que si un endomorphisme f de
k™ commute avec tous les endomorphismes de déterminant 1, alors f est une homothétie.
Pour cela montrons que tout vecteur v # 0 de k™ est vecteur propre pour f. Complétons
v en une base (v,e1,ea,...,e,—1) de k™. Soit M la matrice de f dans cette base. Alors
M commute avec la matrice de Jordan J,, donc laisse stable le noyau de J,, qui est k - v.
Ainsi v est bien vecteur propre pour f.

b) Nous avons
IGL(n, k)| = (¢" = 1)(¢" —a) ... (¢" —¢" ).
Par définition SL(n,k) est le noyau du morphisme de groupes surjectif
det: GL(n,k) — k*;
son cardinal est celui de GL(n,k) divisé par ¢ — 1, soit
ISL(n, k)| = (¢" = 1)(¢" = @) .- (¢" — ¢"")g" .

De plus PGL(n, k) est le quotient de GL(n, k) par un groupe isomorphe a k* (les matrices
scalaires non nulles) donc [PGL(n,k)| = |[SL(n, k)|.
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c)

d)

e)

f)
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Pour finir |PSL(n, k)| = % et Z(SL(n,k)) = {Ad| A" = 1}. Orily a pged(n, g—

1) racines niémes de I'unité dans un corps k de cardinal ¢ ) donc

(¢"=1)(@"—q)...(¢" —¢" H)g"!

pged(n, g — 1) ‘
Faisons opérer PGL(n, k) sur ’ensemble P(E) des droites vectorielles de E par g-D = g(D)
ou g appartient a GL(n,k) et g est son image dans PGL(n, k). Ceci est bien défini car si
g1 = g2, alors g1 et go sont proportionnels et g1 (D) = g2(D). L’opération est fidele car les
seuls éléments g de GL(n,k) qui stabilisent toutes les droites sont les homothéties. Nous
obtenons donc un morphisme injectif ® de PGL(n, k) dans Sp(g).

|PSL(n, k)| =

Les droites vectorielles de F sont données par une équation y = ax dans le plan, avec
a # 0, ou par I’équation z = 0. Il y a donc g + 1 droites, i.e. |[P(E)| =q+ 1.
D’apres c) les groupes PGL(2,F2) et PSL(2,F3) coincident et sont d’ordre 6. De plus Sz
est d’ordre 6. Ainsi le morphisme injectif ® est aussi surjectif d’ou le résultat.
D’une part [PGL(2,F3)] = (32 — 1) x 3 = 24 d’autre part |Sy| = 24. Ainsi ® réalise
un isomorphisme entre entre PGL(2,F3) et ;. Comme pged(2,3 — 1) = 2 le groupe
PSL(2,F3) est, d’apres c), un sous-groupe d’indice 2 de PGL(2,F3). Puisque le seul sous-
groupe d’indice 2 de Sy est A4 ® nous obtenons que @ induit un isomorphisme entre
PSL(2,F3) et Ay.

Les groupes PGL(2,F3) et SL(2,F3) ne sont pas isomorphes. En effet Z(SL(2,F3)) est
d’ordre 2 alors que le centre de PGL(2,F3) ~ S, est trivial.
D'une part [PGL(2,F4)| = (4% — 1) x 4 = 60, d’autre part comme pged(2,4 — 1) = 1 nous
avons PGL(2,F4) = PSL(2,F4). Par suite ® induit un des isomorphismes de PGL(2,F4)
et PSL(2,FF4) sur un sous-groupe d’indice 2 de S5 qui ne peut étre que As ©),
L’ordre de PGL(2,F5) est (52—1) x5 = 120 donc ® induit un isomorphisme de PGL(2, Fs)
sur un sous-groupe d’indice 6 de Sg lequel est isomorphe & S5 d’apres le résultat rappelé.
Etant donné que pged(2,5 — 1) = 2, le groupe PSL(2,F5) est un sous-groupe d’indice 2
de PGL(2,F5) ~ S5 et est donc isomorphe, via ®, a As.

Exercice 110 Donner des applications de ’équation aux classes.

Eléments de réponse 110 Applications de ’équation aux classes : le centre d’un p-groupe
n’est pas trivial, théoréeme de Wedderburn.

Exercice 111 Donner des applications de la formule de Burnside.

4. En effet k™ est un groupe cyclique d’ordre ¢ — 1. Nous sommes donc ramenés a compter le nombre de

solutions = de nz = 0 dans Z/( q—1)z e qui donne le résultat.

5. En effet, dés que m > 2 le seul morphisme non trivial de S,, dans le groupe multiplicatif {£1} est la

signature.
6. En effet, dés que m > 2 le seul morphisme non trivial de S, dans le groupe multiplicatif {£1} est la

signature.
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Eléments de réponse 111 Applications de la formule de Burnside : petit théoréme de
Fermat, les colliers de Polya.
Exercice 112 Trouver un groupe fini G # {e} tel que le centre de G est {e}, le sous-groupe
dérivé de G est G mais G n’est pas simple.
Eléments de réponse 112 Considérons G = G; x Gg ot G et Go sont deux groupes simples
non abéliens, par exemple G; = Go = As. Le groupe G n’est pas simple : il contient par exemple
le sous-groupe distingué non trivial Gy x{e}. De plus d'une part Z(G) = Z(G1)x Z(Gz), d’autre
part Z(G1) = Z(G2) = {e}. Et enfin d’une part [G, G] = [G1, G1] X [Ge, G2| et d’autre part
[G;, Gi] = G; pour i =1, 2.
Exercice 113 Soit D le groupe diédral d’ordre 8 (groupe des isométries du carré). Calculer
le centre, le sous-groupe dérivé et 'abélianisé de D.

Soit Hg le groupe des quaternions d’ordre 8. Calculer le centre, le sous-groupe dérivé et
I’abélianisé de Hsg.
Eléments de réponse 113 Le centre Z(D) de D est {#id}. Puisque le quotient D/Z(D)
est abélien (il est d’ordre 4) son sous-groupe dérivé est inclus dans Z(D). Etant donné que D
n’est pas abélien, le groupe dérivé de D/ Z(D) ne peut pas étre trivial et coincide donc avec
Z(D). On peut vérifier que tout élément g de D satisfait g*> € Z(D). Ainsi tous les éléments
non triviaux de D/ Z(D) sont d’ordre 2. Par suite ce groupe d’ordre 4 n’est pas cyclique; il est

2
donc isomorphe a (Z/2Z> .
Les régles de calcul dans Hg = { £+ 1, +i, +j, £k} sont

ij =—ji=k, ki = —ik = j, gk =—kj =1, 2= =k =-1.

Le centre Z(Hg) est donc réduit a {+1}. Comme pour D nous en déduisons que le groupe dérivé
de Hg est Z(Hs) et que I'abélianisé HEV 7 (Hs) de Hg est isomorphe a (Z/Qz)z.

Notons que D et Hg ne sont pas isomorphes pour autant : D possede 5 éléments d’ordre 2
alors que Hg n’en posséde qu’un.
Exercice 114 Soit G un groupe fini tel que le quotient de G par son centre soit abélien. Le
groupe G est-il toujours abélien ?
Eléments de réponse 114 Non. Considérons par exemple un groupe non abélien G d’ordre 8
comme le groupe diédral. Son centre Z(G) est non trivial car G est un 2-groupe. Par conséquent
le quotient Gr/ Z(G) est d’ordre au plus 4 et Gr/ Z(G) est abélien.

Exercice 115 Quels sont les groupes finis G tels que tout élément g de G vérifie g> = e ?
Eléments de réponse 115 Un tel groupe G est abélien ; en effet si g et h sont deux éléments
de G alors g = g~ ! et h = h=! mais aussi (gh) = (gh)~! soit gh = h~'g~! ou encore gh = hg.
Notons alors G additivement. Nous avons alors 2g = 0 pour tout g € G. Le groupe G est alors
isomorphe au groupe additif (Z/QZ)T pour un certain r € N. Réciproquement un tel groupe
convient.
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Exercice 116 Soit p un nombre premier, soit G un groupe d’ordre p?. Montrer que G est
abélien.

Eléments de réponse 116 L’équation aux classes pour l'action de G sur lui-méme par
conjugaison assure que le centre Z(G) de G n’est pas réduit a I’élément neutre. En faisons agir
G sur lui-méme par conjugaison

Gx GG, (g,h) — hgh™L.

Notons que g appartient a Z(G) si et seulement si 'orbite Oy de g sous cette action est réduite
a {g}. L’équation aux classes assure que

,
G =1Z(G)| +_ 104
i=1
D’apres le théoreme de Lagrange |Oy,| divise p donc

G| = 2(G)|+ |0
=1

conduit a
G| = 12(G)[ mod p
soit
0=1Z(G)| mod p.
Mais eg appartient & Z(G) donc |Z(G)| > p. Par suite Z(G) est de cardinal p ou p?.
Si |Z(G)| = p?, alors G = Z(G) est abélien.
Si |Z(G)| = p, alors G'/ Z(G) est de cardinal p premier, G/ Z(G) est cyclique et G est, d’apres

a), abélien.

5.4. Groupe des permutations

Exercice 117 Le groupe A4 est-il simple ? le groupe Sy est-il simple ?

Eléments de réponse 117 Le groupe A4 n’est pas simple : le groupe
Vi = {id, (1 2)(3 4), (1 3)(2 4), (1 4)(2 3)}

est un sous-groupe distingué non trivial et strict de Ay4.
Le groupe S4 n’est pas simple : le groupe A4 est un sous-groupe distingué non trivial et
strict de Sy.

Exercice 118 Décomposer la permutation (1 2 3 4 5)(1 3 5)(3 2) en produit de cycles a sup-
port disjoint.

Eléments de réponse 118 Ona (12345)(135)(32)=(2145).
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Exercice 119 Exprimer comme produit de cycles disjoints :
1. (123)(45)(16789)(15);
2. (12)(123)(12).

Quelle est la signature de ces permutations ?

Eléments de réponse 119
1. Posons o1 =(123)(45)(16789)(15). Explicitons oy :
123456789
523416789
523467891
423567891
431567892

Donco;=(43156789 2).
C’est une permutation paire, de signature 1; en effet la signature d’un cycle d’ordre p

est (—1)P~L.
2. Posons o2 = (1 2)(1 2 3)(1 2). Explicitons oy :
123
213
321
312

Ainsi o9 = (3 1 2).
C’est une permutation paire, de signature 1; en effet la signature d’un cycle d’ordre p
est (—1)P~L.

Exercice 120 Calculer aba~! pour
l.a=(135)(12),b=(1579);
2.a=(579),b=(123).

Eléments de réponse 120
1. Calcul de aba™! pour a = (135)(12),b=(1579).
Explicitons a :
123456789
213456789
235416789
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autrement dit a = (1 2 3 5). Il s’en suit que

123456789
512436789

Finalement nous obtenons

123456789
512436789
752436981
713456982

2. Calcul de aba™! pour a = (5 79), b= (1 2 3). Les cycles a et b sont & supports disjoints
donc commutent. Ainsi aba™! = aa~'b = b, autrement dit aba~! = b.

Exercice 121 Déterminer la parité des permutations suivantes et les écrire comme produits
de transpositions :

o1 =(135)(5432)(5678), oy = (12)(24)(17)(7 6 8).

Eléments de réponse 121 L’application signature est un morphisme de Sg dans le groupe
multiplicatif {—1, 1}.
La permutation o est le produit d’'un cycle pair avec deux cycles impairs, elle est donc paire.
La permutation o9 est le produit de 3 cycles impairs et d’un cycle pair, elle est donc impaire.

Autre méthode :
o1 =(35)(5 1)(2 3)(4 2)(2 5)(7 8)(6 8)(5 8)
donc sgn(o1) = (=1)% =1 et

o2 = (1 2)(2 4)(1 7)(6 8)(7 8)
donc sgn(oy) = (—1)° = —1.

Exercice 122 Soit ¢ la permutation de {1, 2, ..., 12} définie par

(1 23 4 5678 9 10 11 12
7l 109811 732612 5 4 1

Calculer ¢2000,

Eléments de réponse 122 Posons o; = (1 10 5 7 2 9 12), 02 = (3 8 6) et 03 = (4 11).

Ces trois permutations sont a supports disjoints deux a deux donc commutent. Il en résulte

2000 _ 2000 ;2000 ;2000
que o =01 oy Nog .
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Par ailleurs oy est d’ordre 7 et 2000 = 285 x 7+ 5 d’out 0% = 7.
De plus o3 est d’ordre 3 et 2000 = 666 x 3 + 2 d’ott 03°° = o3.
Enfin o3 est d’ordre 2 et 2000 = 1000 x 2 d’ott 03%% = id.

Par suite
0?00 = 5352 =(1 97 10 12 2 5)(3 8 6)
Exercice 123 Soit n un entier, soit o une permutation de {1, 2, ..., n} et soit (1 =2 ... zy)
un cycle de S,,.
Calculer o(z1 9 ... Tk)o L.

Eléments de réponse 123 Pour 1 < i < j posons o(x;) = y;. Alors o7 (y;) = x; et

(1 w2 ... zp)o H(wi) = (w1 22 ... z))(2) = @41 done o(xy z2 ... )0 Hy) =
0(Tit1) = Yi+1.
Par ailleurs si y & {1, 2, ..., Yk}, alors (o(x1 z2 ... zp)o ) (y) =y.

Il en résulte que

-1

U({L‘l Tro ... xk)a :(O'(.’El) U(xg) U(xk))

Exercice 124 Dans le groupe S7 calculer le produit

(456)(567)(671)(123)(234)(345).

Eléments de réponse 124 Nous avons

1234567
1245367
1325467
2135467
2635471
2736451
2734561

Exercice 125 Soit n un entier. Construire des homomorphismes injectifs de S,, dans Sy, 1.
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Eléments de réponse 125 Soit  un élément de {1, 2, ..., n+1}. Posons E, = {1, 2, ..., n+
1}~ {z}. Il existe un isomorphisme ¢ entre S,, et Sg,. Le morphisme f,: S, — Sp4+1 défini par

{ fo(0)(i) = (o) (i) pour i € B,
fm(U)(x) =T

est injectif.

Exercice 126 Montrer que si ¢ et v sont des n-cycles de S,, qui commutent entre eux, il existe
un entier r tel que v = ¢’.

Eléments de réponse 126 Soient ¢ = (1 ¢(1) ¢2(1) ... ¢ 1(1))ety= (1 (1) 43(1) ... v""1(1))
deux n-cycles de S, qui commutent entre eux, i.e. ¢y = ye.

L’ensemble {1, 2, ..., n} coincide avec {1, ¢(1), c(1), ..., ¢"1(1)}. Par conséquent il existe
0<r<n-—1tel quey(l)=¢"(1). De plussii e {1, ..., n}, alors il existe 0 < s <n — 1 tel
que i = ¢*(1). Il en résulte que

V(D) =(c* (1)) = (v(1) = (" (1)) = " (*(1)) = ¢ (0).
Par suite v = ¢*.

Autre méthode : faisons agir S,, sur 'ensemble des n-cycles par conjugaison (c’est possible car
les n-cycles sont dans la méme orbite pour cette action). Cet ensemble est de cardinal (n — 1)!
En effet un n-cycle o s’écrit (1 o(1) o(2) ... o(n—1)) et nous avons (n — 1) choix pour o(1)
puis (n — 2) choix pour ¢(2) etc. Le groupe S, agit transitivement sur cet ensemble. L’indice
du stabilisateur de ¢ pour cette action est (n — 1)! et son cardinal est n. Ce stabilisateur est

le centralisateur de ¢ qui contient au moins les n puissances de c et tout n-cycle qui commute
avec ¢ est donc égal a une puissance de c.

Exercice 127 Soit n > 3 un entier. Sachant que le groupe S, est engendré par ’ensemble
des transpositions de {1, 2, ..., n} montrer que S,, est engendré par les ensembles suivants de
permutations :

1. (12), ..., (1n);
2.(12),(23),...,(n—1n);
3.(12),(23 ... n).

Eléments de réponse 127
1. Notons que (i 7) = (i 1)(j 1)(7 1) lorsque i # j ;
2. Soit i < j.
Sij >+ 1, alors
(5.4.1) (@j)=0-17)07-1(F—-17)
Sij—1=i+1,alors (ij)e((12),(23),...,(n—1n)).
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Sinon nous appliquons (5.8.1) en remplacant (i j) par (i j — 1) et nous arrivons de
proche en proche au résultat.

23 ... 01223 ...

Par suite par récurrence pour ¢ > 2 nous avons

n) 721 2)(2 3 ...

(1id)=(23 ..

n)~!

d’ot le résultat (en utilisant la premiére question).

(1 3).

n)

—142

Exercice 128 Soit G un sous-groupe de Sy opérant sur {1, 2, 3, 4} par l'action induite par
I'action naturelle de Sy.

Pour i =1, 2, 3, 4 on note O; l'orbite de ¢ et S; le stabilisateur de 1.
Déterminer O; et S; pour ¢ = 1, 2, 3, 4 dans chacun des cas suivants :

G =
2. G=
3. G=
4. G

5. G

1.

(123));

<(1234)>,

{e, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}
={e, (12), (12)(34), 34)};

= Ay.

Eléments de réponse 128

1. Supposons que G =

Sii=1,alors O; = {1, 2, 3} et S; =id.
Sii=2,alors O; = {1, 2, 3} et §; = id.
Sii=3,alors O; = {1, 2, 3} et S; = id.
Sii=4,alors O; = {4} et S; = G.

2. Supposons que G = ((1 2 3 4)).
Sii=1,alors O; = {1, 2, 3, 4} et S; =id.
Sii=2,alors O; = {1, 2, 3, 4} et S, = id.
Sii=3, alors O; = {1, 2, 3, 4} et S; = id.
Sii=4,alors O; = {1, 2, 3, 4} et S, = id.

3. Supposons que G = {id, (1 2)(3 4), (1 3)(24
Sii=1,alors O; = {1, 2, 3, 4} et S; =id.
Sii=2,alors O; = {1, 2, 3, 4} et S, = id.
Sii=3, alors O; = {1, 2, 3, 4} et S; = id.
Sii=4,alors O; = {1, 2, 3, 4} et S, = id.

((123)).

(2 3)}.
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4. Supposons que G = {id, (1 2), (12)(34), (34)}.
Sii=1,alors O; = {1, 2} et S; = {id, (3 4)}.
Sii=2,alors O; = {1, 2} et S; = {id, (3 4)}.
Sii=3, alors O; = {3, 4} et S; = {id, (1 2)}.
Sii=4,alors O; = {3, 4} et S; = {id, (1 2)}.

5. Supposons que G = Ajy.

Sii=1,alors O; = {1, 2, 3,4} et S; = ((2 3 4)).
Sii=2,alors O; = {1, 2, 3,4} et S; = ((1 3 4)).
Sii=3,alors O; = {1, 2, 3,4} et S; = ((1 2 4)).
Sii=4,alors O; ={1, 2, 3,4} et S; = ((1 2 3)).
Exercice 129 Etablir la table de S5 et de Z/6Z.
Quels sont les sous-groupes de S3 7
Quels sont les sous-groupes de Z/ﬁz ?
Eléments de réponse 129 La table de Sg est
id 12 [ 13 [ (@23)
id id 12 | 13 | (23)
(12) | (12 id [(132)](123)
(13 | 13) [123] id [(132)
23) | 23) [@132)[123)] id
(123)[(123)] @3 | 23 | (12
(132)[(132)] 23 | (12 | (13)
La table de Z/62 est
O] | [ | [2] | [3]|[4] |5
(O] | [0] | [1]|[2) | [3]|[4] ][5
[ [ [2) | [3)]|[4] | [5] ][0
(2] | [2] | 3] |[4] |[5] | [0] | [1
(B | B | [4] | [5]|[0] | [1] ][4
[4) | [4] | [5] [ [O] | [1] | [2] | [3
(5] | [B] [ [0 [ [1] | [2] [ [3] ][4

Les sous-groupes de S3 sont :

- un sous-groupe d’ordre 1;

- trois sous-groupes d’ordre 2 : ((1 2)), ((1 3)), ((2 3));
- un sous-groupe d’ordre 3 : ((1 2 3)).

Les sous-groupes de Z/62 sont :
- un sous-groupe d’ordre 1;
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un sous-groupes d’ordre 2 : ([3]);
un sous-groupes d’ordre 3 : ([2]).

Exercice 130

a)
b)

Déterminer les classes de conjugaison dans S,,.

Déterminer les classes de conjugaison dans A,,.

Eléments de réponse 130

a)

Soit ¢ = (a; ... a) un k-cycle de S,,. Pour tout o € §,, on a
ocot = (o(ay) ... olay)).

Toute permutation se décompose de fagon unique en produit de cycles a supports disjoints.
Par suite les classes de conjugaison dans S,, sont paramétrées par les partitions de 'entier
n. Rappelons qu'une partition de I’entier n est une famille finie d’entiers m; > 1 tels que

my < ...<my, Zmi:n.

La classe de conjugaison correspondant a une telle partition est I’ensemble des permuta-
tions dont la décomposition en cycles fait intervenir exactement m; cycles de longueur %
pour tout 1.

Puisque A, est distingué dans S, la classe de conjugaison dans S,, d’un élément de A,, est
contenue dans A,. Comme A, est d’indice 2 dans S,,, la classe de conjugaison de o dans
S, est soit égale a la classe de conjugaison de o dans A, soit réunion de deux classes de
conjugaison dans A,.

Montrons que nous sommes dans le premier cas si et seulement si o admet un cycle de
longueur paire dans sa décomposition ou ¢ admet au moins deux cycles de méme longueur
impaire dans sa décomposition. Supposons que o admette un cycle ¢ de longueur paire,
pour tout 7 € S, on a 707! = (1¢)o(1c) 7! les classes de conjugaison dans S, et A,
coincident. Si ¢ admet deux cycles

c= (al a2k+1) Cl: (all a‘/2k‘+1)

de méme longueur impaire, alors si d désigne la permutation impaire

d= (a1 ay)...(a2k+1 agpiq)
nous avons pour tout 7 € S,
ror ' = (rd)o(rd) !
et les classes de conjugaison dans S, et A, coincident.

Réciproquement si ¢ n’a que des cycles de longueurs impaires deux a deux distinctes,
alors on choisit deux entiers 1 < ¢ < j < n apparaissant successivement dans un méme
cycle dans la décomposition de o. On voit que (i j)o(i j) n’est pas conjuguée a o dans
A, alors qu’elle ’est dans S,,.
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Exercice 131 Considérons les deux éléments suivants du groupe symétrique Sy
o1=(12)(345)(6789) oo =(1234)(567)(89)

Justifier pourquoi o1 et g9 sont conjugués, puis exhiber une permutation w € Sy telle que
o9 = walw_l.
Quel est le cardinal (une expression sous forme de produit d’entiers suffit) de la classe de

conjugaison de o1 dans Sg ?

Eléments de réponse 131 Les décompositions canoniques des permutations o et oo font
intervenir des cycles de méme longueur (2, 3 et 4), ces deux permutations sont donc conjuguées.
En écrivant

o1 =(12)(345)(67809) oy =(89)(567)(1234)

nous trouvons parmi de nombreux choix possibles w = (18357294 6)
Le cardinal de la classe de conjugaison s’obtient en calculant le nombre de permutations de
Sy de type 2, 3, 4 :
e (9-8)/2=29-4 choix possibles pour la transposition ;
©2.(7-6-5)/6="T-5-2 choix possibles pour le 3-cycle;
e 6 choix possibles pour le 4-cycle.
soit finalement 9 -8 -7 -6 -5 choix possibles.

Exercice 132 Montrer que le groupe symétrique Ss est isomorphe a son groupe d’automor-
phisme Aut(Ss).

Eléments de réponse 132 L’application qui & o fait correspondre 'automorphisme intérieur
o'+ oo’'c~! est un morphisme injectif de S3 dans Aut(S3), car le centre de Ss est trivial.

De plus un élément de Aut(S3) est déterminé par I'image des générateurs (12) et (13). Ily a
donc au plus 6 choix possibles (choisir deux parmi les trois éléments d’ordre 2 de Ss3), donc en
comparant les ordres nous obtenons que le morphisme ci-dessus est en fait un isomorphisme.

Exercice 133 Montrer que tout sous-groupe d’indice n dans S, est isomorphe a S,,_1.
Eléments de réponse 133 Soit H un sous-groupe d’indice n dans Sp,.

Sin > 3, on vérifie I’énoncé directement.

Si n = 4, alors si H % Ss, alors H est cyclique (rappel : si p, ¢ sont des nombres premiers
tels que p < ¢ et p ne divise pas ¢ — 1 alors tout groupe d’ordre pq est cyclique) : contradiction
avec le fait que S4 ne contient pas d’élément d’ordre 6.

Supposons n > 5. Le groupe S, et donc aussi H, opére par translation a gauche sur £ = SVVH
d’olt un homomorphisme

p: Sy = Sg ~ 8.
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Puisque kerp = ﬂ aHa™t, ker ¢ est distingué dans S, et kerpp € H on a kerp = {id}

(lESn

(rappel : pour n > 5 les sous-groupes distingués de S, sont {id}, A, et S,). Pour des raisons
de cardinalité (|S,| = |Sg ~ S,|), ¢ est un isomorphisme.

Comme H est le stabilisateur de la classe de idH on a : p(H) C S, est le stabilisateur d’'un
point et c’est donc un sous-groupe isomorphe a S,,_1.
Exercice 134

a)
b)

Déterminer les classes de conjugaison dans S,.

Déterminer les classes de conjugaison dans A,,.

Eléments de réponse 134

a)

Soit ¢ = (a1 ... ag) un k-cycle de S,. Pour tout o € S,, on a
ocot = (o(ay) ... olay)).

Toute permutation se décompose de fagcon unique en produit de cycles a supports disjoints.
Par suite les classes de conjugaison dans S, sont paramétrées par les partitions de ’entier
n. Rappelons qu’'une partition de I’entier n est une famille finie d’entiers m; > 1 tels que

mp < ...<m, Zmi:n.

La classe de conjugaison correspondant a une telle partition est I’ensemble des permuta-
tions dont la décomposition en cycles fait intervenir exactement m; cycles de longueur ¢
pour tout z.

Puisque A, est distingué dans S, la classe de conjugaison dans S,, d’un élément de A,, est
contenue dans A,,. Comme A, est d’indice 2 dans S,,, la classe de conjugaison de o dans
S, est soit égale a la classe de conjugaison de o dans A, soit réunion de deux classes de
conjugaison dans A,.

Montrons que nous sommes dans le premier cas si et seulement si o admet un cycle de
longueur paire dans sa décomposition ou o admet au moins deux cycles de méme longueur
impaire dans sa décomposition. Supposons que o admette un cycle ¢ de longueur paire,
pour tout 7 € S, on a 707! = (1¢)o(1c) ! les classes de conjugaison dans S, et A,

coincident. Si ¢ admet deux cycles
/ /

c= (a1 ... agps1) ¢ =(ay ... agp q)

de méme longueur impaire, alors si d désigne la permutation impaire
/ !/
d= (a1 ay)...(azk+1 agpq1)
nous avons pour tout 7 € S,
-1 _ —1
Tor = (1d)o(7d)

et les classes de conjugaison dans S,, et A, coincident.
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Réciproquement si o n’a que des cycles de longueurs impaires deux a deux distinctes,
alors on choisit deux entiers 1 < ¢ < j < n apparaissant successivement dans un méme
cycle dans la décomposition de o. On voit que (i j)o(i j) n’est pas conjuguée a o dans
A, alors qu’elle I’est dans S,,.

Exercice 135 Soit n un entier. Rappelons que A, est le sous-groupe de S,, formé par les

permutations paires.

a) Montrer que le produit de deux transpositions distinctes de S, est un 3-cycle ou un
produit de deux 3-cycles. En déduire que A,, est engendré par I'ensemble des 3-cycles de

Sn.

b) i) Montrer que pour n > 3 le groupe 4, est engendré par ’ensemble des 3-cycles
(123), ..., (12n). En déduire que A,, est pour n > 3 stable par tout automor-
phisme ¢ de S, (autrement dit A, est un sous-groupe caractéristique de S,).

ii) Montrer que A, est engendré
— sin est impair > 5 par (123)et (34 ... n);
— sinest pair >4 par (123)et (12)(34 ... n).

c) Montrer que pour n > 5 le groupe A4,, est engendré par ’ensemble des permutations de
Sy, de la forme (a b)(c d) avec a, b, ¢, d deux a deux distincts.
Eléments de réponse 135
a) Soient i < j < k < l. Nous avons
(@ 3)(k 1) = (i §)(J k) k)(k 1)
Or (i j)(j k) = (i j k) donc
(@ )k 1) =(ij k) k).
Tout élément o de A,, est le produit d’un nombre pair de transpositions donc un produit
de 3-cycles. Le sous-groupe de A,, engendré par les 3-cycles contient donc A,,, c’est donc
Ay
b) i) Soient i, j et k des éléments de {1, ..., n} tels que ¢ < j < k. Nous avons
(ijhk)y=01240)2jk124)"
et
(2 k) =(125)12k)(125)"
donc A, C ((123), ..., (12mn)). Il en résulte que
A, =((123),...,(12n)).

Soient ¢ un automorphisme de S, et o un 3-cycle. L’ordre de ¢(o) est 3. Donc ¢(o)
est un produit de 3-cycles car son ordre est le ppcm des longueurs des cycles qui in-
terviennent dans sa décomposition en cycles. Le groupe A, est donc caractéristique
dans §,,.
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ii) Pour i > 4 et n > 4 nous avons
(124)=(34...n)"3123)(34 ... n)~>",

Par ailleurs si n > 5 est impair, (3 4 ... n) est une permutation paire car c’est un
cycle de longueur impaire n — 2. Ainsi pour n > 5 impair on a

A, =((123),(34 ... n)

Nous avons

12 i) pour « pair

(12)%(12i)(12)" = { (1

(124)~! pour o impair
Donc puisque pour ¢ >4 et n >4
(12i)=34...n)"3123)(34 ... n)3",
alors pour ¢ > 4 impair et n > 4
(12i)=[12)(34 ... n)3(123)[(12)((34 ... n)]>"
Et pour ¢ > 4 pair et n > 4
12i)=[((12)(34...n) 123 (1234 ...0) """

Or sin > 4 est pair (12)(34 ... n) est une pemutation paire. Par conséquent le
groupe A, est engendré par (12 3) et (12)(34 ... n).

c¢) Il suffit de montrer que tout 3-cycle (i j k) (avec i < j < k) est produit de permutations
de la forme (a b)(c d) ot a, b, ¢ et d sont deux a deux distincts. Puisque n > 5 il existe ¢
et m dans {1, 2, ...,n} tels que i, j, k, £ et m soient 2 a 2 distincts. Or nous avons

(i j k)= (m ) k)(m )i k)
d’ou le résultat.

Exercice 136 Soit n € N*. Montrer qu’il existe un morphisme injectif de S,, dans A, 2.

Eléments de réponse 136 Considérons I'application ¢: S,, — A2 définie par

(o) = o si o est une permutation paire
Y(o) =00 (n+1 n+2)sio est une permutation impaire

L’application ¢ est injective par unicité de la décomposition en cycles a supports disjoints.
On peut vérifier que 1 est un morphisme de groupes.

Exercice 137 Construire un morphisme surjectif de Sy sur Ss.

Eléments de réponse 137 Faire agir Sy par conjugaison sur les éléments d’ordre 2 de Sy
qui ne sont pas des transpositions.
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5.5. Autour des théorémes de Sylow

Exercice 138 Donner un p-Sylow de GL(n,F)).

Eléments de réponse 138 Le sous-groupe des matrices triangulaires supérieures strictes de
GL(n,F,) est un p-Sylow de GL(n,F)).

Exercice 139 Montrer qu’il n’existe pas de groupe simple d’ordre 30.

Eléments de réponse 139 Supposons qu’il existe un groupe simple d’ordre 30. Considérons
les p-Sylow de G. Désignons par n, le nombre de p-Sylow de G.

Rappelons que 30 =2 x 3 x 5.

Les théoréemes de Sylow assurent que

ng € {3, 9, 15}, n3 = 10, ng = 6.

On en déduit que le groupe G contient 24 éléments d’ordre 5 (les intersections des 5-Sylow sont
restreintes a I’élément neutre) et au moins 20 éléments d’ordre 3. En particulier d’une part
|G| = 30, d’autre part |G| > 44.

Exercice 140 Montrer qu’'un groupe d’ordre 200 n’est pas simple.

Eléments de réponse 140 Soit G un groupe d’ordre 200. Notons que 200 = 23 x 52. D’aprés
les Théorémes de SYLOW le nombre de 5-SYLOW de G est congru & 1 modulo 5 et divise 23 = 8
donc vaut 1. L’unique 5-SYLOW de G est donc nécessairement distingué dans G ; en particulier
G n’est pas simple.

Exercice 141 Soit G un groupe d’ordre 15.
1. Combien G possede-t-il d’éléments d’ordre 37
2. Combien G possede-t-il d’éléments d’ordre 57

3. Démontrer que G est isomorphe a Z/l 57

Eléments de réponse 141

1. Soit ng le nombre de 3-SYLOW de G. D’apres les théoremes de SYLOwW, ng = 1 mod 3
et ng|b, i.e. ng = 1. Soit H 'unique 3-SyLow de G. Tout élément d’ordre 3 engendre un
sous-groupe d’ordre 3. Il y a donc exactement deux éléments d’ordre 3 : si H = {id, g, h},
alors ces éléments sont g et h.

2. De la méme fagon, on montre que G possede quatre éléments d’ordre 5. Soit ns le nombre
de 3-SyLow de G. Les théorémes de SYLOW assurent que nz = 1 mod 5 et ns|3 soit
que ns = 1. Mais tout élément d’ordre 5 engendre un sous-groupe d’ordre 5. Il y a donc
exactement quatre éléments d’ordre 5.
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3. L’ordre d’un élément de G est un diviseur de 15, donc est égal a 1, 3, 5 ou 15. Comme
il y a un élément d’ordre 1, deux éléments d’ordre 3 et quatre éléments d’ordre 5, il y a
huit éléments d’ordre 15. Ainsi G posséde un élément d’ordre son cardinal ; G est donc le
groupe cyclique engendré par cet élément, i.e. G est isomorphe a Z/l 57

Exercice 142 Soient p un nombre premier et n un entier naturel avec p > n. Considérons un
groupe G d’ordre pn et H un sous-groupe de G d’ordre p. Montrer que H est un sous-groupe
distingué de G.

Indication : compter les p-SyLow de G.

Eléments de réponse 142 D’aprés les hypothéses, pged(p,n) = 1, donc H est un p-SyLow
de G. Notons n, le nombre de p-SYLOW de G. Alors par les théorémes de SYLOW, n,, = 1 mod
p et ny|n. Si n, # 1, alors n, > p+ 1, ce qui contredit que n, divise n puisque n < p. Ainsi,
ny, = 1 et H est I'unique p-SYLOW de G donc est distingué dans G.

Exercice 143 Déterminer a isomorphisme pres tous les groupes d’ordre 33.

Eléments de réponse 143 Soit G un groupe d’ordre 33.

Les éléments de G sont d’ordre 1, 3, 11 ou 33. Une application directe des théoremes de
SYLOW montre que G contient un unique 3-SYLOW et un unique 11-SYLOW. En effet soit n,
le nombre de p-SYLOW de G; d’une part ng = 1 mod 3 et n3|11, d’autre part ny; = 1 mod 11
et n11|3, 7.e. n1; = 1. Les éléments d’ordre 3 et 11 sont contenus dans ces deux groupes. On a
auplus 1+ (3—1)+ (11 —-1) =1+ 2+ 10 = 13 éléments d’ordre 1, 3 ou 11. Il existe donc un
élément d’ordre 33 dans G qui est donc cyclique isomorphe & Z/33Z.

Exercice 144
1. Quels sont les sous-groupes de SYLOW de A4 7

2. Déterminer 'ordre de tous les éléments de A4.
Le groupe A4 posseéde-t-il un sous-groupe cyclique d’ordre 6 7
3. Soit H un sous-groupe de A4 engendré par un élément d’ordre 2 et un élément d’ordre 3.
Montrer que H contient au moins trois éléments d’ordre 3.
Peut-il étre isomorphe a Sg?
En déduire qu’il n’y a pas de sous-groupe d’ordre 6 dans Ajy.

4. Donner la liste des sous-groupes de Aj4.

Eléments de réponse 144
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1. Déterminons les les sous-groupes de SYLOW de Ajy.

L’ordre de Ay est 12 = 22 x 3. Soient ny le nombre de sous-groupes de SYLOW d’ordre
22 = 4 et ng le nombre de sous-groupes de SyLow d’ordre 3. Les théorémes de SYLOwW
assurent que

no = 1 mod 2 na|3

n3 =1 mod 3 n3|22:4

autrement dit que ng € {1, 3} et ng € {1, 4}.

Le groupe A4 ne contient pas de cycle de longueur 4 donc les seuls éléments d’ordre
pair sont les doubles transpositions. Il y en a trois donc A4 contient un seul sous-groupe
d’ordre 4 isomorphe au groupe de KLEIN, i.e. Z/QZ X Z/2Z (en effet d’apres le théoréme
de LAGRANGE un sous-groupe K de A4 d’ordre 4 contient des éléments d’ordre 1, 2 ou 4;
mais Ay ne contient pas d’élément d’ordre 2 donc K contient des éléments d’ordre 1 ou 4.
Comme A4 contient un seul élément d’ordre 1 et trois éléments d’ordre 4 il contient un
seul sous-groupe d’ordre 4).

Le groupe A4 contient les cycles de longueur 3. 11 y en a plus de deux donc n3 = 4.

. Déterminons 'ordre de tous les éléments de A4. Le groupe A4 posséde-t-il un sous-groupe

cyclique d’ordre 6?7

Le groupe A4 contient trois éléments d’ordre 2, huit éléments d’ordre 3 et un élément
d’ordre 1. Le groupe A4 ne contient donc aucun élément d’ordre 6 et ne contient donc
pas de sous-groupe cyclique d’ordre 6.

. Soit H un sous-groupe de A4 engendré par un élément d’ordre 2 et un élément d’ordre 3.

Notons que
(ab)(cd)(abc)=(bdc)

Le groupe H contient les 3-cycles : (a b ¢), (a ¢ b) et (b d c) donc les trois sous-groupes
d’ordre 3

((abe)), ((a cb)), ((bdc)).

Un groupe d’ordre 6 ne contient qu’un sous-groupe d’ordre 3 (en effet soit K un sous-
groupe d’ordre 6 = 2 x 3. Désignons par nfj le nombre de 3-SyLow de K; d’une part
ns = 1 mod 3 d’autre part n4|2 donc ny = 1). Par conséquent le groupe H n’est pas
d’ordre 6. En particulier H ne peut pas étre isomorphe & S3 qui est d’ordre 6.

. Le groupe A4 contient :

— un sous-groupe d’ordre 1 : {id};
— trois sous-groupes d’ordre 2 :

((12)(34)) ((13)(24)) (14)23));
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— quatre sous-groupes d’ordre 3 :

((123)) (124)) ((134)) ((234));

— un sous-groupe d’ordre 4 :

{id, (12)(3 4), (1 3)(2 4), (14)(2 3)}.

Exercice 145 [Simplicité de A,,, n > 5]
I) Commencons par démontrer que le groupe A5 est simple.

Soit G un groupe. Un sous-groupe H de G est caractéristique si pour tout automor-
phisme ¢ de G on p(H) C H.

I) a) Montrer que tout p-SYLOW distingué d’un groupe d’ordre fini est caractéristique.
I) b) Montrer que tout groupe d’ordre 15 est cyclique.
I) ¢) Montrer que tout groupe d’ordre 30 contient un sous-groupe distingué d’ordre 15.
I) d) Montrer que tout groupe d’ordre 30 ne contient qu’un seul 5-SyLow (d’ordre 5).
I) e) Montrer que tout groupe d’ordre 20 contient un seul sous-groupe d’ordre 5.
I) f) Montrer que tout groupe d’ordre 12 contient un sous-groupe caractéristique.
I) g) Montrer que tout groupe d’ordre 6 contient un sous-groupe caractéristique.

)

Montrer que tout groupe d’ordre 60 qui contient strictement plus d’un 5-SYLOW est
simple.

I) i) Montrer que le groupe As est simple.
IT) Soit n > 6. Supposons que A, _1 soit simple. Soit H un sous-groupe distingué de .4,, non
trivial.
IT) a) Montrer qu'il existe 7 € H distinct de I'identité qui a au moins un point fixe.

IT) b) Montrer que pour tout 1 < j < n le sous-groupe G; = Stab4, ({j}) est inclus dans
H.

IT) ¢) Supposons que H # {id}. Montrer que A,, = H.
IT) d) En déduire que A,, est simple pour n > 5.

Eléments de réponse 145

I) a) Soit G un groupe d’ordre fini. Soit H un p-SyLow de G qui est distingué dans G. Soit ¢
un automorphisme de G. L’image de H par ¢ est un sous-groupe de méme ordre que H,
i.e. o(H) est un p-SyLow de G. Mais H est 'unique p-SYLOW de G car H est distingué
dans G. Par conséquent ¢(H) = H.
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I) b) Soit H un groupe d’ordre 15. Il a exactement un sous-groupe d’ordre 5 et un sous-groupe
d’ordre 3. Ces deux sous-groupes sont distingués dans H. Par suite H ~ Z/SZ X Z/5Z ~
Z/l 57, et est donc cyclique.

I) ¢) Soit G un groupe d’ordre 30. Remarquons tout d’abord que tout sous-groupe d’ordre 15
de G est distingué dans G car il est d’indice 2 dans G.

Il suffit donc de démontrer I’existence d’un sous-groupe d’ordre 15 dans le groupe G.

— Supposons que G contienne plus d’un seul 5-SYLOW, i.e. ns > 1. Puisque
ns =1 (mod 5) ns |6

on a ny = 6. Ainsi on a 6 x 4 éléments d’ordre 5, ce qui en ajoutant id fait 25 éléments
de G. Il y a donc exactement un seul 3-SYLOW que nous noterons K (sinon il y en
aurait 10 donc 20 éléments d’ordre 3 soit 45 éléments au moins dans G). En particulier
K est distingué dans G. Si H est I'un des sous-groupes d’ordre 5, KN H = {id} et KH
est un sous-groupe d’ordre 15 de G.

— Supposons que G contienne un seul 5-SYLOW H; il est alors distingué dans G. Si K
est I'un des sous-groupes d’ordre 3 de G (il y en a au moins un) KN H = {id} et KH
est un sous-groupe d’ordre 15 dans le groupe G.

I)d) Aul) ¢) on a vu d’une part que tout groupe G d’ordre 30 contient un sous-groupe K
d’ordre 3 et un sous-groupe H d’ordre 5 et d’autre part que K ou H est distingué dans G.
Les groupes K et H sont distingués dans KH et sont donc caractéristiques (voir I)a))
dans le groupe KH qui est cyclique et distingué dans G (car d’indice 2 dans G). Donc en
fait K et H sont distingués dans G et G a un unique 5-SYLOW.

I) e) Soit G un groupe d’ordre 20 = 22 x 5. Le groupe G contient un sous-groupe distingué
d’ordre 5 : d’apres les théorémes de Sylow

ns =1 mod 5 ns |4
d’ott ns = 1.
I) f) Soit G un groupe d’ordre 12. Intéressons-nous aux 3-SYLOW de G. Les théorémes de
SYLOW assurent que
n3 = 1 mod 3 ns |4
Il en résulte que ng = 1 ou ng = 4.
— Si ng = 1, alors G contient un unique 3-SYLOW qui est distingué dans G; ce sous-
groupe est un sous-groupe caractéristique d’ordre 3 (cf I) a)).
— Sing = 4, on dénombre 4 x 2 = 8 éléments d’ordre 3 ; en ajoutant le neutre on compte

donc 9 éléments. Considérons maintenant les 2-SYLow de G. D’apres les théoremes
de SYLOW on a

ns = 1 mod 2 na |3
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Ainsi ng appartient a {1, 3}. Si ng = 3, on a trois sous-groupes d’ordre 4, soit trop
d’éléments. Ainsi no = 1, 'unique 2-SYLOW est distingué dans G et donc caractéris-
tique dans G (cf I) a)).

I) g) Soit G un groupe d’ordre 6 = 2 x 3. Considérons ses 3-SYLOW. Les théorémes de SyLow
assurent que

n3 =1 mod 3 ns |2

autrement dit que n3 = 1. Ainsi G compte un unique 3-SYLOW qui est donc distingué
dans G et I) b) permet de conclure.

I) h) Soit G un groupe d’ordre 60 qui contient strictement plus d’un 5-SyLOw. D’apres les
théoreémes de SYLOW

ns =1 mod 5 ns |12

d’ott ns € {1, 6}. Par hypotheése ns # 1 donc ns = 6.
Raisonnons par I’absurde : supposons que G ne soit pas simple. Soit H un sous-groupe
distingué propre de G. Notons que

H| € {2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15, 20, 30}.

o Si [H| est divisible par 5 alors H contient au moins un 5-SyLow de G. Mais H est
distingué et les 5-SYLOW se déduisent les uns des autres par conjugaison; ainsi H
contient tous les 5-SYLOW de G. On en déduit que H contient déja 6 x 4 éléments
d’ordre 5. Par ailleurs |H| divise 60 donc |H| = 30 (rappelons que comme H est un
sous-groupe propre de G, on a |H| < 60). Mais dans ce cas H ne contient qu’un seul
sous-groupe d’ordre 5 (voir I)d)) : contradiction avec le fait qu’il en contient 6. Par
suite |H| n’est pas divisible par 5.

o Si |H| appartient a {6, 12}, alors il existe un sous-groupe caractéristique de H d’ordre
2, 3 ou 4 (d’apres I)f) et I)g)). Ce sous-groupe caractéristique de H, qui est lui-méme
distingué dans G, est distingué dans G.

© Nous pouvons donc maintenant supposer que H est d’ordre 2, 3 ou 4. Dans ce cas G/H
est d’ordre 30, 20 ou 15 (on renvoie a I)d) si G/H est d’ordre 30, a I)e) si G/H est
d’ordre 20; enfin si G’/H est d’ordre 15 = 3 x 5 et si ny est le nombre de 5-SYLOW
de Gr/H, les théoremes de SYLOW assurent que ns = 1 mod 5 et ns divise 3 donc
ns = 1). Donc G/H contient un sous-groupe K distingué d’ordre 5. Considérons la
surjection canonique 7: G — Gr/H. Le sous-groupe 7~ !(K) contient H et est distingué
dans G. Or 7r*1(K)/H est isomorphe & K = 7(7~1(K)) donc |77(K)| est divisible par
5 : contradiction (voir le premier ¢ du I)h)).

I) i) Le groupe Aj; est d’ordre 60 et contient au moins deux 5-SYLOW distincts engendrés par
les 5-cycles (1234 5)et (13245). Dapres I) h) le groupe Aj est simple.
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IT) a) Remarque. Supposons que pour tout 7 € H \ {id} et pour tout i on ait 7(i) # 4. Alors
si 71 et o sont deux éléments de H qui coincident en un point %, ils sont égaux. En effet
si 71(i) = m2(7) alors 72_171(1') = 4. De plus 72_171 appartient & H donc par hypothese
7'2_17'1 =id, i.e. 71 = To.

Raisonnons par 'absurde : supposons qu’aucun élément non trivial de H n’a de point
fixe, i.e. supposons que pour tout 7 € H \ {id} et pour tout i on ait 7(i) # i.

o Montrons dans un premier temps qu’aucun élément de H ne contient dans sa décompo-
sition en cycles disjoints des cycles d’ordre > 3. Raisonnons par I’absurde : supposons
qu’il existe 7 dans H tel que la décomposition de 7 en produit de cycles disjoints
contient un cycle d’ordre > 3 alors on peut écrire

T:(a1 az as )(bl b2 )
Puisque n > 6 il existe o dans A,, tel que o(a1) = a1, o(az) = az et o(as) # as. Alors
oro ! = (ay ag o(a3) ...)(o(b1) a(bs) ...)...

Ainsi 070 (ay) = 7(a1) = as. A noter que oro ! appartient & H car H est distingué.

U= 7. Mais o170~ !(az) = o(a3) # a3

La remarque qui précéde assure donc que o170~
et ag = 7(az) donc o070 (az) # 7(az) : contradiction. Ainsi aucun élément de H ne
contient dans sa décomposition en cycles disjoints des cycles d’ordre > 3. Les éléments
de H sont donc des produits de transpositions disjointes.

¢ Considérons un élément 7 de H. D’apres ce qui précede 7 est un produit de transposi-
tions disjointes. A noter que si 7 est une double transposition alors elle laisse fixe un

élément ce qui est contraire a I’hypothese. Ainsi 7 s’écrit

T = (a1 az)(as a4)(as ag) . ..
Soit o = (ay a2)(ag as). Alors on a

oro ! = (a1 a)(as as)(as ag) ...

D'une part oro~!(az) = 7(az) donc oro™! = 7 (cf Remarque). D’autre part

oto " (a3) = 7(a3) : contradiction.

Le groupe H contient donc au moins un élément non trivial qui possede un point fixe.

IT) b) Soit 7 un élément de H ~\ {id} pour lequel il existe 1 < i < n tel que 7(i) = i (I'existence
d’un tel 7 est assurée par II) a)). Ainsi 7 appartient & G; N H qui est un sous-groupe
distingué de G;. Or G; est isomorphe & A, _1 donc ’hypothése de récurrence implique que
G; est simple donc ou bien G; NH = G; ou bien G; NH = {id}. Or 7 est un élément non
trivial de G; N H donc G; "H = G, c’est-a-dire G; est inclus dans H.

Par ailleurs pour tout o dans S,, on a 0G;o~! = Go() dou G; C H donc G,y =
0Gio~! C cHo~! = H. Autrement dit pour tout 1 < j < n on a l'inclusion G; C H.
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IT) ¢) Bien stir H C A, donc pour montrer que A, = H il suffit de montrer que A, C H.
Considérons un élément g de A,. C’est un produit d’'un nombre pair de transpositions, il
s’écrit donc

g=1t1ta... Tk
ou chaque t; est un produit de deux transpositions. Le support de chaque t; contient au

plus quatre éléments donc ¢; appartient a G; pour un 7 extérieur a ce support. Par suite
A, C G1Ga...Gy. Mais G1Gy ... G, C H (cf II) b)). Il en résulte que A,, C H.

IT) d) Le groupe Aj est simple (I)i)). Pour n > 6 tout sous-groupe distingué de A,, différent de
{id} est égal a A,, (cf II) c)).

Exercice 146 Soit G = SL(2,F3) le groupe des matrices a coefficients dans le corps a deux
éléments et de déterminant 1.

1. Quel est 'ordre de G 7 Déterminer ses 2-SYLOW et 3-SYLOW. Que peut-on dire du 3-
SYLOW 7
2. Soit X 'ensemble des 2-SYLOW de G. Donner la liste de ses éléments.
On fait opérer G sur X par conjugaison : si g € G et S € X on pose

g-S=gSg"' ={ghg ' |h €S}

Montrer par un calcul direct que cette action est transitive.
Quel est le stabilisateur de

)

3. On note Sx le groupe des bijections de X dans lui-méme.

Montrer que
¢: G — Sy, g (S—g-95)

est un isomorphisme de groupes.

Eléments de réponse 146

a

1. Déterminons 'ordre de G. Soit M = ( . b ) un élément de G. Nous avons ad + bc = 1

d
donc
— ou bien ad =1 et bc = 0;
— ou bien ad = 0 et bc = 1.

On a ad = 1 et be = 0 si et seulement si (a,b,¢,d) = (1,0,1,1) ou (a,b,c,d) = (1,1,0,1)
ou (a,b,c,d) = (1,0,0,1) ce qui donne 3 possibilités.

De méme ad = 0 et bc = 1 donne 3 possibilités.

Déterminer ses 2-SYLOW et 3-SYLOW. Que peut-on dire du 3-SYLOW ?
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Soient no le nombre de 2-SYLOW de G et ng3 le nombre de 3-SYLOW de G. Les théoreémes
de SYLOW assurent que

ng = 1 mod 2 ns|3
et
n3 = 1 mod 3 ns|2
Par conséquent ng = 1, i.e. G contient un unique 3-SYLOW qui est donc distingué dans

1 1
G. Le seul sous-groupe d’ordre 3 est constitué de l'identité, de D = ( > et D! =

10
01
1 1)

Les éléments d’ordre 2 sont

() () e

. Soit X Pensemble des 2-SYLOw de G. La liste des éléments de X est : {(A), (B), (C)}.

On fait opérer G sur X par conjugaison : si g € G et S € X on pose
g-5 =989~ ={ghg”'|h e S}

Montrons par un calcul direct que cette action est transitive :

Quel est le stabilisateur de

)

Déterminons le stabilisateur de (A). C’est un sous-groupe de G dont l'ordre divise |G].
Il contient Id et A mais ni B, ni C. Par ailleurs B - (A) = (C). Ce stabilisateur est donc
(4).

. On note Sx le groupe des bijections de X dans lui-méme.

Montrer que
¢: G — Sy, g (S g-95)

est un isomorphisme de groupes.

Puisque G agit sur X le morphisme ¢ est un morphisme de groupes. Il est injectif
car ker¢ = {eg}. Comme Sx et G ont méme ordre (6) nous obtenons que ¢ est un
isomorphisme.
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Exercice 147 Montrer que Sy possede trois 2-sous-groupes de SYLOW isomorphes & Dg.

Eléments de réponse 147 Le groupe Sy est d’ordre 24 = 23 x 3. Par ailleurs Dg est le groupe
des isométries du plan qui conservent un carré donc Dg C Sy.

Soit no le nombre de 2-SYLOw de S4. Le groupe Dg est 'un de ces 2-SYLOW. Les théorémes
de SYLOW assurent que ng divise 3 et ng = 1 mod 2. Il s’en suit que ny € {1, 3}. Si ny = 1,
alors Dg est distingué dans S4. Désignons les sommets du carré préservé par Dg par 1, 2, 3
et 4 dans l'ordre ol on les rencontre lorsqu’on se déplace dans le sens positif sur ce carré.
Soit 7 la rotation d’angle 5. C’est la permutation (1 2 3 4). Notons que (2 3)r(2 3) = (13 2 4)
n’appartient pas a Dg. Ainsi Dg n’est pas distingué dans Sy. Il y a donc 3 sous-groupes d’ordre
8 qui sont conjugués donc isomorphes. Ces trois sous-groupes sont les trois 2-SYLOW de Sy.

Exercice 148 Soit G un groupe. Soit p un nombre premier divisant |G|.
Montrer que si H est un p-sous-groupe de G distingué dans G, alors H est contenu dans tout
p-sous-groupe de SYLOW de G.

Eléments de réponse 148 Si H est un p-sous-groupe de G, il existe un p-SyLow de G qui
contient H. Puisque H< G et que les p-SYLOW sont conjugués entre eux, H se trouve dans tous
les p-SyLow de G.

Exercice 149 Montrer qu'un groupe d’ordre 56 n’est pas simple.

Eléments de réponse 149 Soit G un groupe d’ordre 56 = 23 x 7. Soit ny le nombre de
2-SYLOW et n7 le nombre de 7-SYLOW.
D’apres les théoremes de SYLOw

ny =1 (mod 2) na|7

ny =1 (mod 7) n7|8

Par conséquent ny € {1, 7} et ny € {1, 8}.

Si n7 = 1, alors d’apres les théoréemes de SYLOW G possede un sous-groupe distingué propre
donc G n’est pas simple.

Supposons que ny # 1, alors ny = 8 et G compte huit sous-groupes d’ordre 7, c’est-a-dire
déja 8(7 — 1) = 48 éléments d’ordre 7 (remarque : 7 — 1 = nombre d’éléments non triviaux
d’un sous-groupe d’ordre 7). En ajoutant I’élément neutre nous avons donc "listé" 49 éléments

du groupe G. Nous allons les noter g1 = e, g9, ..., g49. Supposons que no = 7. Soit S un
2-SYLOW de G il est d’ordre 8. Notons e, ho, ..., hg ses éléments. Pour des raisons d’ordre
les h; n’appartiennent pas {g1, g2, ..., gag}. Donc G contient les éléments distincts g1, go, - . .,

949, ho, hs, ..., hg; en particulier |G| > 49 + 7 = 56. Par hypotheése ny = 7 donc G contient
un 2-SyLow T distinct de S. Soit k£ dans T ~ S. Pour des raisons d’ordre k& n’appartient pas
{91, 92, ..., gao}. Par suite G contient les éléments distincts g1, g2, ..., ga9, ho, h3, ..., hg, k.
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En particulier |G| > 49+ 7+ 1 = 57 : contradiction. Par conséquent ng # 7 et ng = 1; d’apres
les théoremes de SYLOW G possede un sous-groupe distingué propre donc G n’est pas simple.

Exercice 150 Montrer qu'un groupe d’ordre pg, ol p et ¢ sont premiers et distincts, ne peut
étre simple.

Eléments de réponse 150 Soit G un groupe d’ordre pg. Quitte & renommer p et ¢ nous
pouvons supposer que p > ¢. Soit n, le nombre de p-SyLow de G.

Les théoremes de SYLOW assurent que n, = 1 (mod p) et n, divise ¢, autrement dit que
np, =1 (mod p) et n, € {1, ¢}. Mais comme p > ¢, ¢ # 1 (mod p). Par suite n, =1, i.e. il y a
un seul p-SYLOW dans G qui est un sous-groupe d’ordre p distingué dans G et propre. Il s’en
suit que G n’est pas simple.

Exercice 151 Soient p et ¢ deux nombres premiers.
Montrer qu'’il existe au plus deux structures de groupes d’ordre pq.

Eléments de réponse 151

Exercice 152 Soit G = SL(2,F3) le groupe des matrices 2 x 2 de déterminant égal a 1 et a
coefficients dans le corps Fg = Z/?)Z'

1. Montrer que G est d’ordre 24.

1 1 10 1 1
9 ’1 72 2
2. Queles‘clordredes(—:-lenm—:'nts(_1 0>,<1 1>,<0 1)de(}.

3. Combien G a-t-il de 3-sous-groupes de SYLOW ?

4. Montrer que le sous-groupe H engendré par A = ( (1) _01 > et B = ( bt 1 > est le

seul sous-groupe de G d’ordre 8.
5. Montrer que G est produit semi-direct de H par un sous-groupe K d’ordre 3.
6. Montrer que le centre de Z(G) de G est égal a {id, —id}.

7. Montrer que G/Z(G) ~ A4 (rappelons que les éléments (1 2 3), (1 2)(3 4) et (1 3)(2 4)
engendrent le groupe Ay).

Eléments de réponse 152

1. Montrons que G est d’ordre 24.
Une matrice de G s’écrit M = | ¢ Z ) avec ad —bc =1 et a, b, ¢ et d dans Z/gz.
c

Cela donne 24 cas possibles pour M.
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2. Les ordres cherchés sont des diviseurs de 24 bien siir. La matrice _1 1 é est d’ordre
. 10 11 ,
6. Les matrices ( 11 ) et ( 01 ) sont d’ordre 3.

3. Soit n3 le nombre de 3-SYLOW de G qui est d’ordre 24 = 23 x 3. Notons que les 3-SYLOW
sont donc d’ordre 3. Les théoremes de SYLOW assurent que nz = 1 (mod 3) et que n3
divise 23 = 8. Il s’en suit que n3 € {1, 4}. D’aprés 2. il y a au moins deux sous-groupes
de G d’ordre 3. Par conséquent ng = 4.

4. Montrer que le sous-groupe H engendré par A = ( (1] _01 > et B = ( 1 11 ) est le

seul sous-groupe de G d’ordre 8.

Vérifions dans un premier temps que H est d’ordre 8. En effet A2 = B? = —id donc A

-1 1
). On vérifie que

et B sont d’ordre 4. Posons C = AB = < 11

H = {id, —id, A, —A, B, =B, C, —C}

(le groupe H est le groupe des quaternions).

Soith(a b).AlorsN_1:< d b).
c d —Cc a

Posons M = NAN~!' et L = NBN~!. Remarquons que si & appartient & Z/3Z et
x # 0, alors 22 = 1.

Un calcul montre que
M= bd +ac —(a®+ b?)
S\ (2+d* —(bd+ac)
Comme N appartient & G, nous avons ad — be = 1.
Sia=0,alors —bc =1et b= —c. Sid =0, alors M = A appartient & H. Si d # 0, alors
1 -1 -1 -1
M = ( 1 1 ) =—CouM = ( 11 > = —M ; dans les deux cas M appartient
aH
Si maintenant abed # 0, alors a = —d et b = ¢ donc M = — A appartient a H.
On démontre de maniére analogue que L appartient a H. Ainsi H est distingué dans G.
Of H est un 2-SYLOW de G. Par suite il n’y a qu’un seul 2-SYLOW dans G puisque par
conjugaison a partir d’'un 2-SYLOW on obtient tous les 2-SyLow. Or les 2-SYLOW sont

les sous-groupes d’ordre 8 de G. Il y a donc un unique sous-groupe d’ordre 8 dans G qui
est H.

5. Montrons que G est produit semi-direct de H par un sous-groupe K d’ordre 3.
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Soit K I'un des sous-groupes d’ordre 3 de G. Nous avons les propriétés suivantes :
HNK = {e}, H est distingué dans G et 3 x 8 = 24. Il s’en suit que G est un produit
semi-direct de H par K.

Nous avons G = H x, K ot p: K — Aut(H) est tel que p(k) est 'automorphisme
intérieur associé a 1’élément k € K.
6. Montrons que le centre de Z(G) de G est égal a {id, —id}.
Un élément M de G appartient a Z(G) si en particulier MA = AM et MB = BM.
Or AM = M A si et seulement si

—c —d\ (b —a
a b \d —¢
et BM = M B si et seulement si
a+b b+d\ [(a+b a-b
a+c b—d ) \c+d c—d |’
Ces deux égalités conduisent a a =d, b= —c,b+d=a—b,a=detb=c,soitaa=d
et b=c=0, i.e. & M = +£id. Par suite Z(G) = {id, id}.

7. Montrons que G/Z(G) ~ Ay.

Considérons ici G comme produit semi-direct de H par K. Définir un morphisme ¢ de
G dans Ay c’est définir ¢ sur H et K en respectant l'action de K sur H. Définir ¢ sur
H c’est le définir sur les générateurs A et B en s’assurant que leurs images vérifient les
mémes relations, c’est-a-dire A2 = B2 = (AB)?. On vérifie que ¢ défini par

p(A) = (1 2)(3 4) p(B) = (1 3)(2 4) p(C) = (12 3)

convient et que ker ¢ = {id, —id}. Par suite G/Z(G) = G/kergo ~ Ay.

Exercice 153 Soit G’ un sous-groupe d’ordre p(p — 1) de S,.
Montrer que G’ est le normalisateur d'un p-SyYLow de S,.
En déduire que K est conjugué de tous les sous-groupes d’ordre p(p — 1) de Sp.

Eléments de réponse 153

Exercice 154 Si G est un groupe, on peut faire agir G par conjugaison sur lui-méme.
(1) Montrer que le centre Z(G) de G est constitué des éléments dont l'orbite est réduite a
un point.
(2) (i) Si G est un p-groupe, p premier, montrer que le centre de G n’est pas réduit a {1}.
(ii) Soit G un groupe tel que Gr/ Z(G) soit cyclique. Montrer qu’alors G est abélien.
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(3) Montrer que le groupe des matrices triangulaires supérieures unipotentes

1
G= 0 € GL(3,F))
0

(el
_ % ¥

est un groupe non-abélien d’ordre p3.

Eléments de réponse 154
(1) Montrons que le centre Z(G) de G est constitué des éléments dont I'orbite est réduite a

un point.
C’est la définition du centre :
Z(G) = {z € G|gxg~' =z pour tout g € G}.

(2) (i) Si G est un p-groupe, p premier, montrons que le centre de G n’est pas réduit a {1}.
Notons Q;, i € I, les orbites non réduites a un singleton. Puisque |€2;| divise |G| chaque
|€2;| est une puissance de p distincte de 1. En écrivant G comme une union disjointe

d’orbites on obtient

Q1= 12(G)| + Y 9
soit
0=|Z(G)| mod p.

Ceci montre que |Z(G)| # 1.
(ii) Soit G un groupe tel que Gr/ Z(G) soit cyclique. Montrons qu’alors G est abélien.

Par hypothese il existe un élément a de G dont la classe @ € G/ Z(G) engendre G/ Z(G)-
Tout élément de G peut alors s’écrire a¥h avec k € Z et h € Z(G). Puisque

’ / / /
akh'ak hl —_ ak‘-i—k? hh/ — ak-f—k? h/h: ak; h/ak‘h

le groupe G est aélien.
(3) Montrons que le groupe des matrices triangulaires supérieures unipotentes

1
G= 0 € GL(3,F))
0

(el
_= %X ¥

est un groupe non-abélien d’ordre p>.
Chacun des coefficients * est un élément arbitraire de F, d’ou p? choix possibles; de

plus

o = O

1 10 1 0
01 0 | et 0 1
0 01 0 1

ne commutent pas d’ou le résultat.
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Exercice 155 Soit G un groupe fini d’ordre |G| = p®m avec p premier et pged(p,m) = 1.
Soient S C G un p-SYLOW et H un sous-groupe de G. Montrer qu’il existe g € G tel que
gSg~!' NH soit un p-SyLow de H.

Eléments de réponse 155 On a |G| = p®m et [H| = p’n. On fait agir G (et donc également H)
par translation sur I’ensemble X des classes & gauche de G modulo S. Notons que g’ € Stab(gS)
équivaut & g’ € gSg~!. Par ailleurs I'ensemble X est de cardinal m qui n’est pas un multiple de
p. L’une des orbites {2 de X sous l'action de H est donc de cardinal p® pour un certain ¢ < b.
Mais comme de plus [Stab(z)| - || = [H| = pn et pged(|Q2],p) = 1 on a finalement |Q]| = n et
|Stab(z)| = p® comme attendu.

Exercice 156
(1) Soient k un corps et G un groupe fini. Montrer qu’il existe un entier n tel que G soit
isomorphe & un sous-groupe de GL(n,k). [Indication : on pourra commencer par plonger
G dans un groupe symétrique.|
(2) Soit F), le corps & p éléments ot p désigne un nombre premier. Montrer que le groupe
des matrices triangulaires supérieures avec des 1 sur la diagonale est un p-SYLOW de
GL(n,F,).

Eléments de réponse 156
(1) Tout groupe fini se plonge dans un groupe symétrique S, en faisant agir G sur lui-méme
par translation ce qui montre que n = |G| convient. De plus le groupe symétrique S, se
plonge dans GL(n,k) pour tout corps k en faisant agir S,, sur les vecteurs d’une base de
k™.
e cardinal de n, est (compter les base de
2) L dinal de GL(n,[F)) est ter les base de (F))"

IGL(n,Fp)| = (p" — D)(p" = p)(p" — p*) ... (p" — p" 1) = p'T2HF= Dy

avec pged(m, p) = 1. Or pit2-+(n=1) ogt le cardinal du groupe des matrices triangulaires
unipotentes.

Exercice 157 Supposons qu’il existe un groupe simple G d’ordre 180.
a) Montrer que G contient trente six 5-SYLOW.

b) Montrer que G contient dix 3-SYLOW. Montrer que deux 3-SYLOW distincts ne peuvent
pas contenir un méme élément g # eq (Indication : considérer les ordres possibles pour
le centralisateur de g, observer qu'un groupe d’ordre 18 admet un unique 3-SYLOW).

c¢) Conclure.

Eléments de réponse 157
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a) Montrons que G contient trente six 5-SYLOW. Pour tout premier p qui divise |G| notons
n, le nombre de p-SyLow de G. Les théoremes de SYLOW assurent que ns divise 36 et
ns = 1 (mod 5). Ceci implique que ns appartient a {1, 6, 36}. Puisque par hypothese G
est simple on ne peut avoir ns = 1 (sinon l'unique 5-SYLOW serait distingué dans G). Il en
résulte que ns appartient a {6, 36}. Supposons que ns = 6. Alors 'action transitive de G
par conjugaison sur I’ensemble de ses 5-SYLOW induit un morphisme non trivial G — Sg.
Le groupe G étant par hypotheése simple, le noyau de ce morphisme est trivial, i.e. ce
morphisme est injectif. Le morphisme G — Z/2Z donné par la signature a nécessairement
un noyau trivial donc G est un sous-groupe de Ag. D’une part |Ag| = ‘S—;' = %! = 360,
d’autre part |G| = 180, autrement dit G est d’indice 2 dans Ag. Le groupe G est donc un
sous-groupe distingué non trivial et propre de Ag : contradiction avec le fait que Ag est
simple. Par conséquent ns = 36.

b) Montrons que G contient dix 3-SYLOW. Pour tout premier p qui divise |G| notons n, le
nombre de p-SYLOW de G. Les théorémes de SYLOW assurent que ng divise 20 et ng =1
(mod 3). Ceci implique que ng appartient a {1, 4, 10}. Puisque par hypothese G est simple
on ne peut avoir ng = 1 (sinon 'unique 3-SYLOW serait distingué dans G). Si ng était
égal & 4, on en déduirait comme au a) un morphisme injectif de G dans Sy ce qui est
impossible car 180 = |G| > |S4| = 4! = 24. Ainsi n3 = 10.

Montrons que deux 3-SYLOW distincts ne peuvent pas contenir un méme élément g #
€G-

Soient S et T' deux 3-SyLow de G distincts. Soit g € SNT. Notons Z = {x € G|zg =
gz} le centralisateur de g dans G. Supposons que g # eg. Un groupe d’ordre 9 étant
abélien, Z contient S et T. Par conséquent |Z| € {18, 36, 45, 90}. L’action transitive de
G sur G/Z induit un morphisme injectif de G vers SG/Z' Or |G| = 180 et |SG/Z| € {2, 4! =

24, 5! = 120, 10!} donc "SG/z’ = 10! et |Z] = 18. Ainsi S et T sont des 3-SyLow de Z et
un groupe d’ordre 18 admet un unique 3-SYLOW d’ou S = T : contradiction. Finalement
SNT ={eag}.

c) D’apres a) le groupe G contient exactement 36 x 4 = 144 éléments d’ordre 5.

D’apres b) le groupe G contient dix 3-SYLOW dont les intersections deux a deux sont
triviales. Par suite il y a dans G exactement 10 x 8 = 80 éléments distincts de eq d’ordre
divisant 9.

Ainsi G posséde au moins 144 4+ 80 = 224 > 180 éléments distincts : contradiction.

Il n’existe donc pas de groupe simple d’ordre 180.

Exercice 158 Expliciter les sous-groupes de SYLOW des groupes alternés Ay et As.

Eléments de réponse 158 Déterminons les sous-groupes de SyLow de A4. Le groupe A4
est d’ordre 12 = 22 x 3.
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Les théoréemes de SYLOW assurent que

— le nombre ny de sous-groupes d’ordre 22 =4 de Ay est 1 ou 3;

— le nombre n3 de sous-groupes d’ordre 3 de Ay est 1 ou 4.

Le groupe A4 ne contient pas de cycle de longueur 4 donc les seuls éléments d’ordre pair
sont les doubles transpositions. Il y en a trois ainsi .44 contient un seul sous-groupe d’ordre 4,
isomorphe au groupe de KLEIN Z/2Z X Z/QZ.

Le groupe A4 contient les cycles de longueur 3. I1 y en a plus de deux donc ng = 4.

Déterminons les sous-groupes de SYLOW de As. Le groupe As est d’ordre 60 = 22 x 3 x 5.

Les 3-SyrLow de Aj sont d’ordre 3, donc cycliques; chacun est engendré par un 3-cycle et
contient deux 3-cycles. Les 3-SYLOW sont deux a deux d’intersection réduite a {e}. Comme il
y a vingt 3-cycles dans As, il y a dix 3-SyLow.

On peut aussi utiliser les théoremes de SYLOW : le nombre de 3-SYLOW est = 1 (mod 3) et
divise 20; c’est donc 1, 4 ou 10. Puisque A5 est simple il ne peut y avoir qu'un seul 5-SYLOW.
Si c’est 4 Iaction par conjugaison de Aj sur I’ensemble de ses 3-SYLOW induit un morphisme
de A5 dans S84 qui est non trivial (car action par conjugaison est transitive) et donc injectif
(car le noyau distingué est forcément trivial puisque As est simple) : contradiction avec le fait
que l'ordre de As ne divise par celui de Sy.

Les 5-SyrLow de Aj sont d’ordre 5, donc cycliques; chacun est engendré par un 5-cycle et
contient quatre 5-cycles. Les 5-SYLOW sont deux & deux d’intersection réduite & {1}. Comme
il y a vingt-quatre 5-cycles dans As, il y a six 5-SYLOW.

On peut aussi utiliser les théoremes de SYLOW : le nombre de 5-SYLOW est = 1 (mod 5) et
divise 12; c’est donc 1 ou 6. Puisque As; est simple il ne peut y avoir qu'un seul 3-SYLOW. Par
conséquent le nombre de 5-SYLOW est 6.

On a donc déterminé 6 x 4 = 24 éléments d’ordre 5 et 2 x 10 = 20 éléments d’ordre 3 ce qui
fait, en ajoutant I'identité, 45 éléments de As.

Soit ng le nombre de 2-SYLOW, i.e. le nombre de sous-groupes d’ordre 4 de As. Rappelons
qu’un groupe d’ordre 4 est soit cyclique, soit isomorphe a Z/2Z X Z/2Z-

Le groupe Ajs ne contient pas d’élément d’ordre 4. En effet les éléments d’ordre 4 du groupe
symétrique Ss sont les 4-cycles qui sont des permutations impaires. Par suite chaque 2-SyLoOw
est isomorphe a Z/2Z X Z/QZ; il est engendré par deux produits de deux transpositions qui
commutent et contient trois éléments d’ordre 2. Les trois éléments d’ordre 2 sont les trois
produits de deux transpositions qui commutent qu’on peut former avec quatre éléments de
{1, 2, 3, 4, 5}. On en déduit que les 2-SYLOW sont deux & deux d’intersection réduite a {e}. Il
y a 15 éléments d’ordre 2 dans Ajs et cinq 2-SYLOW.

Exercice 159 Expliciter les sous-groupes de SYLOW des groupes diédraux Dg et Dqj.

Eléments de réponse 159
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i) Déterminons les sous-groupes de SYLOW du groupe Dg. Le groupe Dg est d’ordre 23 = 8.
Les 2-SyLow sont d’ordre 23, il n’y en a donc qu’un, c’est Dg.

ii) Déterminons les sous-groupes de SYLOW du groupe Djg. Le groupe Dyq est le groupe des
isométries du plan qui conservent un pentagone régulier, il est d’ordre 2 x 5 = 10.

Soit no le nombre de ses 2-SYLOW, i.e. le nombre de ses sous-groupes d’ordre 2. D’apres
les théorémes de SYLOW ng = 1 (mod 2) et ng divise 5. Ainsi ny € {1, 5}. Par ailleurs
les sous-groupes de D1y engendrés par les cinq symétries par rapport aux médiatrices de
chacun des c6tés du pentagone sont cing groupes d’ordre 2. Il s’en suit que no = 5.

Soit n5 le nombre de 5-SYLOW de Dqg, i.e. le nombre de sous-groupes d’ordre 5 de D1g.
Les théoremes de SYLOW assurent que ns = 1 (mod 2) et ns divise 2. Il n’y a donc qu’un
unique 5-SYLOW, le sous-groupe engendré par la rotation d’angle 2% dont le centre est le
centre du pentagone.

Exercice 160
a) Quel est 'ordre d'un p-SyLow de S, ?
b) Combien y a-t-il de p-SYLOW dans S, ?
c) En déduire le théoreme de Wilson, c’est a dire

(p—1)!'=—1 mod p.
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a) L’ordre de S, est p! = p(p — 1)!. De plus p et (p — 1)! sont premiers entre eux. Par suite
un p-SYLOW de S, est d’ordre p.

b) Pour déterminer le nombre de p-SYLOW de S, on cherche combien il y a d’éléments
d’ordre p de S,. Ce sont les p-cycles qui sont conjugués entre eux. Pour calculer leur
nombre il suffit de calculer I'ordre du centralisateur C' de I'un d’eux, par exemple du
p-cycle 0 = (12 ... p). Si s est une permutation, alors

sos 1 =(s(1) 5(2) ... s(p))
Donc s € C'si
(1) o(2) ... a(p)) = (s(1) s(2) ... s(p))

c’est-a-dire si s est une puissance de la permutation circulaire d’ordre p. L’ordre de C est
donc égal a petily a % = (p — 1)! éléments d’ordre p dans S, car SIVC est en bijection
avec les conjugués de o.

Ces éléments d’ordre p se répartissent entre % = (p — 2)! p-SyLow de S, qui
contiennent chacun (p — 1) éléments d’ordre p.

Autre rédaction possible : un p-SYLOW est d’ordre p, p étant premier, un p-SYLOW est

donc un sous-groupe cyclique d’ordre p. Il y a (p—1)! p-cycles dans S, donc (’; 111)! = (p—2)!
P-SYLOW.
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c) Notons n, le nombre de p-SyLow. D’apres b) on a n, = (p — 2)!. D’apres les théoremes
de SYLOW n, = 1 mod p. Donc (p —2)! = 1 mod p et (p —1)! = p — 1 mod p. Mais
p—1=—1mod p. Il en résulte que (p — 1)! = —1 mod p.

Exercice 161 On cherche & montrer que As est le seul groupe simple d’ordre 60.

a) Faire la liste des éléments de A5 avec leur ordre respectif. Décrire les classes de conjugaison
dans As.

b) Montrer que As est simple.

c¢) Soit G un groupe simple d’ordre p*m avec a > 1 et m non divisible par p. Notons n, le
nombre de p-SYLOW de G. Montrer que |G| divise np!.

d) Soit G un groupe simple d’ordre 60. Montrer que le nombre de 2-SYLow de G est égal a
5 ou a 15.

e) En déduire que G contient un sous-groupe d’ordre 12.

f) Conclure.
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a) Faisons la liste des éléments de A5 avec leur ordre respectif.

Les 60 éléments de As sont les suivants :

e l'identité d’ordre 1 qui forme une classe de conjugaison ;

e les double transpositions (a b)(c d) ou {a, b, ¢, d} est de cardinal 4. Elles sont au
nombre de 15, elles sont d’ordre 2 et elles forment une classe de conjugaison ;

e les 3-cycles (a b c) ou {a, b, ¢} est de cardinal 3. Ils sont au nombre de 20, ils sont
d’ordre 3 et forment une classe de conjugaison ;

o les b-cycles (a b cde) oud{a,b, ¢, d, e} est de cardinal 5. Ils sont au nombre de 24,
ils sont d’ordre 5 et forment deux classes de conjugaison : celle de (123 45) et
(21345).

Nous avons bien énuméré tous les éléments de As : 1+ 15 + 20 + 24 = 60.

b) Montrons que Ajs est simple. Soit H # {e} un sous-groupe distingué de A5. Puisque H
est distingué, H est réunion de classes de conjugaison dans As. Comme aucun des entiers
14+15=16,1412=13,1+24=25,14+15+12=28,1+4+ 15424 =40, 1 + 20 = 21,
1+20+4+15=36, 1420+ 12 =33, 1 4 20 + 24 = 45 ne divise 60 = |.A45|, le théoréme de
LAGRANGE assure que H contient nécessairement toutes les classes de conjugaison de As,
donc H = A5.

¢) Regardons l'action transitive de G par conjugaison sur ’ensemble Syl, de ses p-SYLOW.
Comme G est simple n,, > 1. On obtient donc un morphisme non trivial G — Ssylp ~ Sy,
Puisque G est simple ce morphisme est injectif. I en résulte que |G| divise |Sy,| = n,!.
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Soit G un groupe simple d’ordre 60. Montrons que le nombre de 2-SYLOW de G est égal
a boua lb.

Soit no le nombre de 2-SYLOW. Les théoremes de SYLOW assurent que no est impair
et divise 15; par suite ng appartient a {1, 3, 5, 15}. Le groupe G étant simple, ng # 1,
i.e. ng appartient a {3, 5, 15}. Le groupe G est d’ordre 2%-15; d’apres le ¢) |G| divise na!
donc ns # 3. Ainsi ny vaut 5 ou 15.

Montrons que G contient un sous-groupe d’ordre 12.

Supposons dans un premier temps que no = 5; alors le normalisateur d’'un 2-SYLOW
de G est de cardinal 60/5 = 12 d’ou le résultat.

Supposons désormais que ny = 15. Montrons qu’il existe deux 2-SYLOW distincts S
et T tels que |SNT| = 2. Sinon on aurait exactement 15 -3 + 1 = 46 éléments d’ordre
divisant 4. De plus les théorémes de SYLOW assurent que ns = 6 donc que G contient
6 -4 = 24 éléments d’ordre 5. Ainsi d’une part G contient au moins 46 + 24 = 70 éléments
et d’autre par |G| = 60 : contradiction. On dispose donc de deux 2-SYLOW distincts S et
T tels que SNT = {e, g} avec g d’ordre 2. Désignons par H le centralisateur de g dans G.
Alors H contient S et T donc son cardinal est multiple de 4 et > 6. Ainsi |H| appartient
a {12, 20, 60}. Si |H| = 20, alors l'action transitive de G sur G/H induit un morphisme
injectif G — Sg by Ss3 @ contradiction. Si |H| = 60, alors g est dans le centre de G ce
qui assure que le centre Z(G) de G est non trivial : contradiction avec le fait que G est
simple. II s’en suit que |H| = 12.

Soit H le sous-groupe de G d’ordre 12 construit au e). L’action transitive de G sur G/H
induit un morphisme injectif ¢: G — Sg i ~ S5. Ainsi G est isomorphe & un sous-groupe

d’ordre 60 de S5 qui est nécessairement As.

Exercice 162 Rappelons I’énoncé suivant dont nous aurons besoin : Soient H et N deux
groupes. Soient ¢ et 1) deux opérations de H sur N et a un automorphisme de H tels que le

diagramme suivant commute

SN

Aut(N)

H

i.e. p =Y oa.
L’application (n, h) + (n,a(h)) est un isomorphisme de N x, H sur N », H.

Soient p et ¢ des nombres premiers avec p < g. Montrer que

1.
2.

Si p ne divise pas ¢ — 1, alors tout groupe d’ordre pq est cyclique.

Si p divise ¢ — 1, alors il y a deux groupes d’ordre pg non isomorphes : le groupe cyclique
et un produit semi-direct non abélien.
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Indication : Aut (Z/qZ) ~ Z/(q 1)z ([Perrin, Cours d’algebre, p. 24])

Eléments de réponse 162

Soit G un groupe d’ordre pg ou p et g désignent des nombres premiers tels que p < ¢g. Soit
Q un ¢-SyrLow de G.

D’apres les théoréemes de Sylow

ng divise p
ng =1 mod ¢
ol ng est le nombre de ¢-SYLOW de G. Par suite ny = 1 et Q est distingué dans G.
Puique p est premier, Q ~ Z/qZ' De méme G/Q ~ Z/pZ' Si P est un p-SYLOW quelconque

il fournit un relevement de G/Q et donc
~ 7 Z
G~ /qZ X /pZ'

Calculons ces produits. On a Aut (Z/qZ) o~ Z/( q—1)Z: L’opération de Z/pZ sur Z/qZ corres-
pond donc & un morphisme
0: 2z~ -1z
On a l’alternative suivante :
e p ne divise pas ¢ — 1, alors ¢ est trivial, le produit est direct et G ~ Z/pqZ est cyclique.
e p divise ¢ — 1, Z/(q ~1)Z posséde un unique sous-groupe d’ordre p, il y a donc une
opération non triviale. De plus deux telles opérations different d’un automorphisme de
Z/pZ' L’énoncé rappelé assure que les produits correspondants sont isomorphes.

Exercice 163
Soit n > 1. On note Int(S,,) le sous-groupe des automorphismes intérieurs de Aut(S,,).

a) Soit ¢ € Aut(S,,) tel que ¢ transforme toute transposition en une transposition.

Montrer que ¢ est intérieur.
b) Soit o € §,,. Déterminer le cardinal du commutant
Z(o)={r € 8,|T0r7 =0}
de o.
c¢) En déduire que si n # 6, on a Int(S,,) = Aut(S,,).

d) Soit n > 5 tel que Int(S™) = Aut(S,). Montrer que tous les sous-groupes d’indice n de
S, sont conjugués.
e) En utilisant les 5-SYLOW de S5 montrer qu’il existe un sous-groupe H d’indice 6 de Sg

opérant transitivement sur {1, 2, ..., 6}.

f) Soit ¢ une puissance D’un nombre premier et n > 2. Construire un morphisme de groupes

injectif canonique PGL,,(F;) — Sy avec N = q;__ll.
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Construire géométriquement un sous-groupe H’ d’indice 6 dans Sg opérant transitivement
sur {1, 2, ..., 6}.

En déduire que Aut(Sg) # Int(Sp).
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a)

Soit ¢ € Aut(S,,) tel que ¢ transforme toute transposition en une transposition.
Montrons que ¢ est intérieur.

Puisque tout automorphisme de S; est intérieur des que i < 3 (& vérifier) on peut
supposer que n > 4.

Le groupe symétrique est engendré par les transpositions 7; = (1 i) pour ¢ > 2. Comme
7; et 7; ne commutent pas si ¢ # j les supports des transpositions ¢(7;) et ¢(7;) ont
exactement un point en commun noté ay. Puisque ¢(7;) a un point commun avec (1),
©(T2) et (73) ils ont nécessairement tous oy en commun. Ecrivons ¢(7;) = (o o). L’ap-
plication ¢ étant injective {a1, ag, ..., an} = {1, 2 ..., n}. Définissons la permutation
a € S, par a(i) = «; pour tout 1 < i < n. Ainsi ¢ est la conjugaison par « et ¢ appartient
a Int(Sy,).
Soit o € §,,. Déterminons le cardinal du commutant

Z(o)={reS,|ror =0}

de 0. Décomposons ¢ en produit de cycles a supports disjoints, k; cycles de longueur 1,
..., kn cycles de longueur n, avec n = Z ik;. Un élément qui commute a o doit préserver

la décomposition en cycles de o et doric envoyer le support d'un k-cycle sur celui d’un
autre k-cycle, en respectant ’ordre cyclique du support de ces cycles pour tout k. Ainsi
le commutant d’un n-cycle de S,, est composé des puissances de ce dernier. Finalement
on obtient

1 Z(0)| =[] kili™.

Montrons que si n # 6, on a Int(S,) = Aut(S,). Soit ¢ un automorphisme de S,,. Si 7
est une transposition de S, alors ¢(7) est aussi d’ordre 2 et est donc un produit de k
transpositions a supports disjoints. On a |Z(7)| = |Z(¢(7))| ce qui se réécrit 2(n — 2)! =
2kk!(n — 2k)!. Puisque n # 6 on a k = 1. D’aprés a) ¢ est donc intérieur.

Soit n > 5 tel que Int(S™) = Aut(S,). Montrons que tous les sous-groupes d’indice n de
S, sont conjugués. Soit H un sous-groupe d’indice n de S,,. L’action transitive de S, sur
STVH induit un morphisme de groupes

(b: Sn — SS’VH ~ Sn.

Puisque ker ¢ est un sous-groupe distingué de S,,, ker¢ € {{id}, A,, S,}. Le groupe
ker ¢ agit trivialement sur la classe de H dans S’VH, d’ou ker ¢ C H. Il en résulte que



292

h)

CHAPITRE 5. EXERCICES

ker ¢ = {id}, i.e. que ¢ est injective. Ainsi ¢ appartient & Aut(S,,). Par hypothese il existe
une permutation o telle que ¢ soit la conjugaison par o. Or par construction ¢ envoie
H sur le stabilisateur d’un point (la classe de H) dans Sg, iy = Sy,. Enfin dans S, les

stabilisateurs d’un point de {1, 2, ..., n} sont tous conjugués.

En utilisant les 5-SYLOW de S5 montrons qu’il existe un sous-groupe H d’indice 6 de Sg
opérant transitivement sur {1, 2, ..., 6}. Les théorémes de Sylow assurent que S5 admet
un ou six 5-SYLOW. Comme As est simple S5 n’admet pas de sous-groupe distingué
d’ordre 5 et S5 admet exactement six 5-SYLOW. Notons X I’ensemble des 5-SYLOW de
S5. L’action de S5 sur X par conjugaison est transitive et induit un morphisme de groupes

e 85 - S X 86

dont le noyau est trivial (les sous-groupes distingués de Ss sont {id}, A5 et S5). Le
groupe H = p(S5) C Sg est un sous-groupe d’indice 6 de Sg opérant transitivement sur
{1,2,..., 6}

Preuve géométrique, par récurrence sur n : I’espace projectif P*~!(k) est réunion disjointe
d’un espace affine de dimension n — 1 sur k (disons k™) et d’un hyperplan projectif de
dimension n — 2, i.e. isomorphe & un P"~2(k), appelé hyperplan & l'infini. On a donc
Pr=1(k) = k' UP*" 2(k). On en déduit par récurrence la formule suivante

P EF) =" " g L

Autre preuve : le groupe PGL(Fy) agit fidélement sur P(Fy;) d’ott le morphisme de
groupes injectif
p: PGL(FY) = Spn1(s,)
Or par définition on a P"1(F,) = Fg ~ {O}/IF; donc |P""Y(F,)| = Fal 1 Ppar
conséquent il existe un morphisme de groupes injectif

©: PGL(]FZ) — Spnfl(ﬂrq)

Construisons géométriquement un sous-groupe H' d’indice 6 dans Sg opérant transitive-
ment sur {1, 2, ..., 6}.

Le groupe H' = PGL(2,F5) vu comme sous-groupe de Sg par action sur P!(FF5) n’est
pas conjugué a Ss = Stab(6) C Sg puisqu’il ne fixe aucun point.
Montrons que Aut(Sg) # Int(Sg).

Les d), e) et g) assurent que le groupe Sg posseéde au moins un automorphisme extérieur.

Exercice 164 [Simplicité de A,,, g > 5, version 2]

a)
b)

c)

Montrer que le groupe As est simple.
Soit n > 3. Montrer que les 3-cycles engendrent A,,.
Montrer que A,, est simple des que n > 5.
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d) Montrer que A4 n’est pas simple.
e) Soit n > 3. Soient a, b dans {1, 2, ..., n} et 0 € S,,. Montrer que
cgo(ab)oo = (o(a) a(b))
f) Soit n > 3. Montrer que le centre de S, est réduit a {id}.
g) Soit n > 5. Montrer que les sous-groupes distingués de S,, sont {id}, A, et S,,.
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a) Le groupe As a 60 éléments :
— le neutre;
— 15 éléments d’ordre 2 (produit de deux transpositions disjointes) ;
— 20 éléments d’ordre 3 (3-cycles) ;
— 24 éléments d’ordre 5 (5-cycles).

Les 3-cycles sont conjugués dans As (7). Les éléments d’ordre 2 le sont aussi : si 7 =
(ab)(cd)(e) et 7/ = (' V)( d)() on définit o € A, tel que o(a) = d’, o(b) = b et
o(e) = ¢ alors oo~ ! =71/,

Soit H un sous-groupe distingué non trivial de As. Si H contient un élément d’ordre
3 (resp. 2), alors il les contient tous d’apres ce qui précede. Si H contient un élément
d’ordre 5, il contient le 5-SYLOW engendré par cet élément donc tous les 5-sous-groupes

de SYLOW puisqu’ils sont conjugués ainsi tous les éléments d’ordre 5.

Le groupe H ne peut pas contenir un seul des trois types d’éléments précédents en plus
du neutre car ni 25 =24 4+ 1, ni 21 =20+ 1, ni 16 = 15+ 1 ne divisent 60 (rappel : |H]
divise |A5| = 60). Par conséquent H contient au moins deux des trois types d’ou

|H| > 15+ 20 + 1 + 36.
Comme [H| divise |As| = 60 on obtient [H| = 60 et H = As.

b) Puisque le groupe S,, est engendré par les produits de transpositions, le groupe A,, est
engendré par les produits pairs de transpositions et on a

(a b)(bc)=(abec)
(a b)(a ¢) = (a cb)

7. Le groupe As est 3 fois transitif sur {1, 2, ..., 5}, i.e. si a1, a2, ag sont distincts et by, ba, bs sont distincts
il existe o € As tel que o(a;) = b;. En effet écrivons

{1, 27...,5}={a1,ag,...,a5}={b1,b27...,b5}

et considérons o € Ss telle que o(a;) = b; pour tout ¢ = 1, 2, ..., 5; si o est paire c’est terminé, sinon nous
composons o avec la transposition (a4 as).
Soient o = (a1 a2 as), 7 = (b1 bz bs); d’apreés ce qui précede il existe ¢ dans As tel que ¢(a;) = b;. Alors
-1
T =poy
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(notons au passage que tous les 3-cycles sont dans A,,) et
(a b)(cd)=(ab)(ac)(ac)(cd)=(acb)lacd)

Posons E = {1, 2, ..., n}. Soit {id} # H<A,. Soit ¢ € H \ {id}. On se ramene au cas
n = 5; pour ce faire on va fabriquer a partir de ¢ un élément non trivial de H qui n’agit
que sur un ensemble & 5 éléments donc qui a n — 5 points fixes.

Comme o # id il existe a € E tel que b = o(a) # a. Soit ¢ € E tel que ¢ € {a, b, o(b)}
(un tel ¢ existe puisque n > 5). Soit 7 le 3-cycle donné par 7 = (a ¢ b). Alors 77! = (a b ¢).
Considérons p défini par

p=T1or o7t = (a cb)(o(a) o(b) o(c)).

Comme b = o(a) 'ensemble F' = {a, b, o(a), o(b), o(c)} aauplus 5 éléments et p(F') = F,
plE~F = id|g p. Quitte & ajouter au besoin des éléments & F" on peut supposer que |F| = 5.
Notons que p(b) = 7(c (b)) # b (en effet o(b) # 771(b) = ¢) donc p # id.

Considérons A(F) ’ensemble des permutations paires de F. Il satisfait les deux pro-
priétés suivantes
— A(F) est isomorphe & As;
— A(F) se plonge dans A, via u — U ou

{ ﬂ|F =u
Up.r =Iidp. F
Soit Hy = {u € A(F)|u € H} = HnN A(F). Alors
— H() < .A(F) ;
— piF € Ho;
— pip 7 idp.
Comme A(F) # As est simple on a Hy = A(F'). Soit alors u € A(F) un 3-cycle. 11
appartient & Hy donc w qui est encore un 3-cycle appartient a H. Mais comme les 3-cycles

sont tous conjugués dans A, (®) ils appartiennent tous & H et puisqu’ils engendrent A,
(cfb)) ona H=A,.

d) Le groupe A4 n’est pas simple car
{id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}
est un sous-groupe distingué de A4 d’ordre 4.
8. Le groupe A, est (n — 2) fois transitif sur {1, 2, ..., n}, i.e. si a1, az, ..., an—2 sont distincts et b1, ba,

bn—2 sont distincts il existe o € A, tel que o(a;) = b;. En effet écrivons

{1, 2, ey n} = {al, az, ..., Apn—2, Qn—1, an} = {bl, bg, ey bn_z, bn—l; bn}

et considérons o € S, telle que o(a;) = b; pour tout ¢ = 1, 2, ..., n; si o est paire c’est terminé, sinon nous

composons o avec la transposition (an—1 an).

Soient o = (a1 a2 a3), 7 = (b1 b2 ... b3); d’apreés ce qui précede il existe ¢ dans A, tel que p(a;) = b;.

Alors 7 = pop~

1
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e) Calcul direct.

f) Soit o un élément du centre de S,,. En particulier 0o (1 2) = (1 2)oo, i.e. 0o(1 2)oo !t =
(1 2). Par suite d’apres e)

(0(1) 0(2)) = (1 2).

Ainsi nécessairement (1) =1 ou o(1) = 2. De méme oo (1 3) = (1 3) o o et donc

(0(1) o(3)) = (1 3).

Il en résulte que o(1) = 1. Ce qu’on a fait avec 1 peut étre fait avec n’importe quel entier
compris entre 2 et n. Il en résulte que o = id.

Réciproquement id commute avec toutes les permutations.

g) Soit HaS,,. Alors HN A,, < A,, donc HN A, € {id, A4, }.
SiHNA, =A,,alors H= A, ou H=S,,.
Si HNA,, = {id}, alors la signature ¢ induit un isomorphisme de H sur ¢(H) C {1, —1}.
Par suite |H| < 2. Si |H| = 2, alors H = {id, ¢}. Mais si 7 € S,, comme 707! appartient
aHet ror7! #id on a 777! = 0. Autrement dit ¢ appartient au centre de S,, d’ou

o =1id (f)) : contradiction. Il en résulte que H = {id}.

Exercice 165 Soit G un groupe d’ordre 2009.

1. Montrer que G >~ P x Q ou P est un groupe d’ordre 41 et Q est un groupe d’ordre 49. En
déduire que chaque groupe d’ordre 2009 est abélien.

2. Classifier a isomorphisme pres tous les groupes d’ordre 2009.

3. Soient P est un groupe d’ordre 41 et Q est un groupe d’ordre 49. Montrer que Aut(G) ~
Aut(P) x Aut(Q).

4. Montrer que
a) si Q est cyclique, alors Aut(Q) est cyclique aussi. Quel est 'ordre de Aut(Q) quand Q
est cyclique ?
b) si Q n’est pas cyclique, alors Aut(Q) est isomorphe & GL(2,F7) ou F7 est le corps a 7
éléments. Quel est 'ordre de GL(2,F7)?

Eléments de réponse 165

1. Notons que |G| = 2009 = 72 x 41. D’aprés le premier théoréme de SYLOW le groupe G
possede un 41-SyLow P d’ordre 41 et un 7-SYLow Q d’ordre 49. Notons n, le nombre
de p-SYLOW de G. D’apres le troisieme théoreme de SYLOW

© nygy est congru a 1 modulo 41 et divise 49 donc est égal a 1;
o ny est congru a 1 modulo 7 et divise 41 donc est égal a 1.
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Nous en déduisons que P< G et Q< G.

Nous constatons aussi que PNQ = {e}, que G = PQ et que les deux sous-groupes dans
le produit sont distingués dans G. Tout ceci revient a dire G ~ P x Q.

Reste a montrer que G est abélien. Notons que P et Q sont abéliens puisque P est
d’ordre premier et que Q est d’ordre premier au carré. Par ailleurs les éléments de P
commutent avec ceux de Q. Ainsi G est abélien.

D’apres 1. tous les groupes d’ordre 2009 sont abéliens, il suffit donc pour répondre a cette
question d’appliquer le théoreme de structure pour les groupes abéliens de type fini. Ce
théoréme montre qu’il y a deux groupe non isomorphes d’ordre 2009

7 7 7 7 7
7497, % 7z, et &R RN/

soit encore

7 Z 7
720097, et 77 % 0877,

. Remarque. Si ¢ est un automorphisme de G, alors p(P) = P et p(Q) = Q. En effet

comme dans tout groupe et pour tout p premier I'image par un morphisme d’un p-élément
est un p-élément et que P et Q sont les seuls 41-SYLOW et 7-SYLOW de G respectivement,
o(P) C P et ¢(Q) C Q. Comme ¢ est une bijection ces deux inclusions sont en fait des
égalités.

Il découle de la Remarque précédente que la restriction de tout automorphisme ¢ €
Aut(G) au sous-groupe P (resp. Q) est un automorphisme qu’on appellera pp (resp.
pq) de P (resp. Q). Les automorphismes de ¢p et ¢q ainsi définis sont uniquement
définis puisqu’ils sont les restrictions d’'un méme automorphisme aux sous-groupes P et
Q respectivement.

Considérons I'application
®: Aut(G) — Aut(P) x Aut(Q), v = (¢pP, Q)
Remarquons que ®(id) = (id,id). Soient ¢ et ¢ deux éléments de Aut(G). Alors d’une
part
(pod)r(P) = (p00)
2 (6(P)
op(dp(P))
= (ppo¢p)(P)

P)

et d’autre part

(pod)(Q) = (po9)(Q)
v(9(Q))
PQ(0a(Q))
= (pq°9qQ)(Q)
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Autrement dit ® est un morphisme de groupes.

Montrons maintenant que ® est un isomorphisme.

Commengons par montrer que ® est injective. Un automorphisme ¢ de Aut(G) appar-
tient & ker @ si et seulement si pp = idp et pq = idqg. Or tout élément de G s’écrit sous
la forme zy avec x € P et y € Q. Ainsi

p(zy) = p(2)p(y) = pp(T)pq(y) = idp(2)idg(y) = zy.

Montrons que ® est surjective. Soient @1 dans Aut(P) et po dans Aut(Q). Considérons
I’application

¢: G — G, zy = p1(x)02(y)

avec x € P et y € Q. L’application o est définie sans ambiguité puisque G étant la somme
directe de P et de Q chacun de ses éléments s’écrit de maniere unique comme produit
d’un élément de P et d’un autre de Q Montrons que ¢ est un automorphisme de G dont
I'image sous 'action de ® est (1, p2).

Le fait que ¢ et 2 soient des morphismes de groupes entraine que ¢ est un morphisme
de groupes. Il en est de méme pour la surjectivité de . Supposons que p(xy) = 1 pour
x € P et y € Q. La définition de ¢ implique que ¢ (z)p2(x) = 1. Or ¢1(x) appartient
a P, ¢a(y) appartient & Q et PN Q = {e} donc ¢1(z) = ¢2(y) = 1. Puisque ¢; est un
automorphisme de P et o un automorphisme de Q nous obtenons x = y = 1. Comme
G = PQ tout élément de ker ¢ s’écrit comme produit d'un x € P et d’'un y € Q. Ainsi
ker ¢ = {e}.

Finalement ¢ est un automorphisme de G. Il s’ensuit de la définition de ¢ que pp = ¢
et pq = 2. Par conséquent ®(¢) = (1, p2). Ainsi ® est surjective.

. a) Si Q est cyclique, il est isomorphe a (Z/49Z, +). Alors [Aut(Q)| = ¢(49) = 7x 6 = 42
ou ¢ est la fonction indicatrice d’EULER. Comme 42 = 2 X 3 x 7 le théoreme chinois
assure que Aut(Q) est cyclique d’ordre 42.

b) Supposons maintenant que Q soit non cyclique. Alors Q =~ (Z/7Z X Z/7Z’ +). Ce
dernier groupe peut aussi étre considéré comme 1’espace vectoriel de dimension 2 sur
le corps F7 avec la base canonique e; = (1,0) et ea = (0, 1). La loi externe induite par
7 est décrite par les identités

Aer = (1,0) + (1,0) + ...+ (1,0) Aeg = (0,1) + (0,1) +...4+(0,1)
A fois A fois

avec A € [y, identités qui sont ensuite étendues au groupe tout entier par linéarité.
Cette action est définie sans ambiguité.
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Soit ¢ € Aut(Q), alors
w(Ae1) = ¢((1,0)+ (1,0) + ...+ (1,0))

A fois

= »(1,0) + p(1,0) + ...+ »(1,0)
A fois

= p((1,0))

= Ap(er)

et
e(Xe2) = ¢((0,1)+ (0,1)+...4+(0,1))

A fois

= ¢(0,1) 4+ ¢(0,1) + ...+ ¢(0,1)
A fois

= Ap((0,1))

= Ap(e2)

Ainsi ¢ est une application linéaire. Etant bijectif ¢ € GL(2,F7). Par suite Aut(Q) C
GL(2,F7). L’autre inclusion est claire car chaque bijection linéaire de F7 x F7 est aussi
un automorphisme du groupe Z/7Z X Z/7Z. Finalement |GL(2,F7)| = (72 — 1)(7> - 7).

Exercice 166
1. Soit H un sous-groupe distingué de S4 qui contient un 4-cycle. Montrer que H = S;.

2. Soient Py et P9 deux sous-groupes d’ordre 8 de Sy4. Supposons que P; N Ps contienne un
4-cycle. Montrer que P; = P9 (indication : on montre que le normalisateur de P; N Py
dans Sy contient Py U Po, on considere le sous-groupe engendré par P; U Ps et on utilise
1.)

3. D’apres ce qui précede un 4-cycle est dans un unique sous-groupe d’ordre 8 de S4. En
déduire le nombre de sous-groupes d’ordre 8 de S; en comptant le nombre de 4-cycles.

Eléments de réponse 166

1. Les sous-groupes distingués de Sy sont id, {id, (1 2)(3 4), (1 3)(24), (14)(23)}, A4 et
S4. Le seul de ces sous-groupes qui contient un 4-cycle est Sy.

2. Soient Py et Py deux sous-groupes d’ordre 8 de Sy4. Si Py # Pg, alors Py N Po contient
un 4-cycle et est donc d’ordre 4. Par conséquent P; N Py est d’indice 2 dans P; donc
distingué dans P1. De méme P1 N Py est d’indice 2 dans P9 donc distingué dans P,. Par
suite le normalisateur N de P; NPy dans Sy contient Py U Ps. Ainsi N est un sous-groupe
de P; NPy d’ordre un diviseur de 24 qui est un multiple de 8 et > 8. Il en résulte que
IN| = 24 et donc que N = &y. Ainsi P;1 NP2 <8y et Py NPy =8y : absurde.
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3. Déterminons le nombre de 4-cycles de Sy. Un 4-cycle s’écrit de maniere unique (1 ¢ j k)
ou i, j et k sont trois entiers distincts parmi {2, 3, 4}. Il y a donc 3 x 2 x 1 = six 4-cycles
dans Sy4. Soit no le nombre de sous-groupes d’ordre 8. Ils sont tous isomorphes car ce sont
les 2-SYLOW qui sont tous conjugués. Soit k le nombre de 4-cycles dans un 2-SYLOW.
Nous avons donc ngk = 6 car un 4-cycle engendre un 2-groupe forcément contenu dans
un 2-SYLOW. De plus k£ > 2 car si ¢ est un 4-cycle dans un sous-groupe P d’ordre 8, alors
¢! appartient & P. Si ny vaut 1 I'unique 2-SYLOW contient un 4-cycle et est distingué
dans &4 donc est Sy : contradiction. Par suite ny = 3 et k = 2.

Exercice 167 Soit n > 5.
a) Montrer quun sous-groupe H d’indice n de S,, est isomorphe a S,,—1.

b) En utilisant les théoremes de SYLOW sur les 5-SYLOW de S5 construire un sous-groupe
de Sg d’indice 6 qui n’est pas de la forme

Se(i) = {U €Sglo(i) = Z}

avec 1 <1 < 6.

Eléments de réponse 167

a) Faire agir S, sur STVH par translation. Comme nous connaissons les sous-groupes distin-
gués de S, nous obtenons que le morphisme

¢: H — Bij (Sn/H)
est injectif. De plus les éléments de ¢(H) fixent la classe H d’ou le résultat.

b) Le troisiéme théoréme de SYLOW assure que S5 compte six 5-SYLOW. Faisons agir S5 par
conjugaison sur I’ensemble X des 5-SYLOW. On obtient un morphisme de groupes

@: S5 — BIJ(X)

Le premier théoréme de SYLOW assure que cette action est transitive. Puisque nous
connaissons les sous-groupes distingués de &, nous obtenons que ¢ est injective. Finale-
ment I'image de ¢ répond a la question.

Exercice 168

1. Soit G un groupe fini. Notons Syl,(G) I'ensemble des p-sous-groupes de Sylow de G.
Supposons que \Sylp(G)] = m. Montrons qu’il existe un morphisme non trivial p: G — S,,.

2. Soit G un groupe de cardinal 36. Montrer qu’il n’est pas simple.

Eléments de réponse 168
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1. D’apres les théoremes de Sylow ’action par conjugaison
G x Syl,(G) — Syl,(G) (9, P) + gPg™?
est transitive et détermine donc un morphisme non trivial p: G — Bij(Syl,(G)) ~ Sy,.

2. Remarquons que |G| = 2% x 32. Soit n, le nombre de p-Sylow de G. Les théorémes de
Sylow assurent que n3 divise 22 = 4 et que n3 = 1 mod 3, autrement dit que n3 appartient
a {1, 4}.
Sing = 1, alors G contient un unique 3-Sylow qui est forcément distingué dans G ; en
particulier G n’est pas simple.

Si ng = 4, alors d’apres 1. il existe un morphisme non trivial p: G — Sy. Puisque
|G| = 36 ne divise pas |Sy| = 24 ce morphisme n’est pas injectif et ker p est un sous-
groupe distingué non trivial et propre de G.

Exercice 169 Soit G un groupe d’ordre 231.
1. Montrer que G admet un seul 7-Sylow et un seul 11-Sylow.

2. Montrer que si P est le 11-Sylow de G, alors P est contenu dans le centre de G (indication :
on consideére l'action d’un 3-Sylow et I'action d’un 7-Sylow de G sur P par conjugaison).

3. Montrer que G admet un unique sous-groupe d’ordre 77 et qu’il est distingué dans G.
Est-ce que ce sous-groupe d’ordre 77 est cyclique 7 Justifier.

4. Montrer que G admet un sous-groupe cyclique d’ordre 33.

Eléments de réponse 169

1. Montrons que G admet un seul 7-Sylow et un seul 11-Sylow.
Soit n, le nombre de p-Sylow de G.
Le troisieme théoréme de Sylow assure que n7 = 1 mod 7 et que ny divise 33, soit que
ny = 1.
Le troisieme théoréeme de Sylow assure que nij; = 1 mod 11 et que ni; divise 21, soit
que ny; = 1.
2. Montrons que si P est le 11-Sylow de G, alors P est contenu dans le centre de G.
Comme n1; = 1 nous avons P 1 G. Soit Q un 3-Sylow ; il agit sur P par conjugaison.

L’équation aux classes s’écrit |P| = ZO% Chaque orbite est de cardinal ‘Stg% et
(2

% € {1, 3}. C’est 1 si lorbite est réduite a un point z; tel que pour tout g € Q
gxig~! = z;. Par suite

|P| = |[P?| mod 3
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ou
P = {peP|VgeQ, q-p=p}
{peP|VqeQ, qpg~ " =p}
= {peP|VqeQ, qp=pg}.
Comme [PQ| divise 11 et 11 # 1 mod 3, PQ® = P, i.e. le sous-groupe des éléments qui
commutent a tous les éléments de P contient Q. De méme les éléments qui commutent
a tous les éléments de P contient un 7-Sylow et bien entendu P car P est cyclique. Le

sous-groupe des éléments qui commutent & tous les éléments de P est d’ordre un multiple
de 3, 7 et 11, c’est donc G.

. Montrons que G admet un unique sous-groupe d’ordre 77 et qu’il est distingué dans G.

Commencons par montrer I'existence d’un tel sous-groupe. Soit Q un 7-Sylow. Puisque
P<Get PNQ = {id}, PQ est un sous-groupe de G d’ordre 77. Comme Q< G, PQ < G.

Montrons maintenant I'unicité. Soit H un sous-groupe de G d’ordre 77. Alors H contient
un 11-Sylow et un 7-Sylow. Donc H = PQ. Soit p dans P d’ordre 11 et soit ¢ dans Q
d’ordre 7. Puisque pg = qp (rappelons que p appartient a P et que P C Z(G)) pq est
d’ordre 77 donc PQ est cyclique.

. Montrons que G admet un sous-groupe cyclique d’ordre 33.

Soit R un 3-Sylow. Alors PR est un sous-groupe distingué de G d’ordre 33. En effet
soient p d’ordre 11 dans P et r d’ordre 3 dans R. Puisque P est contenu dans le centre de
G nous avons pr = rp et pr est d’ordre 33.

Exercice 170 Rappelons que Do, désigne le groupe a 2n éléments des isométries d’un polygone

régulier a n co6tés. On se propose de montrer que si G est un groupe de cardinal 70, alors G est

isomorphe a I'un des groupes suivants

Z/mz Dro Dyg x Z/7Z Dyy X Z/52

Partie 1
Soit G un groupe. Notons n, le nombre de p-sous-groupes de SYLOW de G et o(n) le nombre
d’éléments d’ordre n.

1.

2.

Soit p un premier impair. Montrer pourquoi un groupe de cardinal 2p est isomorphe a
Z/QpZ ou Day,.
Que valent ng et ny, lorsque G = Dy, ?

Si S et T sont deux sous-groupes de G tels que SNT = {e}, alors on consideére ST =
{st|s €S, teT}.
Montrer que si S est distingué dans G, alors ST = TS est un sous-groupe de cardinal
[S|IT].
Montrer que si S et T sont distingués dans G, alors ST est un sous-groupe isomorphe a
S x T. En déduire qu'un groupe de cardinal 35 est cyclique.
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Partie 11
Soit G un groupe de cardinal 70.

1.
2.

Exprimer o(p) en terme de n, et énumérer les valeurs possibles a priori pour ng, ns et ny.

Déduire de ce qui précede que G possede un sous-groupe K d’ordre 35. Montrer que K
est distingué dans G.

. En déduire que G contient un sous-groupe distingué H ~ Z/35Z'

. Calculer ny dans le cas des quatre groupes

Z/mz D7 Dyp x Z/7Z Dyg X Z/5Z

En déduire qu’ils ne sont pas isomorphes.

. Inversement montrer en considérant les valeurs possibles de ns que G est isomorphe a I'un

des quatre groupes

Z/mz Dro Dy x Z/7Z D14 x Z/52

Eléments de réponse 170
Partie 1

1.

Si |G| = 2p, les théorémes de SYLOW assurent ’existence d’un sous-groupe distingué H
de cardinal p donc isomorphe & Z/pZ et un sous-groupe d’ordre 2 disons K = {e, s}. Soit

r un générateur de H. Alors srs~! appartient & H donc est égal & r® pour un certain

_ 2 _ . fr _
a. Alors d’une part sr®s~! = r® et d’autre part » = s 'r%s qui se réécrit r = sré¢s~!

puisque s? = e. On en déduit que 7%’ = r et donc a2 = 1 mod p et donc a = +1 mod p.
Sia =1, 'élément s commute avec r donc rs est d’ordre 2p et G ~ Z/QpZ' Sia=—1,
alors srs™' = r~! ce qui caractérise le groupe diédral.

. Nous avons n, =1 (il n’y a qu’'un seul p SYLOW qui est distingué dans G) et ng = p (en

effet il y a p éléments d’ordre 2, les symétries).

. Si S est distingué dans G, alors pour tout ¢t € G nous avons St = tS d’ou ’égalité ST = TS.

Sig=stetg = st alors gg' = sts't’ = s(ts't~1)tt’ appartient a ST. Si g = st, alors
g~ ' =t"1s71 appartient & TS = ST. Par suite ST est bien un sous-groupe de G.

Montrons que 'application
$»:SxT—G (s,t) > st

est injective. Soient (s,t) et (s',¢') dans S x T tels que ¢(s,t) = ¢(s',t'). L'égalité ¢(s,t) =
#(s', ') se réécrit st = s't’ dont on déduit (s')"'s = t't~1. En particulier (s')"!s = ¢t}
est un élément de SNT; comme SNT = {e}, on obtient que (s')~ts = t't~! = e, soit que
s = s et t = t'. Ainsi application ¢ est injective; de plus son image est par définition
ST. Par conséquent |S x T| = |[ST|. Mais |S x T| =S| - |T| d’ou [S]| - |T| = |ST].
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4. D’une part sts~'t=! = s(ts~!'t~!) donc sts~1t~! appartient & S (par hypotheése S < G),

d’autre part sts~'t~1 = (sts71)t~! donc sts~!'t~! appartient & T (par hypotheése T «

G). Ainsi sts~!t~! appartient &8 SN'T = {e}, donc sts~'t~! = e autrement dit s et ¢
commutent. Ceci entraine que ¢ est un morphisme ; en effet

((s,t) - (8',1) = d(s, tt') = ss'tt’ = sts't! = P(s,t)p(s',1').
D’apres ce qui précede ¢: S x T — ST est donc un isomorphisme.

Si |G| = 35 le groupe contient un unique 5-SYLOW S ~ Z/5Z et un unique 7-SYLOW

T ~ Z/7Z' Comme ils sont tous les deux distingués dans G d’intersection triviale nous
obtenons d’apres les questions précédentes que

ST=SxTx~Z4,xLrh,.
Enfin |ST| = 35 = |G| conduit a ST = G.

Partie 1T
Soit G un groupe de cardinal 70.

1. Comme les p-SYLOW sont de cardinal p (pour p = 2, 5 ou 7) ils sont deux a deux disjoints
hormis I’élément e bien siir qui est présent dans chacun d’entre eux. Ainsi si Hy, Ho, ...,
H,,, désignent les p-SYLOW de G nous avons

!@Hi\{e}\ =ny(p— 1)
=1

p

Par ailleurs d’apres les théoremes de SYLOW U H; \ {e} est ensemble des éléments
i=1

d’ordre p. Ainsi o(p) = np(p — 1).

D’apres les théoremes de SYLOW ny divise 10 et n7 = 1 mod 7 donc ny = 1.
D’apres les théoremes de SYLOW ny divise 14 et n5 = 1 mod 5 donc ns = 1.

D’apres les théorémes de SYLOW ng divise 35 et ng = 1 mod 2 donc ng € {1, 5, 7, 35}.

2. Soient S l'unique 5-SYLOW de G et T l'unique 7-SYLOW de G. Ils sont tous les deux
distingués dans G donc K = ST est un sous-groupe de cardinal 35 qui est automatiquement
distingué dans G (on peut aussi remarquer que [G : K] = 2 donc K est distingué dans G).

3. D’apres les questions qui précedent nous avons
K=ST~SxTex2p, x Ly ~Lie,

4. Désignons par n2(G) le nombre de 2-SyLow du groupe G.

Le groupe Z/ étant abélien nous avons no Z/ = 1.
70Z 70Z
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Le groupe Dg,, contient n symétries d’ordre 2. Par conséquent na (D7) = 35. De plus si
B est de cardinal impair, un 2-SYLOW de A xB est contenu dans A x{e} donc na(Ax{e}) =
na(A) ; par suite

n2 (D14 X Z/5z) =ng(D1y) =7 n2 (Dlo X Z/7z> =nz(D1o) = 5.

5. Choisissons un générateur r de ST = K ~ Z/35Z et s un élément d’ordre 2. Posons

L= 7% avec a € Z/35Z et a®> = 1. Comme a® = 1 mod 35

R = {e, s}. Observons que srs~

équivaut par le Lemme chinois &4 a®> = 1 mod 5 et a®> = 1 mod 7 on a quatre solutions :

— a =1 mod 35,

— a = —1 mod 35,

—a=1modb5eta=—1mod 7,

—a=-1mod5eta=1mod?7.

Intéressons-nous a chacune de ces éventualités :

— si a =1 mod 35, alors R commute avec K et G ¥~ K x R ~ Z/35Z X Z/QZ ~ Z/7OZ‘

— si a = —1 mod 35, alors s commute avec S mais pas avec T ainsi S commute avec T et
R donc avec le sous-groupe RT qui est d’ordre 14. Puisqu’il est non abélien RT doit
étre isomorphe & Dq4. Par conséquent G ~ S x RT ~ Z/5Z x D1g4.

— lecasa=1mod 5 et a = —1 mod 7 se traite de la méme facon que le cas précédent
et on obtient G ~ Z/7Z x Dqp.

— sia=—-1mod 5 et a=1mod 7 alors G =~ Dr.

5.6. Groupes et géométrie

Exercice 171 Montrer que le groupe affine GA(E) de 'espace affine dont I’espace vectoriel
associé est E est isomorphe a un produit semi-direct de E et GL(E).

Eléments de réponse 171 Fixons un point O de £. Soit GAp(€) le sous-groupe de GA(E)
formé des transformations affines qui laissent fixe le point O.

Soit T(&) le groupe des translations.

Le groupe ’I%é’) est distingué dans GA(E). En effet soit f € GA(E) une transformation

affine ; notons f sa partie linéaire. Pour tout point M de £ nous avons

M +) = f(M) + (@)
i.e.
(F o 12)(M) = (5 ) © (M)
ou encore
fotgmo f_l = t7(7).
Notons qu’une translation qui laisse fixe un point est égale a 'identité ; autrement dit T(E)N

GAp(€) = {id}.
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Enfin toute transformation affine est composée d’'une transformation affine laissant fixe le
point O et d’une translation, c’est-a-dire T(E)GAp(E) = GA(E). En effet une transformation
affine f € GA(E) s’écrit

f=to501° (o6 ° f)
et tm o f laisse fixe le point O.
Le groupe GA(E) est donc le produit semi-direct du sous-groupe des translations par le
sous-groupe laissant fixe O. )
Observons maintenant que l'action du sous-groupe GAp(E) sur le sous-groupe distingué

T(€) est donnée par la formule
fotzoft= t= )
Comme T(E) est isomorphe & E et comme GAp(E) est isomorphe a GL(E) via 'application
f— f nous avons
GA(€) ~ E %, GL(E)
ou p(f) = ? Le produit de deux éléments de ce produit semi-direct

(T, ) (¥, 9) = (T + f(T), f9)-

Exercice 172 Déterminer la composée de deux symétries vectorielles orthogonales planes.
Déterminer 'ordre de cette composée.

Eléments de réponse 172 Le déterminant d’une symétrie orthogonale est —1 ; la composée
r = s's de deux telles symétries s et s’ est donc une isométrie directe, c¢’est-a-dire une rotation.
Déterminons l'angle 6 de la rotation a partir des axes respectifs RY et ]RE’> (7 et ;’}
unitaires) des symétries s et s’. Pour cela il suffit de déterminer I'image de u par r, ou plutét
Pangle (,r(W)). Puisque s(%) = @ nous avons r() = s'() donc Pangle (,r(W)) est
aussi I'angle (, s'()). Comme une symétrie renverse I'orientation nous avons
—

%
(U, ') = =(s'(),8'(u))
d’ou _ _
(U, u') = (s (u'),s' ().
_>
Puisque u' appartient & I’axe de s’ nous obtenons

(T, ) = (o, 5 ().

9. Soit G un groupe. Soient N et H deux sous-groupes de G tels que
e NG,
e NNH = {e},
e G = NH.
Alors G ~ N x H.
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Il en résulte que
=7
w)

0= (,s(0)) = (T, )

Notons que 0 peut étre remplacé par —U ou

(S (D) = 2T,
— — —
u' par —u/. L’angle (, u/) nest donc défini

qu’a 7 pres a partir de la donnée des deux symétries (ce n’est pas étonnant : la seule donnée
intrinseque est I’angle de droites (]Rﬁ, RE’))) Mais grace a la multiplication par 2 I’angle 6 se
trouve étre bien défini a 27 pres.

Déterminons l'ordre de cette composée. L’ordre d’une rotation est infini si I’angle de la

rotation n’est pas égal a 2’” pour n et k entiers. L’ordre de la rotation d’angle 2'” pour n et

k premiers entre eux est n.

Exercice 173 Montrer que toute rotation plane se décompose en le produit de deux symétries.
Que pouvons-nous dire pour les rotations de ’espace ?

Eléments de réponse 173 Montrons que toute rotation plane se décompose en le produit
de deux symétries.

D’apres I'exercice précédent on peut décomposer toute rotation plane d’angle 8 en le produit
de deux symétries orthogonales : I’axe de la premiere est choisi au hasard, ’axe de la seconde
fait un angle de g avec la premiere.

Il y a un résultat analogue pour une rotation de l'espace d’axe Ru et d’angle 6. Elle se
décompose en le produit de deux symétries orthogonales par rapport a deux plans vectoriels
contenant Ru et qui font un angle égal a g entre eux : la restriction de la rotation au plan
vectoriel orthogonal a Ru est une rotation plane.

Exercice 174 [Le groupe diédral]
Considérons un polygone régulier ayant un sommet P de coordonnées (1,0) et centré a
Iorigine du repere.

1. Déterminer le groupe D¢ des isométries du plan qui conservent un triangle équilatéral.
Etablir la table de D.

2. Déterminer le groupe Dg des isométries du plan qui conservent carré. Déterminer les
ordres des éléments de Dg. Etablir la table de Ds.

3. Déterminer le groupe Ds,, des isométries du plan qui conservent un polygone régulier a n
cOtés.
4. Soit n > 2 un entier. Considérons le groupe Z/nZ et un générateur [a] de ce groupe. Soit
7 € Aut(Z/,7) défini par 7([d]) = —[d].
Soit p: Z/2Z — Aut (Z/nZ) défini par
p([0]) = id p([1]) = 7.

Montrer que Dy, est isomorphe au produit semi-direct de Z/nZ et Z/2Z le long de p.
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Eléments de réponse 174 Notons O l'origine de R2. Munissons R? de l'orientation géomé-
trique.

1. Commengons par déterminer les isométries (i.e. les symétries axiales et les rotations cen-
trées en O) qui fixent un des sommets du triangle équilatéral. En dehors de I'identité il y
a la symétrie d’axe la médiane issue du sommet considéré. Comme il y a trois sommets

on obtient ainsi trois symétries dans Dg.

Par ailleurs il y a les deux rotations centrées en O d’angle 2% et 4{.

En ajoutant 'identité cela fait déja 6 éléments dans Dg. Or une isométrie affine qui
conserve le triangle équilatéral induit une permutation sur ’ensemble des sommets du
triangle équilatéral qui sont au nombre de trois. Par suite Dg est un sous-groupe de Ss.

Il y a 3! = 6 permutations de ces trois sommets donc Dg ~ S3 et nous avons listé tous
les éléments de Dg.

Désignons par Aj, As et As les sommets du triangle équilatéral. Pour 1 < ¢ < 3 notons
s; la symétrie qui laisse le point A; fixe, r1 la rotation d’angle %’T et r2 = ry la rotation
d’angle 4{.

La table de Dg ~ S3 est la suivante

id S1|S2 |83 |T1| T2

id | id S1|S2 |83 |T1| T2

s1 |81 lid|ry|re | s2| 3

S9 | S2 | T2 id 1| S3 | S1

S3 | S3 | Tr1|T9 id S1 | S2

M |T1|S8S3|S1]|S2| T2 id

o | T | S2 | S3 | S1 id (&)

2. Notons qu’'une isométrie qui préserve un carré envoie chaque sommet sur un sommet,
chaque c6té sur un coté et chaque diagonale sur une diagonale.

Déterminons les isométries du plan qui conservent le carré [A1, Ag, A3, A4] et qui laissent
fixe le point A;. De telles isométries laissent donc fixe la diagonale [A;, As] et donc le point
As. Il n’y en a donc qu’une non triviale : la symétrie par rapport a cette diagonale.

Cherchons les isométries du plan qui conservent le carré [A;, As, Az, A4] et qui envoient
le point A; sur le point Ajy. De telles isométries envoient donc la diagonale [A;, As] sur la
diagonale [Ag, A4]. Il en résulte que Az a pour image Ay. Il y a deux telles isométries

¢ la symétrie par rapport & la médiatrice commune de [A;, As] et [As, A4] qui envoie Ay
sur Az et Ay sur A ;
¢ la rotation d’angle 37“ qui envoie A4 sur A; et As sur As.

Cherchons les isométries du plan qui conservent le carré [Ay, A, A3, A4] et qui envoient
le point A; sur le point Ay. De telles isométries envoient donc la diagonale [A;, As] sur la
diagonale [Ag, A4]; le point A3 a donc pour image le point As. Il y en a donc deux :
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¢ la symeétrie par rapport & la médiatrice commune de [A;, Ay] et [Ag, A3] qui envoie Ay
sur Ay et Ay sur Asg;

¢ la rotation d’angle 7 qui envoie A4 sur Az et A sur A;.
Restent les isométries qui envoient A; sur As en conservant le carré. La diagonale

[A2, A4] est alors préservée. Il y en a deux :

¢ la symétrie par rapport a la diagonale [Ag, A4];

¢ la rotation d’angle .

Notations :

r1 la rotation d’angle 7 ;

ro la rotation d’angle ;

r3 la rotation d’angle 37” ;

i

s12 la symétrie d’axe la médiatrice de [A1, Ao ;

[ ]
s93 la symétrie d’axe la médiatrice de [Ag, A3];
s13 la symétrie d’axe la médiatrice de [A1, As]

7

L R SR IR IR IR

s94 la symétrie d’axe la médiatrice de [Ag, A4).
Chacune des symétries est d’ordre 2; r1 et r3 sont d’ordre 4 et 9 est d’ordre 2.
La table de Dg est

id | 71 | 72 | r3 | S12| 823 | S13 | S24

id | id | 1 | o | r3 | S12 | So3 | S13 | So4

ri | 1| re | r3 | id | s13 | S24 | 523 | S12

ro | ro | r3 | id | 1 | s23 | S12 | S24 | 513

rg | r3 | id | r1 | ro | S24 | 513 | S12 | S23

512 | 812 | S24 | S23 | s13 | id | 72 | T3 | 71

523 | S23 | S13 | S12 | S24 | T2 id | 3

S13 | S13 | S12 | S24 | S23 | T1 3 id T2

524 | S24 | S23 | S13 | S12 | T3 ] 2 id

3. Soit P un polygone régulier & n cotés. Numérotons les sommets de P, dans le sens
trigonométrique, il s'écrit [Ay, Ag, ..., Ay
Pour une isométrie conservant le polygone chaque sommet va sur un sommet, chaque
cOté va sur un c6té donc si A; a pour image Ay, alors As a pour image soit A1 soit Ag.1.
Dans le premier cas 'isométrie est une symétrie (car ce n’est pas un élément de SO(2,R)),
dans le second cas 'isométrie est une rotation d’angle %TW Les axes de symétrie possibles
sont
¢ si n est pair les droites déterminées par un sommet quelconque et le centre (il y en a
%) et les droites déterminées par les médiatrices des coté (il y en a %) ;
¢ sin est impair, les droites déterminées par un sommet quelconque et le centre qui sont
les droites déterminées par les médiatrices des cotés (il y en a n).
Soit r la rotation d’angle %’T et soit s I'une des symétries de Do,. Le groupe Do, est
engendré par s et r.
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4. Le produit semi-direct Z/nZ X',DZ/QZ est d’ordre 2n. Si 8 = ([0], [1]) et o = ([1],[0]), alors
o 3% = (]0], [0]) ou ([0], [0]) est ’élément neutre du produit semi-direct, i.e. 3 est d’ordre
2;
o a" = ([0],[0]), i.e. a est d’ordre n;
o et

Bap™h = ([0), [L)([1]; [o)([o], [1]) = ([0}, [L)([1], [1]) = ([n — 1], [0]) = & .
En effet, rappel : soient N et H deux groupes. Soit Aut(N) le groupe des automorphismes
de groupe de N. Soit ¢: H — Aut(N) un morphisme qui définit une opération de H sur
N par la formule h-n = @(h)(n).

On définit sur 'ensemble produit N x H une loi par
(n,h)(n', 1) = (n(h-n'), hh").

Alors N x H, muni de cette loi, est un groupe appelé produit semi-direct de N par H
relativement a ¢ et noté N x, H ou plus simplement N x H.

Ici H= Z/QZ, N= Z/nZ et ¢ = p. Par suite
(n, ) (1 1) = (n+ p(R) (), o+ ).
et

([0}, (A ([l oD ([0]; [1]) - =

Nous avons
Z/nZ Xp Z/QZ ={e, a, ..., a1 B, Ba, Ba?, ..., Ban_l}.

Rappelons que

Do, = (r, s| 7" = 5% = rsrs = id).
Soit ¢ ’homomorphisme défini par
7 7 S — ﬁ
Don = %z %0 07, {T,_)a

Par construction c¢’est un isomorphisme.

Exercice 175 Soit 7 € Aut (Z/QZ X Z/2Z> défini par 7([a], [b]) = ([b], [a]).
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Soit p: Z/2Z — Aut (Z/2Z X Z/2Z) défini par
p([0]) =id p([1]) = 7.

Montrer que Dg est isomorphe au produit semi-direct de Z/QZ X Z/QZ et Z/2Z le long de p.

Eléments de réponse 175 Décrivons le produit semi-direct
_(Z / Z
G = ( 797, % /22) X 77,

Le groupe G est engendré par § = ([0],[0],[1]) qui est d’ordre 2, oy = ([1],[0],[0]) et aa =
([0],[1],]0]). Nous avons Baj = asgf3, Bag = a15. En effet vérifions la premiere relation : d’une
part

Bar = ([0}, [0], [1])([1], [0], [0])
(([0], [0]) + r([])([1], [0]), [1] 4 [0])
(([0], [0]) + ([0], [1]), [1] + [0])
= ([0}, [1], [1])
et d’autre part
azf = ([0}, [1], [0])([0], [0], [1])
(([0], [1]) + r([0])([0], [0]), [0] 4 [1])
(([0], [1]) + ([0], [0]), [0] + [1])
= ([0}, [1], [1])

Le groupe G est d’ordre 8 et

G= {6, ay, 2, 0@, 67 ,8061, 60427 6051042}-

Isomorphisme entre Dg et G : I'image d’un élément d’ordre 2 est d’ordre 2, 'image d’un
élément d’ordre 4 est d’ordre 4. Les éléments d’ordre 4 de G sont Sa; et Sag. Soit ¢ 'homo-
morphisme entre ces deux groupes qui envoie 7 sur Bay. Alors o(r3) = Bas et o(r?) = ajas.
Prenons ¢(s) = 5. Nous pouvons vérifier qu’on a bien un isomorphisme.

Exercice 176 Déterminer le groupe des isométries du plan qui conservent un rectangle non
carré.
Etablir la table de ce groupe.

Eléments de réponse 176 Considérons un rectangle ABCD tel que "A est le coin en haut
a gauche, B le coin en haut a droite, C' le coin en bas a droite, D le coin en bas a gauche,
[AB] et [CD] sont les longueurs et [BC] et [AD] les largeurs." Prenons pour origine du repere
le centre du rectangle.
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Une isométrie qui conserve le rectangle laisse fixe le centre du rectangle donc le groupe
recherché est isomorphe a un sous-groupe du groupe des isométries vectorielles. Par ailleurs
une isométrie qui conserve le rectangle envoie chaque diagonale sur une diagonale.

Une isométrie qui conserve le rectangle et laisse fixe le sommet A laisse fixe la diagonale
[AC] et donc le sommet C et tous les autres sommets. Ainsi la seule isométrie qui conserve le
rectangle et laisse fixe le sommet A est l'identité. Il en est de méme lorsque 1’on remplace A
par B (resp. C, resp. D). Une isométrie qui conserve le rectangle et qui n’est pas 'identité ne
fixe donc aucun sommet.

¢ ou bien A a pour image B alors C a pour image D et cette isométrie est la symétrie sy
d’axe la médiatrice de [AB];
¢ ou bien A a pour image D, alors B a pour image C' et cette isométrie est la symétrie so
d’axe la médiatrice de [AD];
© ou bien A et C sont échangés et cette isométrie est la rotation r d’angle .
On a donc un groupe d’ordre 4, abélien, dont la table est :

id|sy|sa]| 7

id|id | s1|sy| r

s1l1s1|id | r | s9

So|sg| r|id | s1

r|r|sy|sy|id

Exercice 177 Quel est le centre de S37 de Dg? de D127 de Dy, ?

Eléments de réponse 177 Rappelons que S3 ~ Dg. Le centre de S3 est trivial.
2kw __ km

Considérons le groupe Dy,,. Le centre de Dy, ne contient pas les rotations ry, d’angle 57 = =%,
pour k # n, car elles ne commutent pas avec les symétries.
Par contre le retournement ry donné par k = n (i.e. la rotation d’angle m) commute avec
tous les éléments de Dy, :
e avec les rotations de Dy, car ’ensemble des rotations est un sous-groupe cyclique de Dy, ;
e avec les symétries orthogonales car ce retournement est la composée de deux symétries
orthogonales par rapport a des axes orthogonaux (rg s’écrit ss’ avec s symétrie ortho-
gonale de Dy, et s’ la symétrie orthogonale d’axe orthogonal & celui de s; d’une part
ros = s'ss = §' et srgs = sss’ = §').
Le centre de Dy, est donc {id, ro}.

Exercice 178 Soit n > 3; le sous-ensemble {g € Dy, | = id} de Dy, est-il un sous-groupe
de Dgn ?

Eléments de réponse 178 La composée de deux symétries orthogonales éléments de Da,
est une rotation d’angle deux fois ’angle formé par les deux axes. Par suite des que n > 3 'un
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de ces produits au moins est d’ordre différent de 2. Ainsi I’ensemble des éléments d’ordre 2 de
Ds,, n’est pas un sous-groupe de Do,.

Exercice 179 Quelle est la matrice de la rotation de R? d’angle 6 autour de 'axe Reg ?

Eléments de réponse 179 Le vecteur ey est vecteur propre pour la valeur propre 1 de la
matrice, i.e. c’est un vecteur fixe pour la rotation considérée.

L’image de e; est dans le plan (e1,e3) et est égale a cosfe; — sin fes.

L’image de es est dans le plan (e1,e3) et est égale & sinfe; + cos fes.

La matrice cherchée est donc

cosf 0 sind
0 1 0
—sinf 0 cosf

Exercice 180 Soit M € O(3,R) de déterminant —1.
Montrer que —1 est valeur propre de M.

Eléments de réponse 180 Puisque une isométrie vectorielle conserve les normes, ses valeurs
propres sont de module 1. Ceci est donc vrai pour une matrice M de O(3,R) qui est la matrice
d’une isométrie vectorielle. Si de plus det M = —1, alors le produit des racines du polynoéme
caractéristique de M est —1. Par suite
e ou bien toutes les racines du polynoéme caractéristique de M sont réelles et dans ce cas
I'une ou trois d’entre elles sont égales a —1;
e ou bien deux d’entre elles sont complexes conjuguées, leur produit étant égal a 1 la
derniere est —1.

Exercice 181 Soit M une matrice orthogonale 2 x 2 et de déterminant —1.
Montrer que M est la matrice d’une symétrie orthogonale.

Eléments de réponse 181 Les racines du polynéme caractéristique de M sont de module 1.
Si elles sont complexes conjuguées mais dans ce cas le déterminant de M est 1 : contradiction.
Elles sont donc toutes les deux réelles, I'une valant 1 et 'autre —1.

Il s’en suit que M est la matrice de la symétrie orthogonale d’axe la droite vectorielle propre
associée a la valeur propre 1.

Exercice 182 Soit M € SO(3,R) la rotation d’angle #. Montrer que

cosf = %(TrM— 1).
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Eléments de réponse 182 Si M est la matrice d’une rotation d’angle 6, alors M est semblable

a la matrice
cosf —sinf 0O

sinf cosf O
0 0 1

Par suite Tr M = 2cosf — 1 et cosf = %(TrM— 1).

Exercice 183 Soit s une symétrie plane d’axe D.

1. Soit ¢ une translation de vecteur ¥. Montrer que la composée t o s (resp. s ot) est une
symeétrie si et seulement si ¥ est normal & D.

2. Soit r une rotation de centre C'. Montrer que la composée ros (resp. sor) est une symétrie
si et seulement si C' appartient a D.

3. Soient s’ et s” deux symétries axiales. Montrer que s o s’ o s est une symétrie si et
seulement si les axes de s’ et s” sont paralleles & D ou se rencontrent en un point de D.

Eléments de réponse 183

1. Soit ¢ une translation de vecteur @. Montrons que la composée ¢ o s (resp. s ot) est une
symeétrie si et seulement si o est normal & D.

Supposons ¥ normal & D. Soit ¢/(D’) = D’ ot ' est la translation de vecteur 7 /2. La
droite D’ est une droite de points fixes par ts qui est donc la symétrie orthogonale d’axe
D'

Soit t” la translation de vecteur — ¥ /2. Posons D" = t"(D). La droite D" est une droite
de points fixes par st qui est donc la symétrie orthogonale d’axe D”.

Si ts est une symétri_c;or_t_};ogonale s’ et si A est un point de l'axe de symétrie, nous
avons ts(A) = A donc s(A)A = U. Par suite ¢ est normal & la droite D et d’aprés ce
qui précede st est une symétrie orthogonale.

Si st est une symétrie, nous arrivons a la méme conclusion.

2. Soit r une rotation de centre C. Montrons que la composée 7 o s (resp. s or) est une
symétrie si et seulement si C' appartient a D.

Supposons que C' appartienne a D. Soit 6 l'angle de la rotation r. Considérons la
rotation 7’ de centre C et d’angle —4. Alors D’ = 1/(D) est une droite de points fixes de
sor qui est une symétrie d’axe D’.

Soit 7" la rotation de centre C et d’angle §. Alors D" = r”(D) est une droite de points
fixes de r o s qui est une symétrie d’axe D”.

Réciproquement supposons que r o s soit une symétrie orthogonale d’axe D’. Soit C’
I'intersection de D et D’. Nous avons rs(C’) = C” ainsi que s(C’) = C’. Par conséquent
C" =r(C") et C’ est le centre de la rotation r, c’est-a-dire C' qui est donc sur D. Dans ce
cas s or est aussi une symétrie orthogonale.
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La conclusion est identique en supposant a priori que s o r est une symétrie.
3. Soient s’ et s” deux symétries axiales. Montrons que s o s’ o s” est une symétrie si et
seulement si les axes de s’ et s” sont paralleles & D ou se rencontrent en un point de D.

Supposons que les axes de s’ et s” soient sécants en un point C. Alors s’ o s” est une
rotation de centre C' et d’aprés 2. ss’s” est une symétrie si et seulement si C' appartient
anD.

Supposons que les axes de s’ et s” soient paralléles alors s’ o s” est une translation
de vecteur orthogonal & la direction commune et d’aprés 1. ss’s” est une symétrie si et
seulement si cette direction commune est celle de D.

Exercice 184 Montrer que pour une translation ¢ de vecteur U et une symétrie s d’axe D
nous avons to s = s ot si et seulement si ¥ est dans la direction de D.

Eléments de réponse 184 Si st = ts, alors pour tout point M de D nous avons st(M) =
ts(M) = t(M) donc t(M) appartient & D et ¥ = Mt(Mi est parallele & D.

Réciproquement supposons que @ soit paralléle a D. Posons M’ = ts(M) et M" = st(M).
Nous avons Ms(M) = t(M)s(t(M)) = t(M)M/’. Par conséquent S(M)M// = Mt(M) = et
donc s(M)M" = s(M)t(s(M)) = s(M)M' M" = M'. 1l s’en suit que st = ts.

Exercice 185 Soit R le réseau plan des points a coordonnées entiéres dans un repére ortho-
normal (O,?, J)-

Quelles sont les isométries affines qui conservent R ?

Quelles sont les centres des rotations affines qui conservent R 7

Eléments de réponse 185 Si une isométrie affine qui conserve le réseau R a exactement un
point fixe, c’est une rotation autour de 'un des points du réseau d’angle %’r, ou une rotation
d’angle %’r autour de 'un des centres des carrés du type [0, A, B,C] ou O est le centre du
repere, A a pour coordonnées (1,0), B a pour coordonnées (1,1), C' a pour coordonnées (0, 1).
Enfin il y a aussi les symétries centrales autour des milieux des segments du type OA, AB, BC
et CO.

Si une isométrie affine qui conserve le réseau R a une droite de points fixes, alors c¢’est une
symétrie orthogonale par rapport aux droites du type OA, AB, BC et CO (cOtés des carrés
du type [0, A, B, C]) ainsi que AC et OC (diagonales des carrés du type [O, A, B,C]) et des
médiatrices des segments OA et AB.

Si une isométrie affine qui conserve le réseau R n’a pas de point fixe, alors soit c’est une
translation de vecteur € Zej + Zes (ou (e1,e2) est la base canonique de R?), soit c’est un

produit d’une translation de ce type avec les autres isométries affines déja trouvées.

Exercice 186 Soit G la représentation graphique dans un repere orthonormal de la fonction
sinus.
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Quelles sont les isométries affines qui conservent la figure & 7

Eléments de réponse 186 La figure & est conservée par la rotation de centre origine du
repéere et d’angle m, par les translations de vecteurs 2kme; pour k € Z et par les composées de
telles applications.

Exercice 187 Déterminer les isométries affines qui conservent I’ensemble § des points de
coordonnées (n,0), n € Z, dans un repeére orthonormal (O, ¢, j ) du plan affine euclidien.

Eléments de réponse 187 La figure § est ensemble des points & coordonnées entiéres de
I’axe des abscisses. Elle est conservée par
e les rotations de centre les points de § ou les milieux des segments joignant deux points
de & et d’angle 7,
e la symétrie orthogonale par rapport a ’axe des =,
e la symétrie orthogonale par rapport a n’importe quelle droite verticale qui passe par des
points de § ou par le milieu du segment joignant deux points de §,
e toutes les translations de vecteur € Zej,
e les composées de telles applications.

Exercice 188 Notons OA(2,R) le groupe des déplacements de R2. Soit G un sous-groupe de
OA(2,R) qui contient les rotations centrées en deux points distincts.
Montrer que G contient une translation.

Eléments de réponse 188 Toute rotation se décompose en une composée de deux symétries
orthogonales. Soient A et B les deux points qui sont centres des rotations que G contient.
Soit s la symétrie orthogonale d’axe (AB). Soit s; la symétrie orthogonale d’axe une droite
quelconque D; passant par A différente de (AB). Soit sg la symétrie orthogonale d’axe la droite
Dy passant par B parallele a D;.

Les rotations s1s et ssy appartiennent a G ; par suite (s15)(ss2) appartient & G, i.e. s182 est
dans G. Or la composée s1s9 est une translation donc G contient une translation.

Exercice 189 Les actions considérées ci-apres sont les actions naturelles.

1. Montrer que l'action de GL(n,R) sur R™ n’est pas transitive mais qu’elle définit sur
I’ensemble des bases de R™ une action transitive.

2. Montrer que SO(2,R) agit transitivement sur le cercle unité de R2.

3. Montrer que SO(3,R) agit transitivement sur la sphére unitée de R3.

Eléments de réponse 189
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Deux vecteurs quelconques de R™ sont dans la méme orbite pour 'action de GL(n,R) sur
R™ a condition qu’aucun des deux ne soit nul : 'orbite du vecteur nul est réduite a ce
vecteur nul. I’action considérée n’est donc pas transitive.

Par contre deux bases quelconques de R™ sont images 'une de ’autre par une unique
application linéaire bijective. L’action de GL(n,R) sur I'ensemble des bases de R™ est
donc transitive.

. Deux vecteurs quelconques de R? sont dans la méme orbite pour I’action de SO(2, R) sur

R? & condition qu’ils aient méme norme; les éléments du cercle unité ont norme 1, par
suite l'action de SO(2,R) est transitive sur le cercle unité.

Meéme chose qu’a la question précédente.

Exercice 190 Soit G un sous-groupe de GL(2, R). Déterminer I'orbite d'un point A de R2~.{O}
quand G est le sous-groupe engendré par :

1.
2.
3.
4.

une symétrie par rapport a une droite;
une rotation d’angle 7 ;

. 2 .
une rotation d’angle =& (n > 0 entier) ;

une rotation d’angle 2% (n > 0 entier) et une symétrie par rapport & une droite D (penser
a distinguer deux cas).

Eléments de réponse 190 Notons que comme on consideére I'action naturelle de GL(2, R) sur
R? les rotations dont on parle sont les rotations centrées en l'origine O du repére, les symétries
dont on parle sont les symétries d’axes les droites qui passent par l'origine O du repere.

1.

Si A est sur axe de la symétrie s considérée, alors son orbite est réduite a {A}; si A
n’est pas sur cet axe, alors l'orbite de A est {A, s(A)}.

. L’orbite de A est formée des quatre sommets du carré centré a 'origine (dont A).

L’orbite de A est formée des n sommets du polygone P régulier a n cotés centré a l'origine
(dont A).

. Soit P le polygone régulier a n cotés centré a 'origine. Si I'axe de la symétrie s est I'un

des axes de symétrie de P l'orbite de A est I’ensemble des sommets de P ; sinon 'orbite
de A est la réunion de ’ensemble des sommets de P et ceux de P’ ot P’ est 'image de P
par s.

Exercice 191 Rappelons que SL(2,R) désigne le groupe des applications linéaires de déter-

minant 1 de R? dans lui-méme.
Rappelons aussi que SO(2,R) désigne le groupe des applications linéaires orthogonales di-
rectes de R? dans lui-méme.

Notons z - y le produit scalaire usuel sur R2.
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1. Soit G un sous-groupe fini de SL(2,R). Soit g € G. Soit ¢ R? — R Papplication définie
par
pg(z,y) = g(x) - g(y).
Montrer que @ = Z g est une forme bilinéaire symétrique définie positive sur R2.
geG

2. Montrer que pour g € G nous avons ¥(g(x), g(y)) = ¥(x,y).
Montrer que la matrice d’un élément de G dans la base {e1, e2} orthonormée pour

cosf) —sind
sinf cosf

En déduire que G est un sous-groupe fini de SO(2, R).

est de la forme

3. Quel est 'ordre d’un élément g de G 7 En déduire que g est une rotation d’angle %Tﬂ avec

k et n convenables.

4. Montrer que G est cyclique.

Eléments de réponse 191

1. Remarquons que pour tout g € G nous avons ¢, (z,y) = ¢4(y, z). De plus

)
polz+a'sy) = glz+a)g(y)
= (g(x) +9(2"))g(y)
9(x)g(y) + g(z")g(y)
= pg(r,y) + @2, y)
et

pg(Az,y) = g(Az)g(y) = (A\g(2))g(y) = Ag(x)g(y) = Apg(z,y).
Il en résulte que ¥ est une forme bilinéaire symétrique.

Si Y(x,x) = 0, alors
Z gz, ) = Z g(x)2 =0.

geG geG
Or dans R? une somme de carrés ne peut étre nulle que si chacun des carrés est nul donc
g(z) = 0 pour tout g € G. Toutes les applications linéaires g € G sont de déterminant 1
donc inversibles; il s’en suit que z = 0 et ¥ est définie. C’est une forme définie positive
puisque pour tout z, ¥(z,z) est une somme de carrés.

2. Nous avons

P(g(x),9(y)) = Y h(g(x))h(g(y)).

heG
Puisque G est un groupe le morphisme h +— hg de G dans lui-méme est injectif donc un

isomorphisme car G est fini. Il s’en suit que

> h(g(x)h(g(y)) = > K(z) (y)

heG heG
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autrement dit ¢¥(g(x), g(y)) = ¥(x,y).

Les éléments de G préservent le produit scalaire associé a ¢ donc G est un sous-groupe
(fini) du groupe orthogonal associé a ce produit scalaire (qui est le groupe orthogonal
classique) et la matrice d’un élément g € G est donc de la forme

cosf) —siné

sinf  cos#f
3. L’ordre d’un élément de G est fini et divise 'ordre de G. Le groupe G est fini d’ordre n
donc si g € G est d’ordre kg, alors g est la rotation d’angle %T’T
4. Tout élément de (g) C G, ou g est la rotation d’angle 2]‘;7”
d’angle 2Z. Par suite G C (go) ; or |G| = |(go)| donc G = (go) et le groupe G est cyclique.

avec kkg = n.

s’écrit gg ou gg est la rotation

Exercice 192 [Quelques propriétés de SL(2, R)]Désignons par SL(2,R) le groupe des matrices

carrées de taille 2 x 2 a coefficients réels et de déterminant 1.

Pour u = ( ch 2 ) € SL(2,R) notons t, = a + d.

1. Quel est le polynéme caractéristique P, de u? Quelles sont ses valeurs propres 7
2. Montrer que P,(u) = 0.
3. Si P, admet une racine double, montrer qu’alors

— ou bien u = Id, ou bien u = —1d;

— ou bien il existe v € SL(2,R) tel que

vuv = L1 ou vuvt = 1o
Lo 1 S\ 1 1

— ou bien il existe w € SL(2,R) tel que

wuw ' = -1 1 ou wuw ' = -1 0
L0 -1 L N A |

4. Si P, admet deux racines distinctes réelles, montrer qu’il existe v € SL(2,R) et a € R*

0
tels que vuv ™! = ( g _1 > Y a-t-il une réciproque ?
a

5. Si P, admet deux racines complexes non réelles distinctes montrer qu’il existe v € SL(2, R)

eta, beR, b0, tels que a? + b2 =1 et vuv™! = ( —ab z>

6. En déduire pour tout u € SL(2,R) I’équivalence, si n ¢ {1, 2}, entre les deux assertions
suivantes :
— u est d’ordre n;

— il existe k € N premier avec n tel que t, = 2 cos (2"%)
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7. Soit SL(2,Z) le sous-groupe de SL(2,R) formé des matrices a coefficients dans Z. Montrer
que dans SL(2,Z) il y a :
— un élément d’ordre 2;
— une infinité d’éléments d’ordre 4, explicitez-les;
— une infinité d’éléments d’ordre 3, explicitez-les;
— une infinité d’éléments d’ordre 6, explicitez-les;
— aucun élément d’ordre n sin & {1, 2, 3, 4, 6}.

Eléments de réponse 192

1. Soit P, le polynoéme caractéristique de u. Le produit des racines de P, est égal a det u qui
vaut 1 (puisque u € SL(2,R)). La somme des racines de P, est égale a trace(u) = t, =
a + d. Par conséquent P, = X2 —t, X + 1.

2. L’endomorphisme associé a u annule son polyndéme caractéristique (théoreme de Cayley-
Hamilton) donc P,(u) = 0.

3. Supposons que P, admette une racine double. Alors t2 = 4 et ou bien P, = (X — 1)?, ou
bien P, = (X + 1)2. Nous avons l'alternative suivante :
¢ ou bien w est diagonalisable et u est semblable a id ou —id, i.e. u est égal a id ou —id;
¢ ou bien u n’est pas diagonalisable et est semblable & sa forme de Jordan ; nous allons
distinguer le cas P, = (X — 1)2 du cas P, = (X + 1)

1

i) si P, = (X —1)2, alors u est semblable & ( 0

(11
tel que u = v, 0 1 |

Si detvg > 0 et A2 = L alors v = \uy appartient & SL(2,R) et u =

det vg?
11
-1
v ( 0 1 )U.

1 ) Par suite il existe vg € GL(2,R)

01
Sidetv0<0,az< ) 0) et v(, = oy, alors det v}, > 0 et
u=uvy! L1 vg = vy to Lo ovg = vy ! Lo o
0o 1) 1 1) L1 )0
Soit alors v = Avj) avec \? = deé%. D’une part v € SL(2,R) d’autre part

wu=uv"" 1o v
N 11
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ii) Supposons que P, = (X + 1)? alors u est semblable a < _01 _1 ] ) Il existe

-1 1

donc vy € GL(2,R) tel que u = vy" ( 0 —1

)vo. Soit v = Avg. Nous avons

det v = A2 det vp.

Sidetvg > 0et A2 = detlvo alors v appartient & SL(2,R) et u = v~! ( _01 _11 ) v.

Si det vy < 0 et vy = owp, alors det vj, > 0 et

-1 1 (-1 0 o -1 0\,
u:UO 0 _1 U():’UO(T 1 _1 UUOZUO 1 _1 UO

Soit alors v = Avj) avec \? = ﬁ. Ainsi v appartient a SL(2,R) et
0

u=v""t -0 v
a 1 -1 ’

4. Supposons que P, admette deux racines réelles distinctes. Leur produit étant 1, elles

sont inverses 'une de 'autre. La matrice © est donc semblable & une matrice de la forme

@ 01 ) 1l existe donc vy € GL(2,R) tel que u = vy * o 0

0 a” 0 ol )"
Si detvg > 0 et si A2 = detlvo alors v = Avg appartient a SL(2,R) et
u=v"1! a 0 v
N 0 a!
Si detvg < 0 et si A2 = —leo alors v = Aoy appartient a SL(2,R) et

u=nv""! a”t 0 v
- 0 «

La réciproque est vraie pour a # +1.

5. Supposons que P, admette deux racines complexes distinctes. Elles sont conjuguées et
de module 1. Comme u € SL(2,R) est de déterminant 1, c’est la matrice, dans la base
canonique de R?, d'une application orthogonale directe g, donc ici (puisque g n’a pas de
valeur propre réelle) la matrice d’une rotation d’angle ¥. Par conséquent u est semblable a

< costy —sind g ) ol a2+ 52 =

) . Ainsi u est semblable & une matrice du type
sind  cos?

!
—B
. -1 a p
1. 11 existe donc vy € GL(2,R) tel que u = v, < 5 a ) V.
Si detwg > 0 et si A2 = L alors v = \vg appartient & SL(2,R) et

detvg’

u:v_1< @ ﬂ)v
-8 «a )
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0 1
. . 2 _ 1 _
Sidetwvg < 0 et si A est tel que A = —Totw alorsv—/\< 1 0)1)0 et

6. Supposons que n > 2.
© Siu = +id, alors 'ordre de w est 1 ou 2.

11 1 -1 1
<>Siu:v1<0 1>v,siu:v1<1 ?)’U,siu:vl< 0 _1>v,siu:

vt ( -0 ) v,siu=0v"1 ( @ 91 > v, alors 'ordre de u est infini.
1 -1 0 o
a p
-B «

o Reste le cas ot u = v~! < ) v avec o + %2 = 1, alors u est la matrice d’'une

rotation d’angle .

Ainsi u € SL(2,R) est d’ordre n si et seulement si u est la matrice d’'une rotation

2k
n

avec k et n premiers entre eux (sinon r serait d’ordre strictement inférieur a n). La trace

d’angle ¢ et d’ordre n. Une rotation r d’angle ¢ est d’ordre n si et seulement si ¢ =

de ’endomorphisme r est égale a 2 cos (2’”> et a t,. Par suite u € SL(2,R) est d’ordre n

n
2km

si et seulement si ¢, = 2cos (T) avec k et n premiers entre eux.

7. Les éléments d’ordre n de SL(2,Z) sont des éléments d’ordre n de SL(2,R). D’apres les
questions qui précedent
¢ il y a un seul élément d’ordre 2 dans SL(2,7Z), c’est —id;
o il y a une infinité d’éléments d’ordre 4 : ce sont les matrices u de SL(2,Z) telles que
ty, =0;
¢ il y a une infinité d’éléments d’ordre 3; ce sont les matrices u de SL(2,Z) telles que
ty =—1;
o il y a une infinité d’éléments d’ordre 6; ce sont les matrices u de SL(2,Z) telles que
ty=1;
o pour qu'un élément u de SL(2,7Z) soit d’ordre n > 2 il faut et il suffit que t, =
n
est entier seulement lorsque n = 3, 4 et 6. Il s’en suit qu’il n’y a pas d’éléments d’ordre
n#1, 2,3, 4, 6 dans SL(2,7Z).

2 cos (21”) avec k et n premiers entre eux et que t, appartienne a Z. Or 2 cos (%TW)

Exercice 193 Soit Do, le groupe diédral d’ordre 2n engendré par r d’ordre n et s d’ordre 2
tels que rs = sr~!. Autrement dit

2

Doy, = (r, s|r" = s* = rsrs = id).

2 1.,-1,.3.3

Exprimer r“sr~ s~ r°s° sous la forme r’s.
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Eléments de réponse 193 Nous avons

r2srtsTlr3sd = r2(sr s T3 (5%s) = 12 (rs)s T irds = r2r(ssTDrds = rPs.

Exercice 194 Faire la liste de tous les sous-groupes de Dg.

Eléments de réponse 194 Rappelons que

2

Dg=(r,s|r' =5 =id, rs = sr 1) = {id, r, r2, 3, s, rs, rls, 7‘38}.

Bien entendu {id} et Dg sont des sous-groupes de Dsg.

Le groupe Dg ne posséde que deux éléments d’ordre 4, & savoir r et 73 Chacun d’eux engendre
le groupe (r) qui est cyclique d’ordre 4.

Le groupe Dg posséde cing éléments d’ordre 2 qui sont 72 et ris avec 0 < i < 3. Il y a donc
cing sous-groupes cycliques d’ordre 2 :

(r?), (s) (rs) (r2s) (r1s).
Le groupe Dg posséde un sous-groupe d’ordre 4 non cyclique : (r?, s) qui est abélien et
isomorphe a Z/QZ X Z/QZ via

Z/QZ X Z/QZ — (2, s) (i,7) — 12t

En effet les groupes G1 = (r?) et Gy = (s) satisfont les propriétés suivantes :

e G1NGe = {id};

o G et Go commutent ;

o G1G2 = <T2, S>
donc (r, %) est isomorphe au produit direct de G et Ga, et G et Ga sont cycliques d’ordre 2.

Le groupe Dg ne contient pas d’autre sous-groupe ; en effet rappelons que si G est un sous-

groupe de Dg, alors |G| divise |Dg| = 8, i.e. |G| € {1, 2, 4, 8}. Nous pouvons récapituler ce qui
précede comme suit

Gl =1 {id}
G| =2 (1), {s), (r, s), (%, s), (r71, s),
Gl =4 (r), (r%, s),

|G| =8 Dg

A isomorphisme prés il y a cing sous-groupes de Dg : {id}, Z/2Z, Z/4Z, Z/2Z X Z/2Z et Dg.

Exercice 195 Caractériser géométriquement I’endomorphisme f de R? dont la matrice dans
la base canonique est
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Eléments de réponse 195 Les vecteurs colonnes de la matrice sont des vecteurs unitaires
deux a deux orthogonaux. La matrice est donc orthogonale. De plus son déterminant est 1. Par
suite A appartient & SO(3,R). La matrice A est donc une matrice de rotation. En réduisant
nous obtenons que la trace de A vaut 1+ 2cos 6 ou 6 est 'angle de la rotation (bien défini au
signe pres). Comme la trace de A vaut 2 nous avons cos ) = % et 0 = . L’axe correspond a la
droite propre pour la valeur propre 1. Nous avons

-1 -1 2
3A-Id)=| 2 -1 -1
-1 2 -1

Cet axe est donc la droite engendrée par le vecteur (1,1,1).

Exercice 196 Soient A et B deux éléments de SO(3,R). Donner une condition géométrique
nécessaire et suffisante pour que A et B commutent (cette conditions fait intervenir des droites
particulieres de R? associées a A et B).

Eléments de réponse 196 Si A ou B est l'identité, alors A et B commutent.

Supposons que ni A, ni B ne soit I'identité. Ce sont alors deux rotations d’angle non nul. Si
A et B commutent, alors I'axe de B est laissé invariant par A et 'axe de A est laissé invariant
par B. Notons Dy 'axe de A et P4 son orthogonal (qui est donc dans le plan de rotation de
A). Soit D une droite invariante par A, il s’agit donc d’une droite propre pour A. Si A n’est
pas un demi-tour, la seule droite invariante pour A est son axe (car A n’a que 1 comme valeur
propre) ; si A est un demi-tour, il y a en plus le sous-espace propre associé a —1 qui est P4.
Un raisonnement analogue s’applique a B. Il s’en suit que si A et B commutent, alors A et B
ont méme axe ou alors ce sont des demi-tours et leurs axes sont orthogonaux.

Réciproquement supposons que A et B aient méme axe D. Choisisons une base orthonormale
telle que le premier vecteur soit un vecteur directeur de D. Dans cette base A et B s’écrivent

1 0 0 1 0 0
A=1 0 cos(a) —sin(a) B=| 0 cos(B8) —sin(B)
0 sin(a) cos(a) 0 sin(B) cos(B)

ou a et B sont les angles respectifs de A et B. Un calcul matriciel montre alors que A et B
commutent.

De méme si A et B sont des demi-tour d’axes orthogonaux alors dans une base orthonormale
ou les deux premiers vecteurs sont des vecteurs directeurs des axes de A et B nous avons

1 0 0 -1 0 0
A= 0 -1 0 B = 0 1 O
0 0 -1 0 0 -1

et par conséquent A et B commutent.
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Exercice 197 Soient E un espace vectoriel euclidien de dimension 3 et S sa sphére unité.
Si D est une droite vectorielle de F, on note op la rotation d’angle m autour de D (appelée
aussi demi-tour). Par conséquent op appartient au groupe spécial orthogonal SO(E) dont on
rappelle qu’il est engendré par les demi-tours.

1.

Soit D une droite vectoriel, soit g un élément de SO(E). Reconnaitre I’'endomorphisme

goapog .

. Soit g € SO(E). Montrer que g est un demi-tour si et seulement s’il existe x € S tel que

g(x) = —=.
Dans les deux questions suivantes, nous nous donnons un sous-groupe G de SO(FE)
agissant transitivement sur S.

. Montrer que G contient un demi-tour.

. En déduire que G = SO(E).

Eléments de réponse 197

1.

1 sont des rotations et ont méme trace. Ces

Les deux endomorphismes g et goop o g~
deux rotations ont méme angle, ce sont toutes les deux des demi-tours. D est la droite
propre pour la valeur propre 1, par suite g(D) est la droite propre de g o op o g~! pour

la valeur propre 1. Il s’en suit que goopo g™ = T4(D)-

. Soit g un élément de SO(FE). Si g est un demi-tour op, alors g a pour matrice dans une

base orthonormale adaptée (e1, e2, e3)

1 0 0
A= 0 -1 0
0O 0 -1
Nous avons ey appartient & S et g(ea) = —ea.
. Si G agit transitivement sur S, alors pour un z € S fixé il existe g tel que g(z) = —z et

donc par la question précédente g est un demi-tour dans G.

Comme G est un groupe et comme SO(FE) est engendré par les demi-tours il suffit de
montrer que G contient tous les demi-tours. D’apres la question précédente il existe une
droite D telle que op appartient & G. Soit D’ une autre droite. Soit U un vecteur directeur
unitaire de D et ' un vecteur directeur unitaire de D’. Puisque G agit transitivement
sur S il existe g dans G tel que g(ﬁ) = ;’) Ainsi g(D) = D’. D’aprés 1. nous avons

goopog ! =ogp)=0p €G.
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Exercice 198 Soit n € N*. Soit G le sous-ensemble de M (n+ 1,R) donné par les matrices de
la forme

ou A € GL(n,R) et (z1,z2,...,2,) € R™
1. Montrer que G est un groupe.

2. Expliciter de quelle maniére le groupe affine GA(R™) de R™ est isomorphe au groupe
GL(n,R) x R™. En particulier explique comment effectuer la composée de ¢, ¢’ € GA(R™)
ou ¢ (resp. ¢') pour partie linéaire A € GL(n,R) (resp. A’ € GL(n,R)) et vecteur de
translation v € R™ (resp. v’ € R").

3. Montrer que G est isomorphe a GA(R").

Eléments de réponse 198

1. Montrons qu'il s’agit d’un sous-groupe de GL(n + 1, R).

L’inverse de

A_l(—l‘l, —X2,...

La composée de avec

(z1,22,...,2n) = A(y1,Y2, .. .,Yn). Il s’agit donc bien d’un sous-groupe.

2. Identifions les éléments de GA(R"™) qui fixent 0 avec GL(R™). Les translations sont le mor-
phisme du noyau GA(R™) — GL(R"™). Les translations forment un sous-groupe isomorphe
a R” par 'application v € R" — 7, ou 7, est la translation de vecteur v.

Si @, ¢ s’écrivent o = 7,0 A et ¢ =7, 0 A, alors
pop(x)=AAz+v)+v=AA2 + (AV +v).

La composée ¢ o ¢’ a pour partie linéaire AA’ et a pour partie translation, la translation
de vecteur Av' + v.
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Montrons que G est isomorphe & GA(R"™). L’isomorphisme est donné par

v: GAR") —» G

Il s’agit d’une bijection qui est, d’apres 1. et 2., un morphisme de groupes :

/

V1 + wy U1 (%]
/ . . / .
Y(poy) = A4 ' = A4 4 ;
Un, + Wp Un, (U
0...0] 1 0...0] 1 0...0| 1
= P(p) + ()

ol w = Av'.

Exercice 199 Soit F un espace affine euclidien de dimension n. On appelle similitude de F
toute transformation affine bijective de £ dans lui-méme dont la partie linéaire est la composée

d’une homothétie et d’une isométrie linéaire.

1.
2.

Montrer que les similitudes forment un groupe.

Soit ¢ une similitude. Démontrer que si L est la partie linéaire de ¢, alors L s’écrit de
matrice unique sous la forme L = HR ou H est une homothétie linéaire et R un élément
de SO(n,R) et que de plus H et R commutent.

Soit ¢ une bijection de E. On dit que ¢ préserve les angles (non-orientés) si pour tous
points A # B, C € E, cp(A)cp/(B\)cp(C) — ABC'. Nous allons montrer que les similitudes
sont extactement les transformations qui préservent les angles.

. Montrer que les similitudes préservent les angles.

Soit ¢ une bijection de E qui préservent les angles.

. Montrer que ¢ préserve 'alignement.

5. Montrer que @ est affine.

8.

. Choisissons une origine O dans E. Trouver une translation 7 tells que (770 ¢)(0) = O.

Posons ¢’ = 771 o .

Soit A # O. Posons A = 192l g p est homothétie de rapport A et de centre O
7 6 |3 A pp ;
montrer que ¢ = h;l o ¢ préserve le produit scalaire et la norme. On pourra utiliser des

triangles isométriques.

En déduire que 1 est une isométrie et conclure.

Eléments de réponse 199 Désignons par hy ’homothétie de rapport .
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1. Rappelons que les similitudes linéaires sont les composées d’homothéties linéaires de rap-
port positif et d’isométries linéaires.

Les similitudes linéaires forment un sous-groupe de GL(E). En effet soient R, S dans
O(E). Comme (hyR)™!' = R~'h ' = R7'hy1 = hy-1R™Y, (haR)™! est une similitude
linéaire. De méme (h\R)(h,S) = hyy,T ou T est I'isométrie linéaire RS donc (hy\R)(h,S)
est une similitude linéaire.

Les similitudes affines sont I'image réciproque des similitudes linéaires par le morphisme
GA(E) — GL(E); il s’agit donc d’un sous-groupe du groupe affine GA(FE).

2. Dans l'écriture L = HR, HR commutent car H est une homothétie et donc commute
avec tous les éléments de GL(E). Supposons qu’il existe deux écritures L = hyR = h,S
avec R, S isométries linéaires et A\, p > 0 alors |det L| = X = p et donc hy = h, et
R=hy-1L=h,~1L=S5.1lyadonc bien unicité.

3. Rappelons que 'angle ABC est l'unique réel a € [0, 7] tel que

(BA, BC)
COS o = ﬂ
| BA[[[|BC|

Soit ¢ une similitude dont la partie linéaire L s’écrit hyR avec R € O(E). Nous avons

— (p(B)p(A), p(B)p(C))
cos(p(Ap(Blo(C) = )
PR HsD(B) NIEEEG]

(

(L(BA), L(BC))

1L A>|\||L<'&>||

(hR(BA), mR(BC))

Hm(ﬂm I R(BO)|

_ X(R(BA),R(BC))
A?HR@)HHR(?)H
(BA, BC)

[ZEzE]
= cos(A/@)

U:J

“l

Il en résulte que les similitudes préservent les angles.

4. Trois points A, B et C sont alignés si 'angle ABC vaut 0 ou 7. Si une transformation
préserve les angles, elle préserve donc aussi l'alignement.

5. Puisque E est un espace vectoriel réel de dimension > 2 une application bijective qui
préserve l'alignement est affine. C’est le théoreme fondamental de la géométrie affine.

6. La translation 7 de vecteur Op(O) convient et c’est la seule.
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7. Soit B € E. Les triangles OAB et ¢(O)v(A)y(B) sont isométriques; en effet ils ont trois
LA

angles égaux, ¥(0) = O et ||Oy(A)|| = ||OA||. Par conséquent ||O¢(Bi|\ = ||O?|| et

1) est une application linéaire qui préserve la norme. Ensuite pour B, C' # O puisque

préserve les angles et HO?H = HO?H, ona <O?, O?) = <OT[)(B;, O¢(C)> Il s’en suit que

1) est une application linéaire orthogonale qui préserve aussi la norme.

8. Nous avons donc montré que ¢ = 70 hy 01, i.e. la composée d’une translation et d’une
similitude linéaire.

Exercice 200 Groupes et propriétés géométrique de 'orbite.

Soit E un espace affine euclidien. Soit f un élément du groupe Isom(F) des isométries de
E. Soit G le sous-groupe de Isom(F) engendré par f. Soit p un point de E. Montrer que les
assertions suivantes sont équivalentes :

(1) L’orbite de p sous G est bornée;
(2) Toute orbite sous G d’un point de E est bornée;
(3) f a un point fixe.

Eléments de réponse 200 Montrons que (3) implique (1).
Par hypothese il existe m € E tel que f(m) = m. Pour tout k& € N nous avons

d(m, f*(p)) = d(f*(m), f*(p)) = d(m, p)
ainsi 'orbite de p sous G est bornée.
Montrons que (1) implique (2).

Il existe r > 0 tel que d(p, f¥(p)) < r pour tout k& € N. Soit m un point de E alors
d(f*(p), f¥(m)) = d(p, m). Par conséquent

d(p, f*(m)) < d(p, f*(p)) + d(f*(p), f¥(m)) < 7+ d(p,m).

Montrons que (2) implique (3).

Le théoréme de la forme réduite des isométries de E implique 'existence de g € Isom(E)
avec un point fixe p et ¢ € ker(f —idg) tel que f = t= 0 g = got=. Ainsi f5(A) = A+ k7
et donc d(A, fF(A)) = k||T|| — +oosi U # 0. Puisque la suite (f¥(A)); est bornée nous
obtenons que v = 6) ainsi f = g a un point fixe.

5.7. Structure des groupes abéliens de type fini
Exercice 201 Soit G un groupe de type fini.

Un sous-groupe H de G est-il nécessairement de type fini ? Justifiez votre réponse.

Eléments de réponse 201 Soit G est un groupe de type fini ; G peut contenir un sous-groupe
H qui n’est pas de type fini.
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Considérons le sous-groupe G de GL(2,Q) engendré par les matrices

2 0 11
(20 . (1)

Soit H le sous-groupe de G formé des matrices de G avec des 1 sur la diagonale. Raisonnons
par 'absurde : supposons que H soit de type fini. Alors il existe un entier N > 1 tel que H soit
contenu dans le sous-groupe de GL(2,Q) formé des matrices de la forme

(o 1)

1
Or A=NBAN = ( (1) in ) : contradiction (2 > N). Ainsi H n’est pas de type fini alors que

G Dest.

Considérons par exemple le groupe libre G sur deux générateurs a et b. Soit H le sous-groupe
engendré par tous les éléments de la forme ab™ avec n € N. Raisonnons par ’absurde : supposons
que H soit de type fini. Alors il existe un entier N tel que dans tout mot de H le nombre de b
consécutifs soit toujours strictement inférieur & N. Or ab” appartient & H : contradiction. Le
sous-groupe H de G n’est donc pas de type fini.

Exercice 202 Soit G un groupe abélien.

Montrer que T(G) = {g € G | 0(g) < oo} est un sous-groupe de G (appelé le sous-groupe de
torsion de G).

Donner un exemple explicite pour lequel T'(G) n’est pas un sous-groupe de G si G n’est pas
abélien.

Eléments de réponse 202 Soit G un groupe abélien.
Montrons que T(G) = {g € G | 0o(g) < oo} est un sous-groupe de G (appelé le sous-groupe
de torsion de G).
Clairement 7'(G) est contenu dans G. On a
e o(e) =1<oodoncecT(G);
e soient g et h dans T'(G). Notons n (resp. m) l'ordre de g (resp. h). Par hypothese n < oo
et m < oo. On a bien siir o(h~!) = m. Puisque G est abélien on a

(ghfl)mn — gmn(hfl)mn
Par suite (gh~1)™ = (¢")™((h=1)™)" = e™e" = e. Ainsi o(gh™!) < mn < oo et gh™!
appartient a T'(G).
Ainsi T'(G) est un sous-groupe de G.
Montrons que si G n’est pas abélien, alors T'(G) n’est pas forcément un sous-groupe de G.
Considérons G = O(2). Soit p la rotation d’angle 6 ou §/7 est irrationnel. Alors p n’appartient
pas & T'(G). Mais p = sg 051 avec s1, so réflexions; en particulier o(s;) = o(s2) = 2 et donc s1,
s9 appartiennent a T'(G).
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Exercice 203 Soit n € N, n > 2. Trouver le sous-groupe de torsion de Z X Z/nZ' Montrer
que ’ensemble des éléments d’ordre infini et ’élément neutre ne forment pas un sous-groupe

de Z x L/ .

Eléments de réponse 203 Soit n € N, n > 2. Déterminons le sous-groupe de torsion de
ZxLs
1(zx%y) = )
yeZx L/ o|3k e N, oa,b) = k}
a,0) € Z x /| (ka, kb) = (0,0)}
= {(a, )EZXZ/nZ|a:Oetb€Z/nZ}
= {0} xZ/g

Montrons que l’ensemble des éléments d’ordre infini et I’élément neutre ne forment pas un
sous-groupe de Z X Z/nZ' Soient (1,1) et (—1,0) deux éléments de Z x Z/nZ' IlIs sont d’ordre
infini mais (1,1) + (—=1,0) = (0,1) est d’ordre fini.

Exercice 204
a) Donner un exemple de groupe abélien qui n’est pas de type fini.
b) Si p est un nombre premier, quel est le groupe sous-jacent au corps Fyn ?
c¢) Soient n, m > 1 deux entiers. Posons ¢ := pged(n, m) et u := ppem(n, m).
Z Y/ Z Z ;
Montrer que les groupes %/, 7 X 7/, 7 et /sy X 7/ 1/ sont isomorphes.

d) Montrer qu'un groupe abélien de type fini et de torsion est fini (ceci n’est plus vrai pour
les groupes non-abéliens : voir par exemple [Calais, p. 294]).

e) Montrer qu'un groupe abélien fini est le produit de ses sous-groupes de SYLOW.

Eléments de réponse 204

a) (Q,+) est un groupe abélien qui n’est pas de type fini (pour le vérifier raisonner par
labsurde).

b) Soit p un nombre premier.
Sin =1, alors F), = Z/pZ et le groupe sous-jacent est Z/pZ'

. . X 7 7 7 R
Si n = 2, alors le groupe sous-jacent a F2 est /pZ X /pZ car /p2Z possede un

élément d’ordre p? alors que [F,2 est de caractéristique p donc sans élément d’ordre 2.

n
De méme pour n quelconque le groupe sous-jacent a [F,n est (Z/pZ> .



c)

5.7. STRUCTURE DES GROUPES ABELIENS DE TYPE FINI 331

Soient n, m > 1 deux entiers. Posons § := pged(n, m) et u := ppem(n, m). Montrons que
les groupes Z/nZ X Z/mZ et Z/5Z X Z/ W7 sont isomorphes.

Ecrivons les décompositions de m et n en nombre premiers :
m = ] pi" n=[[p"
i i
Alors
5= Hpr_nin(ai,/o’i) o= Hpmax(ai,ﬁi)
(2 (2
i i
D’une part
/an /mZ_];[ /p?szlz[ /piﬁzZ—:l;[(/piazZX /p?zZ>

d’autre part
Z Z ~ Z, . Z
/(SZ X /MZ - H ( /p,rimn(ai’ﬁi)z X /pgnax(aivﬁi)z>
K3

Si min(«y, fi) = «, alors max(ay, ;) = pi; réciproquement si min(ay, 8;) = p; alors
max(a;, f;) = ;. Par conséquent tous les «; et §; apparaissent une fois et une seule dans
le produit
II (Z/p?in(ai,ﬁi)z x Z/pglax(wna
qui est donc isomorphe a
Z, . L, 5
1 (%42 %)
(2

Montrons qu’un groupe abélien de type fini et de torsion est fini.

Soit G un groupe abélien de type fini et sans torsion. Puisque G est abélien de type
fini on a

~ Z Z Z
G~7Z" x /mZx /n2ZX co X /nSZ

our >0, n; >0 pour tout 1 < j < s et n;yq divise n; pour tout 1 <7 < s — 1.

De plus G est de torsion, i.e. tout élément est d’ordre fini. Il en résulte que r = 0,
c’est-a-dire que

~ L 4 Z
G~ /nlzx /n2z>< ... X /HSZ

En particulier |G| =ning...ns < co.
Montrer qu’un groupe abélien fini est le produit de ses sous-groupes de SYLOW.

Soient G un groupe abélien et (H;)i1<;<, une famille de sous-groupes d’ordre 2 & 2
premiers entre eux. Alors ces groupes sont en somme directe dans G. En effet soit d;

l'ordre de H;. Rappelons que dans un groupe abélien si G est d’ordre m et h d’ordre n
avec n, m premiers entre eux, alors gh est d’ordre mn. Ainsi pour tout i I'ordre de tout
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élément de ZHJ divise ppcm#i(dj) donc est premier avec d;. Il en résulte que nous
J#i
avons pour tout ¢
J#i

Par conséquent les H;, 1 <7 < r, sont en somme directe.

D’apres ce qui précede les différents p-SYLOW d’un groupe abélien fini G sont en somme
directe. L’égalité des cardinaux assure que G est la somme directe de ses sous-groupes de
SYLOW.

Exercice 205 Soit G un groupe abélien fini. Montrer qu’il existe dans G un élément dont
Pordre est égal a I'exposant de G.

Eléments de réponse 205 Soit G un groupe abélien fini. Montrons qu’il existe dans G un
élément dont 'ordre est égal a ’exposant de G. Le théoreme de structure assure que

G~ Z/dlZ X Z/dQZ X ... X Z/er

ou d; divise d; 1 pour tout 1 <¢ <r — 1.
L’exposant de G est d, et (0,0,...,0,1) est d’ordre d,.

Exercice 206
a) Donner la décomposition primaire du groupe Z/SZ X Z/12Z X Z/24Z. En déduire ses
facteurs invariants.
b) Donner la décomposition primaire du groupe Z/54Z X Z/ZGZ X Z/15Z. En déduire ses
facteurs invariants.

Eléments de réponse 206
a) Donnons la décomposition primaire du groupe Z/8Z X Z/12Z X Z/2 VA
Notons que 8 = 23, 12 = 22 x 3 et 24 = 23 x 3. Ainsi

G~ Z/23Z X Z/sz X Z/3Z X Z/Qsz X Z/32
et les diviseurs élémentaires de G sont 23, 22, 3, 23 et 3.
Déterminons les facteurs invariants de G. Réordonnons les diviseurs élémentaires
comme suit
2212323
33
Les facteurs invariants de G sont donc 22 x 1 =4, 23 x 3 =24 et 2% x 3 = 24.
Par conséquent

G~ Ly x Loy x Ly,
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b) Donnons la décomposition primaire du groupe Z/5 47, X Z/ZGZ X Z/l 57
Notons que 54 =2 x 33, 26 = 2 x 13 et 15 = 3 x 5. Ainsi

G~ Ly x Ly x Ligy x L3y < Ly x Ly

et les diviseurs élémentaires de G sont 2, 33, 2, 13, 3 et 5.
Donnons ses facteurs invariants. On ordonne les diviseurs élémentaires comme suit

2|2
3|33

5

13

Les facteurs invariants de G sont donc 2 x 3 =6 et 2 x 3% x 5 x 13 = 3510.

Exercice 207

a) Le nombre de classes de conjugaison dans Ss est le méme que le nombre de groupes
abéliens de cardinal 32 a isomorphisme pres. Pourquoi ?

b) Généraliser au nombre de classes de conjugaison dans S,.

Eléments de réponse 207

a) Le nombre de classes de conjugaison dans Ss est le méme que le nombre de groupes
abéliens de cardinal 32 a isomorphisme pres. Expliquons pourquoi. Le nombre de classes de
conjugaison dans S5 et le nombre de groupes abéliens de cardinal 32 & isomorphisme pres
sont chacun en bijection avec I’ensemble des partitions de 5 (rappelons qu'une partition
d’un entier est une décomposition de cet entier en une somme d’entiers strictement positifs
a l'ordre pres des termes).

b) Généralisons au nombre de classes de conjugaison dans S,. Soit p un nombre premier.
Notons G, ’ensemble des classes d’isomorphismes de groupes abéliens de cardinal p™, P,
I’ensemble des partitions de l'entier n et C), ’ensemble des classes de conjugaison dans
S,,. Considérons

,
p: P, — Gy (n1,n2,...,n,) — classe d’isomorphisme de H Z/NZZ
i=1
et
v P, — C, (n1,n2,...,n,) — classe de conjugaison de la permutation
(1,2,....,n1)(n1+1,...,n1+n2)...(n1 +n2+n,—1+1,...,n)
@ et 1 sont des bijections donc |Cy| = |G| : il y a autant de classes de conjugaison dans

S, que de classes d’isomorphisme de groupes abéliens d’ordre p™.
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Exercice 208 Déterminer la structure des groupes abéliens de type fini suivants :
A 72

71(1,3), (2,0)) Z(1,1), (1, -1))

Eléments de réponse 208 Déterminons la structure du groupe abélien de type fini
72

1(1,3),(2,0))

(3)-( %)= (0 %)= (%)

2
Par suite Z/«L 3),(2,0)) = Z/62.

()~ %)~(00)

P 6 tza/ I:Z/
ar conséquen ((1,1),(1,-1)) 2L

On a

Exercice 209 Soit H le sous-groupe de Z? engendré par (2,5), (5, —1) et (1, —2). Déterminer
2
une base de H et décrire le quotient Z JH-

Eléments de réponse 209 On a

2 5 1 0 0 1 0 0 1
5 —1 =2 9 9 -2 0 9 -2
donc H = ((0,9), (1,—2)) est de rang 2.

0 1 0 11 L T2, 7
Deplus(9 _2> <9 0>,parsu1te JH= 97

Exercice 210 Trouver une base du groupe suivant :

204+ 3y +52=0

Eléments de réponse 210 Soit G le groupe donné par :
204+ 3y +52=0
G= z?
{(x’y’z> € ’ {3x—6y—|—2z - 0}
On a

20+ 3y +52=0
GZ{(x,y,z)GZ?”{ Tr 4195 — 0 }
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Comme 7x 4+ 12z = 0 on écrit x = 12k et z = —Tk. Alors 2z + 3y + 52 = 0 conduit a 3y = 11k.
On pose donc k = 31 alors
x = 364, y =114, z= -2
Finalement
G = {£(36,11,—21) | £ € Z} = Vect(36,11, —21)
et {(36,11,—21)} est une base de G.

Exercice 211 Soit G un groupe abélien fini.
Supposons que pour tout diviseur d de l'ordre n de G, il existe un et un seul sous-groupe
d’ordre d dans G. Montrer que G est cyclique.

Eléments de réponse 211 Raisonnons par 'absurde. Supposons que G ne soit pas cyclique.
Alors G est isomorphe a Z/qu X Z/qu X ... X Z/qu ou q1|qa| . . . |gx sont les invariants de G
et k > 2. Il y a alors (au moins) deux sous-groupes distincts d’ordre ¢; : d’une part le facteur
Z/q VAL d’autre part I'unique sous-groupe d’ordre g; du facteur Z/qQZ associé au diviseur q1
de q2.

Exercice 212 Soit p un nombre premier. Soit G un groupe abélien fini d’ordre n tel que tous
les éléments de G soient d’ordre une puissance de p.

1. Soit g un élément de G \ {id}. Soit H = (g) le sous-groupe cyclique engendré par g.
Montrer que tous les éléments de G/H sont d’ordre une puissance de p.

2. En déduire par récurrence sur n que G est d’ordre une puissance de p.

(Indication : prendre comme hypothése de récurrence que tous les groupes d’ordre < n
dont tous les éléments sont d’ordre une puissance de p sont d’ordre une puissance de p).

3. Soit G un groupe fini abélien d’ordre 12.

Montrer que si G ne contient pas d’élément d’ordre 3, il ne contient que des éléments
d’ordre 1, 2 ou 4.

En déduire que G posséde un élément d’ordre 3.

4. Supposons désormais que G est un groupe abélien d’ordre 12 non cyclique. Soit g € G un
élement d’ordre 3. Soit H = (g) le sous-groupe cyclique engendré par (g). Montrer que
Gr/H ne peut étre cyclique.

5. En déduire que G/H ~ Z/QZ X Z/2Z'
6. Montrer que G ~ Z/QZ X Z/GZ'

Eléments de réponse 212

Exercice 213
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1. Quels sont les sous-groupes de Z/nZ?

Montrer que si n = p'p5?...p¢" est la décomposition de n en produit de facteurs

premiers, alors il y a exactement (aq + 1)(az +1)... (o + 1) sous-groupes de Z/nZ'
2. Montrer que dans un groupe cyclique tous les sous-groupes sont caractéristiques (10),

3. Déduire de I'existence d’un p-SYLOW dans un groupe G d’ordre p®n (ot p désigne un entier
premier, n un entier premier avec p et o > 1), le théoreme de Cauchy, i.e. ’existence d’un
élément d’ordre p.

4. Montrer qu’un groupe fini G a pour ordre une puissance d’un nombre premier p si et
seulement si tout élément du groupe G a pour ordre une puissance de p.

Eléments de réponse 213

Exercice 214
1. Les groupes Z/12Z X Z/72Z et Z/18Z X Z/48Z sont-ils isomorphes ?
2. Les groupes Z/72Z X Z/g 47, €t Z/36Z X Z/168Z sont-ils isomorphes ?

Eléments de réponse 214

1. Les groupes Z/12Z X Z/72Z et Z/18Z X Z/4SZ ne sont pas isomorphes. En effet posons

Gi =297 % 297 Gz = Z/187, x %5z,
Nous avons 12 = 22 x 3, 72 = 23 x 32, 18 = 2 x 32 et 48 = 2% x 3. Les groupes G et Go
sont tous deux d’ordre 2° x 33. Les groupes G; sont isomorphes & A; x B; pour i = 1, 2
ol A; est un groupe abélien d’ordre 2° et B; un groupe abélien d’ordre 33. Le groupe A;
est associé & la partition (3,2) de 5 et le groupe Ag est associé a la partition (4,1) de 5;
ils ne sont donc pas isomorphes. Par suite les groupes Gi et G2 ne sont pas isomorphes.

2. Les groupes Z/7QZ X Z/84Z et Z/3GZ X Z/168Z sont isomorphes. En effet posons
_7Z Z _7Z Z
G =727 % 784z G2 =367 % 1682

Nous avons 72 = 23 x 32, 84 = 22 x3x 7, 36 = 22 x 32 et 168 = 23 x 3 x 7. Les groupes G et Go
sont donc de méme ordre 2° x 3% x 7. Les groupes G; sont isomorphes & A; x B; x C; o1 A; est
un groupe abélien d’ordre 2°, B; est un groupe abélien d’ordre 32 et C; est un groupe abélien
d’ordre 7. Les groupes A; et Ay sont associés a la partition (3,2) de 5, ils sont isomorphes. Les
groupes B et By sont associés a la partition (2, 1) de 3; ils sont donc isomorphes. Les groupes
C1 et Cy sont isomorphes. 11 en résulte que G et Go sont isomorphes.

Exercice 215 Trouver tous les couples d’entiers naturels (a, b) tels que Z/QZ X Z/3Z X Z/4Z X
Z/QZ soit isomorphe a Z/QZ X Z/bZ'

10. Soit G un groupe. Un sous-groupe de G qui est stable par tout automorphisme de G est dit caractéristique.
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Eléments de réponse 215

Exercice 216 Soient a, b, ¢ et d quatre entiers deux a deux premiers entre eux.
Montrer que Z/abZ X Z/ch est isomorphe a Z/acZ X Z/bdZ'

Eléments de réponse 216 Soient a, b, ¢ et d quatre entiers deux & deux premiers entre eux.

Montrons que Z/abZ X Z/ch est isomorphe a Z/acZ X Z/bdZ'
Les nombres a, b, ¢ et d étant premiers entre deux a deux nous avons

Lz =%z %
Zear=%a %z
Z/acZ = Z/aZ X Z/CZ
Zhaz =" * %z
Par suite les deux groupes Z/abZ X Z/ch et Z/acZ X Z/bdZ sont isomorphes.

Exercice 217 Soit G = Z/QZ X Z/12Z. Considérons les deux sous-groupes suivants de G :
H =2/, x {0} K = {0} x {0, 6}.

Remarquons que G ~ K ~ Z/2Z mais avons-nous G/H ~ G/K ?

Eléments de réponse 217 D’une part G’/H Z/12Z Z/4Z X /SZv d’autre part G/K
Z Z Z Z « L
797, % V61~ ( 797, % /22) /3L

Les deux premiers facteurs ne sont pas isomorphes donc les deux groupes ne sont pas iso-
morphes.

Exercice 218 Soient G, H et K des groupes abéliens finis.
1. Montrer que si G x G ~ H x H, alors G ~ H.
2. Montrer que si G x K~ H x K, alors G ~ H.

Eléments de réponse 218 Soient G, H et K des groupes abéliens finis. Montrons que si
G x G ~H x H, alors G ~ Hetque31G><K H x K, alors G ~ H.

La décomposition primaire de G est H A;, celle de G x G est donc H A; < A;.

=1 =1
t t

La décomposition primaire de H est H B;, celle de H x H est donc H B; x B;.
i=1 i=1 ,

La décomposition primaire de K est H C;, celle de G x K est donc H A; x H C; et celle
i=1 i=1 i=1

S u
de H x K est donc HBi X HCi.
i=1 i=1
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SiGx G~HxH, alors s =t et A; = B; pour tout 4. Par suite G ~ H.
SiGxK~HxK, alors s =t et A; = B; pour tout i. Par conséquent G ~ H.

Exercice 219
1. Exprimer tous les groupes abéliens d’ordre 99 comme sommes directes de sous-groupes
cycliques.

2. Exprimer tous les groupes abéliens d’ordre 100 comme sommes directes de sous-groupes
cycliques.

Eléments de réponse 219
1. Exprimons tous les groupes abéliens d’ordre 99 comme sommes directes de sous-groupes
cycliques.
Les groupes abéliens d’ordre 99 = 32 x 11 sont isomorphes
e soit a Z/9Z X Z/llz7
e soit a Z/3Z X Z/gz X Z/HZ
2. Exprimons tous les groupes abéliens d’ordre 100 comme sommes directes de sous-groupes
cycliques. Les groupes abéliens d’ordre 100 = 22 x 52 sont isomorphes
e soit a Z/4Z X Z/25z,
e soit a Z/2Z X Z/2Z X Z/25z,
e soit a Z/4Z X Z/5Z X Z/5z,
e soit a Z/2Z X Z/2Z X Z/5Z X Z/5z.

Exercice 220 Combien existe-t-il, & isomorphisme prés, de groupes abéliens d’ordre 10° ?

Eléments de réponse 220 Nous avons 106 = 26 x 56, Les partitions de 6 sont
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Elles sont donc au nombre de 11. I1 y a donc & isomorphisme prés 112 = 121 groupes abéliens
d’ordre 106.

Exercice 221

1. Soient G, H, G’ et H' des groupes finis tels que G ~ G’ et G x H ~ G’ x H'. Nous allons
montrer qu’alors H ~ H'.
Etant donnés deux groupes finis G; et Go, notons m(Gy, Ga) le nombre de morphismes
de groupes de G; vers Gg et i(G1, G2) le nombre de morphismes de groupes injectifs de

Gy vers Go.
a) Utiliser le premier théoréme d’isomorphisme pour montrer que
(5.7.1) m(Gl, Gg) = Z i(Gl/N, GQ)

NGy

b) Montrer pour tout groupe fini L que
m(L,G) - m(L,H) = m(L,G x H).

¢) En déduire que pour tout groupe fini L on a I’égalité m (L, H) = m(L, H’).
d) Par récurrence sur l'ordre de L, montrer en utilisant I’équation (5.7.3) que

(5.7.2) i(L, H) = i(L, 1)

e) Appliquer I’équation (5.7.4) & H pour en déduire que H ~ H'.

f) Donner un contre-exemple qui montre que si G, H, G’ et H' sont des groupes quel-
conques tels que G ~ G’ et G x H ~ G’ x H', alors en général H et H' ne sont pas
isomorphes.

2. Nous allons appliquer le résultat obtenu dans la partie 1. pour montrer "unicité du théo-
reme de structure des groupes abéliens finis.
Soit G un groupe abélien fini. Supposons que

~ 2L Z Z
G~ /anX /nQZX"'X /nTZ
avec ny | nyy |- -ne | ny.
a) Montrer que I'exposant de G est égal a ny.

b) Utiliser le résultat obtenu dans la partie 1. pour montrer que cette décomposition est
unique.

Eléments de réponse 221

Exercice 222 Soit G un groupe abélien fini. Les assertions suivantes sont-elles vraies ou
fausses ?

a) Pour tout d qui divise 'ordre de G, le groupe G admet un élément d’ordre d.

b) Pour tout d qui divise 'ordre de G, le groupe G admet un sous-groupe d’ordre d.
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Eléments de réponse 222

Exercice 223
a) Déterminer a isomorphisme pres tous les groupes abéliens d’ordre 12 et 72.

b) Déterminer & isomorphisme prés tous les groupes abéliens d’ordre 106.

Eléments de réponse 223

a) Déterminons a isomorphisme prés tous les groupes abéliens d’ordre 12.

Nous avons 12 = 22 x 3. De plus les partitions de 2 sont
2 1,1
Par conséquent il y a & isomorphisme pres 2 groupes abéliens d’ordre 12 :

Ligy < Ly x gy Zg <y

Déterminons a isomorphisme pres tous les groupes abéliens d’ordre 72.
Nous avons 72 = 23 x 32. De plus les partitions de 2 sont
2 1,1

et celles de 3 sont

3 2,1 1,1,1

Par conséquent il y a a isomorphisme pres 2 x 3 = 6 groupes abéliens d’ordre 72 :

Z z Z Z Z

A YRL YA RS RAL Y

7 Z 7 7 7 Z 7

Vo7, % oy X T em X o7 V87, % 37 % 37,

Lopx Yz < Ysn < Vg Ziog x Lrgg x Yy x Lag x Ly,

b) Déterminons & isomorphisme prés tous les groupes abéliens d’ordre 106.
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Nous avons 106 = 26 x 5. De plus les partitions de 6 sont
6
5,1
4,2
4, 1,1
3,3
3,2, 1
3,1,1,1
2,2,2
2,2,1,1
2,1,1,1,1,1
1,1,1,1,1, 1

Il y a donc & isomorphisme prés 112 = 121 groupes abéliens d’ordre 106.

Exercice 224
a) Soit G le groupe abélien de type fini
(91, 92, 93 | 591 — 292 + 1293 = 3g1 + 493 = 0).
Déterminer la structure de ce groupe.
b) Soit G le groupe abélien de type fini
(91, 92, 93, 94 | 291 + 492 — 494 = 691 — 1293 + 394 = 0).

Déterminer la structure de ce groupe.

Eléments de réponse 224

Exercice 225 Montrer que les groupes Z/12Z X Z/QOZ X Z/25Z et Z/IOOZ X Z/30Z X Z/9Z
sont isomorphes.

Eléments de réponse 225 Nous utilisons le lemme chinois pour voir que les deux groupes
sont isomorphes au groupe

Z 7 7 9Z Z Z
(/QZ x /42) x (/32 x /Z) x (/52 X /252)
Notons que cette écriture est la décomposition en composantes p-primaires.

Nous pouvons aussi écrire la décomposition en facteurs invariants de ces deux groupes, nous
trouvons

7 z
7302 % 79002
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Exercice 226 Montrer qu'un groupe abélien fini non cyclique posséde un sous-groupe iso-
morphe a Z/pZ X Z/pZ pour un certain nombre premier p.

Eléments de réponse 226 Montrons qu'un groupe abélien fini non cyclique posséde un
sous-groupe isomorphe a Z/pZ X Z/pZ pour un certain nombre premier p.
Soit G un groupe abélien fini non cyclique. Il est isomorphe & un produit

Z Z Z

LY RN R N/
avec d; > 2 et d;|diy1. Puisque G n’est pas cyclique, » > 2. Soit p un facteur premier de d;
alors p disvise tous les d; et Z/pZ est isomorphe & un sous-groupe de chacun des Z/diZ (c’est

T
le sous-groupe de p-torsion). Le sous-groupe de p torsion de G est isomorphe a (Z/pZ> qui
contient un sous-groupe isomorphe a Z/pZ X Z/pZ'

Exercice 227

a) Combien y a-t-il de groupes abéliens de cardinal 3607 Faire la liste complete de ces
groupes.

b) Plus généralement, pour tout entier n, combien y a-t-il de groupes abéliens de cardinal
n?

Eléments de réponse 227

a) La décomposition de 360 en facteurs premiers est 23 x 32 x 5. Ainsi si G est un groupe
de cardinal 360, alors le sous-groupe

T(G)={geG|aIneN 2"g=0}
de 2-torsion de G est un groupe abélien de cardinal 23, il y a donc trois classes d’isomor-

3
phisme de tels groupes : Z/SZ’ Z/2Z X Z/4Z et (Z/2Z) . De méme il y a exactement deux

2
classes d’isomorphisme possibles pour T3(G) a savoir Z/QZ et (Z/3Z> . Par ailleurs T5(G)

est isomorphe a Z/5Z. Il y a donc exactement six classes d’isomorphisme de groupes abé-
liens d’ordre 360 donc les décompositions p-primaires et les décompositions en facteurs
invariants sont les suivantes :

Zrsz < Lrgg < Lrsg ~ Lz,
Loy x 1Ly x Lrgy x Ligy = Loy x Ly
(Z/zz)3 x Loon x Loy = Loy x Loz, x Loy
Zrem (Z/3Z>2 x sy = g x Lo

z z Z, V' Z,.. T z
797 % V47, % (/32) XUz =767 < 60z
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(Z/2Z)3 X (2/32)2 xsg ~Yan < on < 0z

b) Plus généralement, pour tout entier n, déterminons le nombre de groupes abéliens de cardi-

nal n. Nous utilisons la classification des classes d’isomorphisme de groupes abéliens finis.

Soit p{*ps? ... p2r la décomposition de n en facteurs premiers. La classe d’isomorphisme

d’un groupe abélien d’ordre n est caractérisée par ses facteurs invariants (dy, do, ..., ds)

qui sont des entiers > 1 tels que d; | dj+1 et dids . ..ds = n. Par suite chaque d; se décom-

. 1.4 924 Ay g . .
pose comme suit : d; = p; 'py”t...pr"" avec les contraintes suivantes : o; ; < @jt1,j pour
S

q
tout j, pour tout ¢ et Zam = aj et ZO‘%’J = .
i=1 i=1
-
Il s’en suit que le nombre de choix possibles pour les a; est exactement H p(ay) ou
j=1
p(a) désigne le nombre de partitions de a, i.e. le nombre de fagons d’écrire 'entier «
comme une somme croissante d’entiers strictement positifs.

Exercice 228

a) On considére H = {(a,b) € Z?|a — b est divisible par 10}. Montrer que H est un sous-
2
groupe de Z2. Calculer le rang de H. Donner une base de H. Décrire le quotient Z JH-

b) On note H le quotient de Z3 par le sous-groupe engendré par les vecteurs (4,8,10) et
(6,2,0). Déterminer la structure du groupe H.

Eléments de réponse 228
a) Soit ¢ le morphisme de groupes donné par
¢5ZQ—>Z/10Z, (a,b) —a—b

Son noyau est H. En particulier H est un sous-groupe distinugé de Z2.

D'une part H contient (1,1) et (0,10) donc rgH > 2. D’autre part H C Z2? donc
rg H < 2. Finalement rgH = 2.

Soit (a,b) dans H. Il existe n dans Z tel que a = b+ 10n et
(a,b) = (a,a — 10n) = a(1,1) + (—n)(0, 10).
Autrement dit ((1,1), (0,10)) est une base de H.

Par ailleurs

2
Z/H = ((91,92) |91 + g2 = 0, 10g2 = 0).

_ 1 0 1 0 N 72 72
Puisque ( 1 10 ) ( 0 10 ) les facteurs invariants de ™ /1 sont 1 et 10 et ™ 7 ~
Z

102
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b) Notons H le quotient de Z* par le sous-groupe engendré par les vecteurs (4,8,10) et
(6,2,0). Déterminons la structure du groupe H. Nous avons

4 6 —-20 0 —-20 0 0 0
8 2 |~ 8 2 |~ 0 2 |~ 0 2
10 0 10 0 10 0 10 0
4 6
Ainsi les facteurs invariants de 8 2 | sont2etl1l0et H~7Z x Z/2Z X Z/mz-
0

—
o

Exercice 229 Soit n > 1 un entier. Montrer que tout systéme libre maximal dans Z" est de
cardinal n.

Donner un exemple ou un tel systéme n’est pas une base.

Eléments de réponse 229

Exercice 230 Soit e; = (aj,ag,...,a,) € Z™ un vecteur tel que le pged de ses coordonnées
vaut 1. Montrer que 'on peut compléter e; en une base (e1, e, ...,e,) de Z™.

Eléments de réponse 230

Exercice 231 Déterminer les facteurs invariants des matrices suivantes & coefficients dans 7Z :

2 4
a)<4 11)5

69 —153
b) (12 —27 )’

12 —6 2
¢) | 5 —41 13
19 -3 3

Eléments de réponse 231 Nous pouvons procéder de deux maniéres différentes :
e soit en calculer le pged des coefficients de la matrice puis le pged des mineurs de taille 2,
etc
e soit en appliquant ’algorithme de réduction des matrices a coefficients entiers via des
opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes.
Dans les deux cas nous obtenons (~ désigne I’équivalence des matrices & coefficients entiers) :

2 4 10
4 11 0 6
69 —153 3 0
12 =27 09
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12 -6 2 1 0 0
™D —41 13 |~ 0 2 O
19 -3 3 0 0 16
Les facteurs invariants sont donc respectivement (1,6), (3,9) et (1,2, 16).

Détaillons la premiere équivalence :

()~ (03)-(03)~ ()~ (0 %)~ (0 %)~ (%)

Détaillons la seconde équivalence
69 —153 12 =27 12 =27 12 -3 12 3 3 12
12 =27 69 —153 9 -18 9 0 9 0 0 9

Exercice 232

a) Soit G un groupe abélien de type fini. Soit f: G — G un morphisme surjectif. Montrer
que f est un isomorphisme.

Ceci est-il nécessairement vrai si on remplace surjectif par injectif ?

b) Soit G un groupe abélien libre de type fini et soit f: G — G un morphisme. Définir le
déterminant det(f) € Z de f. Montrer que f est injectif si et seulement si det(f) # 0.
Dans ce cas montrer que |det(f)| = |coker(f)].

Eléments de réponse 232

Exercice 233 Le but de cet exercice est de redémontrer le théoreme de structure des groupes
abéliens finis.
On rappelle qu'un caractere d’un groupe abélien fini G est un morphisme G — C*.

a) Si H est un sous-groupe d’un groupe abélien fini G, montrer que tout caractére de H se
prolonge en un caractere de G.

b) Soit G un groupe abélien fini. On désigne par H un sous-groupe de G engendré par un
élément de G d’ordre maximal. Montrer qu’on a l'isomorphisme G ~ H X G/H.

c¢) Conclure.

Eléments de réponse 233

Exercice 234 [Propriété d’annulation de groupes dans un produit direct (démonstration de
Vipul Naik)]
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A. Soient G, H, G’ et H' des groupes finis tels que G ~ G’ et G x H ~ G’ x H'. Nous allons
montrer qu’alors H ~ H'.
Etant donnés deux groupes finis G; et Gg, notons m(Gy,Gs) le nombre de morphismes
de groupes de G; vers Gg et i(G1, G2) le nombre de morphismes de groupes injectifs de

Gy vers Go.
a) Utiliser le premier théoréme d’isomorphisme pour montrer que
(5.7.3) m(G1,Go) = Y i(Cuy, Ga).

N<Gy

b) Montrer pour tout groupe fini L que
m(L,G) -m(L,H) = m(L,G x H).

¢) En déduire que pour tout groupe fini L on a I’égalité m (L, H) = m(L, H’).
d) Par récurrence sur l'ordre de L, montrer en utilisant I’équation (5.7.3) que

(5.7.4) i(L,H) = i(L, H').

e) Appliquer I’équation (5.7.4) & H pour en déduire que H ~ H'.

f) Donner un contre-exemple qui montre que si G, H, G’ et H' sont des groupes quel-
conques tels que G ~ G’ et G x H ~ G’ x H', alors en général H et H' ne sont pas
isomorphes.

B. Nous allons appliquer le résultat obtenu dans la partie A. pour montrer ['unicité du
théoreme de structure des groupes abéliens finis.
Soit G un groupe abélien fini. Supposons que

G~ /mZX /nQZX"'X /an7
avec ny | ny, | - -na | ny.
a) Montrer que I'exposant de G est égal a n;.

b) Utiliser le résultat obtenu dans la partie A. pour montrer que cette décomposition est
unique.

Eléments de réponse 234

Exercice 235 Soit k un corps commutatif. Soit G un sous-groupe fini du groupe multiplicatif
k* =k~ {0} de k. Montrer que G est cyclique.

Eléments de réponse 235 Nous utilisons le théoréme de structure des groupes abéliens finis.
Si |G| > 1, alors il existe une suite d’entiers 1 < aj|az| ... |a, tels que

~ZL Z Z
G~ /alzx /aZZx...x /CLTZ
Montrons que r = 1. Puisque a,G = {0} nous avons

#{z ek|z =1} > |G| = a1az2...a,.
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Par ailleurs le nombre de racines dans k du polynéme X — 1 € k[X] est inférieur ou égal a
son degré parce que k est commutatif. Il en résulte 'inégalité ajas...a, < a, qui conduit a
r=1.

5.8. Produits semi-directs

Exercice 236 Soient N et H des groupes et soit ¢: H — Aut(N) un morphisme de groupes.
Notons N x4 H I'ensemble N x H muni de la loi de composition définie par

(n1,h1) Xg (n2, he) = (n1¢(h1)(n2), hihs).
1. Montrer que N x4 H est un groupe appelé produit semi-direct de H par N relativement a
¢.
2. Montrer que N x {ep} <N x4 H et {ex} x HC N x4 H.
3. Identifier le quotient de N x4 H par N x {en}.

Eléments de réponse 236

1. Montrons que N x4 H est un groupe.
¢ Commencons par montrer que la loi est associative.
Soient n1, ny et ng dans N. Soient hq, ho et hg dans H. Par définition du produit nous
avons

((n1, h1)xg(na, ha)) xp(ns, hy) = (n1d(h1)(n2), hiha) xg(ns, h) = (n16(h1)(n2)d(hihs)(ns), hihahs).

De méme nous avons

(n1, h1) % ((n2, ha) x4 (n3, h3)) = (n1, h1)xg(n2g(ha)(n3), hahs) = (n1¢(h1)(n2d(ha)(ns))), hihohs).
Or ¢(h1) et ¢ sont des morphismes donc

¢(h1)(n2d(h2)(n3)) = ¢(h1)(n2)(d(h1) o ¢(h2))(n3) = ¢(h1)(n2)(p(hih2))(ns)
dont on déduit que

((n1,h1) xg (n2,h2)) xg (n3, h3) = (n1, h1) xg ((n2, ha) x4 (13, ha)).
Par conséquent le produit x4 est associatif.

e On voit tout de suite que I’élément (ex, ex) est neutre pour la loi 4.

e Montrons que tout élément admet un inverse.
Soient n € N et h € H. Pour tous n’ € N et A’ € H nous avons

(n,h) xg (', 1) = (ex, en)

si et seulement si

(ng(n)(A), hl') = (ex; en)
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si et seulement si b’ = h™! et n' = ¢(h7')(n™1). Le calcul de (n',h') x4 (n,h) est
similaire ce qui assure que (n,h) est inversible et que son inverse est (n,h)™! =
(G, ).
Ainsi N x4 H est bien un groupe.

2. Montrons que N x {e} <N x4 H et {ex} x HC N x4 H.
Les formules définissant le produit assurent que N x {eg} et {ex} x H sont bien des

sous-groupes de N x4 H car ¢(h)(en) = enx pour tout h € H.

Montrons que N x {ep} est distingué dans N x4 H. Soient n, n’ dans N et A’ dans H.
Alors

(n,h) xg (' em) 3 (n,h) ™1 = (n,h) 3 (0 em) xg ((A 1) (n™1), A7)
= ng(h)(n'), h() xg (¢(A~")(n™1), A7)
(ng(h)(n)p(h) (o(h™) (™)), en)
= (ng(h)(')n"",en) € N x {en}
Ainsi N x {eq} est distingué dans N x4 H.
Un calcul analogue montre que {ex} x H n’est pas distingué en général.
3. Identifions le quotient de N x4 H par N x {en}.
Considérons I'application naturelle 7: N x4 H — H donnée par la seconde projection,
i.e. m(n,h) = h.
Il est clair que 7 est surjective.
La définition de la loi de groupes assure que 7 est un morphisme de groupes.
Déterminons son noyau. Soient n € N et h € H. Nous avons m(n, h) = ey si et seulement
si h = epr; ainsi kerm = N x {eg}.
Finalement I'application 7 passe au quotient par son noyau et induit un isomorphisme
de groupes :

—=. NxzsH ~
T ¢/NX{€H}—>H

Exercice 237
Soit G un groupe. Soient N et H deux sous-groupes de G tels que NN H = {e}, G = NH et
N«G.
1. Montrer que 'application
i:H — Aut(N)
h — 4,: N—N
n— hnh™!

est un morphisme de groupes.
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2. Montrer que
fiNx;H—G (n,h) — nh
est un isomorphisme de groupes.

On dit alors que G est le produit semi-direct de H par N.

Eléments de réponse 237
1. Montrons que ’application
i:H — Aut(N)
h — 4,: N—-N
n > hnh™!
est un morphisme de groupes.
L’application i est bien définie car N<G. On vérifie directement que ¢’est un morphisme

de groupes.

2. Montrons que
f*Nx;H—=G (n,h) — nh
est un morphisme de groupes. Soient n, n’ dans N et h, i’ dans H. On a

f(n,h)f(n',h') = nhn'B’

et

f((n,h) x; (n', 1)) = f(m'(h)( N, hh) = f(nlm’h’l,hh') = nhn'h~'hh' = nhn'H

ce qui assure que f((n,h) % h")) = f(n,h)f(n',h’). Ainsi f est bien un morphisme
de groupes.

Montrons maintenant que f est un isomorphisme de groupes. L’hypothése NH = G
assure que f est surjectif et ’hypotheése NN H = {e} assure que le noyau de f est trivial.
Par suite f est un isomorphisme.

Exercice 238 Montrer que le produit semi-direct N x4 H est direct si et seulement si ¢ est le
morphisme trivial si et seulement si {ex} x HaN x4 H.

Eléments de réponse 238 Le produit semi-direct N X ¢ H est direct si et seulement si pour
tousn,n’ € Net h, € Hon a

(nyh) xg (0, B') = (n', hh")
si et seulement si pour tous n, n’ € N et h € H ng(h)(n') = nn’ si et seulement si pour tous
n’ € Net h € H ¢(h)(n') = nn’ si et seulement si ¢ est le morphisme trivial.
Pour tousn € Net h, ¥’ € Hon a

(n,h) x4 (ex, B') xg (n,h) "t = (n@(RR' L) (n™1), hW'A™Y).
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Ainsi le morphisme ¢ est trivial si et seulement si {ex} x H<aN x4 H.

Exercice 239 Soit

1—sN-S ¢ H—1

une suite exacte (courte).

1. Montrer que si G est le produit direct de H et N ou bien un produit semi-direct de H par

N, alors on a une telle suite exacte.

2. Réciproquement soit une telle suite exacte. Si p posséde une section, c’est-a-dire s’il existe

un morphisme de groupes s: H — G tel que p o s = idy, montrer que G est le produit
semi-direct de H par N pour 'opération h - n = s(h)ns(h)~L.

3. Donner un exemple de suite exacte courte qui n’est pas un produit semi-direct.

Eléments de réponse 239

1. Supposons que G = N x4 H. D’apres 'Exercice 5.8 3. on dispose d’un morphisme surjectif

m: G — H dont le noyau est le sous-groupe N x4 {en} qui est isomorphe & N. Par suite
on a bien une suite exacte

1—N-5G25H—1
ou i: N — G est défini par i(n) = (n,en). De plus on peut vérifier que 'application
H— G h i+ (e, h)

est une section de 7.

. C’est une conséquence de I'Exercice 5.8 appliqué aux sous-groupes N’ = i(N) et H' = s(H)

de G. Il suffit donc de vérifier que N’ et G’ satisfont les hypotheses de I’Exercice 5.8. Le
groupe N’ est distingué dans G car N’ = ker p. Soit g € G. Posons h = s(7(g)) € H'. Alors

m(h) = m(s(7(g))) = 7(g)

donc n = gh~! appartient & kerm = N’. Finalement nous avons bien ¢ = n _h
< ==
cG eN’ eH’
ce qui assure que G = N'H'. Soit ¢ € N’ N H'. Puisque g € H' il existe h € H tel que
g = s(h). Comme g € N’ nous avons 7(g) = ey. Par suite 7(s(h)) = en, i.e. h = ep,
donc g = s(en) = eg. Il s’en suit que N N H' = {eg}. Nous pouvons donc bien appliquer

I’Exercice 5.8 pour conclure.
Considérons la suite exacte courte
1 — Z/QZ — Z/4Z i) Z/2Z — 1

ou p est la réduction modulo 2. C’est bien une suite exacte courte, en revanche p n’admet
pas de section puisque I’élément non trivial du quotient Z/QZ est d’ordre 2 alors que tous

ses antécédents par p sont d’ordre 4. Il s’en suit que Z/42 n’est pas produit semi-direct
de Z/QZ par Z/2z.
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Un autre exemple est donné par le groupe des quaternions Hg dont le centre Z(Hg)
est isomorphe a Z/2Z et le quotient correspondant est HEV Z(Hg) = Z/2Z X Z/2Z ce qui
fournit une suite exacte

1 —)Z/Qz—>H8 L)Z/QZ X Z/QZ—> 1

telle que p n’admet pas de section (on peut par exemple le voir en listant les éléments
d’ordre 2 dans Hg). Il en résulte que Hg n’est pas produit semi-direct de Z/2Z X Z/2Z par

Loy,

Exercice 240 Nous avons vu en cours que
Sp = Ap ¥ Z/QZ Dop, =~ Z/nZ X Z/2Z GL(n,k) ~ SL(n,k) x k*.

Ces produits semi-directs sont-ils directs ?

Eléments de réponse 240 On peut vérifier que les produits

Sp =~ Ay Loy Doy =L/ 0 1 Lsyr

ne sont pas directs (sauf pour n = 2) quelle que soit la section choisie. On peut en fait vé-
rifier qu’il n’existe pas d’isomorphisme (quelconque) entre ces groupes et les produits directs
correspondants.

Le cas GL(n,k) ~ SL(n,k) x k* est moins évident pour n > 2. Si z + z" est un automor-
phisme de k*, on note a: k* — k* son inverse. L’application

a: SL(n, k) x k* — GL(n, k) (A, t) — Adiag(a(t),a(t),...,a(t))

est un isomorphisme.
Réciproquement supposons qu’il existe un isomorphisme de groupes

a: SL(n, k) x k* — GL(n, k) (A,t) — ¢(A)s(t).

Le sous-groupe dérivé de SL(n, k) x k* est SL(n,k) x {1} et celui de GL(n,k) est SL(n, k). Par
conséquent ¢ est un automorphisme de SL(n,k). De plus a(k*) = s(k*) commute avec tout
élément de GL(n,k) et est donc composé uniquement d’homothéties (le centre de GL(n,k)
est formé des homothéties). Ainsi application t +— s(t) est un morphisme injectif de k* vers
GL(n, k) de la forme ¢t — diag(a(t), a(t),...,a(t)).

Le noyau de det étant SL(n,k) on a a(t)” =1 si et seulement si a(t) = 1. Puisque ¢ — a(t)
est injectif, ¢ — a(t)"™ l'est aussi. Or det est surjectif sur k* donc ¢ — a(t)" = a(t") est bijectif.
Il en résulte que = — z" est bijectif et donc un automorphisme de k*.

Ainsi GL(n,k) est isomorphe au produit direct de SL(n,k) par k* si et seulement si le
morphisme (-)": k* — k* est un automorphisme. En particulier

e si k = R et n est impair, alors GL(n,k) est isomorphe au produit direct de SL(n, k) par
k*
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e si k est un corps fini de caractéristique p et si n est égal & une puissance de p, alors
GL(n,k) est isomorphe au produit direct de SL(n, k) par k*.

Exercice 241 Soit G = N x H. Soit K un sous-groupe de G contenant N. Montrer que
K=Nx (KnH).

Eléments de réponse 241 On va appliquer ce quon a vu dans IExercice 5.8 :
— N<aGet NC K donec N<K;
— HCGet KC Gdonc HNK C K;
— NNH={e} donc NN (KNN) = {e};
— NH = G donc si k € K, alors k = nh avec n € N et h € H. Puisque N C K nous en
déduisons que h € HNK. D’out N(HNK) = K.

Exercice 242 Soient H et N des groupes. Soient ¢, ¢: H — Aut(N) des morphismes. On veut
trouver des conditions nécessaires et suffisantes pour que N x, H et N x,, H soient isomorphes.

1. S’il existe un automorphisme a de H tel que ¢ = ¢ o o montrer que N x, H et N x, H
sont isomorphes.

2. S’il existe un automorphisme u de N tel que
VheH  ¢(h) =up(h)u?
montrer que N x, H et N x,, H sont isomorphes.

3. Si H est cyclique et si ¢(H) = ¢(H) montrer que N x, H et N x,, H sont isomorphes.

Eléments de réponse 242
1. Le morphisme
Nx,H—= Nxy H (n,h) — (n,a(h))
est un isomorphisme.
2. Le morphisme
Nx,H—= Nx,H (n,h) — (u(n),h)
est I’isomorphisme.
3. Le groupe H est isomorphe a Z/nZ et im ¢ = im 1) est isomorphe a Z/mZ avec m diviseur

de n. Il existe donc d premier a m tel que ¢(1) = di(1) dans Z/mZ' Puisque application
Z, \*_ (Z 8
(“z) = (“mz)
Z X
est surjective, il existe d’ € ( /nZ> qui s’envoie sur d.

La multiplication par d’ est un automorphisme o« de Z/nZ qui satisfait les conditions
de 1. d’ou le résultat.
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Exercice 243 Montrer que tout groupe d’ordre 255 est cyclique.

Eléments de réponse 243 Soit G un groupe d’ordre 255 = 3 x 5 x 17. Soit ns (resp. ns,
resp. ni7) le nombre de 3-SYLOW (resp. 5-SYLOW, resp. 17-SYLOW) de G. Les théoremes de
SYLOW assurent que

ng € {1, 85}, ny € {1, 51} nyy = 1.

On ne peut pas avoir (n3,ns) = (85,51) car on aurait trop d’éléments dans G. Donc n3 = 1 ou
ns = 1.

Supposons que ng = 1 (le cas n5 = 1 se résoud de maniére analogue). Notons S5 le seul
3-SYLow de G, Si7 le seul 17-SyLow de G et S5 un 5-SYLOW quelconque. Nous avons

— 53517 ~ 55 X 517<G;

— S3517 NS5 = {6} ;

— 5351755 = G.
L’exercice 5.8 assure que G ~ S3517x.S5. Soit ¢: S5 — Aut(S53517) le morphisme correspondant.
On sait que Aut(S3517) ~ Z/QZ X Z/16Z donc ¢ est trivial et le produit semi-direct. On conclut
par le lemme chinois.

Exercice 244 Soit p un nombre premier impair.

1. Déterminer les p-SYLOW de GL (2, Z/pZ).

2. Soient ¢ et 1 des morphismes non triviaux de Z/pZ dans GL (2, Z/pZ)' Pour tout entier
k notons ¢y, le morphisme ¢y, défini par ¢y (x) = ¢(kx). Montrer qu’il existe un entier k
et une matrice P € GL (2, Z/pZ> tels que ¥ = P¢p P~ 1.

2
3. Montrer qu’il existe un produit semi-direct non trivial (Z/pZ) X Z/pZ'

4. Montrer que le centre de ce dernier groupe est isomorphe a Z/pZ' (On rappelle que si G
est un groupe tel que G/ Z(G) est monogene, alors G est abélien.)

5. Supposons que G est un groupe fini. Notons p le plus petit nombre premier divisant le
cardinal de G.
Montrer que tout sous-groupe de G d’indice p est distingué (indication : commencer
par montrer que tout sous-groupe H de G d’indice p agit trivialement sur G/H, en déduire
que H est distingué dans G).

6. Soit G un groupe d’ordre p? non cyclique contenant un élément g d’ordre p?. Montrer que
(g) est distingué dans G et que G est un produit semi-direct de Z/pZ par (g) ~ Z/pzz.

Eléments de réponse 244
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1. Les p-SyLow de GL(2,F,) sont d’ordre p. Comme le sous-groupe

o~{(4 1) mer)

des matrices unipotentes supérieures est un p-SYLOW de GL(2,F)) et que tous sont conju-
gués, une matrice de GL(2,F,) est dans un p-SYLOW si et seulement si son polynéme
caractéristique est (X —1)2. On dénombre p? telles matrices (a la main...) et donc (p+1)
p-SYLOW distincts (car deux p-SYLOW distincts ne s’intersectent qu’en I’élément neutre).

10 0 1
Remarquons que ce sont les conjugués de U par les ( 1 ), a € [Fp, et par ( 10 )
a

. Puisque les images de 9 et ¢ sont des p-SyLow de GL(2,F,) elles sont conjuguées par

une matrice P € GL(2,F,). Notons
op): Z/pz = (Z/pz> z +— Pp(z)P7?

c’est un isomorphisme. Dés lors (np( p))_l o 1 est un automorphisme de Z/pZ, i.e. de la
forme x — kx pour un certain k € Z premier avec p.

. Puisque Aut (Z/pZ X Z/pZ) ~ GL(2,F),) le 1. assure l'existence d’un produit semi-direct

2
non trivial (Z/pZ) p Z/pZ'

2
. Comme le centre d’un p-groupe est non trivial, le centre de (Z/pZ) X Z/pZ est d’ordre

2 2
p, p> ou p. Si Z ((Z/pZ) X Z/pZ> était d’ordre p? ou p3, alors (Z/pZ) X Z/pZ serait
abélien (en effet si G est un groupe tel que Gr/ Z(G) est monogene, alors G est abélien) :

contradiction avec le fait que le produit semi-direct n’est pas trivial. Il s’en suit que

2
Z ((Z/ pZ) xZ pZ) est isomorphe & 7 pZ:

. Notons p le plus petit nombre premier divisant le cardinal de G. Soit H un sous-groupe

de G d’indice p. Posons X = Gr/H. C’est un ensemble de cardinal p, muni de I'action
naturelle transitive de G. Cette action induit un morphisme de groupes finis ¢: G —
Sx. Intéressons-nous a la restriction de cette action au sous-groupe H, autrement dit
au morphisme ¢: H — Sx. Puisque H agit trivialement sur la classe zg de H dans
X = G'/H l'action de H sur X induit une action de H sur X’ = X \ {zo} c’est-a-dire un
morphisme de groupes ¢: H — Sx/. Or | X’| = p — 1 donc tous les facteurs premiers de
|Sx/| sont strictement inférieurs & p. Or les facteurs premiers de |H| sont par hypothese
tous supérieurs ou égaux a p. Par suite |H| et |Sx-| sont premiers entre eux. Le morphisme
1 est donc trivial. Il en résulte que H agit trivialement sur X’ et donc aussi sur X.

Montrons que cela implique que G est distingué dans G. Soit h € H et soit g € G.
Puisque H agit trivialement sur X on a h - (gH) = gH donc (¢ 'hg)H = H, par suite
g~ 'hg appartient & H, i.e. H est distingué dans G.
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6. Le sous-groupe (g) est d’indice p dans un groupe d’ordre p3. D’aprés 5. le groupe (g) est
donc distingué dans G.

De plus le quotient G/< g) est d’ordre p donc isomorphe a Z/pZ'

Soit y € G ~\ (g). Alors y? appartient a (g) et pr = e. Il existe donc k € Z tel que
y? = gP*. Comme (g) est distingué dans G il existe un entier r > 0 tel que y~ gy = g".
Alors pour tout ¢ € N nous avons g‘y = yg. On cherche z € G . {(g) d’ordre p; plus
précisément on cherche z € G \ (g) d’ordre p sous la forme z = yg". Alors

n

2P = (yg")? =y9"yg" ... yg":
une simple récurrence assure que

_ n(rP~ 4rP=2 4 4r41) _  pk+n(rPl4rP—2 4 441
2P = yP g™ ) = gphtn ).

Par suite z est d’ordre p si et seulement si
(5.8.1) pk+n(P P2 4 1) =0 mod p?.

On cherche donc & résoudre (5.8.1) dont 'inconnue est n € Z. Posons S := rP~1 +rP=2 4
...+ r+1. Alors (r —1)S =7 — 1 mod p donc

— soit r £ 1 mod pet S=1 mod p;

— soit r = 1 mod p et on vérifie que dans ce cas S = p mod p? (utiliser que p est impair).
Dans les deux cas ’équation (5.8.1) admet une solution ng € Z. Ainsi zg = yg™ € G\ (g)
est d’ordre p. Les deux sous-groupes N = (g) et H = (z) satisfont les hypotheses de
I’Exercice 5.8 ce qui assure que G est produit semi-direct de Z/pZ par Z/pzz.

5.9. Groupes libres

Exercice 245 Soient r et s deux entiers > 1 premiers entre eux. Quel est I'ordre du groupe
de présentation (a|a”, a®)?

Eléments de réponse 245 L’ordre de a est un diviseur de r et s qui sont premiers entre eux
donc a est d’ordre 1. Puisque G est engendré par a, le groupe G est d’ordre 1. Ainsi G = {eg}.
Exercice 246 Soit G le groupe de présentation

{a, b, cla® =0 =c =eq, ac =ca™', aba™! = beb™1).

Montrer que ab3a™! = be3b™! puis que ¢ = e ; en déduire G.
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Eléments de réponse 246 Nous avons
ab*a™t = ab(a"ta)b(a ta)ba ™t
(aba™1)(aba™t
= (beb™Y)(beb™h)
= be(bth)e(b1b
= bt

S
Q
i
—
~

I = eq. Comme be?b™! = ab®a~! nous obtenons

Puisque b = e, nous avons ab’a™! = aa”
que beb™! 3 = eq. Par suite ¢ = ¢*(¢®) 7! = eg(eq) ™! = eq.

Puisque ¢ = e, la relation ac = ca™! devient a = a™! 2

= eg et que ¢

ou encore a? = e. Comme a*

= e nous
obtenons a = e.
Enfin puisque a = ¢ = eq la relation aba™" = beb™! se réduit & b = eq. Comme a, b et c

engendrent G nous obtenons G = {eg}.
Exercice 247 Montrer que tout élément non trivial d’un groupe libre est d’ordre infini.

Eléments de réponse 247 Soit G un groupe libre. Soit ¢ un élément non trivial de G.
Raisonnons par ’absurde, i.e. supposons que g soit d’ordre fini n; alors ¢ = e. Or g" est un
mot formé avec les générateurs de G, la relation ¢g" = e fournit donc une relation entre ces
générateurs ce qui contredit le fait que G est un groupe libre.

Exercice 248 Quel est 'ordre du groupe G engendré par deux éléments x et y vérifiant les
relations
@t =y = (ay)? =17

Quels sont les sous-groupes de G 7

Eléments de réponse 248 Supposons que G ne soit pas trivial. Ceci implique que = # y (en
effet si = y alors 23 = 1 se réécrirait y® = 1 et combiné & 2 = 1 on obtiendrait z = y = 1.

L’ordre de x est 3; celui de y est 2. Il en résulte que |G| est un multiple de 2 x 3 = 6. Le
groupe G contient e, z, 22, y, xy et xy?. Montrons qu’il n’y a pas d’autres éléments dans G.
Commencgons a écrire la table de G en utilisant ces six éléments

e z |z y | zy | 2%y

e e x |22 |y |y | 2%y
x r | 2? e | xy | 2%y | y

2 2 2

x x e z |z?y| y | zy
Y y | 2%y | xy | e | 22 | z
zy | zy |y |2%y| x e | z?
2y |22y | 2oy |y | 2% | z e

Par suite cette table est compleéte et le groupe G compte 6 éléments.
Les sous-groupes de G sont
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¢ le sous-groupe trivial,

¢ le groupe G lui-méme,

© un unique (théoréme de Sylow) sous-groupe d’ordre 3 : (z),

o trois sous-groupes d’ordre 2 exactement (théoréme de SYLOW) : (), (zy), (z2y).

Exercice 249 Quel est 'ordre du groupe G engendré par deux éléments x et y vérifiant les
relations

zy? =y yzd = 2%y ?

Eléments de réponse 249 A partir de zy? = y3z nous obtenons
y2 = afly?’x Y =xy'xr

et

Par suite d’une part

et d’autre part

Vo z(f2™ = e(aye ™ Ha™! = 2%y

:L‘y6x_
41 9 _ .24, -2
On en déduit que y” = x*y*z~=. De plus

v =y )y =y @yt )y =y @)yt ey =y (2Pt (2Py) Ty
Mais yz3 = 2%y donc

1 3,4,.-3

v =y (2Py)yt(a?y) Tty =y vyt (yat) Ty = 2yte

Puisque 3° = z?y*2~2 nous obtenons

2 3

22yt ? = 2dyla

soit y* = zy*z~1. Mais on a vu précédemment que y° = zy*z~! donc y* = y° soit y2 = e. A
partir de zy? = y3z on a y> = e et finalement y = e. De plus yz?® = %y se réécrit 3 = z? d’on
x = e. Finalement G est le groupe trivial.

Exercice 250 Le groupe de FiBonNacct 1D G est engendré par les éléments a, b, c et d
vérifiant les relations

ab=c bc=d cd=a da =b.
Quel est 'ordre de G 7

11. Les groupes de FIBONNACCI ont été introduits par John CONWAY en 1965.
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Eléments de réponse 250 A partir de a = ¢d nous obtenons

a’® = acd = cda = cb = ab?

d’ott a = b.
De méme nous obtenons que ¢ = b, d> = ¢ et a? = d.
Par suite
d=a*=b"=c=d"
et d® =e.
De la méme facon nous obtenons que a'® = b'® = ¢! = e.
8 5 _

A partir de ab = ¢ nous obtenons que ab = a* d’olt aa® = a? et a® = e. De méme b° = ¢

d® = e. Par conséquent d = a?, b=a>, c=a* et G ~ Z/5Z.

Exercice 251 Exprimer comme produit direct de sous-groupes monogénes le sous-groupe
multiplicatif de Q* engendré par {—6, 6}.

Eléments de réponse 251 Le sous-groupe H = (6) de G = (6, —6) C Q* est monogene.

Le groupe Gr/H est monogene engendré par (—6)H.

Le sous-groupe H est distingué dans G : il suffit de vérifier que (—6) x 6 x (—6)~! appartient
a H ce qui est vrai puisque ce nombre vaut 6

Ainsi G est produit direct de deux groupes monogenes : G ~ H x Gr/H.

Exercice 252 Montrer que le groupe multiplicatif engendré par les matrices
1 1 -1 1
A — B =
(47) (o)

Exprimer ce groupe, de deux facons différentes, comme produit direct de sous-groupes mo-
nogenes.

est abélien.

Eléments de réponse 252 Soit G le groupe multiplicatif engendré par les matrices

1 1 -1 1
(1) ()

On peut vérifier que AB = BA = —2id;

le groupe G est donc abélien. Le sous-groupe H = (4) de G est monogene.

Le groupe G’/H est monogene engendré par BH.

Notons que BAB™! = A; en particulier BAB~! appartient & H et H est un sous-groupe
distingué de G.

Il en résulte que G est isomorphe au produit direct des deux groupes monogenes H et Gr/H.

Exercice 253 [Présentation de S,,] Montrer que

Sn = <t1, t2, ey tnfl |t12 = 1, (titi+1)3 = 1, [ti,t]’] =1 pour 2 § |’L —]|>
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(Indication : le groupe S, est engendré par (1 2), (2 3), ..., (n—1 n)).

Eléments de réponse 253 Pour 1 < i < n — 1 posons t; = (i i + 1). Le groupe S, est
engendré par ces transpositions. Cet ensemble de transpositions vérifie les relations données
car une transposition est d’ordre 2, deux transpositions disjointes commutent (et pour les
transpositions considérées t; et ¢; sont disjointes si et seulement si |i — j| > 1), le produit ¢;t;41
est égal au 3-cycles (i i+ 1 ¢ + 2) et est donc d’ordre 3. Par suite
Sn == <7f1, tg, ceey tn,1 |tz2 == id, (titi+1)3 = id, [ti,tj] =id pour |l —j| > 1)
En effet soit H le sous-groupe de S,, engendré par les t;. Le groupe H est distingué dans S,, car
otic™! = (0(i) o(i + 1))
et toute transposition est dans H : si |[i — k| > 1,
(tk)y=(k—-1k)(ik)(k—1k).

Ainsi H contient A,, car tout sous-groupe distingué non trivial de S,, contient A,,.

Mais H contient strictement A,, car les transpositions ne sont pas des permutations paires.
L’indice de A,, dans S,, étant 2 nous obtenons que 'indice de H dans S,, est 1. Il s’ensuit que
S, =H.

Exercice 254 Rappelons que le groupe des quaternions Hg est le sous-groupe du groupe des
matrices 2 X 2 inversibles & coefficients complexes engendré par

0 i —-i 0
A_<i0> et B_<O i>

Montrer que ce groupe admet les deux présentations suivantes

(A, B| A*> = B> = (AB)?) (R, S, T|R* = 5% =T?= RST).

Eléments de réponse 254 On peut vérifier que A2 = B2 = (AB)? = —id d’ou la premiere
présentation pour Hg (en effet un groupe qui a cette présentation est d’ordre 8).
Posons R=A, S =B et T = AB; alors R?> = §? = —id d’apres ce qu’on vient de voir. Par
0 -1

ailleurs T' = 1 0 ) donc T? = —id. Et RST = ABAB = (AB)? = —id d’ot la deuxiéme

présentation proposée.
Exercice 255 [Présentation de A4]
1. Soient a =(2 3 4) et b= (1 2)(3 4) deux éléments de A4. Montrer que
(a, b|a® =b* = (ab)® = e)
est une présentation de Aj.

2. Donner une seconde présentation de A4 en utilisant les deux 3-cycles (2 3 4) et (1 3 2).
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Eléments de réponse 255
1. Rappelons que Ay est d’ordre 12. Le groupe G de présentation
(a, b|a® =b* = (ab)® = e)

est d’ordre 12 ; en effet ses éléments sont

e, a, a2, b, ab, a®b, ba, ba?, aba, a*ba, aba®, a*ba’.

Le morphisme ¢ de G dans A4 défini par
pla) = (123) o(b) = (1 2)(3 4)
réalise un isomorphisme entre G et Ajy.
2. Posons a=(234)et f=(132);alorsaf=(142)et
a? =id B2 =id (aB)? =id
On peut vérifier que le groupe G de présentation
(@, B, |0’ = p° = (aB)’ = ¢)
est d’ordre 12. On en déduit que G et A4 sont isomorphes.

Exercice 256 [Présentation de S4] Nous allons montrer que le groupe Sy est isomorphe au
groupe G de présentation
(a, b|a® = b = (ab)? = e).
1. En utilisant les éléments a = (2 3 4) et § = (1 3 2 4) de S; montrer qu'il existe un
morphisme de G sur Sy. Désignons par H le sous-groupe de G engendré par a et b%.

2. Montrer que bab~! est un élément de H; en déduire que H est un sous-groupe distingué
de G.

3. Montrer que G/H a au plus deux éléments : les classes H et bH.
4. Montrer que (ab?)? = e.

5. Conclure en utilisant la présentation de A4 obtenue précédemment.

Eléments de réponse 256
1. Remarquons que les permutations « et 8 considérées vérifient les relations
o =id, Bt =id, (aB)? =id.

Il existe donc un morphisme ¢ de G sur 84 qui envoie a sur a et b sur 5. C’est de plus
un morphisme injectif.

2. Nous avons
bab~t = bab® = (bab)b?, bab = o' = d?.

Donc bab~! = a?b? appartient & H. Puisque G est engendré par a et b, cette relation
implique que H est distingué dans G.
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3. Puisque G est engendré par a et b, G/H est engendré par aH et bH, donc par bH car
aH = H. Or b*H = H donc Gr/H contient au plus les deux éléments H et bH.

4. Nous avons abba = b2a%a?b® = b2ab?® car ab = b~la=! = b3a? et ba = a1~ = a?b®. Tl en
résulte que
(ab®)3 = abbabbabb = b3ab*b?ab® = b3abab® = b (abab)b = b* = e.
5. Le sous-groupe H de G a pour présentation
(a, c|a® = = (ac)?®)

(poser ¢ = b?). Les groupes H et A4 ont méme présentation et o(H) C Ay donc o(H) = Ay ;
en particulier H et A4 sont isomorphes. Le sous-groupe H est d’indice 2 dans G et Ay est
d’indice 2 dans Ss. Ainsi |G| = |S4|. Finalement ¢ est un morphisme injectif de G dans
Sy et |G| = |Sy| donc ¢ réalise un isomorphisme entre G et Sy.

Exercice 257 [Présentation d’un produit semi-direct de groupes cycliques]
Notation : [a],, désigne un élément de Z/mZ représenté par a € Z, avec 0 < a < m — 1. De

méme [al, désigne un élément de Z/nZ représenté par a € Z, avec 0 < a <n — 1.

Soient m, n des entiers > 2 et
T: Z/mZ — Aut (Z/nZ>

un morphisme. Désignons par G le produit semi-direct Z/nZ X Z/mZ défini par 7.
Posons

(il = 7([1]m)([1]n) h = ({1]n, [0]m) k= ([0]n; [Lm)-
Vérifions que

i"™ = 1(mod n) A" = k™ = ([0]n, [0]m) khk™' = h'.
En déduire que G admet pour présentation

(a, bla™ = b™ = e, ab = ba').

Eléments de réponse 257 Un morphisme 7: Z/mZ — Aut (Z/nZ) est entierement déter-
miné par l'image 7([1],,) de [1],, dans Aut (Z/nZ>' Cette image est elle-méme déterminée par

Iimage de [1],, par 7([1],,). Par suite un morphisme 7: Z/mZ — Aut (Z/nZ) est entiérement
déterminé par [i], = 7([1];m)([1]n). Comme [1],, est d’ordre m, on a 7([1],,)" = id. Ainsi ™ =1
(mod n).
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Clairement k" = k™ = ([0],,, [0];,). L'inverse de k dans G est k=1 = ([0], [m — 1];). Il en
résulte que

hk™ = ([, [01m)([0]ns [m = 1]n)
= ([1]n + 7([0]:)([0]n), [m — 1]m)
= ([n; [m = 1]m)

et donc que

khk™ = ([0, [1m) ([, [m — L)

En particulier khk~! = h'.
Le groupe G est engendré par a = h et b = k! qui vérifient a” = b°a’. Une présentation
de G est la suivante
G={(a, b|la"=b"=e, ab=ba’).

5.10. Représentations linéaires des groupes finis

Exercice 258 Montrer que tout groupe fini G admet une représentation fidele sur tout corps k.

Eléments de réponse 258 Premiére réponse possible : la représentation réguliere de G sur
k répond a la question.

Deuxiéme réponse possible : le théoreme de Cauchy assure que G se plonge dans le groupe
des permutations de G et ce dernier groupe se plonge dans un groupe linéaire via les matrices
de permutations.

Exercice 259 Montrer que si G est un groupe d’ordre fini n, si p est une représentation de
G, alors pour tout g dans G p(g) est diagonalisable et son spectre est inclus dans p,.

Eléments de réponse 259 Soit G un groupe d’ordre fini n. Soit p: G — GL(V), ot V est
un C-espace vectoriel de dimension fini, une représentation de G.

Soit g un élément de G. L’ordre de g divise n; en particulier g est d’ordre fini. L’auto-
morphisme p(g) est d’ordre fini puisque g lest, i.e. il existe un entier k tel que p(g)F = Idy.

Alors :
k—1

XF—1=]](x-¢) ecCx]
j=0
ou ¢ est une racine primitive kiéme de 'unité, est un polynéme annulateur de p(g) scindé a
facteurs simples; p(g) est donc diagonalisable et ses valeurs propres sont les racines kieéme de
lunité.
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Exercice 260 Soit G un groupe fini. Soit H un sous-groupe distingué de G. Notons 7: G —
G/H la projection canonique. Soit p une représentation complexe de G’/H.

a) Montrer que p o m est une représentation de G.

b) Montrer que p est irréductible si et seulement si p o 7 est irréductible.

Eléments de réponse 260 Soit G un groupe fini. Soit H un sous-groupe distingué de G.
Notons 7: G — G'/H la projection canonique. Soit p une représentation complexe de G/H.

a) Montrons que p o 7 est une représentation de G.
La composée de deux morphismes de groupes étant un morphisme de groupes, pom est
une représentation de G.

b) Montrons que p est irréductible si et seulement si p o 7 est irréductible.
e Commengons par montrer que si p o w est irréductible alors p l'est.
Plus généralement si f: G — G’ est un morphisme de groupes et si p est une repré-
sentation de G’, on a I'implication suivante

si po f est irréductible (comme représentation) de G, alors p est irréductible.

En effet tout sous-espace stable par G’ est stable par G puisque l'action de G se
factorise par G'.

e Montrons que si p est irréductible, alors p o 7 est irréductible.
Soit W un sous-espace strict stable par G. Pour tout T € G/H il existe g € G tel que
m(g) = T (p est surjective, si elle ne I’était pas l'implication serait fausse). Comme W
est stable par g, il est stable par Z. Ainsi W est stable par tout élément de G/H. La
représentation p étant irréductible W = 0 et p o w est irréductible.

Exercice 261 Soient V' un C-espace vectoriel, G un groupe et (V, p) une représentation de G.
On suppose qu'il existe v € V tel que {p(g)v|g € G} forme une base de V.
Montrer que (V, p) est isomorphe a la représentation réguliere de G.

Eléments de réponse 261

Soient V' un C-espace vectoriel, G un groupe et (V, p) une représentation de G. On suppose
qu’il existe v € V tel que {p(g)v|g € G} forme une base de V.

Montrons que (V, p) est isomorphe a la représentation réguliere de G.

Soit W un espace vectoriel de base {e; }4eq ; prendre par exemple W = CC et ey = indicatrice
de g. Rappelons que la représentation réguliere pr de G opere sur W par

pr(h)(eg) = eng
Considérons I'application linéaire ¢ définie sur la base (e4) oar

o: W =V, eqg — p(g)v
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Puisque par hypothese (p(g)(v))gec est une base de V' ¢ est un isomorphisme de C-espaces
vectoriels. Par définition ¢ est G-équivariante, i.e. ¢ o pr(g) = p(g) o ¢. En effet d’une part

(¢ 0 pr(9))(en) = dlegn) = p(gh)(v)
et d’autre part

(p(g) 0 ¢)(en) = p(g)(¢(en)) = p(g9)(p(h)(v)) = p(gh)(v)

Ainsi ¢ est un isomorphisme entre p et pg.

Exercice 262 Soit G = S3 et soit V' un C-espace vectoriel possédant une base indexée par
les éléments de G. Considérons 'application T: G — GL(V') définie par

T(g)(er) = €grg—1-
a) Montrer que T' est une représentation de G.
b) Soit j une racine cubique primitive de 1. Soit W le sous-espace de V' dont une base est
a=e1g) TJjers) + 326(23) B =eny) +j2€(13) + je23)
Montrer que W est une sous-G-représentation de V. W est-il irréductible ?

c) Déterminer la décomposition de V' en somme directe de sous-espaces irréductibles et
expliciter 'action de G sur chacun de ses sous-espaces.

Eléments de réponse 262
Soit G = 83 et soit V' un C-espace vectoriel possédant une base indexée par les éléments de
G. Considérons l'application T': G — GL(V') définie par

T(g)(eT) = Cgrg—1.
a) Montrons que T est une représentation de G.
T est un morphisme de G dans GL(V) : soient g et ¢’ dans G on a d’une part
T(99')(er) = €(ggyrigg)=1 = Cggrrg 191
et d’autre part
T(9) o T(s)(er) = T(9) (Eypry1) = €qprrg -1yt

dou T(gg') = T(g) o T(9').

b) Soit j une racine cubique primitive de 1. Soit W le sous-espace de V' dont une base est
o= e +jeas) +iees) B=ena +ieas) + jews)
Montrons que W est une sous-G-représentation de V.

Le groupe S3 est engendré par (1 2) et (1 2 3). Il suffit donc de montrer que 'espace
engendré par a et (3 est stable par T'((1 2)) et T'((1 2 3)). Un calcul montre que

T((12))(a) =5, T(123)(a)=ja, T((12)B)=0a, T((123))(p) =78
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W est-il irréductible ?
Un calcul montre qu’aucun sous-module de W de dimension 1 n’est stable par S; donc
W est irréductible.

c) Déterminons la décomposition de V' en somme directe de sous-espaces irréductibles et
expliciter ’action de G sur chacun de ses sous-espaces.

Remarquons que si C' est une classe de conjugaison dans S3, alors Z eq est stable par
geC
T (c’est par définition méme de T'). On trouve ainsi trois sous-espaces stables sous S3 qui

sont les droites
Wy = Cid, Wa=Cle 2y teus +eza), W3 =Cleq 23 +eqs32)

Enfin si on note sgn la signature on obtient

T(Q)(e(l 23) — €13 2)) = Sgn(g)(e(l 23) — €13 2))
En effet d’une part

(1 2))(6(1 23) — €13 2)) = €12)(123)(12) — €12)(132)(12)
€(132) —€123)
—(6(1 23) — €13 2))
= sgn((12))(e23) —eus2)

d’autre part

T((123)(enas) —eus2) = €123 1231231 — €123)(132)123)
€(123)(123)(132) —€123)(132)(132)
(6(1 23) — €13 2))
= sgn((123))(e123) —€132)
L’espace Wy = C(e(1 2 3) — €(1 3 2)) est donc stable par Ss.

On a finalement V =W1 & Wo @ W3 & Wy & W ou W désigne I'unique représentation
irréductible de dimension 2.

Exercice 263 Soit p un nombre premier. Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique
différente de p. Soit G un p-groupe.
Montrer que G posseéde une représentation non triviale de dimension 1 sur k.

Eléments de réponse 263 Soit p un nombre premier. Soit k un corps algébriquement clos
de caractéristique différente de p. Soit G un p-groupe.

Montrons que G posseéde une représentation non triviale de dimension 1 sur k.

Le groupe G admet un sous-groupe distingué H d’indice p. Par conséquent G/H ~ Z/pZ' Le
corps k est algébriquement clos de caractéristique # p. Par suite le polynéme X? — 1 est scindé
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a racines simples. Ainsi les racines p-ieéme de 'unité dans k* forment un sous-groupe cyclique
d’ordre p isomorphe a Z/pZ d’ou une injection de Z/pZ dans k*. Le morphisme

est donc un caractere non trivial de G, 7.e. une représentation non triviale de dimension 1 de G
sur k.
Exercice 264 Soit G un groupe fini et soit x un caractere de G vérifiant

VgeG g#e=x(g)=0.

Montrer que x est un multiple entier du caractére de la représentation réguliere de G.

Eléments de réponse 264 Soit G un groupe fini et soit y un caractére de G vérifiant
VgeG g#e=x(9)=0.

Montrons que x est un multiple entier du caractére de la représentation réguliere de G.
Rappel : le caractere de la représentation réguliere est donné par

G|lsig=e
XpR(g):{’ | g

0 sinon

11 suffit de montrer que |G| divise x(e). Notons xiriv le caractére de la représentation triviale
de G. On a

<X7 Xtrlv |G‘ Z Xtrlv

geG

Comme x(g) = 0 pour tout g # e on a Z X(9)Xtriv(g) = x(€)xtriv(e) = x(e) autrement dit
geG

1
<X7Xtriv> - @X(e)
donc |G| divise x(e).

Exercice 265 Décrire les représentations irréductibles du groupe GL(3,F3) et écrire sa table
de caracteres.

Eléments de réponse 265

Exercice 266

a) Décrire les représentations irréductibles du groupe diédral Dy, et écrire sa table de carac-
teres.

b) Déterminer les sous-groupes distingués de Dg & I'aide de sa table de caractéres.
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Eléments de réponse 266

Exercice 267 Soit Hg := {41, +i, +j, +k} le groupe des quaternions. Ecrire la table de
caracteres de Hg et décrire les représentations irréductibles.

Indication : On rappelle que Hg s’identifie & un sous-groupe de SU(2,C) en posant : [ =
i 0 0 1 0 i
= K = .

Eléments de réponse 267
On peut vérifier que Hg admet cinq classes de conjugaison qui sont

{1y, {=1}) A&y, {£5) {+A)
Le groupe dérivé D(G) de G est donné par : D(G) = {£1}. Par conséquent
G/D(G) =@ =7=1i=71) = Loy x Ly

Ainsi G admet quatre représentations de dimension 1 correspondant aux quatre morphismes

de groupes de Z/QZ X Z/2Z — C*. 1l s’en suit que la cinquieme représentation irréductible de

Hg est de dimension 2. Son caractere se déduit des caracteres précédents par orthogonalité.
La table des caracteres de Hg est

Hig 1 1 2 2 2
{1} [ {1} | {i} | {&4} | {£F}
Xtriv 1 1 1 1 1
1 1 11 |
2 1 1 | -1 | -1
X3=xixz | 1 -1 ] -1 1
Xp 2 —2 0 0

Notons que les tables de Hg et Dg sont les mémes. La table de caractéres ne détermine donc
pas la classe d’isomorphisme d’un groupe fini.

Exercice 268 Décrire les représentations irréductibles du groupe symétrique Ss et écrire sa
table de caracteres.

Eléments de réponse 268

Exercice 269 [Table de caractéres du groupe symétrique Sy]
a) Décrire les représentations irréductibles de Sy et dresser sa table des caracteres.

b) Déterminer les sous-groupes distingués de Sy & partir de sa table des caracteres.
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c¢) On rappelle que Sy s’identifie au groupe des isométries directes d'un cube (ou d’un octa-
édre) et également au groupe des isométries (directes et indirectes) d’'un tétraedre. Que
pensez-vous des représentations de dimension 3 associées ?

Eléments de réponse 269

Exercice 270
Déterminer, & isomorphisme pres, le groupe dont la table des caracteres est :

(§] 02 03 04 05
xil1]1]1 1 1
Y2 | 3] -1 1+2\/5 1—2\/5
Ys | 3] -1 1—2\/5 1+2\/5
Ya | 4 1| -1 -1
xs 5] 1 [-1] 0 0

Eléments de réponse 270

Exercice 271

Décrire les représentations irréductibles du groupe A4 et écrire sa table de caracteres.
Eléments de réponse 271

Exercice 272

a) Soit G un groupe fini abélien et soit x un caractére de G sur C.

Montrer que

> Ix@) =G x(1).

acG
b) Soit G un groupe fini et soit H un sous-groupe abélien de G d’indice n > 1.
Montrer que si y est un caractere irréductible de G, on a x(1) < n. Que peut-on dire
six(1)=n?

Eléments de réponse 272

Exercice 273
Soit G un groupe fini. Soient ¢ et 1 des caracteres de G dans C.

a) Montrer que si ¢ est de degré 1, alors ¢ est irréductible si et seulement si ¢ est irréduc-
tible.

b) Montrer que si ¢ est de degré strictement supérieur & 1, alors le caracteére 11 n’est pas
irréductible.
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c¢) Soit ¢ un caractere irréductible de G. On suppose que ¢ est le seul caractere irréductible
de son degré. Montrer que s'il existe un caractere ¢ de degré 1 et g € G tel que 9(g) # 1,

alors ¢(g) = 0.

Eléments de réponse 273

Exercice 274
Soit p un nombre premier. Soit 7 > 1 un entier. On pose ¢ = p”. Soit G le groupe donné par

G={r—ar+blacFy becF,}
a) Déterminer la table des caracteres de G sur C.

b) Déterminer les représentations irréductibles de G sur C.

Eléments de réponse 274

Exercice 275
Soient p un nombre premier, G un p-groupe fini et k un corps de caractéristique p.

a) Montrer que toute représentation linéaire de G sur un k-espace vectoriel non nul admet
des vecteurs fixes non nuls.

b) Montrer que toute représentation irréductible de G a coefficients dans k est isomorphe &
la représentation triviale.

Eléments de réponse 275

Exercice 276

a) Soient G un groupe abélien (éventuellement infini) et (V, p) une représentation complexe
irréductible de G (de dimension éventuellement infinie). Sous quelles hypotheses cette
représentation est-elle de dimension 17 Est-ce toujours le cas?

b) Soient k un corps de caractéristique nulle, G un groupe (éventuellement infini) et (V, p) une
représentation de G sur k (de dimension éventuellement infinie). Sous quelles hypotheses
cette représentation est-elle somme directe de sous-représentations irréductibles ? Est-ce
toujours le cas?

Eléments de réponse 276

Exercice 277
Montrer que deux représentations de degré 1 d’un groupe G sont équivalentes si et seulement
si elles coincident.

Eléments de réponse 277

Exercice 278 Soit G un groupe.
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a) Soient p; et p, des représentations complexes de G de degré respectivement 1 et n. Montrer
que

p1-pn: G —> GL,(C), g+ p1(g) - pul9)

est une représentation de G.

b) Si py, est irréductible, montrer que p; - p,, 'est aussi.

Eléments de réponse 278

Exercice 279 Soient G un groupe fini et H un sous-groupe distingué de G. Montrer que
I’ensemble des représentations du groupe quotient G/H s’identifie naturellement aux représen-
tations de G dont la restriction a H est triviale.

En déduire une injection de I’ensemble des représentations irréductibles de G/H dans ’ensemble
des représentations irréductibles de G.

Eléments de réponse 279

Exercice 280
Soit p: G — GL(V) une représentation irréductible d’un groupe abélien fini G dans un
C-espace vectoriel de dimension finie.

a) Utiliser le lemme de SCHUR pour montrer que p(g) est une homothétie, pour tout g € G.
b) En déduire que chaque sous-espace vectoriel de V' est p-invariant.

c¢) Conclure que le degré de p est égal a 1.

Eléments de réponse 280

Exercice 281
Soit p la représentation du groupe symétrique S,, dans V' = C™ agissant par permutations des
coordonnées (i.e. o - (T1,...,Tn) = (Ty-1(1)s - - -, To-1(p))). Montrer que I'hyperplan H d’équa-
tion > x; = 0 est stable pour cette action et que la représentation associée est irréductible.
1<i<n

Eléments de réponse 281

Exercice 282
Montrer que tout groupe fini est isomorphe (par exemple via la représentation réguliére) a
un sous-groupe de GL(V) ot V désigne un espace vectoriel approprié de dimension finie.

Eléments de réponse 282

Exercice 283
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Soient G un groupe fini et p: G — GL,,(C) une représentation de G dans C™. Construire un
produit scalaire hermitien < -,- >¢ sur C" invariant par G, i.e.

(p(9)(x), p(9)(¥)c = (z,y)a, Va,yeC"VgeG.

Retrouver le lemme de MASCHKE : toute sous-représentation de p admet un supplémentaire
stable par G.

Eléments de réponse 283

Exercice 284

Soient X un ensemble fini et G un groupe fini opérant sur X. Notons V la représentation
de permutation de G sur C¥ et xy son caractére.
Soit ¢ le nombre d’orbites de I'action de G sur X. Montrer que ¢ est égal au nombre de fois
que V' contient la représentation triviale 1. En déduire la formule de BURNSIDE :

e= 15 2 [Fix(g)|.

geG

Eléments de réponse 284

Exercice 285
Soit G un groupe fini. Soit H un sous-groupe de G. Soit m une représentation de G de
caractere x.

a) Montrer que la restriction de m & H a pour caractére la restriction y|g.

b) Si 7 est irréductible, est-ce que x|y est un caractere irréductible ?

Eléments de réponse 285

a) Montrons que la restriction de 7 a H a pour caractere la restriction x|y. Pour tout h € H

on a
Xy () = tr(m(h)) = tr(w(h)) = x(h) = xju(h).

b) Si 7 est irréductible, x|z n’est pas nécessairement un caractere irréductible. En effet soit
G un groupe fini non abélien. Soit H = {eg} le sous-groupe trivial de G et soit 7 une
représentation complexe irréductible de G de dimension > 2 (une telle représentation
existe). Alors toute droite de 7 est un sous-espace strict non nul de 7 stable par H donc
X|H n'est pas irréductible.

Exercice 286
Soit G un groupe fini. Soit H un sous-groupe de G. Soit (7, V') une représentation de H. On
pose
W={f:G=>V|VeeGVhe H f(hx)=mn(h)f(z)}
avec une action de G donnée par g(f): z — f(zg).
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Montrer que W est une représentation de G. Quelle est sa dimension ?

Si 7 est irréductible, W est-elle une représentation irréductible de G 7

Eléments de réponse 286

a)

Montrons que W est une représentation de G. On peut vérifier que
e W est un sous-espace vectoriel de V& ;
e la formule (g, f) — g(f) définit une action de groupes linéaire de G sur W';
e pour tout g € G et pour tout f € W, on a f(g) appartient & W. En effet, pour tout
h € H et pour tout x € G on a

f(g)(hx) = f(h(zg)) = m(h)f(xg) = m(h) f(g)(x)-

Ces trois points assurent que W est naturellement une représentation de G.

Précisons la dimension de W.

Si R C G désigne 'ensemble des représentants de G modulo H ’application
W VE fefir

est une application linéaire. C’est un isomorphisme par définition de W : un élément de W
est entierement déterminé par I'image des éléments de R. Par suite dim W = |R|dim V,
i.e. dim X =[G : H] dim V.

Si 7 est irréductible, W n’est pas nécessairement une représentation irréductible de G.
Considérons un groupe G non trivial et H = {eg} le sous-groupe trivial. La représentation
triviale de H, notée triv, est irréductible. On peut vérifier que W (triv) ~ K[G] ou K|[G]
désigne la représentation réguliere de G. Or cette derniere est irréductible si et seulement
si |G| =1 ce que l'on a exclu.

Exercice 287 [Représentations et sous-groupes distingués, Peyre, l'algebre discrete de la
transformée de Fourier, pages 231-232]

Soit G un groupe fini dont eq est 1’élément neutre. Soient pi, po, ..., p» un ensemble de

représentants des classes d’isomorphies de représentations irréductibles. Soient x1, X2, ..., Xr

les caracteres irréductibles associés. Posons

a)

Ky, = {9 € Glxilg) = xi(ea)}

Soit p: G — GL(V') une représentation de caractére xy sur un espace V' de dimension d.
Soit g un élément d’ordre k de G. Alors
(i) p(g) est diagonalisable ;

(ii) xv est somme de xy (1) = dim V = d racines kieme de I'unité;
(i) Ixv(9)l < xv(ec) =d;
(iv) Ky, = {z € G,|xv(z) = xv(ec)} est un sous-groupe distingué¢ de G. On 'appelle

noyau de la représentation.
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b) Soit N < G un sous-groupe distingué de G. Soit py une représentation de G/N sur un
espace vectoriel U.

Il existe une représentation canonique de G sur U telle que les sous-représentations de
U sous 'action de G/N soient exactement celles de U sous 'action de G.

¢) Soit V un espace vectoriel de dimension égale a 'ordre de G. Soit (b;);eq une base de V.
La représentation réguliere de G est la représentation
preg: G — GL(V)
g = preglg): V=V
bt — bgt
Soit p: G — GL(V) une représentation de G. La représentation est fidele si p est
injectif.
Montrer que la représentation réguliere est fidele.
d) Montrer que les sous-groupes distingués de G sont les
K.
i€l
onlcC{1,2,3, ...,7}

e) Montrer que G est simple si et seulement si

Vi£1,VgeG  xi(g) # xileg)

Eléments de réponse 287

a) (i) Puisque ¢* =1, on a p(g)* = id. Le polynéme minimal de p(g) divise donc X* — 1 qui

est scindé a racines simples.

(ii) Soient A1, A2, ..., Ag les valeurs propres de p(g) qui sont des racines kiémes de I'unité.
Onayxy(g)=A+X+...4+ A\

(it)) On a v (9)] < il + [l + .. + [Adl = d.

(iv) Si|xv(g)| = d, alors d’apres (iii) les nombres complexes \; sont positivement liés sur
R ; comme ils sont de module 1, ils sont tous égaux. Si xy (g) = d, alors nécessairement
w; = 1 donc p(g) = id. Ainsi K, = ker p est bien un sous-groupe distingué.

b) Désignons par 7: G — G/N la projection canonique. La représentation py définie par
VgeG  pulg) =pvon(g)
convient.

c¢) Direct.
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d) Soit N < G un sous-groupe distingué de G. Désignons par py la représentation réguliere
de G/N. Autrement dit U est un espace vectoriel de dimension égale a |G/N| = %

Soit N <G un sous-groupe distingué de G. Désignons par p;; la représentation réguliere
de G/N. Autrement dit U est un espace vectoriel de dimension égale a \G/N\ = % de
base (eg)geG/N et py(h)(eq) = eng- La représentation réguliere est fidele (c)) donc pyr est
injective. Le b) permet d’étendre cette représentation en une représentation py: G — U.
Notons x le caractére de la représentation py. On a ker py = ker(py o m) = N D’ou
N = K. Ecrivons la décomposition de la représentation py; en fonction des représentations
irréductibles

X =a1x1+azx2 + ...+ arxyr

D’apres la troisieme assertion de a) on a

VgeG  Ix(9)] <D ailxi(9)l <Y ailxilea)| = x(ea)-
=1 =1

On a donc I'égalité x(g) = x(eq), i.e. g € K, si et seulement si

r r
VgeG  Ix(9)l = ailxi(9)l = Y ailxi(ea)| = x(ec)
i=1 i=1
autrement dit si et seulement si
Vi aixi(g) = aixilec)-
Ceci est finalement équivalent a
Vi a; >0=gcK,,.
On obtient donc le résultat voulu avec I = {i|a; > 0}.

Réciproquement comme les K, sont distingués tout sous-groupe du type ﬂ K, l'est
iel
aussi.
e) Supposons qu'il existe un élément de G \ {ec} tel que x;(g) = xi(ec); alors K, C G est
un sous-groupe distingué non trivial et G n’est pas simple.
Réciproquement si G n’est pas simple, il existe g # eq dans un certain sous-groupe
distingué N < G non trivial. Le d) assure que N = ﬂ K, donc g appartient a K,, pour
i€l
ielC{2,3,...,r} Ceci signifie bien que x;(9) = xi(eq).

Exercice 288 Le but de cet exercice est de montrer que le centre du groupe GL,(C) est le
groupe des homothéties.
Une représentation p du groupe GL, (C) est donnée par son action naturelle sur C".

1. Montrer que la représentation p est irréductible.
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2. Montrer que tout élément du centre de GL,,(C) est un morphisme de la représentation p,
i.e. montrer que pour tout élément h du centre et pour tout élément M de GL,(C) on a

p(M)oh=Mh=hM = hop(M).

3. Conclure en utilisant le Lemme de SCHUR.

Eléments de réponse 288 Puisque p est 'action naturelle de GL,,(C) sur C", p est 'identité
de GL,(C) dans GL,(C).

1. Si un sous-espace vectoriel V' de C™ est stable par tous les éléments de GL,(C), alors
V ={0} ou V =C", i.e. p est irréductible.

2. Soit h un élément du centre de GL,,(C). Pour tout M dans GL,(C) on a
p(M)oh=Mh=hM =hop(M)
ainsi h est bien un morphisme de la représentation p.

3. Comme p est irréductible, le Lemme de SCHUR assure que h = Aid avec A € C*, i.e. h est
une homothétie.

Exercice 289 Soit G un groupe abélien.

1. Si p: G — GL(V) est une représentation de G, montrer que tout élément G de G définit
un G-morphisme V' — V.

2. En déduire que toute représentation irréductible de G est de dimension 1.

3. Donner toutes les représentations irréductibles de Z/nZ'

Eléments de réponse 289
1. Pour tous G, h et x dans G on a
g-(h-x)=(gh)-x=(hg)-x="h-(g-)
c’est-a-dire 'application p(g): = + g - x est un G-morphisme pour tout g € G.

2. On suppose que V' est une représentation irréductible de G. Si g € G, alors, d’apres 1. et
le Lemme de SCHUR, p(g) = Aid. De plus comme p(g) € GL(V'), A est non nul. Par consé-
quent tout sous-espace vectoriel de V est stable par G donc est une sous-représentation
de G. Puisque V est irréductible, dimV = 1.

3. D’apres 1. une représentation irréductible de Z/nZ est un morphisme de groupes
p:Ls ., — GL(1,C) = C*

Tout élément k de Z/nZ est d’ordre divisant n; par suite p(k) est aussi d’ordre divisant
n, i.e. p(k)"™ = 1. Réciproquement pour tout racine niéme de 'unité w P’application

Z/nZ — C*, ks oF
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est une représentation de Z/nZ' On les obtient donc toutes ainsi.

Notons aussi que 'espace des représentations irréductibles de Z/nZ peut étre muni

d’une structure de groupe qui le rend isomorphe a Z/nZ'

Exercice 290 Soit G un groupe fini. Soit H un sous-groupe abélien de G.
Montrer que toute représentation irréductible de G est de dimension au plus [G : H].
Indication : si 'V est une représentation irréductible de G, c’est aussi une représentation

de H. On pourra considérer la représentation de G engendrée par une sous-représentation de
H.

Eléments de réponse 290

Soit V' une représentation irréductible de G. C’est aussi par restriction une représentation
irréductible de H. Puisque H est abélien, V' vu comme représentation de H se décompose en
somme directe de représentations de H de degré 1. Soit v un vecteur directeur d’une de ces
représentations et soit V' le sous-espace vectoriel de V' engendré par les vecteurs de la forme
g - v ou g parcourt G. Il est clair que V' # {0} est une sous-représentation de V' du groupe
G; ainsi V! = V. Or si ¢ = gh avec h dans H, alors par définition de v, ¢’ - v et g - v sont
colinéaires. Par conséquent V' est engendré par [G : H] vecteurs, et est donc de dimension au
plus [G : H].

Exercice 291 Montrer que tout groupe non abélien admet une représentation irréductible de
dimension > 1.

Eléments de réponse 291

Soit G un groupe dont toutes les représentations irréductibles sont de degré 1. La somme
des carrés des dimensions des représentations irréductibles de G est égale au cardinal de G;
par suite les classes de conjugaisons de G sont toutes réduites a un élément. Autrement dit G
est abélien.

Exercice 292 Montrer que si V' est une représentation d’un groupe fini vérifiant (xv, xv) = 2,
alors V' est somme de deux représentations irréductibles.

Eléments de réponse 292
SiV =@V", alors (xv, xv) = 2 si et seulement si deux a; distincts sont non nuls et égaux
al.

Exercice 293 Soit S3 le groupe des permutations de {1, 2, 3}.
Notons e, s et t les trois classes de conjugaison de S3 ol e est la classe de conjugaison de
I'identité, s celle des transpositions et ¢ celle des 3-cycles.

1. Montrer (sans les construire) que Sz a deux représentations irréductibles de dimension 1
et une de dimension 2.
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2. Notons x7 le caractére de la représentation triviale, xs celui de la signature sgn qui est
I’autre représentation de dimension 1 et 6 celui de la représentation W de dimension 2.
De quelle représentation ¢ = x1 + x2 + 20 est-il le caractere ? Compléter la table

els|t

X1
X2

X1+ x2 + 20
0

3. Faisons agir S3 sur lui-méme par conjugaison intérieure (g -z = gxg~'). Notons V la
représentation de permutation associée et x son caractere. Calculer y. En déduire les
multiplicités de la représentation triviale, de la représentation sgn et de la représentation
W dans la décomposition de V.

Eléments de réponse 293

Exercice 294 On se propose d’établir la table des caracteres du groupe Sy des permutations
de {1, 2, 3, 4}.

1. Soit V' la représentation de permutation associée a l’action de Sy sur {1, 2, 3, 4}.
a) Calculer xv et (xv, xv). En déduire que V est la somme directe V7 & V5 de deux
représentations irréductibles Vi, V5 non isomorphes.
b) Déterminer les sous-espaces V; et Vo de V' et montrer, en revenant a la définition, que
ce sont des représentations irréductibles de Sy.
c) Calculer les caracteres de V; et Va. Quelles lignes de la table cela permet-il de remplir ?

2. Quelle est la seconde représentation de dimension 1?7 Comment peut-on obtenir la seconde
de dimension 3 (pourquoi est-elle irréductible et différente de celle déja construite ?)?
3. Comment peut-on compléter la table des caracteres de Sy 7

Eléments de réponse 294

Exercice 295 Soit k un corps. Soit G C GL(2,k) le sous-groupe des ( g ll) ) avec a € k* et

(g Ii).x:afc+b.
It

b € k. Faisons agir G sur k par

1. Calculer
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En déduire que les classes de conjugaison de G sont

ST v
Da=C1={<g ’1’>|bek}

et les

pour a € k* ~ {1}.

. Supposons désormais que k est fini, de cardinal ¢ et donc que |G| = ¢(q¢ — 1) et G compte

q classes de conjugaison. Désignons par V' la représentation de permutation de G associée
a l'action de G sur k et W I’hyperplan de V' défini par
W={> Aew, YA =0}
zek zek
Montrer que W est une sous-représentation de V.

3. Calculer xyw ; en déduire que W est irréductible.

4. Quelles sont les dimensions des autres représentations irréductibles de G ?

5. Comment peut-on construire un caractére linéaire de G a partir d’'un caractére linéaire

6.

de k*?

En déduire que si k = F5 = Z/5Z, alors la table des caracteres de G est la suivante

Ci| N | Dy | Dy | D3
Xeev | 1| 1] 1 [ 1|1
n | 1|1 [=1]1]-1
n”? | 1] 1] 1|-1|-1
11 | —1[-1]1
xw | 2 |1—=2] 0] 0

Supposons que g = 4. Etablir la table des caracéres de G. Cette table vous rappelle-t-elle
quelque chose ? Pouvez-vous expliquer cette coincidence ?

Eléments de réponse 295

Exercice 296 Soit G un groupe non commutatif d’ordre 6.

1.
2.

Quels sont les ordres des éléments de G 7

Montrer que G a deux caractéres irréductibles de degré 1 (notés 1 et n) et un de degré 2
(noté x).

3. Montrer que G a trois classes de conjugaison. Quelles sont-elles ?

4. Montrer que 1(g) = 1si g est d’ordre 2 et que n(g) = —1 si g est d’ordre 2 (on s’intéressera

a 1(g?)). En déduire le cardinal de chaque classe de conjugaison.
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5. Dresser la table des caractéres de G.

Eléments de réponse 296

Exercice 297 Faisons agir S, sur C" par permutation des éléments de la base canonique.
n

Montrer que 'hyperplan Z x; = 0 est stable par S, et que la représentation ainsi obtenue est
i=1
irréductible (considérer v — o - v ol o est une transposition).
En déduire une décomposition de C™ en somme de représentations irréductibles de S,,.

Eléments de réponse 297
Exercice 298 Soit G un sous-groupe fini de GL(n,C). Montrer que Z tr M est un entier.
MeG

Comment cet entier s’interprete-t-il ?

Eléments de réponse 298
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