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Fiche thématique :
Polynémes irréductibles, corps de rupture

1. QUELQUES RAPPELS

1.1. Généralités sur les polynémes irréductibles (voir [Per82, Dem97] pour plus de détails).
Notations : A désigne un anneau factoriel et K désigne son corps de fractions.

Définition 1. Un polynéme P € A[X] est dit irréductible si
o P& A"
o P=QR=Qc A" ou Re A*.

Définitions 2. Un contenu d’un polyndéme non nul de A[X] est un pged de ses coefficients.
Un polynoéme P est primitif si 1 est un contenu de P.

Lemme 3 (Lemme de Gauss, [FGNO07], §5.16, pages 188-189). — Soient P et ) dans A[X] ~ {0}.
Soient ¢ un contenu de P et ¢’ un contenu de Q. Alors cc’ est un contenu de PQ.

Proposition 4. — Les polynémes P de A[X] irréductibles dans A[X] sont
o les constantes p € A, irréductibles dans A,
o les polynémes P, de degré > 1, primitifs et irréductibles dans K[X].

1.2. Corps de rupture et le corps de décomposition d’un polynéme ([Per82]). Nous allons
résoudre les deux problemes suivants :
o étant donné P € K[X] irréductible de degré d > 1, construire une extension dans laquelle P
admet une racine a;
o étant donné P € K[X] construire une extension dans laquelle P soit décomposé en produit de
facteurs de degré 1.
Un énoncé fondamental est le suivant :

Lemme 5. — Si P € K[X] est irréductible, alors la K-algébre K [X]/( P) est un corps.

Définition 6. Soient K un corps et soit P € K[X] un polynome irréductible. Une extension L de K
est appelée corps de rupture de P sur K si L est une extension monogene L = K (a) avec P(a) = 0.
Théoréme 7 ([Per82], Chapitre III, Théoreme 1.27, page 70). — Soit P € K[X]| un polynéme irré-
ductible. Il existe un corps de rupture de P sur K, unique a isomorphisme (non unique) pres.
Exemple 8. C peut étre défini comme un corps de rupture de X2 + 1 € R[X].

Définition 9. Soit P € K[X] un polynéme de degré n. On appelle corps de décomposition de P sur
K une extension L de K telle que

o P est produit de facteurs de degré 1 dans L[X],

¢ le corps L est minimal pour cette propriété, i.e. les racines de P engendrent L.

Théoréme 10 ([Per82], Chapitre III, Théoréme 1.30, page 71). — Pour tout P € K[X] il existe un
corps de décomposition de P sur K unique & isomorphisme (non unique) prés.



Définition 11. Une extension K de K est appelée une cléture algébrique si elle vérifie que
o K est algébriquement clos,
o et K est algébrique sur K.

Exemple 12. C est une cloture algébrique de R : c’est le théoréme de d’Alembert-Gauss.

Théoréme 13 (Théoréme de Steinitz, [Goz97], Théoréme V.34). — Tout corps (commutatif) K admet
une cléture algébrique.

1.3. En appliquant ces résultats a la théorie des corps finis nous obtenons ce qui suit.

Théoréme 14 ([Per82], Chapitre III, Théoréme 2.5, page 73). — Soient p un nombre premier et n > 1

un entier. Posons ¢ = p™.

o 1l existe un corps k a q éléments; il est le corps de décomposition du polynéme X? — X sur F,,.
o Sik et k' sont deux corps a q éléments, alors ils sont isomorphes.

Théoréme 15 ([Goz97], Théoreme VII.12.). — Considérons I'extension L = F,» de K = F),. II existe
a € L tel que L = KJa].

En prenant le polynéme minimal de o sur K on en déduit la :
Proposition 16 ([Goz97], Théoréme VII.24.). — Pour tout corps K a ¢ = p™ éléments il existe un
polynéme irréductible P € F,[X] de degré n tel que K ~ Fp [X]/(P).
Remarque 17. Il n’existe pour I'instant pas d’algorithme permettant de trouver ce polynome.

Donnons encore d’autres résultats sur les polynémes irréductibles des corps finis.

Théoréme 18 ([Goz97], Théoréme VII.27.). — Soient p un nombre premier et n un entier naturel non
nul. Pour j € N* désignons par K(p, j) '’ensemble des polynémes irréductibles de degré j sur F,,. Alors

x"-x=1] J] @w.
din QEK(p.j)

Corollaire 19 ([Goz97], Définition VII.28.). — Soient p un nombre premier et n un entier naturel
non nul. Pour j € N* désignons par Z(p, j) le cardinal de K(p, j). Alors

Pt = dI(p,d).
d|n

L’algorithme de Berlekamp permet grace a des techniques d’algebre linéaire et des calculs de pged
de décomposer les polynémes P € F,[X] en facteurs irréductibles. Soit p un nombre premier. Soit
P € F,[X] un polynéme unitaire. Considérons tout d’abord le cas des polyndmes sans facteurs carrés,
i.e. de la forme P = PP, ... P, ou les P; sont irréductibles, unitaires et deux & deux distincts. Posons

n = deg P. Considérons K; = Fp[X ]/( p;) pour 1 <7 < r;les P; étant irréductibles ce sont des corps.
2
La projection canonique

F,[X] — ]FP[X]/<P1) X ... X FP[X]/(PT)

passe au quotient et fournit un isomorphisme entre A = Fp[X ]/( P) ot Fp [X]/( Py) x ... xFp [X]/( P)

(c’est le théoréme chinois). Ainsi I’équation

(L1) Q= QP



a exactement p” solutions, chacune correspondant & un unique r-uplet (a1, @e,...,a,) € (Fp)" tel que
Q = o;[P]; en effet c’est le théoréme chinois ajouté au fait que A? = A [P;] implique que A est une
constante de F,. Remarquons ensuite qu’on a le

Lemme 20. — La décomposition P = H pged(P, Q — «) est valable pour tout polynéme @ non
aclF,
constant vérifiant (1.1).

Démonstration. Pour tout i il existe un et un seul a; € F,, tel que @ = «; [P;]. Ainsi P; divise Q — « si
et seulement si a = «;.
Nous avons alors
pged(P,Q—a)= [ P
i|a=a;
(avec la convention H =1). (]
]

11 suffit donc de résoudre
(1.2) Q' =Q[P]
puisque nous disposons d’un algorithme performant (I’algorithme d’Euclide) pour calculer des pged. I
est plus facile de résoudre (1.2) que de chercher & la main la décomposition en facteurs premiers de P car

S:A— A, Q+— QP est linéaire. Il s’agit donc de déterminer le noyau de S — I ce qui se fait en utilisant
les techniques usuelles d’algebre linéaire (écrire la matrice de S dans la base {1, X, X2, ..., X""1} de
FP[X]/(P)). Remarquons enfin que r = dimker(S —I) =n —rg(S — I) car QP = Q [P] a p" solutions.
Nous avons alors I'algorithme suivant :
¢ Premier pas : calculer D = pged(P, P’). Si D # 1, alors on arréte (on a un facteur non trivial de
P);
¢ Deuxiéme pas : résoudre QP = @ [P] en déterminant le noyau de S — I;
o Troisieme pas : si r = 1, alors on arréte (P est irréductible). Sir > 2, alors il existe () non constant
modulo P solution de QP = @ [P]. Le Lemme 20 assure que P = H pged(P, @ — ) avec une
a€l,
décomposition non triviale.
En itérant cet algorithme un nombre de fois suffisant on obtient la décomposition cherchée.

Exemple 21. Cet algorithme permet de trouver la décomposition en facteurs unitaires irréductibles de
X6+ X%+ X'+ X% +1 eFo[X].

1.4. Moyens effectifs pour s’assurer de I’irréductibilité de polynémes.

Théoréme 22 (Critére d’Eisenstein, [Per82], Chapitre III, Théoréme 3.2, Page 76). — Soient P(X) =
anX™ 4+ ...+ ap € A[X]| un polynéme et p € A un élément irréductible. Supposons que

o p ne divise pas an,

o p divise a; pour 0 <i<n—1,

o p? ne divise pas ag.
Alors P est irréductible dans K[X].

Exemple 23. Si p est un nombre premier, alors le polynéme XP~1 4+ XP~2 4+ . 4+ X +1 est irréductible
sur Z (poser X =Y + 1 et appliquer le critére d’Eisenstein avec p).

Exemple 24. Soit a € Z; écrivons-le sous la forme p{'p3? ... pSr. Supposons que 'un des «; vaut 1;

alors X™ — a est irréductible sur Z.



Exemple 25. Soit A € K, A ¢ {0, 1}. Le polynéme Y? — X (X — 1)(X — \) est irréductible.

Théoréme 26 (Critére de réduction, [Per82], Chapitre III, Théoréme 3.5, Page 77). — Soit I un
idéal premier de A. Alors B = A/ 7 est un anneau intégre; soit L son corps de fractions. Soit P(X) =

an X" + ...+ ap € A[X]; notons P sa réduction modulo I.
Supposons que @,, soit non nul dans B. Si P est irréductible sur B ou L, alors P est irréductible
sur K.

Exemple 27. Le polynome X2?+Y2+1 est irréductible dans R[X, Y] (passer au quotient par I'idéal (Y)).

Exemple 28. Le cas le plus fréquent d’utilisation de 1’énoncé précédent est le cas A = Z, I = (p) avec
p premier, B = [, est alors un corps. Ainsi le polynome X3 + 462X? + 2433X — 67691 est irréductible
sur Z : on le réduit modulo 2, il reste X3 + X + 1 qui est irréductible sur Fy (sinon il aurait une racine
dans Fy).

Exemple 29. Soit p un nombre premier, alors X? — X — 1 est irréductible sur Z (voir [Per82]).

Théoréme 30 ([Per82], Chapitre III, Théoreme 3.9, Page 77). — Soit P € K[X] un polynéme de
degré n > 0. Les deux assertions suivantes sont équivalentes :

o P est irréductible sur K ;

o P n’a pas de racine dans les extensions L de K qui vérifient [L : K] < 5.

Exemple 31. Le polynéme X% + X + 1 est irréductible sur Fy. Il suffit de vérifier qu’il n’a pas de
racines dans Fy, ni dans Fy. Pour Fy c’est clair. Pour Fy notons que Fy = Fy[j] avec j2 +j+1=0. Si x
appartient & Fy N\ Fy, nousavons t =jouz =j+1=—j?donca® =leta* +a2+1=22+1=1#0.

1.5. Théorie de Galois. La théorie de Galois a tout-a-fait sa place ici puisque la définition de ses
concepts (extension normale, ...) utilise la notion de polynoéme irréductible.

EXERCICES

Exercice 1 Soit K un corps fini de cardinal q. Soit d > 0 un entier.

a) Montrer qu’il existe une extension de corps L de K de degré d, unique & isomorphisme preés.
Quel est le cardinal de L7

b) Rappelons que le groupe multiplicatif L* est cyclique. Soit o un générateur de ce groupe. Montrer
que L = KJa].

¢) En déduire qu’il existe un polynoéme irréductible P dans K[X] avec deg P = d (notons que
trouver explicitement un tel P est un probléme algorithmique difficile).

Exercice 2 Soit K un corps fini de cardinal ¢. Soit P € K[X] un polynéme irréductible de degré d.
Soit L = KJa] un corps de rupture de P.

a) Montrer que application F': z — x? est un automorphisme du corps L qui induit I'identité sur
K. Notons F™ = F o Fo...oF le m-ieme itéré de F.

b) Montrer que d est le plus petit entier m > 0 tel que F™(a) = « (raisonner par I'absurde en
montrant que si on avait m < d, alors « appartiendrait & une extension de corps de K strictement
incluse dans L).

¢) En déduire que L est aussi un corps de décomposition de P.



ot

d) Posons K = Fy et L = Fyg, corps respectivement & 4 et 16 éléments. Montrer que L est une
extension de degré 2 de F' qui peut s’écrire L = K[a] oll @ est un élément d’ordre 5 de L* (ici
a n’est donc pas un générateur de L*).

Exercice 3 Soit K un corps.
a) Montrer que si K est fini de caractéristique p, alors 'application
K— K, x +— P
est bijective.

b) Supposons maintenant que K soit de caractéristique zéro. Montrer que si P € K[X] est irré-
ductible dans K[X] et si L est une extension de corps de K, alors toute racine de P dans L est
simple.

c¢) Montrer que b) reste vrai si K est un corps fini ! mais que b) est faux si K = Z/pZ(T).
d) Un corps K de caractéristique p > 0 est dit parfait si le morphisme
K — K, T P

est bijectif. Montrer que b) reste vrai plus généralement si K est un corps parfait et que b) est
faux si K est un corps imparfait.

Exercice 4 Soit K un corps. Soit 0: K — K un automorphisme de K. Soit L un K-espace vectoriel.

a) Montrer que (L, +) muni de la loi externe (o, x) — o(«a) -  est aussi un K-espace vectoriel que
l’on notera L'.

b) Montrer que si L est de dimension finie d, alors L’ est aussi de dimension d.

¢) En déduire que si k est un corps parfait de caractéristique p > 0, alors toute extension finie de
K est un corps parfait.

d) Le résultat de c) reste-t-il vrai pour une extension algébrique (pas nécessairement finie) ?

Exercice 5 Notons Q I’ensemble des nombres complexes qui sont algébriques sur Q. C’est un sous-corps
de C.

a) Montrer que Q est dénombrable.

b) Montrer que Q est algébriquement clos. On observera que si P = X" +a,, 1 X" ' +...+ag est
un polyndéme unitaire a coefficients dans Q, alors tous les coefficients a; vérifient que le corps
Q(a;) est un Q-ev de dimension finie.

c¢) Montrer que Q est le plus petit corps algébriquement clos (inclus dans C) qui contient Q. Etendre
cette construction a un sous-corps K quelconque d’un corps algébriquement clos L.

d) Q est-il un Q-ev de dimension finie ?

Exercice 6 Soit A = Z[iv2] = {a +ibv/2|a, b € Z}. On définit pour z = a +ibv/2 € A
N(z) = a® + 2b%.

a) Montrer que A est euclidien donc factoriel.

1. Indication : utiliser a).



b) Soient (z,y) € Z? vérifiant 'équation y? + 2 = 23. Montrer que z est impair puis montrer que
y +iv/2 et y — iv/2 sont premiers entre eux dans A. En déduire qu'il existe (a,b) € Z? tels que
r = a4 207 et y +iv2 = (a + ibv/2)3. Enfin décrire les solutions de I’équation précédente.

¢) Etudier S = {n €Z|3(w,y) €2 n=2a*+ 2y2}. Indication : on utilisera que —2 est un carré
dans Z/pZ si et seulement si p =1, 3 mod 8.

d) Etudier de méme 1’ensemble {neZ|3(z,y) € 2% n=2a>—-2y}.

Exercice 7 Trouver un élément primitif de Q[v/3, v/7].

Exercice 8 Montrer que si K est un corps de caractéristique p non nulle, le corps M = K(X,Y) des
fractions rationnelles en deux indéterminées & coefficients dans K est une extension de degré p? de son
sous-corps L = K(XP,YP).

Montrer que si o est un élément de M qui n’est pas dans L, son polynéme minimal sur L est de
degré p.

En déduire que le mot séparable dans I’énoncé du théoréme de 1’élément primitif? n’est pas inutile.

Exercice 9 Soit v un endomorphisme de V ~ K™ dont on note x, et m, respectivement les polynémes
caractéristique et minimal.
(1) Montrer que Y, est irréductible si et seulement si V' n’a pas de sous-espace stable par u;

(2) Montrer que u est cyclique avec m, une puissance d’un polynome irréductible si et seulement si
V est indécomposable sous u;

(3) Proposer un algorithme pour tester si u est semi-simple.

Exercice 10 D’apres le Lemme de Gauss factoriser sur Q est essentiellement équivalent & factoriser

n
sur Z. Considérons dans la suite P(X) = Z pi X" € Z[X] que nous essayons de factoriser sur Z.
i=0

1/2 m ) n )
(1) Pour P € C[X] on note |P| = (Z |pi|2> . Soient A = Zain et B = ZbiX’ des poly-
i i=0 i=0
némes a coefficients entiers tels que B divise A.
(i) Soit a € C. Soient

G(X)=(X —a)AX) et H(X) = (aX - 1)A(X).
Montrer que |G|? = |H|?.
(if) Soient

A(X) = Gm H(X 70‘]') et C(X) = am H (X *aj) H (an — 1)

Montrer que
]2 = [CP2 > am | (M(4)* + m(4)?)

MA) = ] loyl et m(A) =[] loy

Jaj[>1 |Ozj|<1

2. Théoréme. Toute extension finie séparable est simple, c’est-a-dire engendrée par un seul élément, appelé élément
primitif.



(iii) Montrer que si 1 < 21 < @, sont des réels dont le produit est égal & M alors les fonctions
symétriques oy, = Y T4, .. . T;, vérifient

< m—1 n m—1

Tmk S\ k-1 k

n—1 n—1
|bj|\( . )|A|+<j_1)|am|

(2) Considérons A(X) = X%—6X*—2X3—7X2?+6X +1. Supposons que A ne soit pas irréductible
de sorte qu'il possede un facteur irréductible de degré < 3 avec |b;| < 23 d’apres (1).

(iv) En déduire que

On choisit alors p > 2.23 tel que A modulo p soit sans facteur carré, par exemple p = 47.
(i) Montrer que A modulo 47 se factorise comme suit

A(X) = (X —22)(X — 13)(X — 12)(X +12)(X? — 12X —4)

(ii) En déduire que A n’a pas de facteurs irréductibles de degré 1 ou 2.
(iii) En déduire qu'un facteur irréductible de degré 3 de A est soit X3 + 23X2 — X + 1 soit
X3 -7X -1
(iv) Factoriser A sur Z.
(3) En général la borne donnée par (1) est trés grande ; plutét que de raisonner avec un p grand on
raisonne modulo p® pour e assez grand en relevant de proche en proche les solutions : c’est le
Lemme de Hensel suivant :

Soit p premier et soient C, A, B, U et V' des polynémes a coefficients entiers tels que
C(X) = Ac(X)Be(X) mod p? U(X)Ao(X) + V(X)Be(X) =1 mod p.
On suppose e > 1, A, unitaire, deg U < deg B,, degV < deg B.. Alors il existe des polynémes
Acqq et By vérifiant les mémes conditions en remplagant e par e + 1 et tels que
Aer1(X) = Ac(X) mod p° Bey1(X) = B.(X) mod p°.
En outre ces polynémes sont uniques modulo p®*?.

(4) En déduire un algorithme de factorisation sur Z.

Exercice 11 Considérons le corps quadratique imaginaire K = Q(1v/—13). Notons ¢ son automorphisme
non trivial.

(1) Démontrer les assertions suivantes :
(a) L’anneau des entiers de K est O = Z ® Z[/—13] et son discriminant vaut —52.
(b) 20 = p? ot p = o(p) est un idéal premier de O qui n’est pas principal.

(c) 130 = ¢* ot q = o(q) est I'idéal premier engendré par /—13.

(d) 30 est un idéal premier de O.

(e) Les seules unités de O sont 1 et —1.

(2) Montrer que toute classe d’idéaux de K admet parmi ses représentants un idéal entier de norme
inférieure a 5. Déduire de ce qui précede que le nombre de classes de K vaut 2.

(3) Montrer que pour tout entier rationnel y I'idéal d de O engendré par y + /—13 et y — /=13
admet au plus p et q comme diviseurs premiers — autrement dit p et q sont les seuls idéaux
premiers pouvant contenir 0.



(4) Soient o, 8 des entiers naturels tels que (y + v/—13)O = cp?q® o‘u ¢ est un idéal de O qui n’est
divisible ni par p, ni par q. Montrer que ¢ et o(c¢) n’ont pas de diviseur premier commun.

Désignons désormais par (x,%y) € Z? une solution en entiers rationnels de I’équation
Y?=X?%-13.

(5) Déduire de la relation (z)* = (y + v/—13)(y — v/—13) lexistence d’un idéal ¢ de O et de deux
entiers naturels a et b tels que

(y +vV=13)0 = (ep’q")>.
(6) Montrer que cp®q® est un idéal principal.
(7) En déduire qu'il existe des entiers rationnels u, v tels que
y = u® — 39uv? 1 = v(3u? — 130?).

(8) Dans le taxi qui 'ameéne a la mairie-préfecture ou il doit épouser Alice Bernard s’apercoit qu’en
soustrayant le carré du dernier nombre de la plaque minéralogique de la voiture au cube de ’dge
de sa fiancée il pourrait se croire & Marseille. Alice est-elle en dge de se marier 7 Si oui dans
quelle ville sera célébré I'heureux événement ?

Exercice 12
1) Le critére d’irréductibilité d’Eisenstein. Si ¢ est un nombre premier et si z € Q \ {0}, on note
ve(x) la valuation f-adique de z (i.e. x = j:(”’(“") oun € N et d e N* sont premiers a ¢)
Soit
AX) =an X" +an 1 X" 1+ 4+ a1 X +ap € QX].
Supposons qu’il existe p premier tel que vp(an) = 0, vp(ag) = 1 et pour i < n, vp(a;) > 1.
Supposons que A( )= B(X)C(X) avec B, C' € Q[X]. Désignons par P l'ensemble des premiers

dans N. Si T'(X Zt X" € Q[X] ~ {0}, notons Cont(T) = H [mfve () yn contenu de T
LepP
a) Posons A’ = Coré(A)

Montrer que A’ appartient a Z[X] et que vp(al,) =0, vy(ag) =1 et pour i < n, v,(a;) > 1.
b) Montrer qu’il existe un unique morphisme d’anneaux
w: Z[X] = Fp[X]
qui induit la réduction modulo p sur Z et tel que n(X) = X.

Montrer que deg( (T(X))) < deg(T(X)).

¢) Posons B’ = Cont(B) et ¢/ = Corg(c)

Montrer que m(A4’) = m(al)X"™ et en déduire que 7(B’) = w(b}) X, 7(C") = w(a))X* ou
deg B’ =t et deg C' = s.

d) En déduire que A est irréductible dans Q[X].
2) Lirréductibilité de @,(X), le pieme polynéme cyclotomique.
a) Montrer que ®,(X) appartient a Z[X].
b) Montrer que ®,(1) = p et que ®,(X + 1) = XP~! mod pZ[X].
c¢) En déduire que ®,(X) est irréductible dans Z[X].
3) L’irréductibilité de @,-(X) pour r > 1.



r—1

a) Montrer que @,-(X) = ¢,(X? ).
b) Montrer que ®,-(X +1) =" @1 mod pZ[X].
c) En déduire que ®,-(X) est irréductible dans Z[X].

Exercice 13 Comptons les polynémes irréductibles de F,[X] de degré n.
Soit L un corps fini & ¢ = p™ éléments.

(1) Soit P € F,[X] unitaire, irréductible de degré d. Supposons que P divise X9 — X. Montrons

que d divise n.
Soit P € F,[X] unitaire, irréductible de degré d|n. Montrons que P divise X7 — X.
Pour d|n notons I; le cardinal de 'ensemble des P € F,[X] unitaires, irréductibles de degré d

avec P|(X? — X). Montrons que p" = Z dly.
d|n

(4) En déduire que nl, < p".
(5) Montrer que nl, > p" — Z pe.

(6) En déduire que nl,, > 2+ (p —2)2

1<d<n—1

n_q
p—1 "

Exercice 14 Il n’existe pas d’anneau A dont le groupe des inversibles A* est d’ordre 5.
Supposons que A soit un anneau unitaire dont le groupe des inversibles A* est d’ordre 5.

(1) Montrer que 1 = —1 dans A. En déduire que A contient un sous-corps isomorphe & Fy (on le

notera encore Fy).
Soit B le sous-anneau de A engendré par A*. Montrer que A* = B*.

Soit ¢ un générateur de A*. Justifier l'existence d’un morphisme de Fy-algebre p: Fo[X] — A
tel que p(P(X)) = P(£).

(4) Montrer que B = Im p et que ker p = S(X)F2[X] avec S(X) unitaire divisant X° — 1.
(5) Montrer que X =1 est irréductible sur Fo. En déduire la liste des diviseurs de X®—1 dans Fy [X].

X—-1

(6) En remarquant que B ~ 7 [X]/S( X)F5[X] conclure a une contradiction.
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