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1. APERQU DES PROPRIETES
o Ordre du groupe S, : n!
¢ Formule de conjugaison. On écrit les cycles sous la forme (i1 ... ig). Atten-
tion, il y a k écritures différentes pour le méme cycle :
U(i1 SN Z'k)O'il = (U(il) ce O'(ik)).
o Décomposition en cycles a supports disjoints. Exposant, Générateurs.
On a existence et unicité & permutation pres de la décomposition en cycles.
On en déduit que lexposant du groupe est le ppcm de {1, 2, ..., n}. Il en
découle également que les cycles constituent un systéme de générateurs, puis,
les transpositions, grace a la formule (i1 2 ... ig) = (i1 42) ... (ig—1 ix). Les
transpositions de type (k k + 1) forment un systéme de générateurs (avec
relations de tresses). Pour finir, il faut noter le systéme de générateurs le plus
petit possible (mais dont les relations sont compliquées) donné par (1 2) et
(12 ... n).
¢ Classes de conjugaison-paramétrisation, cardinal.
Gréce a la décomposition (unique) en cycles, on peut paramétrer les classes
de conjugaison via les longueurs de cycles.
¢ Caractéres (morphismes) de S,, dans le groupe multiplicatif C*.

En utilisant le systéme de générateurs donné par les transpositions, on
montre qu’il y a au plus deux tels morphismes (dont un trivial). On peut
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ensuite exhiber le morphisme !

o(j) —oli) o(j) —o(i)
)= I === 11 ==
1<i<j<n (4,J)EP2,n
ol P, désigne I'ensemble des parties de {1, ..., n} a 2 éléments. Notons
que w est bien défini pour {4, j} € Psp, car il ne dépend pas de
I’ordre dans lequel on a choisi ¢ et 5. Du coup, on introduit le groupe alterné
A, = kersgn.
¢ Automorphismes de S,,.

En utilisant le cardinal des classes de conjugaison d’éléments d’ordre 2,
on obtient que tout automorphisme est intérieur (en montrant que toute
transposition s’envoie sur une transposition, voir [Per82]), sauf pour n = 6
ol l'on a une exception numérique entre transpositions et 3-transpositions :

6! 6!

4121 3128
Il n’est pas tres difficile de prouver la présence d’un automorphisme ex-
térieur de Sg : on fait par exemple agir S5 sur ses six 5-SYLOW. L’image
de 'action est un sous-groupe transitif H de Sg. On fait ensuite agir Sg sur
SGVH qui possede 6 éléments (comme dans la démonstration de H d’indice
n implique H ~ S,,_1), et on obtient, par cette action, un morphisme de Sg
dans lui-méme qui en fait est un automorphisme de Sg et qui envoie H, qui
est transitif, sur le stabilisateur de id, qui ne I'est pas.
Sous-groupes de S,
¢ Le centre.
Le centre de S,, est trivial pour n # 2. C’est juste une application de la

formule de conjugaison.

¢ Le groupe dérivé = le groupe alterné, qui est engendré par les 3-cycles :
D(S,,) = A,. L'inclusion directe est évidente. Pour l'inclusion inverse, on le
fait en deux temps : d’une part les 3-cycles engendrent A,, et d’autre part on
vérifie qu’ils sont bien dans D(S,,). C’est tres utile : on obtient souvent des
morphismes qui partent de S,, (par des actions de groupes), puis, que 'on
dérive.

¢ Le seul sous-groupe d’indice 2 de S,, est A,,.

¢ Simplicité du groupe alterné.

1. La signature est bien un morphisme de S,, dans C* puisque pour o, 7 dans S, nous avons

_ o(r(j)) —o(r(3))
sgn(cor) = . H i

{i,j}€P2,n

_ H o(r(j)) —o(r(4)) H () —7(8)
=S AN v S

_ o(k) —o(f) T(j) —7(9)

B H k—¢ H j—i
{k,Z}G'PQ‘n {’L’,j}G'PQ,n

= sgn(o)sgn(r).



On montre qu’un sous-groupe distingué contient un 3-cycle, puis, il les
contient tous. C’est historique dans la non résolution par radicaux d’une
équation de degré 5.

o Tout sous-groupe d’indice n de S,, est isomorphe & S,,—1 (mais pour n =6 il
peut ne pas étre le stabilisateur d’un élément). Bien connaitre la démonstra-
tion qui passe par l'action d’un groupe G sur ses classes G'/H‘

¢ Groupe dérivé du groupe alterné. C’est toujours lui-méme sauf pour n = 3
(groupe trivial) et n = 4 (le groupe de KLEIN).

Applications

o Actions du groupe symétrique.

Il faut remarquer que S,, a l'instar de GL(n,k), arrive avec une action
naturelle. Elle est n-transitive, ce qui constitue un record absolu, quand on
sait a quel point la triple-transitivité est rare dans la nature.

e Théoreme de CAYLEY.

e Polynomes symétriques. On a une action par automorphismes de S,, sur
I’algebre des polyndémes a n indéterminées. La sous-algebre des invariants
est algebre des polynémes symétriques. Parmi eux, il y a les polynémes
symétriques élémentaires et les polynémes de NEWTON. Les premiers sont
importants car ils engendrent la sous-algébre des invariants (en toute ca-
ractéristique, et méme sur Z!) De plus, les fonctions symétriques élé-
mentaires en les racines d’un polynoéme unitaire sont les coefficients du
polynome.

e Représentations du groupe symétrique : la triviale, la signature, la natu-
relle (matrices de permutation), la standard (liée & la double transitivité
de laction naturelle de S,,, ce qui constitue un joli développement). Il est
bon de savoir calculer la table de caracteres pour n < 5.

e La table des caractéres de S,, est a coefficients dans Z.

¢ Autres applications

e Le déterminant. Sans signature pas de déterminant. En fait, 'unicité
d’une forme n-linéaire alternée a constante pres sur un espace vectoriel de
dimension n est assez claire, mais I'existence, pas du tout. Cela provient
essentiellement de 'existence de la signature.

e Représentation du groupe du tétraedre ou du groupe de l'icosaedre.

o Exercices classiques :

e La formule de WILSON avec les p-SYLOW de S, p premier.

e Peut-on voir S,, comme produit semi-direct de A,, ?

2. ORDRE DU GROUPE

Lemme 2.1. — Soit n > 0 un entier. Soient X et Y deux ensembles de cardinal
n.

L’ensemble des bijections de X sur Y a pour cardinal n!.

En particulier (cas ou Y = X) le groupe Sx a pour ordre n!.

Démonstration par récurrence surn. Sin = 0, alors X =Y = (. Or si ¢ est une
application de I’ensemble vide dans lui-méme, 7 = id. Il y a donc une unique bijec-
tion de X sur Y (& savoir 'identité, et la propriété requise est démontrée puisque
0l=1.



Supposons n > 0 et la propriété vraie en rang < n. Comme n > 0 I’ensemble
X est non vide; on choisit x € X. Pour tout y dans Y, on note B, l’ensemble
des bijections de X vers Y qui envoient z sur y. Le cardinal de B est alors égal a
Z card(By). Soit y € Y. Se donner une bijection de X sur Y qui envoie  sur y
yey
revient & se donner une bijection de X ~\ {z} sur Y~ {y} : une fois qu’on a imposé
que l'image de z doit étre égale a y, il reste a déterminer les images des autres
éléments de X, nécessairement différentes de y. Comme X \ {z} et Y ~\ {y} sont
de cardinal n — 1, ’hypothese de récurrence assure qu’il y a (n — 1)! bijections de
X ~ Az} sur Y \ {y}; le cardinal de B, est par conséquent égal & (n —1)!. Il vient

card(B) = Z card(By) = Z(n —D=card(Y)(n—1)!=nx (n—1)!=n!

yey yey
O
3. CLASSES DE CONJUGAISON
Proposition 3.1. — Sioc = (a1 as ... a;) € S, est un k-cycle et 7 un élément
de S, nous avons
(1) Tooor ' = (r(a1) T(az) ... 7(ax)).

Tous les k-cycles sont conjugués dans S,,.
Les classes de conjugaison de S, sont en bijection avec les partitions de n :

ﬂ:k1+k2+...+k’r, TGN, 1<k <k <...<k,.

Le nombre de classes de conjugaison est donc égal au nombre de « partages » de
Dentier n, et si la décomposition d’une permutation contient ki 1-cycles (les points

fixes), ko 2-cycles, ..., k,, m-cycles, alors le nombre de ses conjugués vaut :
n!
1k1k‘1! 2k2]€2! . mkMkm' '
Démonstration. Si x ¢ {(a1), 7(a2), ..., (ar)}, alors 77 1(2) € {a1, as, ..., ar}

donc 7 oo o771 (x) = x. Si en revanche z = 7(a;), alors To o7 (2) = T o0 (a;) =
T(a;+1). D’ou Pégalité (1).
Ecrivons ¢ = 0109 ...0, comme produit de cycles a supports disjoints de lon-

gueurs kq, ko, ..., k. que nous pouvons ordonner de sorte que 1 < k; < ko <... <
k,. Alors

(2) Toocor t=(rooior No(roogor Ho...o(roo, o™

est encore un produit de cycles disjoints de mémes longueurs ki, ko, ..., k- que

ceux de o. Une classe de conjugaison détermine donc bien une partition de n =
k1 + ko + ... + k. Réciproquement compte tenu de (1) et (2) nous voyons que des
permutations correspondant a la méme partition sont conjuguées. (I

4. DECOMPOSITION D’UNE PERMUTATION EN PRODUIT DE CYCLES DISJOINTS

Le groupe S, opeére sur £ = {1, 2, ..., n} Soit o € §,, une permutation. Le
groupe cyclique (o) engendré par o opere aussi sur E. Soient Oy, Oa, ..., Ok les
orbites de E sous 'action de (o). Alors les permutations o; définies par

ai(z){x sixz &g O;

o(x) sizeO;



sont des cycles, d’ordre |O;|, deux & deux permutables. De plus o = 0103 ... 0.
Par exemple si F = {1, 2, .., 8} et
4 5 6 7 8
5 1 8 7 2

=
nous avons 0 = (134 5)(26 8 1345)(26 8); en général les cycles d’ordre

1 sont omis dans I’écriture de o

=~ W

2
6

VWH

(7) =

—~

5. LE CENTRE DE S,

Soit n > 3. Le centre de S,, est réduit a {id}.
Sin >3, sia, b appartiennent & {1, 2, ..., n} et si o appartient a S,, alors
(3) cgo(ab)oo™ = (o(a) (b))

Soit o un élément du centre de S,. En particulier o o (1 2) = (1 2) o 0, ie.
o(12)oo~! = (12). Par suite (3) entraine

)
(0(1) 0(2)) = (1 2).
)o

Ainsi nécessairement o(1) =1 ou (1) = 2. De méme oo (1 3) = (1 3) oo et donc

(0(1) o(3)) = (1 3).

Il en résulte que o(1) = 1. Ce qu’on a fait avec 1 peut étre fait avec n’importe quel
entier compris entre 2 et n. Il en résulte que o = id.
Réciproquement id commute avec toutes les permutations.

6. LES AUTOMORPHISMES DE S, n > 3

Puisque n > 3 le centre Z(S,,) de S, est réduit & {id}. Par suite S, agit fidélement
sur lui-méme par conjugaison. Autrement dit le groupe Int(S,,) des automorphismes
intérieurs de S,, est isomorphe a S,,.

L’énoncé suivant assure que sauf dans le cas exceptionnel n = 6 les automor-
phismes intérieurs sont les seuls automorphismes.

On donne ensuite un automorphisme non intérieur de Sg.

6.0.1. Automorphismes de Sy, n # 6.

Lemme 6.1. — Soit n > 3. Soient a, b dans {1, 2, ..., n} et 0 € S,,. Alors
go(ab)os = (a(a) a(b))
Lemme 6.2. — Soit n > 3. Le centre de S, est réduit a {id}.

Démonstration. Soit ¢ un élément du centre de S,. En particulier o o (1 2) =
(12)oo,ie 0co(12)oo~!=(12). Par suite (Lemme 6.1)
(0(1) 0(2)) = (1 2).

Alinsi nécessairement o(1) = 1 ou (1) = 2. De méme oo (1 3) = (1 3) oo et donc

(0(1) 0(3)) = (1 3).

Il en résulte que o(1) = 1. Ce qu'on a fait avec 1 peut étre fait avec n’importe quel
entier compris entre 2 et n. Il en résulte que o = id.
Réciproquement id commute avec toutes les permutations. O



Théoréme 6.3. — Soit n > 3. Supposons que n # 6 ; alors
Aut(S,,) = Int(S,) ~ S,

Lemme 6.4. — Soit ¢ un automorphisme de S, qui envoie transpositions sur
transpositions. Alors ¢ appartient a Int(S,,).

Démonstration. Les transpositions de la forme (1 ) ot 2 < i < n engendrent S,,.
Posons 7; = ¢(1 i). Remarquons que pour ¢ et j distincts 7; et 7; ne commutent
pas car (1 ¢) et (1 j) ne commutent pas. Il en résulte que les transpositions 7; et 7;
ont exactement un élément en commun dans leur support. On peut donc écrire 75
et 13 sous la forme

T2 = (o1 Q) 73 = (o1 a3)

avec ag # as. Montrons que pour tout k¥ > 4 on a 7, = (a1 a) pour un certain
ap € {1,2,...,n}. En effet si ; n’était pas dans le support de 75 on aurait
T = (a2 a3) et
T2 OTk:(Oél Q2 043) 73 OTk:(Oél e% 042)
seraient inverses I'un de ’autre. Mais
(12)1k)=(21k)
n’est pas l'inverse de
(13)(1k)=(31k)
contradiction.
Notons que «: k — «j est un élément de S,,.

L’automorphisme ¢ et la conjugaison par « coincident sur les générateurs (1 j)
de S, ; ils coincident donc sur S,, tout entier. O

Démonstration du Théoréme 6.3. Soit ¢ un automorphisme non intérieur de S,.
Montrons que n = 6.

D’apres le Lemme 6.4 il existe une transposition 7 telle que ¢(7) ne soit pas une
transposition. Puisque (¢(7))? = id, () est un produit de k > 2 transpositions &
supports disjoints. Désignons par C(7) le centralisateur de 7

C(T)z{fESn\fOT:TOf}.
On a
C(T) = Z/2Z X 871—2
e N~~~
engendré par T permutations de support disjoint de celui de 7

En particulier on a un morphisme surjectif
’(/J: C(T) — Sn,Q
de noyau Z/QZ.

Posons H = C(gp(7)) = {f € Su| fog(r) = ¢(1) o f}. Les groupes H et C(r)
sont isomorphes via ¢. Chacune des transpositions de la décomposition de ¢(7)

commute avec (1) donc H contient un sous-groupe N isomorphe & (Z/2Z> . De
plus N est le noyau du morphisme
H — Sk

h +—  permutation induite sur les k transpositions de la décomposition de (1)



donc N < H.
Ainsi comme C(7) ~ H, C(7) contient un sous-groupe N’ avec les deux propriétés

suivantes :
N < C(7)
7 k
k
Via v on obtient que S, _» contient un sous-groupe distingué isomorphe a (Z/2Z)

k—1
ou (Z/QZ) suivant que 7 € N’ ou 7 ¢ N'.
Or les sous-groupes distingués de S,, sont
o {id}, An, Spsin#4;

o {id}, K ~ Ly x Loy, Ay, Sa.
On en déduit les deux possibilités suivantes

k-1
o n=4car S ~ Z/QZ peut alors correspondre a (2/22) avec k = 2;

o n =6 car S contient K ~ Z/2Z X Z/QZ.

Supposons que n = 4. Le centralisateur d’une transposition dans S, est de car-
dinal 4 (c’est le groupe K) alors que le centralisateur d’une double transposition est
de cardinal 8 (en effet il divise strictement 24, est multiple strict de 4 car contient
K mais aussi au moins un 4-cycle) : contradiction.

Ainsi n = 6. O

6.0.2. Automorphismes extérieurs de Sg, version 1. Etudions désormais les auto-
morphismes extérieurs de Sg.
Rappelons ’énoncé suivant :

Théoréme 6.5. — Soit n > 5. Les sous-groupes distingués de S,, sont {id}, A,
et S,.

Lemme 6.6. — L’ensemble Syl;(Ss) des 5-sous-groupes de SYLOW de S5 est de
cardinal 6.

Lemme 6.7. — Numérotons arbitrairement de 1 a 6 les éléments de Syl;(Ss).

Faisons opérer Ss sur Syls;(Ss) ~ {1, 2, 3, 4, 5, 6} par conjugaison. La morphisme
S5 — Sg associé est injectif. Notons G son image.

Lemme 6.8. — Numérotons arbitrairement de 1 a 6 les éléments de SEVG. Faisons
opérer Sg sur SG/G ~ {1, 2, 3, 4, 5, 6} par translations.

Le morphisme ¢: S¢ — Sg associé est un automorphisme.
Lemme 6.9. — Le groupe G n’a pas de points fixes sur {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

Le groupe ¢(G) admet un point fixe.
L’automorphisme ¢ n’est pas intérieur.

Démonstration du Lemme 6.6. On a |S5| = 5! = 120 = 2% .3 . 5. L’ordre d’un
élément de Syl;(S5) est donc 5. Or 5 est premier donc tout élément de Syl;(Ss) est
isomorphe a Z/5Z. Posons ng = #Syl5(Ss). Les théorémes de SYLOW assurent que

ns =1 mod 5
ng divise 23 -3 = 24



Par conséquent ns appartient a {1, 6}.

Supposons que n5 = 1. Alors S5 a un unique 5-SYLOW qui est distingué : contra-
diction avec le fait que les sous-groupes distingués de S5 sont {id}, As et Ss. Par
suite ns = 6. O

Démonstration du Lemme 6.7. Soit K le noyau du morphisme de S5 vers Sg. 1l est
contenu dans le stabilisateur de chacun des éléments de Syl;(S5). L’action de G sur
Syls(Ss) est transitive (théoréme de SYLOW). Il en résulte que le stabilisateur de
chaque élément de Syl;(Ss) a pour cardinal 122 = 20. Donc |K| divise 20. Puisque
K est distingué dans S5, que |K| divise 20 et que les sous-groupes distingués de S
sont {id}, As et S5, on obtient que K = {id}. O

Démonstration du Lemme 6.8. Soit K’ le noyau du morphisme naturel de Sg dans
SSfVc;' Il est contenu dans le stabilisateur des éléments de SEVG et en particulier
dans celui de la classe triviale G qui n’est autre que G. Ainsi |K'| divise |G| = 120.
On a donc

K « Ss

|K’| divise 120

les sous-groupes distingués de Sg sont {id, Ag, Ss}
d’ot K’ = {id}. Autrement dit le morphisme ¢ est injectif. Pour des raisons de
cardinalité ¢ est bijectif. O

Démonstration du Lemme 6.9. Si G avait un point fixe sur {1, 2, 3,4, 5,6} ~ S

cela signifierait qu’il existe un 5-sous-groupe de SYLOW invariant par conjugaison,

i.e. distingué, ce qui est absurde. Par contre ¢(G) a un point fixe, celui qui corres-

pond a la classe triviale G, invariante sous I'action de G par translation.
Supposons que ¢ soit intérieur donc de la forme

O"—)O’OOUOJal

pour un certain og. Soit p un point fixe de ¢(G). On aurait alors pour tout g € G

g9(og'p) = 0y (o0lglog ' (p))))
= o5 ((0ogooy')(p)
a5 (¢(9)(p))
= o5 (p)

car p est fixe sous ¢(G). On aboutit alors & une contradiction. O

6.0.3. Automorphismes extérieurs de Sg, version 2. Rappel : soit G un groupe. Si
H est un sous-groupe de G d’incide 7, nous obtenons un morphisme de G dans S,
en faisant agir G sur les classes a gauche modulo H. Plus précisément si g1 H, ...,
g-H désignent les r classes a gauche, nous associons une permutation o € S, & un
élément g € G en posant

(99:)H = go(»H
Notons que i — o(i) est une bijection : 'inverse est donné par I’action de g—!.
Lemme 6.10. — Soit n > 5. Si H est un sous-groupe de S,, d’indice n qui agit
transitivement sur {1, 2, ..., n}, alors le morphisme v: S,, — S,, associé a 'action
de S, sur les classes de S,, modulo H est un automorphisme non intérieur.



Démonstration. Considérons ’action

Sp X Sn/H - S”/H (9,9:H) = goi)H := (99:)H

Par définition un élément g appartient a ker ¢ si et seulement si

n
g€ ﬂ Stab(g;H).
i=1
En particulier ker ) est contenu dans H. Comme H est d’indice n > 3 et comme
les seuls sous-groupes distingués de S,, sont d’indice 1 ou 2 ou n on a kery = {id}.
Par suite 1 est un automorphisme.

Raisonnons par l’absurde : supposons que ¥ soit un automorphisme intérieur.
Alors il existe a € S, tel que ¥(H) = aHa™'. Ainsi ¢(H) agit transitivement sur
{1,2, ..., n}. En effet soient 4, j dans {1, 2, ..., n}; il existe par hypothése un
élément h de H tel que h(a=1(i)) = a=1(j), donc aha™! est un élément de aHa !
qui envoie ¢ sur j. Remarquons que si g;H = H est la classe de ’élément neutre
modulo H, alors ¢(H) fixe i; en effet si h € H, alors

hg;H=hH =H = ¢g;H
et donc n’agit pas transitivement. ([

Proposition 6.11. — Il existe un sous-groupe H de Sg d’indice 6 qui agit tran-
sitivement sur

{1,2,3,4,5,6}.

Démonstration. Considérons l'action de GL(2,F5) sur les six droites du plan (F5)2.
Cette action est transitive. Elle devient fidele aprés avoir quotienté par le sous-
groupe des homothéties qui est d’ordre 4. Autrement dit cette action induit un
morphisme injectif de PGL(2,F5) dans Sg; I'image H de ce morphisme agit transi-
tivement sur {1, 2, 3, 4, 5, 6}. L’ordre de GL(2,F5) est 24-20 = 5!-4. Par conséquent

|H| = |PGL(2,F5)| = 5!

Ainsi H est un sous-groupe d’indice 6 dans Sg. (|

7. LA SIMPLICITE DE S,
Théoréme 7.1. — Le groupe A,, est simple dés que n > 5.

Nous allons donner deux démonstrations de ce résultat.

7.0.1. Le groupe A, est simple dés que n > 5, version 1.

Corollaire 7.2. — Dés quen > 5, on a D(A,,) = A,.
Dés quen > 2, on a D(S,) = A,.

Remarque 7.1. Le Corollaire est une conséquence évidente du Théoréme 7.1 mais
il peut se montrer directement. Donnons quelques détails. On a les inclusions sui-
vantes :

D(A,) C D(S,) C A,
Lemme 7.3. — Soit n > 5.
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(1) Le groupe A,, est (n — 2) fois transitif sur {1, 2, ..., n}; autrement dit si
ai, ag, ..., a,—o sont des éléments distincts de {1, 2, ..., n}, si by, by, ...,
bn_o sont des éléments distincts de {1, 2, ..., n}, alors il existe o € A,, tel

que o(a;) = b;.

(2) Les 3-cycles sont conjugués dans A,,.

Démonstration. (1) Nous écrivons
{17 27 sy ’I’L} - {ala az, ..., Qp—2, An—1, an} = {b17 b27 ey b'anv bn717 bn}
et considérons p € S, telle que p(a;) = b; pour tout i =1, ..., n. Si o est

paire, alors ¢ = p convient. Si ¢ est impaire, alors p = o(a,—1 a,) convient.

(2) Soient o = (ay ag as) et 7 = (by by b3) deux 3-cycles dans S,,. Comme
d’apres ce qui précede A, est (n — 2) transitif il existe g dans A, tel que
g(a;) = b; pour tout i = 1, 2, 3. De plus 7 = gog~ L.

O

Lemme 7.4. — Dés que n > 3 les 3-cycles engendrent A,,.

Démonstration. Puisque le groupe S,, est engendré par les produits de transpo-
sitions, le groupe A, est engendré par les produits pairs de transpositions et on
a

(ab)(bec)=(abc)
(a b)(a c) = (a cb)
(notons au passage que tous les 3-cycles sont dans A,,) et
(ab)(cd)=(ab)(ac)ac)cd)=(achb)(acd)
O

Il suffit donc de montrer que tout 3-cycle est dans A, un commutateur. Soit
o = (a b ¢) un 3-cycle, 0 = (a ¢ b) en est un autre donc o et o2 sont conjugués dans
Ap (Lemme 7.3) : il existe 7 dans A, tel que 02 = 77 lor dott 0 = o777 tor =
[c=1, 771,

On montre de maniére "analogue" que D(S,,) = A,, dés que n > 2.

Remarques 7.2. Soit H un sous-groupe distingué de G.
— La classe de conjugaison d’un élément h € H est contenue dans H, c’est-a-dire

VgeG ghg™' e H

— Sih € Het g € G le commutateur ghg=*h~! = (ghg~!)h~! appartient a
H et n’est pas, en général, un conjugué de h; on obtient donc une nouvelle
classe de conjugaison, le but étant de montrer qu’un systeme générateur de
G est tout entier dans H.

Démonstration du théoréme 7.1 pour n = 5. Le groupe As a 60 éléments :
— le neutre;
— 15 éléments d’ordre 2 (produit de deux transpositions disjointes) ;
— 20 éléments d’ordre 3 (3-cycles) ;
— 24 éléments d’ordre 5 (5-cycles).
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Les 3-cycles sont conjugués dans As (Lemme 7.3). Les éléments d’ordre 2 le
sont aussi : si 7 = (a b)(c d)(e) et 7/ = (a’ V')(¢' d')(€') on définit o € A, tel que
o(a)=d', o(b) =V et o(e) =€ alors oo~ ! =7/

Soit H un sous-groupe distingué non trivial de As. Si H contient un élément
d’ordre 3 (respectivement 2), alors il les contient tous d’apres ce qui précede. Si H
contient un élément d’ordre 5, il contient le 5-SYLOW engendré par cet élément donc
tous les 5-sous-groupes de SYLOW puisqu’ils sont conjugués ainsi tous les éléments
d’ordre 5.

Le groupe H ne peut pas contenir un seul des trois types d’éléments précédents
en plus du neutre car ni 25 =24+ 1, ni 21 =20+ 1, ni 16 = 15 + 1 ne divisent 60
(rappel : [H| divise |As| = 60). Par conséquent H contient au moins deux des trois
types d’ou

[H| > 15+ 20+ 1 = 36.

Comme |H| divise |As| = 60 on obtient |H| = 60 et H = As. O

Remarque 7.3. Les 25 éléments d’ordre 5 de A5 ne sont pas conjugués dans As
sinon ils formeraient une orbite et 24 diviserait 60. Nous pouvons cependant éviter
le recours & SYLOW dans la démonstration précédente en remarquant que si a et b
sont d’ordre 5, alors b est conjugué & a ou a? dans Ss.

Démonstration du théoréme 7.1 pour n > 5. Posons E = {1, 2, ..., n}. Soit {id} #
H< A,. Soit o € H~ {id}. On se raméne au cas n = 5; pour ce faire on va fabri-
quer a partir de ¢ un élément non trivial de H qui n’agit que sur un ensemble & 5
éléments donc qui a n — 5 points fixes.

Comme o # id il existe a € E tel que b = o(a) # a. Soit ¢ € E tel que ¢ ¢
{a, b, o(b)} (un tel c existe puisque n > 5). Soit 7 le 3-cycle donné par 7 = (a ¢ b).
Alors 771 = (a b ¢). Considérons p défini par

p=T10r o7t = (a cb)(o(a) a(b) o(c)).

Comme b = o(a) 'ensemble F' = {a, b, o(a), o(b), o(c)} a au plus 5 éléments et
p(F) =F, pjpr = id|g_p. Quitte a ajouter au besoin des éléments & F' on peut
supposer que |F| = 5. Notons que p(b) = 7(c (b)) # b (en effet o(b) # 77(b) = ¢)
donc p # id.

Considérons A(F') I'ensemble des permutations paires de F. Il satisfait les deux
propriétés suivantes

— A(F) est isomorphe & As ;

— A(F) se plonge dans A, via u — T ol

{ H‘F =Uu
U p.r = idgF
Soit Hy = {u € A(F) |w € H} = HnN A(F). Alors

— HO < A(F) ;

— pir € Ho;

— pr # idp.

Comme A(F') % Aj est simple on a Hy = A(F). Soit alors u € A(F) un 3-cycle.
Il appartient a Hy donc @ qui est encore un 3-cycle appartient & H. Mais comme
les 3-cycles sont tous conjugués dans A, (Lemme 7.3) ils appartiennent tous & H
et puisqu’ils engendrent 4,, (Lemme 7.4) on a H=A,,. a
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Remarque 7.4. Le groupe A4 n’est pas simple car
{id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}

est un sous-groupe distingué de A4 d’ordre 4.

Corollaire 7.5. — Dés que n > 5 les sous-groupes distingués de S,, sont {id},
A, et S,.
Avant de démontrer ce résultat donnons quelques résultats intermédiaires.
Lemme 7.6. — Soit n > 3. Soient a, b dans {1, 2, ..., n} et o0 € S,,. Alors
o(a b)o™t = (a(a) o(b)).
Lemme 7.7. — Soit n > 3. Le centre de S,, est réduit a {id}.

Démonstration. Soit o un élément du centre de S,,. En particulier (1 2) = (1 2)o,
i.e. 0(1 2)o~! = (1 2). Par suite (Lemme 7.6)

(0(1) 0(2)) = (1 2).

Ainsi nécessairement o(1) =1 ou o(1) = 2. De méme o(1 3) = (1 3)o et donc

(0(1) o(3)) = (1 3).
Il en résulte que o(1) = 1. Ce qu’on a fait avec 1 peut étre fait avec n’importe quel

entier compris entre 2 et n. Il en résulte que o = id.
Réciproquement id commute avec toutes les permutations. (I

Démonstration du Corollaire 7.5. Soit H« S,,. Alors HN A,, < A,, donc HN A,, €
{id, A, }.

SiHNA, =A,,alorsH=A, ou H=3G,.

Si HN A,, = {id}, alors la signature ¢ induit un isomorphisme de H sur ¢(H) C
{1, —1}. Par suite |H| < 2. Si [H| = 2, alors H = {id, ¢}. Mais si 7 € S,, comme
Tor ! appartient A Het 707! # idona 707! = ¢. Autrement dit o appartient au
centre de S,, d’ott o = id (Lemme 7.7) : contradiction. Il en résulte que H = {id}. O

7.0.2. Le groupe A, est simple dés que n > 5, version 2.

Théoréme 7.8. — Le groupe As est simple.
Lemme 7.9. — Tout p-SYLow distingué d’un groupe d’ordre fini est caractéris-
tique.

Démonstration. Soit G un groupe d’ordre fini. Soit H un p-SyLow de G qui est
distingué. Soit ¢ un automorphisme de G. L’image de H par ¢ est un sous-groupe
de méme ordre que H, i.e. (H) est un p-SYLow de G. Mais H est 'unique p-SYLOW
de G car H est distingué. Par conséquent ¢(H) = H. O

Lemme 7.10. — Tout groupe d’ordre 15 est cyclique.

Démonstration. Soit Hun groupe d’ordre 15. Il a exactement un sous-groupe d’ordre
5 et un sous-groupe d’ordre 3. Ces deux sous-groupes sont distingués dans H. Par

suite H ~ Z/?)Z X Z/5Z ~ Z/15Z et est donc cyclique. (]

Lemme 7.11. — Tout groupe d’ordre 30 contient un sous-groupe distingué d’ordre
15.
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Démonstration. Soit G un groupe d’ordre 30. Remarquons tout d’abord que tout
sous-groupe d’ordre 15 de G est distingué dans G car il est d’indice 2 dans G.
Il suffit donc de démontrer I'existence d’un sous-groupe d’ordre 15 dans le groupe

G.
— Supposons que G contienne plus d’un seul 5-SYLOW, i.e. n5 > 1. Puisque

ns =1 (mod 5) ns |6

on a ns = 6. Ainsi on a 6 x 4 éléments d’ordre 5, ce qui en ajoutant e fait 25
éléments de G. Il y a donc exactement un seul 3-SYLOW que nous noterons K
(sinon il y en aurait 10 donc 20 éléments d’ordre 3 soit 45 éléments au moins
dans G). En particulier K est distingué dans G. Si H est 'un des sous-groupes
d’ordre 5, KNH = {e} et KH est un sous-groupe d’ordre 15 de G.
— Supposons que G contienne un seul 5-SyLow H; il est alors distingué dans
G. Si K est 'un des sous-groupes d’ordre 3 de G (il y en a au moins un)
K NH = {e} et KH est un sous-groupe d’ordre 15 dans le groupe G.
|

Lemme 7.12. — Tout groupe d’ordre 30 ne contient qu’un seul 5-SYLOW (d’ordre
5).

Démonstration. Dans la démonstration du Lemme 7.11 nous avons vu d’une part
que tout groupe G d’ordre 30 contient un sous-groupe K d’ordre 3 et un sous-groupe
H d’ordre 5 et d’autre part que K ou H est distingué dans G.

Les groupes K et H sont distingués dans KH et sont donc caract éristiques dans
le groupe cyclique KH (Lemme 7.9) qui est distingué dans G. Donc en fait K et H
sont distingués dans G et G a un unique 5-SYLOW. O

Lemme 7.13. — Tout groupe d’ordre 20 contient un seul sous-groupe d’ordre 5.

Démonstration. Soit G un groupe d’ordre 20 = 4 x 5. Le groupe G contient un
sous-groupe distingué d’ordre 5 : d’apres les théoremes de SYLOW

ns =1 mod 5 ns |4
d’ott ng = 1. O
Lemme 7.14. — Tout groupe d’ordre 12 contient un sous-groupe caractéristique.

Démonstration. Soit G un groupe d’ordre 12. Intéressons-nous aux 3-SYLOW de G.
Les théorémes de SYLOW assurent que

n3z =1 mod 3 ng |4

Il en résulte que nz3 =1 ou nz = 4.
— Si ng = 1, alors ce sous-groupe est un sous-groupe caractéristique d’ordre 3
(Lemme 7.9).
— Sing =4, on dénombre 4 x 2 = 8 éléments d’ordre 3 ; en ajoutant le neutre on
compte donc 9 éléments. Considérons maintenant les 2-SYLOW de G. D’apres
les théoremes de SYLOW on a

ng = 1 mod 2 na |3

Ainsi ny appartient & {1, 3}. Si ng = 3, on a trois sous-groupes d’ordre 4,
soit trop d’éléments. Ainsi no = 1, 'unique 2-SYLOW est distingué et donc
caractéristique (Lemme 7.10).
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d

Lemme 7.15. — Tout groupe d’ordre 6 contient un sous-groupe caractéristique.

Démonstration. Soit G un groupe d’ordre 6 = 2 x 3. Considérons ces 3-SYLOW. Les
théoremes de SYLOW assurent que

ns = 1 mod 3 nz |2

autrement dit que n3 = 1. Ainsi G compte un unique 3-SYLOW qui est donc distin-

gué dans G et le Lemme 7.10 permet de conclure. O
Lemme 7.16. — Tout groupe d’ordre 60 qui contient plus qu’un seul 5-SYLOW
est simple.

Démonstration. Soit G un groupe d’ordre 60. Supposons que ns > 1. D’apres les
théoréemes de SyLow

ns =1 mod 5 ns |12

d’olt n5 = 6.

Raisonnons par ’absurde : supposons que G ne soit pas simple. Soit H un sous-
groupe distingué propre de G.

Si |H| est divisible par 5 alors H contient au moins un 5-SyYLow de G. Mais H est
distingué et les 5-SYLOW se déduisent les uns des autres par conjugaison ; ainsi H
contient tous les 5-SYLOW de G. On en d’éduit que H contient déja 6 x 4 éléments
d’ordre 5. Par ailleurs |H| divise 60 donc |H| = 30 (rappelons que comme H est un
sous-groupe propre de G, on a |H| < 60. Mais dans ce cas H ne contient qu’un seul
sous-groupe d’ordre 5 : contradiction avec le fait qu’il en contient 6. Par suite |H|
n’est pas divisible par 5.

Si |H| appartient & {6, 12}, alors il existe un sous-groupe caractéristique de H
d’ordre 2, 3 ou 4. Ce sous-groupe caractéristique de H, qui est lui-méme distingué
dans G, est distingué dans G. Nous pouvons donc maintenant supposer que H est
d’ordre 2, 3 ou 4.

Dans ce cas Gr/H est d’ordre 30, 20 ou 15. Dans ces trois cas G/H contient un sous-

groupe distingué d’ordre 5. Considérons la surjection canonique 7: G — G/H. Le

-1
sous-groupe 7~ 1 (K) contient H et est distingué dans G. Or ™ (K)/H est isomorphe
a K = (77 1(K)) donc |r71(K)| est divisible par 5 : contradiction. O

Démonstration du Théoréme 7.8. Le groupe As est d’ordre 60 et contient au moins
deux 5-SyLow distincts engendrés par les 5-cycles (1234 5) et (132405). Le
Lemme 7.16 assure donc que Ay est simple. O

Lemme 7.17. — Soit n > 6. Supposons que A,,_1 soit simple. Soit H un sous-
groupe distingué propre de A,,. Il existe T € H distincte de I'identité qui a au moins
un point fixe.

Démonstration. Supposons que H # {id}.

Remarque 7.5. Supposons que pour tout 7 € H ~\ {id} et pour tout i on ait
7(4) # 4. Alors si 71 et T2 sont deux éléments de H qui coincident en un point 4, ils
sont égaux. En effet si (i) = 72(i) alors 7, '71 (i) = i. De plus 7, '7; appartient &
H donc par hypothese 7'2_171 =id, i.e. 71 = T».
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Supposons que pour tout 7 € Hx\ {id} et pour tout 7 on ait 7(7) # i. Considérons
un élément 7 de H. Si la décomposition ed 7 en produit de cycles disjoints contient
un cycle d’ordre > 3 alors on peut écrire

7= (a1 a2 asg ...)(bl b )

Puisque n > 6 il existe o dans A, tel que o(a1) = a1, o(az) = a2 et o(as) # as.
Alors

oro~ ! = (a1 az o(az) ...)(o(b1) o(ba) ...)...

Ainsi 070~ (a;) = 7(a1) = as. A noter que oro~' appartient & H car H est
distingué. La Remarque 7.5 assure donc que o7o ! = 7. Mais 0701 (a2) = o(az) #
az et ag = 7(az) donc oro "1 (az) # 7(az) : contradiction. Ainsi aucun élément de
H ne contient dans sa décomposition en cycles disjoints des cycles d’ordre > 3. Les
éléments de H sont donc des produits de transpositions disjointes.

Considérons un élément 7 de H. D’apres ce qui précede 7 est un produit de
transpositions disjointes. A noter que si 7 contient une double transposition alors
elle laisse fixe un élément ce qui est contraire a 'hypothése. Ainsi 7 s’écrit

7 = (a1 a2)(agz aq)(as ag) . ..

Soit o = (a1 az)(as as). Alors on a

oro ! = (a1 az)(as a4)(as ag) ...

D’une part oo~ !(az) = 7(az) donc or0~! = 7 (Remarque 7.5). D’autre part

oro~Y(a3) = 7(a3) : contradiction. Il existe donc un élément 7 dans H \. {id} pour
lequel 7(i) = i pour un certain 1 <14 <n. O

Lemme 7.18. — Soit n > 6. Supposons que A,,_1 soit simple. Soit H un sous-
groupe distingué propre de A,,. Pour tout 1 < j < n le sous-groupe G; = Stab 4, ({j})
est inclus dans H.

Démonstration. Soit T un élément de H \ {id} pour lequel il existe A < ¢ < n
tel que 7(i) # @ ('existence d'un tel 7 est assurée par le Lemme 7.17). Ainsi 7
appartient & G; N H qui est un sous-groupe distingué de G;. Or G; est isomorphe
a A,—1 donc 'hypothese de récurrence implique que G; est simple. Or 7 est non
trivial donc G; N H = G;, c’est-a-dire G; est inclus dans H.

Par ailleurs pour tout ¢ dans S, on a 0G0~ ! = G5 (i)- De plus G; C H donc
0Gio~! € cHo™! = H. 1l en résulte que pour tout 1 < j < n on a l'inclustion
Gj C H. [l

Lemme 7.19. — Soit n > 6. Supposons que A, _1 soit simple. Soit H un sous-
groupe distingué propre de A, non trivial. Alors A, = H.

Démonstration. Considérons un élément g de A,. C’est un produit d’'un nombre
pair de transpositions, il s’écrit donc

g:tltg...tk

ou chaque t; est un produit de deux transpositions. Le support de chaque t; contient
au plus quatre éléments donc t; appartient & G; pour un ¢ extérieur a ce support.
Par suite A, C G1Gy...G,. Mais G;G;...G,, C H (Lemme 7.18). Il en résulte
que A, C H. Or H C A, donc A, = H. O
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Démonstration du Théoréme 7.1. Le groupe Ajs est simple (Théoréme 7.8). Pour

n > 6 tout sous-groupe distingué de A,, différent de {id} est égal a A,, (Lemme

7.19). O
8. DECOMPOSITION D’'UNE PERMUTATION EN TRANSPOSITIONS

Théoréme 8.1. — Toute permutation s € S,, est un produit de transpositions.

Proposition 8.2. — Toute permutation s € S,, s’écrit de maniére unique (modulo
Dordre des termes) comme un produit de cycles disjoints

§=1C1C2...Cp.
L’ordre de s est le ppcm des ordres de ¢y, ¢, ..., ¢p.

Proposition 8.3. — Soient G un groupe et g € G. L’application f: k — a” est
un morphisme de Z sur le sous-groupe (a) engendré par a.

Si f est injectif, alors {a) est isomorphe a Z.

Si f n’est pas injectif, alors {a) est isomorphe a Z/nZ ot n € N* est le plus petit

entier non nul tel que a™ = e. Dans ce cas, les entiers k tels que a* = e sont les
multiples de n et (a) = {e, a, ..., a""'}.

Proposition 8.4. — Les sous-groupes de (Z,+) sont les sous-ensembles nZ ot
n € N.

Démonstration. Notons que 0 € nZ. Soient g, ¢’ dans nZ, i.e. g = nk et ¢ = nk’
avec k et k dans Z. Ainsi g — ¢’ = n(k — k') appartient a nZ. Il en résulte que nZ
est un sous-groupe de Z.

Réciproquement soit G un sous-groupe de Z. Si G est réduit & {0}, alors G = 0Z.
Supposons désormais que G # {0} ; alors il existe g # 0 dans G. Remarquons que
—g € G donc GNN* £ (). Soit n le plus petit élément de G N N*. Pour tout k € N
on a

nk=n4+n+...+ned
k fois
et n(—k) = —(nk) € G. Ainsi nZ C G. Soit g € G positif. La division de g par n
conduit & g =ng+r avec 0 <1 < n et ¢ € N. Il en résulte que

r=g-—-n+n+...+n
—_———
q fois
appartient a G. Supposons r non nul : alors n n’est pas le plus petit élément de
G N N : contradiction. Par suite r = 0 et ¢ = ng € nZ. Si g € G est négatif,

alors —g € G est positif et appartient donc a nZ. Il s’en suit que G C nZ et donc
G =nZ. O

Démonstration de la Proposition 8.3. L’application fo: N — (a), k +— a¥ vérifie
VEeN VK eN  folk+K)=d""* =d*a" = fo(k)fo(k).

La propriété universelle du symétrisé Z de N permet de prolonger f; en un mor-
phisme f de Z dans (a). Pour k = —|k| < 0, on a f(—|k|) = f(|k])~" = (a/F)~' =
a”. Par suite imf = {a" |k € Z} = (a).

D’apres la Proposition 8.4 il existe n € N tel que ker f = nZ. Si n = 0, alors f
est injective; c’est un isomorphisme f de Z dans (a). Si n est non nul, le théoréme



17

d’isomorphisme assure l’existence d’un isomorphisme f entre Z/ker f= Z/nZ et

{a). Par définition le noyau de f est I'ensemble des k € Z tels que a* = e, c’est-a-
dire 'ensemble nZ des multiples de n. Puisque 0, 1, ..., n—1 sont des représentants
des n classes modulo nZ leurs images e = a°, a, a®, ..., ™! par f sont les éléments
de Im(f) = Im(f) = {(a). O
Proposition 8.5. — Soit E un ensemble. Soit G un groupe. Considérons une
action a gauche de G sur E.
(i) La relation
2Ry <= (g G g-xz=y)
est une relation d’équivalence sur E.
(ii) Soit x € E; alors
G,={9eGlg-z=ua}
est un sous-groupe de G.
(iii) Soit x € E, soit go € G et soit y = go - x. Alors
Gy = 90Gagy ' {9€Glg 2=y} =9Gs
Démonstration. (i) Pour tout € F on a 2Rz car e-x = x; la relation R est

donc réflexive. Si zRy alors il existe g € G tel que g-z =y dottz = g~ 1.y,

i.e. yRx. Ainsi R est symétrique. Enfin elle est transitive car
(g-z=yetg y=2)=gg =2
(ii) Direct.
(iif) Pour tout g dans G on a d’une part

g€ Gy g-(90-7)=go-x
(96199())'95:5”
90 ‘990 € Gy

9 € 90Gagp "

reue

d’autre part

ge{geGlga=y} <= ga=y
— g§g-T=go-T
— gglg r=x
= g, 9€G,
= 9€90Ga
O
Démonstration de la Proposition 8.2. La Proposition 8.4 assure que k +— s* est

un morphisme du groupe additif Z dans S,,. C’est une action de Z sur 1’ensemble
E=1{1,2,...,n}. Soient 01, Oq, ..., O, les orbites qui ne sont pas réduites a un
point, i.e. les orbites des éléments du support de s. Soit ¢; dans O;. Son stabilisateur
est un sous-groupe de Z donc de la forme kZ (Proposition 8.4). Les éléments de O
sont

i1, dg = s(i1), i3 = s(ig) = s2(i1), ..., ix = s(ip—1) = s* 71 (41).
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D’apres la Proposition 8.5 (iii) ces éléments sont bijectivement associés aux classes
de Z modulo le stabilisateur kZ et sont donc distincts. On a s*(i1) = ;. L’action

de s sur l'orbite Op est la méme que celle du cycle ¢; = (i1 i3 ... k). De méme
il existe des cycles cg, c3, ..., ¢, ayant pour supports les orbites Oq, O3, ..., O,
ayant la méme action que s sur ces orbites. Les cycles ¢, ¢2, ..., ¢, commutent car

P
ils sont disjoints et (cica...cp)(4) = s(i) pour tout point ¢ du support U O, de
m=1
s. Les autres éléments de E sont fixes par s et cica...c, donc s =cica...cp.
Montrons 'unicité (modulo l'ordre des cycles) de 'expression s = cicz...¢p
par récurrence sur p. Si p = 0, @.e. si s = id, 'unicité est évidente. Soit p > 1.
Supposons que les permutations pouvant s’exprimer comme produit de moins de
p cycles disjoints ont une écriture unique (modulo 'ordre des cycles). Considérons
une permutation s qui est le produit de p cycles disjoints :

s=cic2...¢p

Soit s = cjcj...c, une autre décomposition de s en cycles disjoints. Soit i un

élément du support O; de c¢;. Il appartient au support d’un des cycles c;. et a un
seul. Quitte a réindicer les c; on peut supposer que i appartient au support de ¢j.
Pour tout r dans Z on a

() — C;(i) _ (c/l)r(i).

. . o 4 _ / A Y Y | /
AIHSI c1 = C1. Par COHSuneI’lt Cci1Ca ... Cp =C1Cy...C entraine C2C3 . .. Cp = 0203 ...C

q a

D’apres 'hypothése de récurrence on obtient p = g et {02, C3y e, cp} = {0’2, chy e,
Comme les cycles commutent on a pour tout entier n
s"=clcy...cy

Les supports des ¢; étant disjoints, s” = id si et seulement si (¢}, ¢, ..., c;}) =
(id, id, ..., id), i.e. si et seulement si n est multiple commun des ordres k1, k2, .. .,
kp de c1, ca, ..., cp. Le plus petit entier strictement positif n tel que s™ = id est
donc ppem(ky, ko, ..., kp). O

Démonstration du Théoréme 8.1. D’apres la Proposition 8.2 il suffit de montrer que
tout cycle (i1 é2 ... ip) est un produit de transpositions. Montrons par récurrence
sur la longueur p du cycle que

(i1 iy ... ip) = (i1 i2)(iz i3) ... (ip_1 ip).

La formule est vraie pour p = 2.
Supposons que p > 2 et que la formule soit vraie pour p — 1, i.e.

(i1 42 ... dp—1) = (i1 92)(i2 93) . .. (ip—1 Tp—1);
alors

(iy i2)(ig i3) ... (ip_1 ip) = (i1 i ... ip_1)(ip_1 ip) = (i1 iz ... ip).

}.
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9. FORMULE DE WILSON

Déterminons l'ordre d’'un p-SYLOW de Sy,.

L’ordre de S, est p! = p(p—1)!. De plus p et (p—1)! sont premiers entre
eux. Par suite un p-SyLow de &, est d’ordre p.
Dénombrons les p-SYLOW dans S,.

Pour déterminer le nombre de p-SYLOW de S, on cherche combien il y
a d’éléments d’ordre p de Sp. Ce sont les p-cycles qui sont conjugués entre
eux. Pour calculer leur nombre il suffit de calculer 'ordre du centralisateur
C de 'un d’eux, par exemple du p-cycle 0 = (12 ... p). Si s est une
permutation, alors

sos™t = (s(1) 5(2) ... s(p))

Donc s € C si

c’est-a-dire si s est une puissance de la permutation circulaire d’ordre p.
L’ordre de C' est donc égal a p et il y a % = (p — 1)! éléments d’ordre p
dans S, car SP/C est en bijection avec les conjugués de o.

Ces éléments d’ordre p se répartissent entre % = (p—2)! p-SyLow
de S, qui contiennent chacun (p — 1) éléments d’ordre p.

Autre rédaction possible : un p-SYLOW est d’ordre p, p étant premier, un
P-SYLOW est donc un sous-groupe cyclique d’ordre p. Il y a (p—1)! p-cycles
dans S, donc (’1’;1)! = (p—2)! p-SyLOw.

1

Montrons la formule de WILSON :
(p—1)'=—-1mod p.
Notons n,, le nombre de p-SyLow. D’aprés b) on a n, = (p—2)!. D’aprés
les théorémes de SyLow n, = 1 mod p. Donc (p — 2)! = 1 mod p et

(p—1)! = p—1mod p. Mais p—1 = —1 mod p. Il en résulte que (p—1)! = —1
mod p.

10. PRODUIT SEMI-DIRECT

Le groupe symétrique Ss compte six éléments

id,

(12), (13), (23, o=(123), o*=c't=(132).

Il contient un sous-groupe distingué d’ordre 3

(o) ={1, 0, 0%} = A3

isomorphe a Z/3Z et on a la suite exacte suivante
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11. EXERCICES

Exercice 1
Dans le groupe symétrique S5, combien y a-t-il de 5-cycles distincts 7 de 4-cycles
distincts ?

Eléments de réponse 1
L’ensemble des 5-cycles est en bijection avec les 5-uplets (a, b, ¢, d, e) d’éléments
distincts modulo permutation circulaire, c’est-a-dire :

(a7 b’ C’ d? e) ~ (b7 C’ d’ e’ a/) ~ (C’ d’ 67 a” b) ~ (d7 6’ a7 b’ C) ~ (6? a? b’ CV d)

de sorte que chaque classe est constituée de 5 éléments. On obtient alors (g) (5-1)!
tels cycles, ou (g) est le coefficient binomial.
Pour les 4-cycles le méme raisonnement donne (})3.

Plus généralement le nombre de r-cycles dans Sy, est (7)(r — 1)!.

Exercice 2

Montrer que le groupe symétrique Ss est isomorphe a son groupe d’automor-
phisme Aut(Ss).

Eléments de réponse 2

L’application qui & o fait correspondre ’automorphisme intérieur o’ — oo’c™
est un morphisme injectif de S5 dans Aut(Ss), car le centre de S; est trivial.

De plus un élément de Aut(Ss3) est déterminé par 'image des générateurs (12)
et (13). Il y a donc au plus 6 choix possibles (choisir deux parmi les trois éléments
d’ordre 2 de S3), donc en comparant les ordres nous obtenons que le morphisme
ci-dessus est en fait un isomorphisme.

1

Exercice 3 Montrer que tout sous-groupe d’indice n dans §,, est isomorphe a
Sn-1-

Eléments de réponse 3 Soit H un sous-groupe d’indice n dans S,,.

Sin > 3, on vérifie 'énoncé directement.

Sin =4, alors si H 2 Ss, alors H est cyclique (rappel : si p, ¢ sont des nombres
premiers tels que p < ¢ et p ne divise pas ¢ — 1 alors tout groupe d’ordre pq est
cyclique) : contradiction avec le fait que Sy ne contient pas d’élément d’ordre 6.

Supposons n > 5. Le groupe S,,, et donc aussi H, opére par translation a gauche
sur = SH/H d’ott un homomorphisme

@: Sn — SE ~ Sn
Puisque ker p = ﬂ aHa ™', ker ¢ est distingué dans S, et ker o C H on a ker ¢ =

aceS,
{id} (rappel : pour n > 5 les sous-groupes distingués de S,, sont {id}, A, et Sp).
Pour des raisons de cardinalité (|S,| = |Sg ~ Sy|), ¢ est un isomorphisme.

Comme H est le stabilisateur de la classe de idH on a : p(H) C S, est le stabili-
sateur d’un point et c’est donc un sous-groupe isomorphe a S, _1.
Exercice 4
a) Déterminer les classes de conjugaison dans S,,.

b) Déterminer les classes de conjugaison dans A,,.
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Eléments de réponse 4

a)

Soit ¢ = (ay ... ax) un k-cycle de S,,. Pour tout o € S,, on a
oco™! = (o(ay) ... o(ap)).

Toute permutation se décompose de fagcon unique en produit de cycles a
supports disjoints. Par suite les classes de conjugaison dans S, sont pa-
ramétrées par les partitions de 'entier n. Rappelons qu’une partition de
Ientier n est une famille finie d’entiers m; > 1 tels que

m; <...<m, Zmi:n.

La classe de conjugaison correspondant a une telle partition est ’ensemble
des permutations dont la décomposition en cycles fait intervenir exactement
m; cycles de longueur ¢ pour tout .

Puisque A,, est distingué dans S,, la classe de conjugaison dans S,, d’un
élément de A,, est contenue dans A,,. Comme A,, est d’indice 2 dans S,,, la
classe de conjugaison de o dans §,, est soit égale a la classe de conjugaison
de o dans A,,, soit réunion de deux classes de conjugaison dans A,,.

Montrons que nous sommes dans le premier cas si et seulement si o admet
un cycle de longueur paire dans sa décomposition ou ¢ admet au moins deux
cycles de méme longueur impaire dans sa décomposition. Supposons que o
admette un cycle ¢ de longueur paire, pour tout 7 € S, on a 707! =
(tc)o(rc)™1; les classes de conjugaison dans S, et A, coincident. Si o
admet deux cycles

c=(ar ... azpi1) d=(a} ... ayy,)
de méme longueur impaire, alors si d désigne la permutation impaire
d= (a1 ay)...(a2ks1 Adpyq)
nous avons pour tout 7 € S,
ot ' = (rd)o(rd) ™!
et les classes de conjugaison dans S, et A, coincident.

Réciproquement si o n’a que des cycles de longueurs impaires deux a
deux distinctes, alors on choisit deux entiers 1 < ¢ < j < n apparaissant
successivement dans un méme cycle dans la décomposition de . On voit
que (i j)o(i j) n’est pas conjuguée a o dans A,, alors qu’elle 'est dans S,,.

Exercice 5
Soit n € N*. Montrer qu’il existe un morphisme injectif de S,, dans A, ;2.

Eléments de réponse 5
Considérons l'application 9: S,, — A, 2 définie par

(o) = o si o est une permutation paire
Y(o) =0o(n+1n+2)sio est une permutation impaire

L’application v est injective par unicité de la décomposition en cycles a supports
disjoints.
On peut vérifier que 1 est un morphisme de groupes.

Exercice 6
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Construire un morphisme surjectif de S, sur Ss.

Eléments de réponse 6
Faire agir Sy par conjugaison sur les éléments d’ordre 2 de Sy qui ne sont pas
des transpositions.

Exercice 7

On rappelle que le groupe symétrique S,, agit par applications linéaires sur R”
muni de sa base canonique (e;), en posant pour tout o € S,, et tout vecteur e; de
la base canonique 0 - e; = e,(;). Pour 0 = (1 2 3) € S expliciter la matrice associée
et calculer o - (z1, z2, z3).

Eléments de réponse 7

L’action de S par applications linéaires sur R? correspond & un morphisme de
S3 vers le groupe GL(3,R) des bijections linéaires de R3. 1l s’agit de trouver I'image
de 0 = (1 2 3) € S3. L’application linéaire est entiérement déterminée par 'image
d’une base : puisque e; — es, es —> €3, €3 —> €1 nous obtenons la matrice

0 0 1
1 0 0
01 0
et finalement I'image de (x1,z2,x3) est (3,21, x2) car
0 0 1 I I3
1 0 0 T2 = I
01 0 T3 T2

Remarque : une erreur classique est de croire que I'action est donnée par

o(x1,72,73) = (Tp(1), To(2)s To(3))-
Ce n’est pas le cas, cette définition donnerait une action a droite, pas a gauche! En
fait on peut vérifier que la formule correcte pour l'action exprimée en coordonnées
est
g - (1‘1, o, .Tg) = (110—1(1)7 .’1?071(2), $O.—1(3))
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