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Feuille d’exercices n° 5

Exercice 1
Soit G un groupe de type fini.
Un sous-groupe H de G est-il nécessairement de type fini ? Justifiez votre réponse.

Solution 1
Soit G est un groupe de type fini; G peut contenir un sous-groupe H qui n’est pas de type fini.
Considérons le sous-groupe G de GL(2,Q) engendré par les matrices

2 0 11
() ' )

Soit H le sous-groupe de G formé des matrices de G avec des 1 sur la diagonale. Raisonnons par ’absurde :
supposons que H soit de type fini. Alors il existe un entier NV > 1 tel que H soit contenu dans le sous-groupe de
GL(2,Q) formé des matrices de la forme

g

0 1

1
Or A=NBAVN = ( (1) in ) : contradiction (2 > N). Ainsi H n’est pas de type fini alors que G Dest.

Considérons par exemple le groupe libre G sur deux générateurs a et b. Soit H le sous-groupe engendré par
tous les éléments de la forme ab™ avec n € N. Raisonnons par ’absurde : supposons que H soit de type fini.
Alors il existe un entier N tel que dans tout mot de H le nombre de b consécutifs soit toujours strictement
inférieur & N. Or ab’V appartient & H : contradiction. Le sous-groupe H de G n’est donc pas de type fini.

Exercice 2
Soit G un groupe abélien.
Montrer que T(G) = {g € G | 0o(g) < oo} est un sous-groupe de G (appelé le sous-groupe de torsion de G).
Donner un exemple explicite pour lequel T(G) n’est pas un sous-groupe de G si G n’est pas abélien.

Solution 2
Soit G un groupe abélien.
Montrons que T(G) = {g € G | o(g) < oo} est un sous-groupe de G (appelé le sous-groupe de torsion de G).
Clairement T'(G) est contenu dans G. On a
e o(e) =1< oo donceeT(G);
e soient g et h dans T(G). Notons n (respectivement m) 'ordre de g (respectivement h). Par hypothese
n < oo et m < 0o. On a bien siir o(h™!) = m. Puisque G est abélien on a

(gh—l)mn — gmn(h—l)mn

Par suite (gh=1)™" = (¢g™)™((h=1)™)" = e™e" = e. Ainsi o(gh™!) < mn < oo et gh™! appartient a
T(G).
Ainsi T'(G) est un sous-groupe de G.
Montrons que si G n’est pas abélien, alors T'(G) n’est pas forcément un sous-groupe de G.
Considérons G = O(2). Soit p la rotation d’angle 6 ot §/7 est irrationnel. Alors p n’appartient pas a T(G).
Mais p = s 0 51 avec s1, g réflexions; en particulier o(s1) = o(s2) = 2 et donc s1, s2 appartiennent & T(G).

Exercice 3
Soit n € N, n > 2. Trouver le sous-groupe de torsion de Z x Z/nZ’ Montrer que I'ensemble des éléments

d’ordre infini et I’élément neutre ne forment pas un sous-groupe de Z x Z/nZ'



Solution 3
Soit n € N, n > 2. Déterminons le sous-groupe de torsion de Z x Z/nZ :

T(ZXZ/nZ) = {(@b) €ZxZ/;loab) < oo}

= {(a,b) €Zx2%/ 5|3k € N*, o(a,b) = k}
= {(@b) €Zx %z (ka,kb) = (0,0)}

= {(a,g)EZXZ/nZ|a:0etb€Z/nZ}

= {0} x Z/nz

Montrons que ’ensemble des éléments d’ordre infini et 1’élément neutre ne forment pas un sous-groupe de
Z x Z/nZ' Soient (1,1) et (—1,0) deux éléments de Z x Z/nZ' Ils sont d’ordre infini mais (1,1)+(—1,0) = (0,1)
est d’ordre fini.

Exercice 4

)
b)

Donner un exemple de groupe abélien qui n’est pas de type fini.

Si p est un nombre premier, quel est le groupe sous-jacent au corps Fp» 7
Soient n, m > 1 deux entiers. Posons § := pged(n, m) et p:= ppem(n, m).
Montrer que les groupes Z/nZ X Z/mZ et Z/(;Z X Z/MZ sont isomorphes.

Montrer qu’un groupe abélien de type fini et de torsion est fini (ceci n’est plus vrai pour les groupes
non-abéliens : voir par exemple [Calais, p. 294]).

Montrer qu’un groupe abélien fini est le produit de ses sous-groupes de SYLOW.

Solution 4

)
b)

(Q, +) est un groupe abélien qui n’est pas de type fini (pour le vérifier raisonner par I’absurde).
Soit p un nombre premier.
Sin =1, alors F, = Z/pZ et le groupe sous-jacent est Z/pZ'
Sin = 2, alors le groupe sous-jacent a [Fp2 est Z/pZ X Z/pZ car Z/pQZ posséde un élément d’ordre p? alors
que Fj> est de caractéristique p donc sans élément d’ordre 2.
n
De méme pour n quelconque le groupe sous-jacent a Fyn est (Z/pZ) .
Soient n, m > 1 deux entiers. Posons § := pged(n,m) et p := ppcm(n, m). Montrons que les groupes
Z/nZ X Z/mZ et Z/(gZ X Z/,uZ sont isomorphes.

Ecrivons les décompositions de m et n en nombre premiers :
n =1 o= 110
i i
Alors
5= sznin(amﬂi) o= Hp?lax(aiﬂi)
i i
D’une part

Z Z ~T1Z, .. Z ~ Z, .. Z
V'nz < /mZ_H /p;“ZXH /pf'iZ_H</p?‘ZX /pf"Z>

i

d’autre part

Z/(SZ X Z/,U,Z ~ H (Z/prmn(ahﬁl)z X Z/pmax(ahﬁz)z>

Si min(«;, Bi) = «;, alors max(ay, ;) = B;; réciproquement si min(a;, 8;) = B; alors max(ay, 8;) = «.
Par conséquent tous les «; et (5; apparaissent une fois et une seule dans le produit

H (Z/pmln(a“ﬁl)z X Z/pmax(a“ﬁl)z>

i



qui est donc isomorphe a

11 (Z/p?”’Z 8 Z/pfiZ>

7

d) Montrons qu’un groupe abélien de type fini et de torsion est fini.
Soit G un groupe abélien de type fini et sans torsion. Puisque G est abélien de type fini on a

G~Z" x Z/mZ X Z/ngZ X ... X Z/nSZ

our >0, n; =0 pour tout 1 < 7 < s et n;y; divise n; pour tout 1 <7< s — 1.
De plus G est de torsion, i.e. tout élément est d’ordre fini. Il en résulte que r = 0, c’est-a-dire que

G~ Z/nlz X Z/TLQZ X ... X Z/TLSZ

En particulier |G| = ning...ns < oo.
e) Montrer qu’un groupe abélien fini est le produit de ses sous-groupes de SYLOW.
Soient G un groupe abélien et (H;)1<i<, une famille de sous-groupes d’ordre 2 & 2 premiers entre eux.
Alors ces groupes sont en somme directe dans G. En effet soit d; 'ordre de H;. Rappelons que dans un
groupe abélien si G est d’ordre m et h d’ordre n avec n, m premiers entre eux, alors gh est d’ordre mn.
Ainsi pour tout ¢ ordre de tout élément de ZHj divise ppcm,;(d;) donc est premier avec d;. Il en
J#i
H; N (ZH]) = {1
J#i
Par conséquent les H;, 1 < ¢ < r, sont en somme directe.

résulte que nous avons pour tout ¢

D’apres ce qui précede les différents p-SYLOW d’un groupe abélien fini G sont en somme directe. L’égalité
des cardinaux assure que G est la somme directe de ses sous-groupes de SYLOW.

Exercice 5
Soit G un groupe abélien fini. Montrer qu’il existe dans G un élément dont 'ordre est égal a l'exposant
de G.

Solution 5
Soit G un groupe abélien fini. Montrons qu’il existe dans G un élément dont l'ordre est égal a I'exposant
de G. Le théoréme de structure assure que

~Z Z Z
G~ /dlzx /dQZX"'X /er

ol d; divise d;41 pour tout 1 <i < r— 1.
L’exposant de G est d, et (0,0,...,0,1) est d’ordre d,..

Exercice 6
a) Donner la décomposition primaire du groupe Z/SZ X Z/12Z X Z/2 47, En déduire ses facteurs invariants.

b) Donner la décomposition primaire du groupe Z/5 47, X Z/%Z X Z/l 57 En déduire ses facteurs invariants.

Solution 6
a) Donnons la décomposition primaire du groupe Z/SZ X Z/IZZ X Z/24Z.
Notons que 8 = 23, 12 = 22 x 3 et 24 = 23 x 3. Ainsi

G = Ly < grg x Wy < Wy x g
et les diviseurs élémentaires de G sont 23, 22, 3, 23 et 3.
Déterminons les facteurs invariants de G. Réordonnons les diviseurs élémentaires comme suit
22 | 23 ‘ 23
313

Les facteurs invariants de G sont donc 22 x 1 =4, 23 x 3 =24 et 23 x 3 = 24.
Par conséquent

G =Ly x Liygg x Loug.



b) Donnons la décomposition primaire du groupe Z/54Z X Z/26Z X Z/l 57,
Notons que 54 =2 x 33,26 =2 x 13 et 15 = 3 x 5. Ainsi

G~ Ly x Z/33Z x Loy x LAzy x Lray x Ly

et les diviseurs élémentaires de G sont 2, 32, 2, 13, 3 et 5.
Donnons ses facteurs invariants. On ordonne les diviseurs élémentaires comme suit

22
333

5

13

Les facteurs invariants de G sont donc 2 x 3 =6 et 2 x 32 x 5 x 13 = 3510.

Exercice 7

a) Le nombre de classes de conjugaison dans Ss est le méme que le nombre de groupes abéliens de cardinal
32 a isomorphisme pres. Pourquoi 7

b) Généraliser au nombre de classes de conjugaison dans S,,.

Solution 7

a) Le nombre de classes de conjugaison dans Ss est le méme que le nombre de groupes abéliens de cardinal
32 a isomorphisme pres. Expliquons pourquoi. Le nombre de classes de conjugaison dans S5 et le nombre
de groupes abéliens de cardinal 32 & isomorphisme preés sont chacun en bijection avec I’ensemble des
partitions de 5 (rappelons qu’une partition d’un entier est une décomposition de cet entier en une somme
d’entiers strictement positifs a 'ordre prés des termes).

b) Généralisons au nombre de classes de conjugaison dans S,,. Soit p un nombre premier. Notons G,, 'ensemble
des classes d’isomorphismes de groupes abéliens de cardinal p™, P, ’ensemble des partitions de I’entier n
et C, I'ensemble des classes de conjugaison dans S,. Considérons

.
p: P, — G, (n1,na,...,n,) — classe d’isomorphisme de H Z/NZ_Z
i=1
et
Y: P, — Cy (n1,ne,...,n,) — classe de conjugaison de la permutation

(L,2,...;n1)(n1+1,...,n1 +n2)... (R +na+nm1+1,...,n)

¢ et ¥ sont des bijections donc |C),| = |G,] : il y a autant de classes de conjugaison dans S,, que de classes
d’isomorphisme de groupes abéliens d’ordre p™.

Exercice 8
Déterminer la structure des groupes abéliens de type fini suivants :

72 i

71(1,3),(2,0)) (1,1), (1, 1))

Solution 8
Déterminons la structure du groupe abélien de type fini

2

7
1(1,3),(2,0))

(oo)=0s 5)=(a %)= s)

2
Par suite Z/((l’ 3),(2,0)) ~ Z/GZ'



Par conséquent Z2/ zZ/ .
Al conseque ((1,1),(1,-1)) 27

Exercice 9
Soit H le sous-groupe de Z? engendré par (2,5), (5, —1) et (1,—2). Déterminer une base de H et décrire le
2
quotient Z /H

Solution 9

On a
2 5 1 0 0 1 0 0 1
<5 -1 —2)”(9 9 —2)”(0 9 —2>
donc H = ((0,9), (1,—2)) est de rang 2.
De plus 0 1 ~ 0 1. ar suite Z2/ NZ/
P 9 —2 9 0)'P H= 792

Exercice 10
Trouver une base du groupe suivant :

. 3] [224+3y+52=0
G_{(x’y’z)ez | {33;—63/—1—23:0

Solution 10
Soit G le groupe donné par :

B 3| J224+3y+52=0
G_{(x,y,z)eZ ’ {326y+220

_ 3| J224+3y+52=0
G_{(”C’y’z)ez ’{ Te+122 =0

Comme 7z + 12z = 0 on écrit x = 12k et z = —7k. Alors 2z + 3y + 5z = 0 conduit a 3y = 11k. On pose donc
k = 31 alors

x = 364, y =114, z=-=21L
Finalement
G = {£(36,11,—21) | £ € Z} = Vect (36,11, —21)
et {(36,11,—21)} est une base de G.

Exercice 11

Soit G un groupe abélien fini.

Supposons que pour tout diviseur d de l'ordre n de G, il existe un et un seul sous-groupe d’ordre d dans G.
Montrer que G est cyclique.

Solution 11
Raisonnons par I’absurde. Supposons que G ne soit pas cyclique. Alors G est isomorphe a Z/qlz X Z/qu X

coe X Z/qu ol q1]qz] . - . |gr sont les facteurs invariants de G et k > 2. Il y a alors (au moins) deux sous-groupes
distincts d’ordre ¢; : d'une part le facteur Z/q1 7 et d’autre part I'unique sous-groupe d’ordre q; du facteur

Z/q2 7, associé au diviseur q; de gz.

Exercice 12

1. Les groupes Z/12Z X Z/72Z et Z/18Z X Z/4SZ sont-ils isomorphes ?



2. Les groupes Z/72Z X Z/84Z et Z/36Z X Z/168Z sont-ils isomorphes ?

Solution 12
1. Les groupes Z/12Z X Z/72Z et Z/18Z X Z/48Z ne sont pas isomorphes. En effet posons

_7Z z N/ z
G1 =272 % 707 Ga =187, %X 487,

Nous avons 12 = 22 x 3, 72 = 23 x 32, 18 = 2 x 32 et 48 = 2% x 3. Les groupes G; et Gy sont tous deux
d’ordre 2° x 3. Les groupes G; sont isomorphes & A; x B; pour ¢ = 1, 2 o A; est un groupe abélien
d’ordre 2° et B; un groupe abélien d’ordre 33. Le groupe A; est associé a la partition (3,2) de 5 et le
groupe A est associé a la partition (4,1) de 5; ils ne sont donc pas isomorphes. Par suite les groupes Gy
et G ne sont pas isomorphes.

2. Les groupes Z/72Z X Z/84Z et Z/36Z X Z/168Z sont isomorphes. En effet posons

G1 =297 x Liyy, G2 = L1367 % L1687,

Nous avons 72 = 23 x 32, 84 =22 x 3 x 7, 36 = 22 x 3% et 168 = 23 x 3 x 7. Les groupes G; et G, sont donc de
méme ordre 2° x 3% x 7. Les groupes G, sont isomorphes & A; x B; x C; ot A; est un groupe abélien d’ordre 2°,
B; est un groupe abélien d’ordre 32 et C; est un groupe abélien d’ordre 7. Les groupes A; et A, sont associés
a la partition (3,2) de 5, ils sont isomorphes. Les groupes By et Ba sont associés a la partition (2,1) de 3; ils
sont donc isomorphes. Les groupes C; et Cy sont isomorphes. Il en résulte que Gy et G sont isomorphes.

Exercice 13
Soit G = Z/QZ X Z/12Z. Considérons les deux sous-groupes suivants de G :

H =2/, x {0} K = {0} x {0, 6}.
~ W~ ; _ G, G/ 9
Remarquons que H ~ K ~ 7/ mais avons-nous ~/jy ~ “/

Solution 13
D’une part G/H ~ Z/12Z ~ Z/4Z X Z/3z, d’autre part G/K ~ Z/ZZ X Z/GZ ~ (Z/QZ X Z/QZ) X Z/gz
Les deux premiers facteurs ne sont pas isomorphes donc les deux groupes ne sont pas isomorphes.

Exercice 14
Soient G, H et K des groupes abéliens finis.

1. Montrer que si G x G ~ H x H, alors G ~ H.
2. Montrer que si G x K~ H x K, alors G ~ H.

Solution 14
Soient G, H et K des groupes abéliens finis. Montrons que si G x G ~ H x H, alors G ~ H et que si
G x K ~H x K, alors G ~ H.

S S
La décomposition primaire de G est H A;, celle de G x G est donc HA,» X A;.

i=1 i=1
t t

La décomposition primaire de H est H B;, celle de H x H est donc H B; x B;.

i=1 i=1

u S u
La décomposition primaire de K est H C;, celle de G x K est donc H A; x H C; et celle de H x K est donc

=1 =1 =1
S u
[ ITc
=1 =1

1. Si G x G~ H x H, alors s =t et A; = B; pour tout 7. Par suite G ~ H.
2. SiGx K~H x K, alors s =t et A; = B; pour tout ¢. Par conséquent G ~ H.

Exercice 15



1. Exprimer tous les groupes abéliens d’ordre 99 comme sommes directes de sous-groupes cycliques.

2. Exprimer tous les groupes abéliens d’ordre 100 comme sommes directes de sous-groupes cycliques.

Solution 15
1. Exprimons tous les groupes abéliens d’ordre 99 comme sommes directes de sous-groupes cycliques.
Les groupes abéliens d’ordre 99 = 32 x 11 sont isomorphes
e soit & Z/QZ X Z/HZ’
o soit & Ly x Lrar x LA 4.
2. Exprimons tous les groupes abéliens d’ordre 100 comme sommes directes de sous-groupes cycliques. Les
groupes abéliens d’ordre 100 = 22 x 52 sont isomorphes

e soit & Z/4Z X Z/25Z7

e soit a Z/2Z X Z/QZ X Z/25z,

® s0it & Z/4Z X Z/5Z X Z/5z,

e soit a Z/QZ X Z/QZ X Z/5Z X Z/5Z

Exercice 16
Combien existe-t-il, & isomorphisme pres, de groupes abéliens d’ordre 106 ?

Solution 16
Nous avons 106 = 26 x 55. Les partitions de 6 sont

Elles sont donc au nombre de 11. Il y a donc & isomorphisme prés 112 = 121 groupes abéliens d’ordre 10°.

Exercice 17
a) Déterminer & isomorphisme prés tous les groupes abéliens d’ordre 12 et 72.

b) Déterminer & isomorphisme prés tous les groupes abéliens d’ordre 10°.

Solution 17

a) Déterminons & isomorphisme pres tous les groupes abéliens d’ordre 12.
Nous avons 12 = 22 x 3. De plus les partitions de 2 sont

2 1,1

)

Par conséquent il y a & isomorphisme pres 2 groupes abéliens d’ordre 12 :
Z Z Z, Z Z
Vo7, % 7. % 37, 747, % 37,

Déterminons a isomorphisme pres tous les groupes abéliens d’ordre 72.
Nous avons 72 = 23 x 32. De plus les partitions de 2 sont

2 1,1



et celles de 3 sont
3 2,1 1,1,1

Par conséquent il y a a isomorphisme pres 2 x 3 = 6 groupes abéliens d’ordre 72 :

Z Z Z z Z
787, % 97, V7, % V47, <X o7
Zrgg x Lray x Lrgy x Loy, Zrsg x Lsy x Ly,
Zrag x Ly x Lrgy < Ly, Lrag x Loy x Ligy x Lrag x Lrag,

b) Déterminons & isomorphisme prés tous les groupes abéliens d’ordre 106.
Nous avons 10% = 26 x 55, De plus les partitions de 6 sont

6
5,1
4,2
4,1,1
3,3
3,2, 1
3,1,1,1
2,2 2
2,2, 1,1
2,1,1,1,1,1
1,1,1,1,1,1

I1 v a donc & isomorphisme prés 112 = 121 groupes abéliens d’ordre 10°.
Exercice 18
Montrer que les groupes Z/12Z X Z/9OZ X Z/25Z et Z/100Z X Z/?)OZ X Z/QZ sont isomorphes.

Solution 18
Nous utilisons le lemme chinois pour voir que les deux groupes sont isomorphes au groupe

(Zaz x Brypg) x Lz x Yeg) x (B x Lispg)

Notons que cette écriture est la décomposition en composantes p-primaires. En effet 12 = 22 x 3, 90 = 2x 32 x 5,
25=52,100=22x52,30=2x3x5et 9=32%

Nous pouvons aussi écrire la décomposition en facteurs invariants de ces deux groupes, nous trouvons

230z Loooz

Exercice 19
Montrer qu’'un groupe abélien fini non cyclique posséde un sous-groupe isomorphe a Z/pZ X Z/pZ pour un

certain nombre premier p.

Solution 19
Montrons qu’'un groupe abélien fini non cyclique posséde un sous-groupe isomorphe & Z/pZ X Z/pZ pour un

certain nombre premier p.
Soit G un groupe abélien fini non cyclique. Il est isomorphe & un produit

z Z Z
VAT T Aot X VAT

avec d; > 2 et d; |d;11. Puisque G n’est pas cyclique, r > 2. Soit p un facteur premier de d; alors p disvise
tous les d; et Z/pZ est isomorphe a un sous-groupe de chacun des Z/di 7, (c’est le sous-groupe de p-torsion). Le

-
sous-groupe de p torsion de G est isomorphe a (Z/pZ) qui contient un sous-groupe isomorphe a Z/pZ X Z/pZ'

Exercice 20



a) Combien y a-t-il de groupes abéliens de cardinal 360 ? Faire la liste compléte de ces groupes.

b) Plus généralement, pour tout entier n, combien y a-t-il de groupes abéliens de cardinal n ?

Solution 20

a) La décomposition de 360 en facteurs premiers est 23 x 32 x 5. Ainsi si G est un groupe de cardinal 360,
alors le sous-groupe
T(G)={geG|IneN 2"g=0}

de 2-torsion de G est un groupe abélien de cardinal 23, il y a donc trois classes d’isomorphisme de tels

3
groupes : Z/SZ, Z/QZ X Z/4Z et (Z/2Z) . De méme il y a exactement deux classes d’isomorphisme possibles

5
pour T5(G) & savoir Z/9Z et (Z/3Z> . Par ailleurs T5(G) est isomorphe & Z/5Z. 1l y a donc exactement

six classes d’isomorphisme de groupes abéliens d’ordre 360 donc les décompositions p-primaires et les
décompositions en facteurs invariants sont les suivantes :

“a < Zon < Ysn~ Y60z
Ziyg x g x Lo x Lsg ~ o x Bz
(Z/22)3 x Lrop x sp = Dog x Yo < T
Lz (Z/SZ)2 x Lsp =Ly x g
Zrog x Ly, > (Z/3Z)2 x Ly =Ly x Wsoz

(Z/2Z)3 X (Z/3Z>2 x sz ~"p x er x a0z

b) Plus généralement, pour tout entier n, déterminons le nombre de groupes abéliens de cardinal n. Nous
utilisons la classification des classes d’isomorphisme de groupes abéliens finis. Soit p{*p5? ... pSr la décom-
position de n en facteurs premiers. La classe d’isomorphisme d’un groupe abélien d’ordre n est caractérisée
par ses facteurs invariants (dy, da, ..., ds) qui sont des entiers > 1 tels que d; | d;y1 et dids...ds = n.

s , . a1, Q2 Qi . .
Par suite chaque d; se décompose comme suit : d; = p; "'py > ...pr " avec les contraintes suivantes :

1
s q
;5 < a;41,; pour tout j, pour tout ¢ et E ;5 = aj et E ;5 = Q.
i=1 i=1
'

Il s’en suit que le nombre de choix possibles pour les a; est exactement Hp(aj) ou p(«) désigne le
j=1

nombre de partitions de «, i.e. le nombre de fagons d’écrire ’entier @ comme une somme croissante

d’entiers strictement positifs.

Exercice 21
a) On considére H = {(a,b) € Z*|a — b est divisible par 10}. Montrer que H est un sous-groupe de Z?2.
2
Calculer le rang de H. Donner une base de H. Décrire le quotient Z JH

b) On note H le quotient de Z? par le sous-groupe engendré par les vecteurs (4,8, 10) et (6,2, 0). Déterminer
la structure du groupe H.

Solution 21
a) Soit ¢ le morphisme de groupes donné par
¢2Z2—>Z/102, (a,b)»—>a—b

Son noyau est H. En particulier H est un sous-groupe distinugé de Z2.

D'une part H contient (1,1) et (0,10) donc rgH > 2. D’autre part H C Z? donc rg H < 2. Finalement
rgH = 2.



Soit (a,b) dans H. 1l existe n dans Z tel que a = b+ 10n et
(a,b) = (a,a — 10n) = a(1,1) + (—n)(0, 10).

Autrement dit ((1,1), (0,10)) est une base de H.

Par ailleurs )
21 = ((g1,92) | 91 + g2 = 0, 10g = 0).
. 1 0 1 0 . . 72 72 7
Puisque < 1 10 > ~ ( 0 10 ) les facteurs invariants de ™ /fy sont 1 et 10 et ~ 1 ~ ©107-

b) Notons H le quotient de Z?3 par le sous-groupe engendré par les vecteurs (4,8,10) et (6,2,0). Déterminons
la structure du groupe H. Nous avons

4 6 —-20 0 —-20 0 0 0
8 2 | ~ 8 2 |~ 0 2 |~ 0 2
10 0 10 0 10 0 10 0
4 6
Ainsi les facteurs invariants de 8 2 sont 2 et 10 et H~7Z x Z/QZ X Z/loZ'
10 0

Exercice 22
Déterminer les facteurs invariants des matrices suivantes a coefficients dans Z :

8) (?1 141);

69 —153
b) (12 —27 )

12 -6 2
o | 75 —41 13
19 -3 3

Solution 22
Nous pouvons procéder de deux manieres différentes :
e soit en calculer le pged des coefficients de la matrice puis le pged des mineurs de taille 2, etc
e soit en appliquant 1'algorithme de réduction des matrices & coeflicients entiers via des opérations élémen-
taires sur les lignes et les colonnes.
Dans les deux cas nous obtenons (~ désigne I’équivalence des matrices & coefficients entiers) :

(2a)~(od)

69 —153 N 3 0
12 =27 0 9
12 -6 2 1 0 O
7 —41 13 |~ 0 2 0
19 -3 3 0 0 16
Les facteurs invariants sont donc respectivement (1,6), (3,9) et (1,2, 16)

Détaillons la premiere équivalence :

(n)=(3)-(03)-Gi)-(G 5)-(0 %)-(%)

Détaillons la seconde équivalence :
69 —153 \ (12 =27 - 12 =27 - 12 -3 - 12 3 - 3 12 - 30
12 —27 69 —153 9 -18 9 0 9 0 0 9 0 9
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Détaillons la derniére équivalence :

12 -6 2 —-75 41 —-13 -3 5 -1 -12 6 -2
75 —41 13 ~ 12 -6 2 ~ 12 -6 2 ~ -3 5 -1
19 -3 3 19 -3 3 19 -3 3 19 -3 3
0 -14 2 -19 3 =3 -1 =27 3
~ -3 5 -1 |~ -3 5 -1 ~ -3 5 -1
9 -3 3 0o -14 2 0 —-14 2
3 -5 1 0 -8 10 1 27 -3
~ -1 =27 ~ -1 =27 3 ~ [ 0 =86 10
0 —-14 2 0 —-14 2 0 —-14 2
1 0 0 1 0 0 1 0 0
~ 0 -8 10 |~ 0 -2 -2 |~ 0 14 -2
0 —-14 2 0 —-14 2 0 -2 =2
1 0 0 1.0 0 10 0
~ 0 0 —-16 |~ 0 2 2 ~ 0 2 0
0 -2 =2 0 0 -16 0 0 -16
1 0 0
~ 0 2 0
0 0 16

Exercice 23

Soit k un corps commutatif. Soit G un sous-groupe fini du groupe multiplicatif k* =k ~\ {0} de k. Montrer
que G est cyclique.

Solution 23

Nous utilisons le théoréme de structure des groupes abéliens finis. Si |G| > 1, alors il existe une suite d’entiers
1<aj|az] ... |ar tels que

G ZZ/CHZ X Z/CLQZ X ... X Z/arZ

Montrons que r = 1. Puisque a, G = {0} nous avons
#{zek|z% =1} 2 |G| = a1az. .. a,.

Par ailleurs le nombre de racines dans k du polynéme X% — 1 € k[X] est inférieur ou égal a son degré parce
que k est commutatif. Il en résulte 'inégalité aias . .. a, < a, qui conduit & r = 1.
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