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1. RAPPELS DE GEOMETRIE
1.1. Géométrie euclidienne.

1.1.1. Isométrie euclidienne. Considérons 'espace euclidien R™ muni du produit
scalaire (, ) qui donne la norme euclidienne ||v|| = /(v, v). La distance associée
est donnée par d(x,y) = ||z — y||.

Définition 1.1. Une isométrie euclidienne ¢ est une application bijective de R™
qui préserve la norme euclidienne, i.e. qui vérifie

Vaz,y € R"  d(p(),p(y)) = d(z,y).

Le groupe des isométries euclidiennes est Isom(R", d).
Les translations et les élements du groupe orthogonal O(n,R) sont des isométries
euclidiennes. L’énoncé suivant donne toutes ces isométries :

Théoréme 1.1. — Toute isométrie de (R™, d) est une application affine.
Toute isométrie de (R™, d) qui fixe I'origine est donnée par un élément de O(n, R).
Le groupe Isom(R"™) se décompose en un produit semi-direct de la fagon suivante :

Isom(R") = O(n,R) x (R", +)

ott (R™,+) est identifié au groupe des translations de R™.
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Rappelons qu’une application f: R™ — R™ est affine s’il existe une application
linéaire A: R® — R"™ et un élément b de R™ tels que pour tout x € R™ on ait
f(z) = Az + b. Remarquons que le couple (A, b) est unique. En effet b = f(0) et A
est 'application linéaire z — f(z) — f(0).

Pour 2 € R™ nous notons 7, la translation de vecteur x ; autrement dit 7, (y) =
y + x pour tout y € R™.

Une notion importante en géométrie euclidienne est la notion d’angle. Soient A,
B, C trois points de R"™ tels que A # B, C # B ; la mesure de I'angle ABC est le

nombre « € [0, 7] tel que
(B4, BO)

(1) CoOS o = ﬁ .

1BA|| - [|BCY|
Remarquons que nous parlons ici d’a%le géométrique aussi appelé angle non orienté.
(BA, BO))|

BAINBE € [0,1] par I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Ce nombre est bien défini car

Proposition 1.2. — Les isométries de R™ préservent les angles. Autrement dit
pour tout g € Isom(R"™), pour tous A, B, C' € R™ avec A # B et C # B nous avons

9(A)g(B)g(C) = ABC

Toute rotation plane est la composée de deux symétries ; ce résultat se généralise
en dimension supérieure :

Théoréme 1.3. — Le groupe Isom(R") est engendré par les symétries orthogo-
nales par rapport a des hyperplans affines.

Plus exactement toute isométrie de R™ est la composée d’au plus n + 1 telles
symétries.

Lemme 1.4. — Soient f € Isom(R") et F C R™ une partie finie. Si f préserve F
(i.e. f(F)=F), alors f fixe I'isobarycentre de F.
En particulier Stabrgomrn)(F) est conjugué a un sous-groupe de O(n,R).

Lemme 1.5. — Soit f une isométrie donnée par f(x) = Ax+b avec A € O(n,R)
et b € R™.
Alors f posséde un point fixe si et seulement si b appartient a Im(A — id).

1.1.2. Dimension 2. Avant d’énoncer la classification des isométries en dimension
deux rappelons la notion suivante.

Soient D une droite du plan et ¥ un vecteur directeur de D. Une symétrie
glissée d’axe D et de direction T est la composée de la réflexion d’axe D et de
la translation de vecteur ¥/ L’image d’un point M est donc obtenue en effectuant
d’abord la symétrie orthogonale d’axe D, puis la translation de vecteur o (ou
vice-versa).

Proposition 1.6. — Les éléments de Isom(R?) sont :
— les translations,
— les rotations,
— les symétries axiales ou réflexions,
— les symétries glissées.

Pour une preuve on renvoie a [Aud06] (I'idée est d’étudier les éventuels points
fixes avec le Lemme 1.5).



Définitions 1.2. Soient n > 2 et Ay, As, ..., A, des points du plan tels que
A; 7& Ai+1 pour 7 € Z/TLZ
La ligne polygonale L associée a ces points est la suite ([Al, Ao, [A2, A3, , ..., [An, Al]).

Les segments [A4;, A;y1] sont les cotés de L, les points A; ses sommets.

La ligne polygonale L est simple si lorsque deux cotés s’intersectent alors ce sont
deux cotés consécutifs (i.e. de la forme [A;_1, A;] et [A;, A;11]) et leur intersection
est réduite & un point (nécessairement A;).

Théoréme 1.7 (Théoréme de Jordan pour les polygones). — Soit £ une ligne
polygonale simple. Le complémentaire de la réunion des cotés de L a deux compo-
santes connexes, I'une bornée appelée intérieur et une non-bornée appelée extérieur.

Définition 1.3. On appelle polygone la réunion des cotés d’une ligne polygonale
simple et de son intérieur.
Un polygone est convexe si son intérieur ’est.

Définition 1.4. Un polygone convexe est régulier si tous ses cOtés sont égaux et
tous ses angles sont égaux.

Théoréme 1.8. — Soit P = A;As... A, un polygone convexe a n cotés. Les
conditions sont équivalentes :

o P est régulier;

o tous les cotés de P sont égaux et les points A; sont cocycliques (i.e. sur un
méme cercle) ;

o les sommets de P sont sur un cercle de centre O et tous les angles au centre
A;OA; 1 sont égaux;

o le polygone est semblable & I'enveloppe convexe® de {eQi”k/” |k € Z/nZ}-

Le point O du théoreme est alors le centre circonscrit au polygone P.

Si E C R™, nous notons Isom(F) le sous-groupe de Isom(R™) qui préserve E.
Nous notons aussi Isom™ (E) le sous-groupe de Isom(E) des isométries qui pré-
servent ’orientation.

Théoréme 1.9. — Si P, = AgA;...A,_1 est un polygone régulier a n cotés,
alors Isom(P,,) ~ Daq,.

1.1.3. Dimension 3. Avant d’énoncer la classification des isométries en dimension
trois rappelons qu'un vissage (ou rotation glissée) est un déplacement dans un
espace affine euclidien qui est la composée commutative d’une rotation et d’une
translation selon un vecteur dirigeant 1’axe de rotation (si la rotation n’est pas
lidentité). Une anti-rotation est un type particulier d’antidéplacement (i.e. d’iso-
métrie qui renverse l'orientation) de I’espace euclidien de dimension 3 (espace affine
euclidien ou espace vectoriel euclidien, suivant le contexte) : c’est la composée com-
mutative d’une rotation d’angle ¥ autour d’un axe A et d’une réflexion par rapport
a un plan perpendiculaire & A.

Théoréme 1.10. — Les éléments de Isom(R3) sont :

1. Soit A une partie de E. L’enveloppe convexe de A est l'intersection de toutes les parties
convexes de E qui contiennent A. Une caractérisation de A est la suivante : I’enveloppe convexe
de A est la plus petite partie convexe de E qui contient A.



¢ les translations,

o les rotations,

o les rotations glissées (appelées aussi vissages),

o les symétries orthogonales par rapport a un plan,
o les symétries glissées,

o les anti-rotations.

Pour une preuve on renvoie a [Aud06].

Rappelons que SO(3,R) est le groupe des rotations de l'espace euclidien cano-
nique R3. Le théoréme suivant montre que le groupe SO(3,R) est simple :

Théoréme 1.11. — Le groupe SO(3,R) est simple.

Définitions 1.5. Un polyedre convexe P est un compact d’intérieur non vide tel
que P est l'intersection d’un nombre fini de demi-espaces délimités par des plans
affines Hy, Ho, ..., H,.

Les faces de P sont les intersections de P avec les H;. Ce sont des polygones
convexes. Leurs arétes sont appelées arétes de P et leurs sommets sont appelés
sommets.

Proposition 1.12. — Soit P un polyédre convexe.
o Le nombre de cotés d’une face est au moins 3.

o Le nombre d’arétes issues d’un sommet est égal au nombre de faces qui
contiennent ce sommet et ce nombre est au moins 3.

o Une aréte appartient a exactement deux faces.

¢ La somme des angles en un sommet est strictement inférieure a 2.
Pour une démonstration de cet énoncé voir par exemple [Ber77].

Définitions 1.6. Un polyedre convexe est régulier si toutes ces faces sont des
polygones réguliers a p cotés et tous ses sommets appartiennent a exactement g
faces.

Le couple (p, q) est appelé symbole de Schléfli du polyedre régulier.

Théoréme 1.13. — Il existe exactement cinqg types de polyédres convexes régu-
liers correspondant aux symboles de Schléfli suivants :

polyedre symbole de Schlafli

tétraédre régulier (3,3)

cube (4,3)

octaédre régulier (3,4)

isocaédre régulier (3,5)

dodécaédre régulier (5,3)

La liste des polyedres réguliers étant établie, nous nous intéressons a leurs groupes
d’isométries. Le dual d’un polyedre est I’enveloppe convexe des milieux de ses faces.
Par exemple le dual du cube est un octaedre. Plus généralement le dual du polyedre
régulier de symbole (p, q) est le polyedre régulier de symbole (g, p). Le passage au
polyeédre dual échange les faces et les sommets. On peut vérifier qu'un polyedre et
son dual ont le méme groupe d’isométries.

Proposition 1.14. — Soit X C R3. Désignons par Isom(X) le groupe des isomé-
tries de R qui préservent X.



Si O est le centre de symétrie de X et si g est une isométrie de X, alors g(O) = O.
De plus Tsom(X) ~ Isom™ (X) x Z/QZ'

Proposition 1.15. — Le groupe d’isométries du tétraédre régulier Ay est iso-
morphe a Sy.
Le groupe d’isométries directes du tétraédre régulier A4 est isomorphe a Aj,.

Proposition 1.16. — Le groupe d’isométries directes du cube est isomorphe a Sy.
Le groupe d’isométries du cube est isomorphe a Sy X Z/QZ.
Par dualité le groupe d’isométries directes de 'octaédre régulier est isomorphe
a Sy et le groupe d’isométries de I'octaédre régulier est isomorphe a Sy X Z/QZ.

Proposition 1.17. — Le groupe d’isométries du dodécaédre est isomorphe a As X
Z
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Le groupe d’isométries directes du dodécaeédre est isomorphe a As.

Par dualité le groupe d’isométries de l'icosaédre est isomorphe a As x Z/QZ et
son groupe d’isométries directes est isomorphe a As.

1.2. Les sous-groupes finis de SO(3,R) (voir par exemple [CG17, chap. 12],
[CG15, chap. 9], [Szp09, p. 434-437)).

Théoréme 1.18. — Tout sous-groupe fini de SO(3,R) est isomorphe a Z/nZ,
Doy, A4, Sy ou As.

Plus précisément si G est un sous-groupe fini de SO(3,R), alors G est conjugué
au groupe des rotations préservant 1'un des polyédres suivants (les cas n = 1, 2 mis
a part)

o Isom™ ( pyramide de base un polygone régulier a n cotés ) ~ Z/nZ;
double pyramide de base un polygone régulier & n co6tés ) ~ Do, ;
Isom™ ( tétraédre régulier ) ~ Ay ;

Isom™( cube ) =~ Sy ;
Isom™ ( icosaédre régulier ) ~ As.

(
Tsom ™ (
(
(
-+

000

Remarque 1.1. Le groupe Sy intervient a la fois comme Isom+(cube) et comme
Isom(tétraedre). On peut transposer dans chacun de ces trois points de vue tout ce
que l’on sait sur ce groupe (classe de conjugaison, sous-groupes d’ordre donné, etc)

1.3. Géométrie affine.

1.3.1. Espaces affines. Rappelons qu'une action d’un groupe G sur un ensemble
est simplement transitive si elle est transitive et libre, i.e. si pour tous x, y dans F
il existe un unique g € G tel que gz = y.

Définition 1.7. Soit E un espace vectoriel. Un espace affine A est un ensemble
muni d’une action simplement transitive de (E, +).

L’espace vectoriel E est appelé la direction de A.

La dimension de A est la dimension de E.

Soit a: E x A — A laction ci-dessus. Notons 7,(A) = a(v, A). L’application
A — 7,(A) est appelée translation de vecteur v. On note aussi 7,(4) = A + v.
Etant donnée que « est une action, nous avons

Ty O Ty = Tutw

ce qui correspond a (A+u) +v=A+ (u+v).



Soit A un espace affine de direction E. Soient A, B deux éléments de A. 11 existe
un unique v € F tel que B = A + v. Nous désignons v par ﬁ e k.

Lemme 1.19 (Relation de Chasles). — Soient A, B et C trois points d’un espace

affine. Alors
AC = AB + BC.

Définitions 1.8. Soit A un espace affine de direction E. Soit F' un sous-espace
vectoriel de F.

Un sous-espace affine F de direction F' est un ensemble tel qu’il existe A € F
avec F = {A+v|v € F}.

En particulier nous appelons droite affine un sous-espace affine de dimension 1
et plan affine un sous-espace affine de dimension 2.

Lemme 1.20. — Soit (F;);cr une collection de sous-espaces affines de direction
(Fy)ier-
L’intersection ﬂ F; est vide ou un sous-espace affine de direction ﬂ F;.
iel iel

Définition 1.9. Soient A un espace affine et P C A un sous-espace non vide.

Le sous-espace engendré par P est 'intersection de tous les sous-espaces affines
qui contiennent P. C’est le plus petit sous-espace affine (au sens de I'inclusion) qui
contient P.

Exemple 1.1. Soient E un k-espace vectoriel et A un espace affine de direction E.
Soient A et B deux points distincts de A. Le sous-espace affine engendré par A et

B est la droite (AB) = {A+ AB |A ek}
Définition 1.10. Deux sous-espaces affines sont paralléles s’ils ont méme direction.
Définition 1.11. Soient A un espace affine et O un point de A. L’application
E— A, v— O+v
est une bijection permettant de transporter la structure d’espace vectoriel de F
a A
L’espace vectoriel obtenu est appelé le vectorialisé de A en O.

Exemple 1.2. Un espace vectoriel E possede une structure canonique d’espace
affine obtenue en faisant agir (E, +) sur lui-méme par translations.

Remarque 1.2. Attention la structure d’espace vectoriel ainsi construite dépend
du point O choisi.

Ainsi un espace vectoriel est la donnée d’un espace affine et d’une origine. En ou-
bliant ’origine d’un espace vectoriel nous obtenons un espace affine et en rajoutant
une origine a un espace affine nous obtenons un espace vectoriel.

Définition 1.12. Soient A et A’ deux espaces affines de directions F et E’, espaces
vectoriels sur un méme corps.
Une application ¢: A — A’ est affine 8’il existe une application linéaire L: E —

E’ telle que
o(A)p(BS = L(AB) VA, Be A



Proposition 1.21. — L’image directe d’un sous-espace affine par une application
affine est un sous-espace affine.

L’image réciproque d’un sous-espace affine par une application affine est un sous-
espace affine.

Rappelons que trois points sont alignés s’il existe une droite affine les contenant
tous les trois.

Corollaire 1.22. — Les applications affines préservent I’alignement.
1.3.2. Groupe affine.

Lemme 1.23. — Soit A un espace affine de direction E.
Soient ¢ et ¢’ deux applications affines de parties linéaires L et L'.
La composée ¢’ o ¢ est affine de partie linéaire L' o L.

Si ¢ est affine inversible de partie linéaire L, alors ¢~ 1

est affine de partie li-

néaire L™1.
Théoréme 1.24. — Soit A un espace affine de direction E.

Les transformations affines inversibles forment un groupe appelé groupe affine
GA(A).

De plus

GA(A) ~ GL(E) x E.

Remarque 1.3. Dans lidentification GA(A) ~ GL(E) x E nous utilisons une
origine. L’identification n’est pas canonique puisqu’elle dépend de ce choix.

1.3.3. Théoréme fondamental de la géométrie affine. Une bijection ¢ d’un espace
affine A préserve I'alignement si pour tout triplet de points A, B, C ces points sont
alignés si et seulement si les points p(A), (B) et p(C) sont alignés.

Théoréme 1.25 (Théoréme fondamental de la géométrie affine). — Soit A un
espace affine réel de dimension finie > 2.
Toute bijection de A qui préserve I'alignement est une transformation affine.

Remarque 1.4. Cet énoncé est propre au cas réel. Sa démonstration fait en par-
ticulier appel aux résultats suivants :

Proposition 1.26. — Le seul automorphisme du corps (R, +, x) est I'identité.

Lemme 1.27. — Soient A, B, C trois points non alignés dans un espace affine A.
Le plan engendré par ces trois points est la réunion des droites (DE) avec D € (AB)
et E € (AC).

2. RAPPELS SUR LES PRODUITS SEMI-DIRECTS

Soient G, H et N trois groupes. Soient i: N — G et p: G — H deux morphismes
de groupes. Si
o 1 est injectif,
o p est surjectif,
o imi = kerp,
on parle de suite exacte et on note

1—N-5a¢-2%H-—1.



Exemple 2.1. Le groupe symétrique S3 compte six éléments
id, (12, (13, (23, o=(123), o=c't=(132).
Il contient un sous-groupe distingué d’ordre 3
(o) ={1, 0, 0%} = A3
isomorphe a Z/3Z et on a la suite exacte suivante

Soient G un groupe, N < G un sous-groupe distingué et G/N le groupe quotient.
Connaissant N et G/N nous cherchons a reconstituer G. Plus généralement étant
donnés deux groupes N et H nous cherchons tous les groupes G tels qu’on ait une
suite exacte

1—N-—G—H— 1

Un tel groupe G est une extension de N par H. Le probleme général est délicat et
nous en étudions deux cas particuliers : les produits directs et les produits semi-
directs.

2.1. Produits directs. Soient N et H deux groupes. Le produit direct G = N x H
est le produit cartésien de N et H muni de la loi produit :
(n,h)(n',h') = (nn/, h1).
On a alors une projection p: G — H définie par p(n,h) = h. C’est un morphisme
de groupes surjectif de noyau le sous-groupe distingué
N={(n,1)|n€N}.

Considérons i: N — N x H, n+ (n,1). On a la suite exacte

1 —N-SNxH-ZH-——1.

Notons que les groupes N et H jouent des roles symétriques. Le sous-groupe
H= {(1,h)|h € H}

noyau de la projection sur N est tel que
¢ la restriction de la projection PE: H — H est un isomorphisme,

o H est un sous-groupe distingué de N x H.
Un exemple classique de produit direct est donné par le lemme chinois :

Lemme 2.1 (Lemme chinois). — Si p et ¢ sont premiers entre eux, alors

Z ~Z Z

/paZ = L * L
2.2. Produits semi-directs. Le produit semi-direct est une variante affaiblie du
produit direct.

Soient G un groupe et N un sous-groupe distingué de G. Si i est I'inclusion on a
une suite exacte _
1—-N-56564—1

Supposons que comme dans le cas du produit direct, il existe un sous-groupe H de
G tel que pjy induise un isomorphisme de H sur G/N. Contrairement au cas du

produit direct H n’est pas distingué a priori. Par conséquent
o NNH={e};



o G=NH= {nh|neN, heH}.
Nous avons les deux propriétés suivantes :
¢ comme dans le cas du produit direct G est en bijection avec le produit en-
sembliste N x H;
¢ la multiplication n’est pas celle du produit direct, elle est "tordue" au moyen
de l'opération de H sur N par conjugaison h-n = hnh™!; on a

(n, h) (nla hl) = (n(h- n/)a hh/)

Cette opération de H sur N n’est pas seulement ensembliste, le groupe H
opere sur N par automorphismes de groupes.
En effet

o sigeGetsig=np(g),il existe h € H tel que p(h) = g donc gh~! appartient
a N. L’écriture de g sous la forme nh est unique (en effet supposons que nh =
n'h', soit que n’ ~'n = Kh~'; puisque NN H = {e} on a nIn=nh"1=e¢,
i.e. (n,h) = (n',h’)) de sorte que G est en bijection avec NH.

© Si on calcule le produit de deux éléments de G, alors

(nh)(n'h') = nhn'h = nhn'h=1 b/
——
h-n'
avec hn'h~! appartient & N car N est distingué dans G.
On définit donc le produit semi-direct comme suit.

Proposition-Définition 2.2. — o Soient N et H deux groupes. Soit Aut(N)
le groupe des automorphismes de groupe de N. Soit ¢: H — Aut(N) un
morphisme qui définit une opération de H sur N par la formule h-n = @(h)(n).

On définit sur 'ensemble produit N x H une loi par

(n,h)(n', W) = (n(h-n'),hb").

Alors N x H, muni de cette loi, est un groupe appelé produit semi-direct de
N par H relativement a ¢ et noté N x, H ou plus simplement N x H.
¢ On a la suite exacte

1—N-SNxH-H-——>1

otni: nw (n,1) et p: (n,h) — h, de sorte que N x H est une extension de N

par H.
Remarques 2.1. o Le groupe N x H contient deux sous-groupes isomorphes
respectivement a N et H
N={(n,1)|n e N}, H={(1,h)|h € H}.

o Nous avons NN H = {e} et N x H=NH car (n,1)(1,h) = (n, h).
o Si ¢ n’est pas trivial, alors le groupe obtenu n’est pas abélien ((1,h)(n,1) =
(h-n,h) est en général distinct de (n, h)).
& Sinous identifions N et Ha N et H, alors ¢: h + h-n = p(h)(n): n — hnh™*.
Donnons des conditions permettant d’assurer que G est un produit.

Proposition 2.3. — a) Sion a une suite exacte

l—N-S5G¢-2H-—1

et s’il existe un relévement H de H, c’est-a-dire un sous-groupe H de G tel
que la restriction de la projection p a H soit un isomorphisme de H sur H,
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le groupe G est isomorphe a un produit semi-direct N x H. Cela revient a
dire que p possede une section, i.e. qu’il existe un morphisme s: H — G tel
que p o s = idy. L’extension est alors dite scindée.

b) Soit G un groupe. Soient N et H deux sous-groupes de G tels que
o N«G,
o NNH = {e},
o G = NH.
Alors G ~ N x H.

On peut caractériser les produits directs parmi les produits semi-directs :

Proposition 2.4. — Soient N et H deux groupes. Soit Aut(N) le groupe des
automorphismes de groupe de N. Soit ¢: H — Aut(N) un morphisme qui définit
une opération de H sur N par la formule h -n = ¢(h)(n).

Soit G = N x, H. Soit H le sous-groupe des éléments (1, h).

Les propriétés suivantes sont équivalentes :

—  est trivial (i.e. nous avons ¢(h) = idy pour tout h € H) ;

— le sous-groupe H est distingué dans G ;

— la loi de groupe sur G est celle du produit direct.

(C’est le cas en particulier si I'extension est centrale, i.e. si N C Z(G)).

Remarques 2.2. o Soient N et H deux groupes. Soient ¢: H — Aut(N) et
¥: H = Aut(N) deux morphismes. S’il existe u € Aut(N) tel que (h) =
wo@(h) ou™! ("actions conjuguées") alors N x, H ~ N x,, H.

o Soient N et H deux groupes. Soient ¢: H — Aut(N) et v: H — Aut(N) deux
morphismes. S'il existe o € Aut(H) tel que ¢ = Yoq, alors Nx,H~Nx,H
(envoyer nh € N x, H sur na(h) € N x, H).

Exemple 2.2 (Le groupe linéaire). Soit k un corps. Soit n € N*. La suite exacte

1 — SL(n,k) — GL(n,k) 2% k* — 1

est scindée (envoyer A € k* sur la matrice diag(\,1,1,...,1)). Par conséquent
GL(n,k) ~ SL(n, k) x k*.

Exemple 2.3 (Le groupe affine). Soit L le groupe affine de R constitué des ap-

plications de la forme z +— axz + b avec a # 0. Soit H le groupe des translations

x +— x + b, isomorphe a R, et soit K le sous-groupe des homothéties de centre 0
K={z—azr|acR"}

isomorphe a R*. Le groupe affine est donc isomorphe au produit semi-direct R x R*
dans lequel le produit s’écrit

(b,a)(V/,a') = (b+ ab',ad).

En effet tout élément f: x — ax + b de L s’écrit g o h ou g désigne I’élément de H
donné par x — x + b et h désigne I’élément de K donné par x — ax. Considérons
maintenant f: x — ax +bet g: x — o’z + V' dans L, alors

fog(z)= flg(x)) = fld'z +V) = a(d'z + V) + b= ad'z + (ab +b).

Exemple 2.4 (Le groupe symétrique). Nous avons la suite exacte suivante définie
par la signature

1— A, — 8, B {-1,1} > 1.
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Si 7 est une transposition, nous avons une section s de sgn en posant s(1) = id et
s(—1) = 7. La Proposition 2.3 assure que

Sp Ay {1, 1} = A, x Ly,
et le produit n’est pas direct.

Exemple 2.5 (Le groupe cyclique Z/gz) Le groupe cyclique Z/SZ n’est pas de la
forme N x H. En effet comme /8Z est abélien, le produit serait direct. Or /8Z
n’est isomorphe ni a Z/4Z X Z/QZ nia (Z/QZ) qui sont les seuls possibles.

Exemple 2.6 (Le groupe diédral, v1). Soit n un entier supérieur ou égal a 3.
Rappelons que le groupe diédral Dgn d’ordre 2n est le sous-groupe de O(2,R)
engendré par la rotation p d’ angle et la symétrie o autour de I’axe des abscisses
dans R?. Autrement dit il s’agit du groupe engendré par les matrices

_ [ cos (%) —sin g%f) o — 1 0
p= sin (22)  cos (2Z) L0 -1
Puisque p et o laissent invariant ’ensemble des sommets du polyedre régulier a n

cOtés, noté P,, le groupe Do, laisse invariant ce polyedre régulier.
La rotation p engendre le groupe des rotations d’angle %TW avec 0 < k<n-1
et donc (p) ~ Z/nZ' De plus 02 = id ainsi (o) ~ Z/QZ'
Un calcul montre que
Upafl =opo = pfl
et par récurrence nous obtenons

Upkar*l = pfk.

Par suite tous les éléments de (p, o) sont de la forme p* ou p*o. Par conséquent
Dy, = {pk, pka|0 <k §n71}.
ce groupe se décompose en produit semi-direct
Doy, = (p) x (o).

En effet

— (p) N {o) = {id},

— tout élément de Dy, est le produit d’un élément de (p) par un élément de (o)

— comme op*o~! = p~* le sous-groupe (p) est distingué.

Nous pouvons penser a ce produit semi-direct comme suit : puisque Z/nZ est
un groupe abélien, (gh)~! = h=1g~! = g7'h~!, i.e. application g — ¢g~! est un
isomorphisme de groupes. Ainsi 'application

y (Z/QZ,+) — Aut (Z/HZ,JF)

donnée par

¢(0) = id p(1)(m) = —m

est un morphisme de groupes et la description précédente montre que

n=Lhyx, Lo
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Exemple 2.7 (Le groupe diédral infini). Remplagons les sommets d’un polyedre
régulier par les entiers sur I’axe réel. Pour n € Z notons 7, la translation de n;

Tn: L — 7., m+—m—+n.

Pour simplifier posons 7 = 7y et notons o la symétrie en 0, c’est-a-dire o(m) = —m.
Le groupe diédral infini D, est le sous-groupe (7, o) des bijections de Z dans lui-
méme.

Remarquons que o2 = id et 07,,0 = 7_,,. Comme pour le groupe diédral nous
pouvons montrer que

Do >~ (1) % (o).

En identifiant (1) & (Z,+) via l'isomorphisme n +— 7, = 7" et (o) & Z/QZ via

i — o’ nous obtenons la décomposition en produit semi-direct

Exemple 2.8. Soient p et ¢ des nombres premiers avec p < q.

Les groupes d’ordre pg sont tous cycliques si p ne divise pas ¢ — 1 (c’est une
application classique des théorémes de Sylow).

Si par contre p divise ¢ — 1 nous avons un produit semi-direct non commutatif

Z/qZ X Z/pZ via le fait qu’il y a des morphismes non triviaux Z/pZ — Aut (Z/qZ> ~
Z
Na-1)z:

3. EXERCICES

Exercice 1 Montrer que le groupe affine GA(E) de l'espace affine dont ’espace
vectoriel associé est E est isomorphe & un produit semi-direct de E et GL(E).

Exercice 2 Déterminer la composée de deux symétries vectorielles orthogonales
planes.
Déterminer 'ordre de cette composée.

Exercice 3 Montrer que toute rotation plane se décompose en le produit de deux
symétries.
Que pouvons-nous dire pour les rotations de I'espace ?

Exercice 4 Déterminer le groupe des isométries du plan qui conservent un rec-
tangle non carré.
Etablir la table de ce groupe.

Exercice 5 Quelle est la matrice de la rotation de R? d’angle 6 autour de 'axe
Reg ?

Exercice 6 Soit M € O(3,R) de déterminant —1.
Montrer que —1 est valeur propre de M.

Exercice 7 Soit M une matrice orthogonale 2 x 2 et de déterminant —1.
Montrer que M est la matrice d’une symétrie orthogonale.

Exercice 8 Soit M € SO(3,R) la rotation d’angle 6. Montrer que

cosf = %(Ter 1).
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Solution 1 Si M est la matrice d’une rotation d’angle 6, alors M est semblable a
la matrice

cosf) —sinf 0
sinf cosf O
0 0 1

Par suite Tr M = 2cosf — 1 et cos = %(TrM— 1).

Exercice 9 Soit s une symétrie plane d’axe D.

(1) Soit ¢ une translation de vecteur . Montrer que la composée t o s (resp.
sot) est une symétrie si et seulement si 7 est normal & D.

(2) Soit r une rotation de centre C. Montrer que la composée r o s (resp. sor)
est une symétrie si et seulement si C' appartient a D.

(3) Soient s’ et s deux symétries axiales. Montrer que sos’os” est une symétrie
si et seulement si les axes de s’ et s” sont paralléles & D ou se rencontrent
en un point de D.

Exercice 10 Montrer que pour une translation ¢ de vecteur U et une symétrie s
d’axe D nous avons t o s = s ot si et seulement si ¥ est dans la direction de D.

Exercice 11 Soit R le réseau plan des points a coordonnées entieres dans un
repere orthonormal (O, i, j ).

Quelles sont les isométries affines qui conservent R ?

Quelles sont les centres des rotations affines qui conservent R 7

Exercice 12 Soit & la représentation graphique dans un repére orthonormal de
la fonction sinus.
Quelles sont les isométries affines qui conservent la figure G 7

Exercice 13 Déterminer les isométries affines qui conservent 1’ensemble j des

. , N — =
points de coordonnées (n,0), n € Z, dans un repére orthonormal (O, i, j) du
plan affine euclidien.

Exercice 14 Notons OA(2,R) le groupe des déplacements de R?. Soit G un sous-
groupe de OA(2,R) qui contient les rotations centrées en deux points distincts.
Montrer que G contient une translation.

Exercice 15 Soit G un sous-groupe de GL(2,R). Déterminer 'orbite d'un point
A de R? \ {O} quand G est le sous-groupe engendré par :

(1) une symétrie par rapport & une droite ;

(2) une rotation d’angle 7 ;

(3) une rotation d’angle 2% (n > 0 entier);

(4) une rotation d’angle 2* (n > 0 entier) et une symétrie par rapport a une
droite D (penser a distinguer deux cas).
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Exercice 16 Rappelons que SL(2,R) désigne le groupe des applications linéaires
de déterminant 1 de R? dans lui-méme.
Rappelons aussi que SO(2,R) désigne le groupe des applications linéaires ortho-
gonales directes de R? dans lui-méme.
Notons z - y le produit scalaire usuel sur R2.
(1) Soit G un sous-groupe fini de SL(2,R). Soit g € G. Soit ¢p,: R? — R
I'application définie par

wg(r,y) = g(x) - g(y).

Montrer que ¥ = Z g est une forme bilinéaire symétrique définie positive
geG
sur R2.
(2) Montrer que pour g € G nous avons ¥(g(x), g(y)) = ¥(x,y).
Montrer que la matrice d'un élément de G dans la base {e1, ez} ortho-
normée pour ¢ est de la forme

cosf) —sinf
sinf cosf

En déduire que G est un sous-groupe fini de SO(2,R).

(3) Quel est 'ordre d’un élément g de G 7 En déduire que g est une rotation

d’angle %T’T avec k et n convenables.

(4) Montrer que G est cyclique.

Exercice 17 [Quelques propriétés de SL(2,R)]|Désignons par SL(2,R) le groupe
des matrices carrées de taille 2 x 2 a coeflicients réels et de déterminant 1.

Pour u = ( CCL Z ) € SL(2,R) notons ¢, = a + d.
(1) Quel est le polynéme caractéristique P, de u? Quelles sont ses valeurs
propres ?

(2) Montrer que P, (u) = 0.

(3) Si P, admet une racine double, montrer qu’alors
— ou bien u = Id, ou bien © = —Id;
— ou bien il existe v € SL(2,R) tel que

oo (11 4 (10
vuv = 0 1 ou UV = 1 1

— ou bien il existe w € SL(2,R) tel que

(-1 1 4 (-1 0
wuw = 0 -1 ou wuw = 1 -1

(4) Si P, admet deux racines distinctes réelles, montrer qu’il existe v € SL(2, R)

0 . L .
et a € R* tels que vuv ™! = ( 8 ol ) Y a-t-il une réciproque 7

(5) Si P, admet deux racines complexes non réelles distinctes montrer qu’il
existe v € SL(2,R) et a, b € R, b # 0, tels que a®> +b*> = 1 et vuv™! =

(52)



15

(6) En déduire pour tout u € SL(2,R) I’équivalence, si n & {1, 2}, entre les
deux assertions suivantes :

— wu est d’ordre n;

— il existe k£ € N premier avec n tel que ¢, = 2 cos (2’”)

n /)
(7) Soit SL(2,Z) le sous-groupe de SL(2,R) formé des matrices & coefficients
dans Z. Montrer que dans SL(2,Z) ily a :

— un élément d’ordre 2;

— une infinité d’éléments d’ordre 4, explicitez-les ;
— une infinité d’éléments d’ordre 3, explicitez-les ;
— une infinité d’éléments d’ordre 6, explicitez-les ;
— aucun élément d’ordre n sin & {1, 2, 3, 4, 6}.

Exercice 18 Soit Dy, le groupe diédral d’ordre 2n engendré par r d’ordre n et s
d’ordre 2 tels que s = sr—1. Autrement dit

2

Dy, = <7”, 8|7‘” =8 =rsrs = id}.

2 1,-1,.3.3

Exprimer r“sr~ s~ r°s® sous la forme 7’s.

Exercice 19 Faire la liste de tous les sous-groupes de Dg.

Exercice 20 Caractériser géométriquement I'endomorphisme f de R?® dont la
matrice dans la base canonique est

A== 2 2 -1
3

Exercice 21 Soient A et B deux éléments de SO(3,R). Donner une condition
géométrique nécessaire et suffisante pour que A et B commutent (cette conditions
fait intervenir des droites particulieres de R? associées & A et B).

Exercice 22 Soient E un espace vectoriel euclidien de dimension 3 et S sa sphere
unité. Si D est une droite vectorielle de E, on note op la rotation d’angle m autour
de D (appelée aussi demi-tour). Par conséquent op appartient au groupe spécial
orthogonal SO(E) dont on rappelle qu’il est engendré par les demi-tours.

(1) Soit D une droite vectoriel, soit g un élément de SO(E). Reconnaitre I’en-

domorphisme go op o g~ !.

(2) Soit g € SO(E). Montrer que g est un demi-tour si et seulement s’il existe
x € S tel que g(z) = —z.

Dans les deux questions suivantes, nous nous donnons un sous-groupe G
de SO(E) agissant transitivement sur S.

(3) Montrer que G contient un demi-tour.

(4) En déduire que G = SO(E).
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Exercice 23 Soit n € N*. Soit G le sous-ensemble de M (n + 1,R) donné par les
matrices de la forme

ou A € GL(n,R) et (z1,22,...,2,) € R™.

(1)
(2)

3)

Montrer que G est un groupe.

Expliciter de quelle maniére le groupe affine GA(R™) de R™ est isomorphe
au groupe GL(n,R) x R™. En particulier explique comment effectuer la
composée de ¢, ¢’ € GA(R™) ol ¢ (resp. ¢') pour partie linéaire A €
GL(n,R) (resp. A’ € GL(n,R)) et vecteur de translation v € R™ (resp.
v € R™).

Montrer que G est isomorphe a GA(R™).

Exercice 24 Soit E un espace affine euclidien de dimension n. On appelle simili-
tude de FE toute transformation affine bijective de F dans lui-méme dont la partie
linéaire est la composée d’une homothétie et d’une isométrie linéaire.

(1)
(2)

(®)

Montrer que les similitudes forment un groupe.

Soit ¢ une similitude. Démontrer que si L est la partie linéaire de ¢, alors
L s’écrit de matrice unique sous la forme L = HR ou H est une homothétie
linéaire et R un élément de SO(n,R) et que de plus H et R commutent.

Soit ¢ une bijection de E. On dit que ¢ préserve les angles (non-orientés)

si pour tous points A # B, C € E, ¢(A)p(B)p(C) = ABC. Nous allons
montrer que les similitudes sont extactement les transformations qui pré-
servent les angles.

Montrer que les similitudes préservent les angles.
Soit ¢ une bijection de E qui préservent les angles.
Montrer que ¢ préserve I'alignement.
Montrer que ¢ est affine.
Choisissons une origine O dans E. Trouver une translation 7 tells que (77 1o

©)(0) = O. Posons ¢’ =771 o .

—
Soit A # O. Posons A = L&Al g 1y est I'homothétie de rapport A et
# oAl A pp
de centre O, montrer que ¥ = h;l o ¢’ préserve le produit scalaire et la

norme. On pourra utiliser des triangles isométriques.

En déduire que v est une isométrie et conclure.

Exercice 25 [Le groupe diédral]
Considérons un polygone régulier ayant un sommet P de coordonnées (1,0) et
centré a l'origine du repere.

(1)

Déterminer le groupe Dg des isométries du plan qui conservent un triangle
équilatéral. Etablir la table de Dg.
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(2) Déterminer le groupe Dg des isométries du plan qui conservent carré. Dé-
terminer les ordres des éléments de Dg. Etablir la table de Dg.

(3) Déterminer le groupe D, des isométries du plan qui conservent un polygone
régulier a n cotés.

(4) Soit n > 2 un entier. Considérons le groupe Z/nZ et un générateur [a] de
ce groupe. Soit T € Aut (Z/nZ) défini par 7([c]) = —[¢].

Soit p: Z/QZ — Aut (Z/nZ) défini par
p([0]) = id p([1]) = 7.

Montrer que Do, est isomorphe au produit semi-direct de Z/nZ et Z/QZ
le long de p.

Exercice 26 Soit 7 € Aut (Z/QZ X Z/QZ) défini par 7([a], [b]) = ([b], [a])-
Soit p: Z/QZ — Aut (Z/2Z X Z/2Z) défini par
p([0]) = id p([1]) = 7.

Montrer que Dg est isomorphe au produit semi-direct de Z/2Z X Z/2Z et Z/QZ
le long de p.

Exercice 27 Quel est le centre de S37 de Dg? de D157 de Dy, ?

Exercice 28 Soit n > 3; le sous-ensemble {g € Do, | §? = id} de Dy, est-il un
sous-groupe de Do, 7

Exercice 29 Les actions considérées ci-apres sont les actions naturelles.

(1) Montrer que I'action de GL(n,R) sur R™ n’est pas transitive mais qu’elle
définit sur I’ensemble des bases de R™ une action transitive.

(2) Montrer que SO(2,R) agit transitivement sur le cercle unité de R2.

(3) Montrer que SO(3,R) agit transitivement sur la sphére unitée de R3.
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