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Feuille 1

Exercice 1. |Ordre d’un élément / Groupe diédral, Dummit-Foot, page 27, exercice 1|
Calculer I'orde de tous les éléments des groupes :

a) D6
b) Dsg

Eléments de solution 1.

a) Considérons le groupe

2

D¢ = (r, s|r3 =s* =id, rs = sr 1)

Nous avons
Dg = {id, r, 12, s, sr, 57"2}
L’ordre de id est 1.
L’ordre de r est 3 (en effet 72 # id, r® = id).
L’ordre de 72 est 3 (en effet (r?)? = r0 = (r?)? = id? = id).
L’ordre de s est 2 (en effet s? = id).
L’ordre de sr est 2 (en effet (sr)? = srsr = s(rs)r = s(sr~)r = s%id = s? = id).

L'ordre de sr? est 2 (en effet (sr?)? = sr?sr? = sr?(sr~1)r® = sr?(rs)id = sr’
52 =id).
b) Considérons le groupe
Dg = (r, s|rt = s =id, rs = sr™1)
Nous avons
Dg = {id, ror2 3, s, sr, s, 37’3}
L’ordre de id est 1.
L'ordre de r est 4 (en effet 72 # id, r3 # id r* = id).
L'ordre de r2 est 2 (en effet (r?)? = r* = id).
L’ordre de 7% est 4 (en effet (r®)* = (r4)? = id3 = id).
L’ordre de s est 2 (en effet s> = id).
L’ordre de sr est 2 (en effet (s7)? = srsr = s(rs)r = s(sr—H)r = s2 =id).
L’ordre de sr? est 2 (en effet (s72)? = sr2sr? = sr(rs)r? = sr(sr—1)r? = srsr = id).

3 o3 3

s = sids =

L’ordre de sr3 est 2 (en effet (s73)2 = sr3sr3 = sr2(rs)r® = sr?(sr—1)rd = sr?sr? = id).

Exercice 2. [Sous-groupes cycliques / Groupe diédral, Dummit-Foot, page 60, exercice 11|
Trouver tous les sous-groupes cycliques de Dg.
Trouver un sous-groupe propre de Dg qui n’est pas cyclique.

Eléments de solution 2.
Les sous-groupes cycliques de Dg sont :

(id) = {id}
(ry = (r3) = {id, r, 2, 7“3}
(r?) = {id, 7“2}

Le groupe (r?, s) = {id7 r2, s, 37’2} est un sous-groupe propre de Dg (il ne contient pas r) qui n’est

pas cyclique (il ne peut pas étre engendré par un seul élément).
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Exercice 3. [Ordre d’un élément / Groupe diédral, Dummit-Foot, page 27, exercice 3|

Utiliser les générateurs et les relations de la présentation Do, =< 7,5 | 7" = 52 = 1,75 = s7~! > pour
montrer que chaque élément de Do, qui n’est pas une puissance de r est d’ordre 2. En déduire que Do,
est engendré par les deux éléments s et sr, tous les deux d’ordre 2.

Eléments de solution 3.
Considérons le groupe Do, =< 7,5 | 7" = 52 = 1,75 = s77 ! >.
Les éléments de D, qui ne sont pas une puissance de r sont de la forme sr*. En effet un élément

de Dy, qui n’est pas une puissance de r est de la forme 7*s ou srf. De plus pour tout & > 1 nous

avons r*s = sr~*. (Pest vrai pour k = 1 (présentation du groupe Dy,). Supposons que r¥s = sr—F,

Alors 7tls = rr¥s mais par hypothése de récurrence r*s = sr—% donc r*tls = rsr—%. D’aprés la
présentation de Do, nous avons rs = sr—! donc rhtls = gp=1lp—k = gp—(k+1),
Déterminons 1’ordre de sr*. Nous avons
(s7F) = srfsr® = s(rFs)rk = s(sr7F)rk = 52 = id.
Puisque sr* # id lordre de sr¥ est 2.

Le groupe Ds,, est engendré par s et sr; en effet le groupe Doy, est engendré par s et r et r = s%r =

s(sr). D’aprés ce qui préceéde sr est d’ordre 2 et par définition s est d’ordre 2.

Exercice 4. |Groupe diédral, Dummit-Foot, page 52, exercice 7|
Soit n un entier > 3. Montrer que :

a) le centre du groupe diédral Z(Dy,,) = {1}, si n est impair;
b) Z(Day,) = {1, r¥}, si n = 2k est pair.

Eléments de solution 4.

Exercice 5. [Groupes de matrices / Ordre d’un élément, Dummit-Foot, page 35, exercices 1 et 2]

a) Soit [y le corps fini de deux éléments. Montrer que l'ordre de GLa(F2) est égal a 6.

b) Donner les éléments de GLo(IF3) et calculer 'ordre de chaque élément.

Eléments de solution 5.

a) Soit Fy le corps fini de deux éléments. Montrons que l'ordre de GLy(F2) est égal a 6.

Le groupe Mj(Fg) est d’ordre 2* = 16; en effet un élément de Mo (IF2) s’écrit ( Z Z > avec

a, b, c et d dans Fs.
L’ordre de GLo(FF3) vaut
|GL2(F2)‘ = ’MQ(FQH - #{A S MQ(]FQ) ‘ det A = 0}
1.e.
|GLa(F2)| = 16 — #{A € My(F2)| det A =0}

a b

Déterminons {A € My(F2) | det A = 0} : soit A = < e d > € Mj(Fg). Alors det A = 0 si et

seulement si ad = be. Nous avons 'alternative suivante :
e ou bien a = 0, alors
- ou bien b = 0 et ¢, d sont libres ce qui donne quatre matrices;
- oubien b=1et ¢ =0, d est libre ce qui conduit a deux matrices;
e ou bien a = 1, alors
- oubiend=1et b=c=1, ce qui donne une matrice;
- ou bien d = 0 et alors soit b = 0 et ¢ est libre ce qui conduit & deux matrices, soit b = 1
et ¢ = 0 ce qui conduit & une matrice.
Ainsi #{A € My(F3)| detA = 0} =442+ 1+2+1 = 10. Par conséquent |GLy(F2)| =
16 — 10 = 6.

b) Les éléments de GLa(FF2) sont :

(ORI

= =
O =
N
)
N
)
N
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L’ordre de ( (1) (1) > est 2.
L’ordre de < (1) i ) est 3.
L’ordre de < (1) i ) est 2.
L’ordre de < i é ) est 3.
L’ordre de ( i ? > est 2.
L’ordre de ( (1) (1) ) est 1.

Exercice 6. |Groupes de matrices / Ordre d’un élément, Dummit-Foot, page 35 exercice 11|
1 a b
Soient F' un corps et H(F) = 0 1 ¢ ||a,bceF } legroupe de Heisenberg de F'. Soient
0 0 1
1 a b 1 d e
X=101 ¢ et Y= 01 f
0 01 0 0 1

des éléments de H(F).
a) Calculer le produit XY et en déduire que H(F) est fermé sous la multiplication de matrices.
Montrer que H(F') n’est pas abélien.

b) Donner une formule pour I'inverse X 1 et en déduire que H(F') est fermé sous I'inverse.

¢) Montrer que H(F) est un groupe d’ordre |F|*.

d) Trouver l'ordre de chaque élément du groupe H (Z/QZ).
)

d) Montrer que chaque élément non-trivial de H(R) est d’ordre infini.

Eléments de solution 6.

1 a b
Considérons un corps F' et H(F) = 0 1 ¢ |]|a,bceF } le groupe de Heisenberg de F.
0 0 1
Soient
1 a b 1 d e
X=[01 ¢ et Y=[01 ¢
0 0 1 0 0 1
des éléments de H(F).
a) Nous avons
1 a b 1 d e 1 a+d e4+af+b
xy=[01 ¢ 01 f|=]0 1 et f
0 0 1 0 0 1 0 0 1

en particulier XY appartient & H(F'). Le groupe H(F') est donc fermé sous la multiplication
de matrices;

Soient

1 0 1 1 1 1

A= 0 1 1 et B=| 011

0 01 0 01

Alors
1 01 1 1 1 1 1 2
AB = 0 1 1 01 1 = 01 2
0 0 1 0 01 0 01
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et

1 11 1 01 11 3
BA=| 011 011 ]=1012
0 01 0 01 0 01

En particulier AB # BA et H

b) Donner une formule pour I'inverse X ! et en déduire que H(F) est fermé sous I'inverse.

—

F') n’est pas abélien.

1 a b 1 —a —b+ac
Soit X =1 0 1 ¢ | un élément de H(F). Alors X' = | 0 1 —c En par-
0 0 1 0 0 1

ticulier X 1 appartient & H(F) et H(F) est fermé sous l'inverse.

¢) Montrons que H(F) est un groupe d’ordre |F|*.

1 a b
Soit X = 0 1 ¢ | un élément de H(F'); notons que a, b et ¢ sont des éléments libres
0 0 1
de F. 1l s’en suit que |H(F)| = |F|>.

d) Les éléments du groupe H (Z/2Z) sont

1 00 1 00 1 01 110
010 011 010 010
0 01 0 01 0 01 0 01
110 111 1 01 111
011 010 011 011
0 01 0 01 0 01 0 01

Nous pouvons vérifier que

1 00
° 010 est d’ordre 1.
0 01
1 00
° 01 1 est d’ordre 2.
0 01
1 0 1
° 010 est d’ordre 2.
0 01
1 10
° 010 est d’ordre 2.
0 01
1 10
° 01 1 est d’ordre 4.
0 01
1 11
) 0 1 0 | est dordre 2.
0 01
1 01
° 01 1 est d’ordre 2.
0 01
1 1 1
° 011 est d’ordre 4.
0 01
d) Montrons que chaque élément non-trivial de H(R) est d’ordre infini.
1 a b 1 a b\" 1 na nb+ lac
Soit [ 0 1 ¢ | unélémentde H(R). Alors (récurrence) [ 0 1 ¢ =10 1 ne
0 0 1 0 01 0 O 1
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n

1 a b na =0
En particulier 01 c = id si et seulement si nb+ fac =0 autrement dit si et
0 0 1 nc=>0

0.

seulement sia =b=c¢

Exercice 7. |Groupes de matrices / Ordre d’un élément, Dummit-Foot, page 64 exemple|
Montrer que les élémentsle groupe SLa(Z).

0 -1 0 1
X_<1 0) et y_<_1 _1>
du groupe SLg(Z) sont d’ordre fini mais que XY ne l'est pas.

Eléments de solution 7.
Considérons dans SLa(Z) les éléments

0 -1 0 1
x=(9 ) @ =% )

D’une part X2 = < (1) _01 ) < (1) _01 > = ( _01 _01 ) et d’autre part —id est d’ordre 2. Par

suite X est d’ordre 4.
0 1 0 1 -1 -1 -1 -1 0 1
. V2 _ L VG —
NousawonsY-(_1 _1><_1 _1>—<1 0)pu1§Y—<1 O><—1 _1>—
id.
0 -1 0 1 11 ,
Remarquons que XY = = . Par récurrence nous obtenons donc
1 0 -1 -1 0 1
1 n
n __
Exercice 8. Soit G un groupe abélien fini d’exposant e. Montrer que G contient un élément d’ordre
e.

) ; en particulier XY est d’ordre infini.

Eléments de solution 8.

Exercice 9. [Groupes de matrices / Groupe diédral / Morphismes, Dummit-Foot, page 41 exercice
25|
Soit n € N*. Soient 7 et s les générateurs usuels de Dy,,. Posons § = 27 /n. Montrer que I'application
¢: Doy, — GLy(R) définie sur les générateurs par

1

0

o= () ) e e

définit un morphisme injectif de Do, dans GL2(R).

— O

Eléments de solution 9.

Exercice 10. [Groupes de matrices / Groupe des quaternions / Morphismes, Dummit-Foot, page 41
exercice 26|

Soient i et j les générateurs usuels de Qg =< 4, j | i* = 1,i? = j2,4ji = j >. Montrer que I’application
¢: Qg — GLo(C) définie sur les générateurs par

¢(¢)=<\? _\%) et ¢(j):<(1) _01>

deéfinit un morphisme injectif de Qg dans GLo(C).
Eléments de solution 10.
Exercice 11. [Morphismes, Dummit-Foot, page 60 exercice 19|
a) Pour tout groupe G, montrer que 'on a une bijection entre les groupes Homyy, (Z, G) et G.
Lorsque G est abélien, montrer qu’il s’agit d’un isomorphisme de groupes.
b) Déterminer

Homygyp, (Z/ nZy» Z>’ Homgp, (Z/ nZ Z/ nZ)7 Homygy, (Z/ nZy Z/ mZ)'
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Plus généralement, expliciter une bijection entre Homgp (Z/nZ, G) et I’ensemble des éléments
de G d’ordre divisant n.

Eléments de solution 11.

a)

Pour tout groupe G, montrons que 'on a une bijection entre les groupes Homg,(Z, G) et G.
Lorsque G est abélien, montrons qu’il s’agit d’un isomorphisme de groupes.

Considérons
Y: G — Hom(Z,G)
g = Vg Z— G
1—g.
On constate que 1) réalise une bijection entre G et Hom(Z, G).

Soit G un groupe abélien. Considérons

¢ (Gx) - (Hom(Z,G),0)
g = Y Z— G
1—g.
Soient g1 et go dans G; alors
(91 % g2) (k) = @gyug (k) = (g1 g2)"
et
(¢g1 © 0g,) (k) = g, (k) x g, (k) = gf * 95-

Le groupe G étant abélien nous avons (g1 * g2)* = gF gk d’ott (g1 *g2) = Pg, 0Py, Autrement
dit ¢ est un isomorphisme de groupes.

Déterminons Homgp(Z/nZ, Z).
Soit ¢ € Homgp(Z/nZ, Z) ; alors

o:Ls o 1, T a

Nous avons d’'une part ¢(7) = ny(1l) = na et d’autre part ¢(n) = 0. Il s’en suit que na = 0 et
donc que a = 0. En d’autres termes ¢ est le morphisme trivial.

Déterminons Homygp, (Z/nZ, Z/mZ> .
Soit ¢ € Homgp (Z/nZv Z/mZ> ; alors

Wiz/nZ%Z/mZ, I—a

Nous avons d’une part ¢(n) = ng(1) = na et d’autre part p(n) = 0 d’ott na = 0. 1l s’en suit
que m divise na et m divise a.
Autre rédaction possible : I'ensemble Homgy, (Z/nZv Z/mZ> des morphismes de Z/nZ dans

m

Z/mZ est un groupe abélien pour I’addition naturelle des morphismes. Posons m’ = eed(m)

Sip:Z — Z/nZ désigne la surjection canonique, la correspondance associant & tout f €

Homygp, (Z/nZ’ Z/mZ> I'élément fop(1) induit un isomorphisme de groupes entre Homyg, (Z/nZ, Z/mZ>

et le sous-groupe m’Z/mZ du groupe additif Z/mZ lequel est isomorphe & Z/pgcd(m n)Z:

Explicitons une bijection entre Homygy, (Z/nZ, G) et I’ensemble des éléments de G d’ordre
divisant n.

L’application canonique

L, 7 — G I (1)
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est une bijection entre Homyg, Z/nZv G) et 'ensemble des éléments de G d’ordre divisant n.
En effet d'une part () = ¢(1)" et d’autre part ¢(72) = eq. Par conséquent ¢(1)" = eg, i.e.
l'ordre de (1) divise n.
Exercice 12. |[Morphismes de réduction|
a) Soit d un diviseur de n. Montrer que le morphisme de réduction
7 )
‘'z~ Vdz
x modn=|z], — 2z modd=/z]y
est bien défini et surjectif. Quel est son noyau ?
b) Si m et n sont deux entiers premiers entre eux, montrer que le morphisme de réduction

Z/ng — Z/mZ X Z/nZ est un isomorphisme (lemme chinois).

¢) Quel est le noyau du morphisme de réduction Z/ng — Z/mZ X Z/nZ? En déduire une
condition nécessaire pour que ce morphisme soit un isomorphisme. Montrer que son image est

isomorphe a Z/ppcm(m, n)Z:
Montrer qu'un élément (x mod m,y mod n) est dans son image si et seulement si on a
x =y mod pged(n,m).
d) On considére le morphisme de réduction ¢: Z/35Z — Z/7Z X Z/5Z. Déterminer la préimage de
([1]7, [3]s)-

e) Reésoudre dans Z :

Eléments de solution 12.
Exercice 13.
a) Soient G et H des anneaux. Montrer que (G x H)* = G* x H*.
b) Soient x € G et y € H d’ordre fini. Montrer que l'ordre de (z,y) € G x H est égal au
ppem(o(z), o(y))-
c¢) Calculer l'ordre de 526 dans (Z/5612)*‘

Eléments de solution 13.

Exercice 14. [Sous-groupes finis, sous-groupes de type fini|
a) Montrer que les sous-groupes finis de C* sont cycliques.
b

) Quels sont les sous-groupes finis de R* ?
¢) Montrer qu’un sous-groupe de (Q, +) engendré par un nombre fini d’éléments est monogéne.
)

d

Soit p un nombre premier. Montrer que
a
Ly = {Z’ a € 7Z et b premier a p} ( "Z localisé en p")
est un sous-groupe de (Q, +) qui n’est pas de type fini.

Eléments de solution 14.

a) Montrons que les sous-groupes finis de C* sont cycliques.
Soit H un sous-groupe de C*. Si z = pel® appartient a H, alors |H| = oo sauf si p = 1. Ainsi
si H est un sous-groupe fini de C* et si nous notons n son ordre, alors

H= {eial, elf2, ...,eien}.

Le théoréme de Lagrange assure que pour tout g dans H I'ordre de g divise n d’ou (e%)" = id
pour tout 1 < j < n. Il s’en suit que nf; = 2km, k € Z, pour tout 1 < j < n. Par suite

2im

H=(e"r).
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b) Déterminons les sous-groupes finis de R*.
Soit G un sous-groupe fini de R*. Notons n ’ordre de G. Pour tout ¢ € G nous avons ¢g" = 1
d’ot |g"| = 1 et |g|™ = 1. Nous en déduisons que pour tout g € G nous avons |g| = 1, c’est-a-dire
g appartient a {—1, 1}. Il en résulte que les sous-groupes finis de R* sont {1} et {—1, 1}.
¢) Montrons qu’'un sous-groupe de (Q,+) engendré par un nombre fini d’éléments est monogéne.

Supposons que G soit un sous-groupe de (Q,+) engendré par deux éléments % et %’ i.e.
G = (B, B2} Soit g € G; il sécrit

q1’ q2
P1 P2 aipiqe +aspaqr  kpged(pige, qip2)
a1— +ax— = =
0 q2 q192 a1q2
Ainsi G ~ wZ; en particulier G est monogéne.

q192
Un raisonnement analogue permet de conclure lorsque G est engendré par n éléments.

d) Soit p un nombre premier. Montrons que
Lipy = {%, a € Z et b premier a p} ( "Z localisé en p")

est un sous-groupe de (Q, +) qui n’est pas de type fini.
Raisonnons par 'absurde : supposons que Z,) est de type fini. Alors d’aprés c) Lp) est

monogene, i.e. Zp) = (7)-

)

Si p = 2, alors g5; appartient & Z,) mais 5, n’appartient pas & () : contradiction.

a
b
Si p # 2, alors 5 appartient & Z,) mais 5; n’appartient pas & () : contradiction.
Par conséquent Z,) n’est pas de type fini.

Exercice 15. [Automorphismes de Z/nZv Perrin, Cours d’Algébre, pages 24-26 ; Serre, Cours d’arith-
métique, PUF, Paris (1970), pages 12-13|
Soient n un entier > 2. Si s est un élément de Z notons 5 son image dans Z/nZ'

a) Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :
1) s est premier avec n,

2) 3 est un générateur du groupe (Z/nZ’ +),
3) s appartient au groupe <Z/nZ) des éléments inversibles pour la multiplication de 'anneau
Z
Y nZ:
b) Montrer que Aut <Z/nZ) et (Z/nZ) sont isomorphes.

¢) Démontrer le

Lemme chinois. Si p et ¢ sont premiers entre euz, alors

z 7 Z
Ypg. = pn < gL

d) Précisons maintenant la structure de (Z/nZ)* suivant la décomposition en facteurs premiers de

,
n. Soit n un entier, n = p"'ps? ... p%" et les oy dans N*. Montrer que Z/nZ ~ HZ/pin et
(2
=1

T

Ly \¢ ~ Z, .\
(4%)_11(@?@'
1=
Si d divise n, désignons par Cy 'unique sous-groupe de Z/nZ d’ordre d. Soit ®4 ’ensemble

des générateurs de Cy. Comme tout élément de Z/nZ engendre 'un des Cy le groupe Z/nZ est
réunion disjointe des P, et

n= #(Z/nz) = Z #Pq = Z o(d).

dn din
8/21



e) Soit H un groupe d’ordre fini n. Supposons que pour tout diviseur d de n
#{g€H|gd:1} <d.
Montrer que H est cyclique.

*
f) Reste a déterminer la structure des (Z/paz) pour p premier. Soit p un nombre premier.

Montrer que .
@@@ ~ -1z
Eléments de solution 15.
a) D’aprés Bezout on a
s et n sont premiers entre eux <= il existe A\, u € Z tels que As+ un =1
<= il existe A\ € Z tel que \5 = 1 dans Z/nZ
<~ S€ (Z/nZ)*
D’autre part si A appartient a Z, alors
=1 <= Xs=1
< S+s5+...+s5=1

<~ 1€ (5
= =%,y
Définition. On appelle fonction d’Euler et on note ¢(n) le nombre d’entiers m tels que

1<m<n
m premier avec n

D’aprés a) on a l'égalité
o(n) =%z

Par ailleurs si p est premier il est clair que

{ o) =p—1

o(p*) =p* *(p—1) pour un certain o € N*

b) Soit ¢ un élément de Aut <Z/nZ)' Alors (1) est un générateur de (Z/nZ? —i—) donc (1)
appartient a (Z/nZ>* (cf a)). On peut vérifier que
T (1)
est un homomorphisme.
Soit o défini sur (Z/nZ)>k par o(s)z = sz. Comme s(xz + y) = sz + sy on a : o(s) est un
endomorphisme de <Z/nZ,+>. C’est un automorphisme puisque, s étant inversible, sx = 0

entraine x = 0.
On peut vérifier que o et 7 sont réciproques I'un de ’autre.

En particulier Aut (Z/nZ> est un groupe abélien de cardinal ¢(n).

¢) Démontrons le Lemme chinois. Soit 7, resp. n, resp. n la classe de n modulo pq, resp. p, resp.
q. Considérons I’homomorphisme

2~ Yn < Yz n (1, n)
I1 est injectif car pged(p, q) = 1. On conclut grace a 'égalité ‘Z/qu‘ = ‘Z/pZ X Z/qZ .

d) La premiére assertion de d) résulte du Lemme chinois.
En passant aux ¢léments inversibles on obtient la seconde assertion d).

Il en résulte la troisiéme assertion d).
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e) Soit d un diviseur de n. S'il existe g € H d’ordre d, alors le sous-groupe {g) = {1, g, ¢%, ..., g%}
engendré par g est cyclique d’ordre d. Etant donnée I’hypothése tout élément h de H tel que
h? = 1 appartient a (h). En particulier les seuls éléments de H d’ordre d sont les générateurs de
(g9) et il y en a ¢(d). Si ¢’était 0 pour une valeur de d, alors n = Z ©(d) impliquerait [H| < n :

dln
contradiction. En particulier il existe g dans H d’ordre n et H = (g).

f) On applique le e) & H = (Z/pZ) et n =p—1. Il est en effet clair que équation z% = 1 qui
est de degré d a au plus d solutions dans Z/pZ'

Exercice 16.

Soit E un ensemble muni d’une loi de composition associative, avec un élément neutre e, et telle que
tout élément de E posséde un inverse a gauche.

Montrer que tout élément de E posséde un inverse & droite qui coincide avec son inverse & gauche.
En déduire que E est un groupe.

Eléments de solution 16.
Soit g un élément de E. Par hypothése g posséde un inverse a gauche, i.e. il existe h dans E tel que
hg = e. De méme il existe k dans F tel que kh = e. Alors
g = (kh)g = k(hg) =k
et gh = kh = e : h est donc aussi inverse & droite de g. Tout élément de F admet donc un inverse a
droite et a gauche, il s’en suit que F est un groupe.

Exercice 17.
Soit G un groupe tel que g2 = e pour tout g dans G. Montrer que G est abélien.

Eléments de solution 17.

Pour tous g, h dans G on a (gh)? = e, soit ghgh = e, d’ou (ghgh)(hg) = hg. Mais (ghgh)(hg) =
ghgh®g. Or h appartient & G donc h? = e et ghgh’g = ghg®. Puisque g est dans G on a g% = e et
ghg® = gh. Ainsi (ghgh)(hg) = hg se réécrit gh = hg.

Exercice 18.

Soit G un groupe et soit H un sous-ensemble fini non vide de G stable pour la loi de composition
du groupe G.

a) Montrer que H est un sous-groupe de G.

b) Trouver un exemple de groupe G et d’un sous-ensemble non vide de G stable pour la loi de
composition du groupe G qui ne soit pas un sous-groupe de G.

Eléments de solution 18.

a) Considérons un élément h de H. Puisque H est fini et h™ appartient & H pour tout entier n, il
existe deux entiers k > m > 0 tels que h¥ = A™. Or h admet un inverse dans G donc h*¥~™ = e.
Mais H est stable par multiplication d’ou e appartient & H et h~1 = hEF=™~1 appartient a H. 11
en résulte que H est stable par inverse et donc que H est un sous-groupe de G.

b) Si G = (Z,+) et H = N, alors H est un sous-ensemble non vide de G stable pour la loi de
composition du groupe G qui n’est pas un sous-groupe de G.

Exercice 19.
Soit G un groupe fini.

a) Montrer que des éléments conjugués dans G sont de méme ordre.
b) Deux éléments de méme ordre dans G sont-ils toujours conjugués ?
c¢) Trouver tous les groupes abéliens finis G pour lesquels la question précédente a une réponse

positive. Un exemple non abélien ?

Eléments de solution 19.

a) Soient g, h dans G et n dans N. On a (hgh™!)" = hg"h~!. Ainsi (hgh™!)" = e si et seulement
si hg"h~! = e si et seulement si g" = h~'eh autrement dit si et seulement si g" = e.
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b) Deux éléments de méme ordre dans un groupe fini ne sont pas toujours conjugués. Considérons
par exemple le groupe Z/BZ5 il contient deux éléments d’ordre 3 qui ne sont pas conjugués.

¢) Soit G un groupe abélien fini. Les classes de conjugaison de G sont réduites a un élément. La
question précédente a une réponse positive si et seulement si tous les éléments de G ont des
ordres distincts. Or si un groupe contient un élément g d’ordre n > 3, alors il admet d’autres
éléments d’ordre n, par exemple ¢~ 1. Ainsi les seuls groupes abéliens qui conviennent sont le
groupe trivial et le groupe Z/QZ.

Si G est le groupe des permutations &3, alors les éléments d’ordre 2 sont les transpositions

(12), (13) et (23) qui sont conjuguées et les éléments d’ordre 3 sont les 3-cyles (1 2 3) et
(1 3 2) qui sont également conjugués. Le groupe G = S3 est donc un groupe fini non abélien
tel que deux éléments de méme ordre dans G sont toujours conjugués.

Exercice 20.

Soit ¢: G; = Go un morphisme de groupes. Soit g un élément de G; d’ordre fini.

Montrer que l'ordre de ¢(g) divise 'ordre de g.
Eléments de solution 20.

Soit n 'ordre de g. On a g™ = e donc p(g)" = ¢(9") = p(e) = e, autrement dit 'ordre de ¢(g)
divise n.

Exercice 21.
Soit G un groupe de type fini.

a) Un sous-groupe H de G est-il nécessairement de type fini ?

b) Méme question en supposant de plus que G/H est fini.

Eléments de solution 21.

a) Soit G est un groupe de type fini; G peut contenir un sous-groupe H qui n’est pas de type fini.
Considérons le sous-groupe G de GL(2,Q) engendré par les matrices

(i), 7=(o1)

Soit H le sous-groupe de G formé des matrices de G avec des 1 sur la diagonale. Raisonnons
par I’absurde : supposons que H soit de type fini. Alors il existe un entier N > 1 tel que H soit
contenu dans le sous-groupe de GL(2,Q) formé des matrices de la forme

15
(o 1)
1

1 =% .. . .
Or A~NBAN = < 0 21\’ > : contradiction (2 > N). Ainsi H n’est pas de type fini alors que
G Dest.

Considérons par exemple le groupe libre G sur deux générateurs a et b. Soit H le sous-groupe
engendré par tous les éléments de la forme ab™ avec n € N. Raisonnons par I’absurde : supposons
que H soit de type fini. Alors il existe un entier N tel que dans tout mot de H le nombre de b
consécutifs soit toujours strictement inférieur & N. Or ab’ appartient a H : contradiction. Le
sous-groupe H de G n’est donc pas de type fini.

b) Supposons G/H fini. On peut trouver un nombre fini d’éléments G; = ¢, Go, ..., g, de G tels
que G‘/H = {¢:1H, ¢2H, ..., g,H}. Comme G est de type fini, il existe hy, ho, ..., h, dans
G tels que : tout élément de G s’écrit comme un produit de h;. Alors pour tous i, j il existe
1<k <neth;; €Htels que hjg; = grh; ;.

Montrons que les h; ; engendrent H. Considérons un élément h dans H. Il existe 71, g, ..
ir tels que h = h; hi, ... h;,. De plus h;, = h;.e = h; G1 = gg, hi, 1. D'ou

h = hilhiz Ce hirflgkrhi'rwl’
De méme h;,_, gk, = 9k, hi,_, k. donc

h = hilhiQ tee hir—ngrflhirflykrhi’ral’
11/21
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Par récurrence on obtient

h = gy hiy ey -+ - Ry ke P 1
Enfin h et les h; ; appartiennent a H donc g, est dans H et k; = 1. Par suite
h= Riy gy -+ iy o P 1

Exercice 22.

a) Déterminer les classes de conjugaison dans S,,.

b) Déterminer les classes de conjugaison dans A,,.

Eléments de solution 22.
a) Soit ¢ = (a1 ... a) un k-cycle de S,,. Pour tout o € §,, on a

oco™t = (o(ay) ... o(ag)).
Toute permutation se décompose de facon unique en produit de cycles & suppors disjoints.

Par suite les classes de conjugaison dans S, sont paramétrées par les partitions de I’entier n.
Rappelons qu'une partition de 'entier n est une famille finie d’entiers m; > 1 tels que

mp <...<m, Zmi:n.

La classe de conjugaison correspondant & une telle partition est I’ensemble des permutations
dont la décomposition en cycles fait intervenir exactement m; cycles de longueur ¢ pour tout .

b) Puisque A,, est distingué dans S,, la classe de conjugaison dans S, d’un élément de A, est
contenue dans A,,. Comme A, est d’indice 2 dans S,,, la classe de conjugaison de o dans S, est
soit égale & la classe de conjugaison de o dans A, soit réunion de deux classes de conjugaison
dans A,,.

Montrons que nous sommes dans le premier cas si et seulement si ¢ admet un cycle de
longueur paire dans sa décomposition ou o admet au moins deux cycles de méme longueur
impaire dans sa décomposition. Supposons que ¢ admette un cycle ¢ de longueur paire, pour
tout 7 € S, on a Tor ! = (r¢)o(re) ! les classes de conjugaison dans S, et A, coincident.
Si 0 admet deux cycles

c = (al a2k+1) Cl: (a{l a/2k+1)

de méme longueur impaire, alors si d désigne la permutation impaire

d= (a1 a})...(azk+1 Aop41)
on a pour tout 7 € S,
ror = (rd)o(rd) !
et les classes de conjugaison dans S,, et A, coincident.

Réciproquement si o n’a que des cycles de longueurs impaires deux a deux distinctes, alors
on choisit deux entiers 1 < ¢ < j7 < n apparaissant successivement dans un méme cycle dans la
décomposition de . On voit que (i j)o(i j) n’est pas conjuguée a o dans A,, alors qu’elle l'est
dans S,,.

Exercice 23.
Soit n un entier. Rappelons que A, est le sous-groupe de S,, formé par les permutations paires.

a) Montrer que le produit de deux transpositions distinctes de S,, est un 3-cycle ou un produit de
deux 3-cycles. En déduire que A, est engendré par I’ensemble des 3-cycles de S,,.

b) i) Montrer que pour n > 3 le groupe A,, est engendré par ’ensemble des 3-cycles (1 2 3),
..+, (12 n). En déduire que A,, est pour n > 3 stable par tout automorphisme ¢ de S,
(A, est donc un sous-groupe caractéristique de S,).

ii) Montrer que A,, est engendré
— sin est impair > 5 par (123)et (34 ... n);
— simn est pair >4 par (123)et (12)(34 ... n).
¢) Montrer que pour n > 5 le groupe A,, est engendré par ’ensemble des permutations de S,, de

la forme (a b)(c d) avec a, b, ¢, d deux a deux distincts.
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Eléments de solution 23.
a) Soient i < j <k <I[.Ona
(i) (k1) = (i 4)(J k)(F k) (kD)
Or (i j)(j k) = (i j k) donc
(@)K 1) =(ij k) k).

Tout élément o de A, est le produit d’un nombre pair de transpositions donc un produit de
3-cycles. Le sous-groupe de A,, engendré par les 3-cycles contient donc A, c’est donc A,,.

b) i) Soient i, j et k des éléments de {1, ..., n} telsque i < j < k. On a
(k)= (1202 k124"
et
27 k) =125 2k@125"
.., (12 n)). Il en résulte que
A, ={(123),...,(12n)).

Soient ¢ un automorphisme de S,, et o un 3-cycle. L’ordre de ¢(c) est 3. Donc ¢(o) est un
produit de 3-cycles car son ordre est le ppcm des longueurs des cycles qui interviennent
dans sa décomposition en cycles. Le groupe A,, est donc caractéristique dans S,.

ii) Pouri>4etn>4ona
(124)=(34...0n)"3(123)(34 ... n)~>".

Par ailleurs si n > 5 est impair, (3 4 ... n) est une permutation paire car c’est un cycle
de longueur impaire n — 2. Ainsi pour n > 5 impair on a

A, =((123),(34 ... n)

donc A, C ((123),.

On a

N . o« | (124) pour « pair
(12)*(124)(12)% = { (1 24)~! pour a impair

Donc puisque pour ¢ >4 et n >4
(124)=(34...n)"3123)(34 ... n)~>",
alors pour 7 > 4 impair et n > 4
(124)=[12)(34 ... )] 3(123)[(12)(34 ... n)] >
Et pour i > 4 pairet n > 4
12)=[((12)34...n) " 123)(12)34 ... n) """

Or sin > 4 est pair (1 2)(34 ... n) est une pemutation paire. Par conséquent le groupe
A, est engendré par (12 3)et (12)(34 ... n).

c¢) Il suffit de montrer que tout 3-cycle (i j k) (avec i < j < k) est produit de permutations de la
forme (a b)(c d) ou a, b, ¢ et d sont deux & deux distincts. Puisque n > 5 il existe ¢ et m dans
{1, 2, ...,n} tels que 4, j, k, £ et m soient 2 & 2 distincts. Or on a

(i j k) = (m O)(F k)(m £)(i k)

-1

d’oul le résultat.

Exercice 24. [Etude du groupe O(p, q), Caldero, Germoni, Histoires hédonistes de groupes et géo-
meétries, tome 1]

Soit n un entier naturel. L’ensemble des matrices symétriques définies positives de taille n x n est
=25
VeeR* {0} %Sz >0

= {PPeM(n,R)|P € GL(n,R)}

Cet ensemble forme un systéme homogéne (i.e. un espace sur lequel un groupe agit de fagon transi-

tive).

St (n,R) = {s € GL(n,R) | {
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Rappelons le théoréme de décomposition polaire : la multiplication matricielle induit I’homéomor-
phisme

O(n,R) x $+*(n,R) 5 GL(n, R), (0,8) — 08

Soient p et ¢ deux entiers naturels. Désignons par O(p, q) le sous-groupe de GL(p + ¢, R) formé des
isométries de la forme quadratique standard sur RPT4 de signature (p, q) c’est-a-dire

2 2 2 2 2 2
TI+x+ . Ty =Ty — Ty — -~ Ty

dont la matrice dans la base canonique est

1 0 ...0
0 0
S
0 0 1
Ipa = 1 0 0
0 0
S
0 0 -1

Soient p et ¢ deux entiers naturels distincts. Montrer que le groupe O(p,q) est homéomorphe a
O(p) x O(q) x RP4.

Eléments de solution 24.
Soit M € O(p,q) C GL(n,R) avec n = p + q. La décomposition polaire assure Iexistence de deux
matrices O € O(n,R) et S € STH(n,R) telles que M = OS.
Montrons que O et S appartiennent & O(p, ¢). Remarquons que pour cela il suffit de montrer que S
appartient a O(p, q).
Posons T = ‘M M. On peut vérifier que S? = T. Montrons que O(p, q) est stable par transposition :
MeO(p,q = ML, M=1,,
= ‘ML, ,M1'=1,,
= "M~ €O(p,q)
= M €O(p,q)
On en déduit que T = MM € O(p,q) et donc que S? € O(p,q). Puisque T est, comme S, définie
positive, on peut écrire T' = exp U pour U € S(n,R) bien choisie. On a alors
T€O(p,q & TIL,T=1I,,
—17-1
T =1, ,

i3

& lexp(U) = LglexpU) 'L,
& exp(U) =1,, exp(—U)IZ;;
& exp(U) = exp(—Ip,qUIpf;)
& U=U= —IpquIp_; (exp: S(n,R) — ST (n,R) est bijective)
& Ulpg+1,,U=0
U U
= §Ip,q + Ip,qg =0
U U _;
< 5= _IP7‘1§ Py

t U B
T €0O(p,q) & exp () = exp <_Ip’q21p’;>



Or exp (%) appartient & S(n,R) et exp (%) = expU = T. Par suite exp (%) = S et SIS = I,
i.e. S appartient a O(p, q). Enﬁn O € O(p, q). Ainsi la décomposition polaire M = OS +— (O, S) induit
une bijection continue

O(p,q) =~ (O(p,9) N O(n)) x (O(p,q) NSTF(n,R)).
« Etude »de O(p,q) N O(n) : soit O € O(p,q) N O(n); on découpe O en blocs
‘44 - 'BB =1,

o (ALY oo tAC —BD = 0
=\ B )€9PD 9 wa_wpp—o

‘CC —'DD = —1I,

I, 0 (A B\ (I, 0 A B
0o -1, ) ~ \ic '» 0o 1, )]\ C D
[t B A C

-~ ¢ )\ -B -D
‘AA—'BB ‘'AC —'BD
~ \‘cA-'DB ‘cCc-'DD

En effet

D’autre part on a

‘AA+'BB =1,
YAC+'BD =0
0 €0(n) <~ CA+DB —0
‘CC+'DD = I,

car

7N\
o5

(A ‘B A C
N ‘C D B D
B ‘AA+'BB ‘'AC +'BD
N ‘CA+'DB 'CC+'DD

S o

A partir de *BB = 0 on obtient Tr'BB = 0. Si on écrit B sous la forme B = (b;;) il vient Z b%j =0

puis B = 0. De méme C = 0. Par conséquent A € O(p) et D € O(q). Ainsi

olp.a)nom ={( 4 } ) 14€06). D0 | =04 x 0w

Pour la seconde intersection on utilise que
e cxp: S(n,R) — ST (n,R) est un homéomorphisme
e exp: L={U € M(n,R) |Ul,q + I,,U =0} — O(p,q)
On en déduit ’homéomorphisme
S(n,R)N L ~ ST (n,R) N O(p,q).
n(n+1)

Or S(n,R) est un espace vectoriel de dimension —=— et on peut vérifier que
dim (S(n,R) N L) = pq
d’ou O(p,q) NSTT(n,R) ~ RPI.
Finalement on a I’homéomorphisme

O(p,q) ~ O(p) x O(q) x RP9.

Exercice 25. [Sous-groupes additifs de R, Francinou, Giunella, Nicolas, exercices de mathématiques,
oraux x-ens, analyse 1, page 29|

Soit G un sous-groupe de (R, +) non réduit & {0}. Montrer que G est ou bien dense dans R, ou bien
monogeéne, i.e. de la forme aZ avec a > 0 (donc discret).

Eléments de solution 25.
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Si G est monogéne, i.e. si G = aZ, avec a > 0, alors a est le plus petit élément strictement positif
de G. S5i G est dense dans R, alors G MR’ n’a pas de plus petit élément mais une borne inférieure non
nulle. On introduit donc

G =GnNnRYL a =1inf G4

Le réel a > 0 est bien défini car G4 est non vide et minoré. En effet il existe un élément g dans G non
nul donc z ou —z est dans G qui est minoré par 0.
On va distinguer le cas a > 0 du cas a = 0.

e Supposons a > 0. Montrons que a appartient & G puis que G = aZ.

Raisonnons par ’absurde : supposons que a n’appartienne pas 4 G. Puisque a > 0, on a 2a > a.
Il existe g dans G tel que g < 2a. Comme a n’appartient pas a G, on a les inégalités a < g < 2a.
Il existe alors h dans G tel que h < g. On a a < h < g < 2a car a n’appartient pas a G. De
plus comme G et h appatiennent & G, la différence g — h appartient & G et on a méme g — h
appartient & G,. D’une part a < h donc a — h < 0 et 2a — h < a, d’autre part g < 2a donc
g — h < 2a — h. Par conséquent g — h < a : contradiction avec la définition de a. Par suite a
appartient & G. Ainsi le groupe aZ engendré par a est inclus dans G.

Réciproquement soit g un élément de G. Posons k = E (%) € Z. Puisque G est un groupe le
réel g —ak appartient & G. Comme k < 7 <k+1ona0 < g—ak <a=minG,. Nécessairement
g—ak =0et g=ak € aZ. 1l en résulte que G = aZ.

e Supposons que a = 0. Montrons qu’alors G est dense dans R, autrement dit que G rencontre
tout intervalle ouvert de R. Soit I =]a, b[ un intervalle ouvert de R. Comme a = 0 il existe g € G
tel que 0 < g < b — a. Le sous-groupe gZ engendré par g est inclus dans G et intersecte I (sinon
il existerait k € Z tel que I Clkg, (k + 1)g[ ce qui contredirait I'inégalité g < b — a). Il s’en suit
que G est dense dans R.

Exercice 26.
Quels sont les éléments d’ordre 3 du groupe Z/?’Z X Z/GZ?

Eléments de solution 26.
On cherche (7,7) € Z/3Z X Z/GZ tel que 3 = o(7,y) = ppem(o(T), 0(Y)), i.e. tel que
e 0(T) =1leto(y) =3,
e 0(T) =3 et o(y
e 0(T) =3 et o(y
Par ailleurs

)=1
) = 3.

e o(T) = 3 si et seulement si 7 € {1, 2},
e o(T) =1 si et seulement si 7 =0,
e 0o(y) = 3 si et seulement si y € {2, 4},
e o(y) = 1 si et seulement si 7 = 0.

Il en résulte que les éléments d’ordre 3 de Z/3Z X Z/62 sont
(0,2), (0,4), (1,0), (2,0), (1,2), (1,4), (2,2), (2,4).

=

Exercice 27.
Etudier le groupe Z/QZ X Z/zz.

Eléments de solution 27.
La table de multiplication de G = Aut <Z/2Z X Z/2Z) ={e, a1, ag, as} est :
o Viea, =a;;
o Vg a% =e;
o ViVj#1aa; =a,ouk#i k#j,oui,j, ke{l, 2 3}
Tout automorphisme f de G laisse fixe e. Il permute donc les autres éléments a1, as et as.
Réciproquement pour toute permutation f de ces trois éléments, en posant f(e) = e, on obtient une
bijection de G sur G qui respecte la table de multiplication ci-dessus. C’est donc un automorphisme.
Ainsi Aut(G) est d’ordre 3! = 6 et isomorphe au groupe Ss des permutations de {1, 2, 3}.

Exercice 28.
Montrer que les groupes R/Z et U = {z eCl|z| = 1} sont isomorphes.

Eléments de solution 28.
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Puisque R est abélien, le sous-groupe Z est distingué. Notons
p:R—Ry T T

le morphisme canonique.
L’application f: R — U, = + exp(2irz) est un morphisme surjectif. De plus ker f = {z €

R | exp(2irz) = 1} = Z. 1l existe donc un isomorphisme f: R/Z — U tel que f = fop.

Exercice 29.
Donner un exemple de groupe et de sous-groupes dont la réunion n’est pas un sous-groupe.

Eléments de solution 29. Dans Z la réunion des sous-groupes 27 et 37 n’est pas un groupe. En
effet la somme 2 4+ 3 = 5 d’un élément de 2Z et d’un élément de 3Z n’est ni multiple de 2, ni multiple
de 3.

Exercice 30.
Soient G un groupe fini, H et K deux sous-groupes de G d’ordre h et k respectivement.
Si h et k sont premiers entre eux, que peut-on dire de HN K ?

Eléments de solution 30.
HNK est un sous-groupe de H et un sous-groupe de K. D’aprés le théoréme de Lagrange 'ordre de
HNK divise h et divise k£ donc vaut 1. Autrement dit HN K = {e}.

Exercice 31.
Quel est le cardinal de Aut <Z/4Z> ? Et le cardinal de (Fy)* ?

Eléments de solution 31. y
Le groupe Aut <Z/4Z> s’identifie & (Z/4Z) = {1, 3}, il est donc de cardinal 2.
(F4)* est de cardinal 3 car tous les éléments non nuls sont inversibles dans un corps.

Exercice 32.
Dans les groupes suivants, donner un exemple d’élément d’ordre 4 s’il en existe, sinon donner un
argument pour justifier qu’il n’y en a pas :
(a) le groupe linéaire GLa(R);
(b) le groupe alterné Asg ;
(c) le groupe Isom™ (7)) € SO3(R) des rotations de R? préservant un tétraédre régulier 7T';
(d) un groupe d’ordre 16 quelconque (attention il s’agit de déterminer si tout sous-groupe d’ordre
16 admet un élément d’ordre 4).

Eléments de solution 32.
(a) La rotation d’angle 7/2 est un exemple d’élément d’ordre 4 dans GL2(R), sa matrice est
0 -1
1 0
(b) (1234)(56) est un exemple d’élément d’ordre 4 dans Asg.
(¢) Le groupe Isom™ (T) C SO3(R) ne contient pas d’élément d’ordre 4. Il contient douze éléments
dont huit d’ordre 3, trois d’ordre 2 et l'identité.
Autre justification possible : Isom™(T') € SO3(R) est isomorphe & A4 et A4 ne contient pas
d’élément d’ordre 4 (les 4-cycles ne sont pas de signature 1).
(d) Le groupe Z/QZ X Z/QZ X Z/QZ X Z/QZ est un groupe d’ordre 16 qui contient le neutre d’ordre
1 et des éléments d’ordre 2.

Exercice 33.

(1) Soit G un groupe abélien. Soient a et b deux éléments de G d’ordres finis premiers entre eux.
Montrer que ordre(ab) = ordre(a)ordre(b).

(2) Soit G un groupe abélien fini et soit m le maximum parmi les ordres des éléments de G, m est
appelé I'exposant de G. Montrer que l'ordre de tout élément de G divise m.

(3) Soient k un corps et G C k* un sous-groupe fini du groupe multiplicatif k*. Montrer que G
est cyclique. [Indication : on peut considérer les racines du polynéome X — 1 € k[X] ot m est
I'exposant de G.]

(4) Qu’en déduire pour le groupe (Z/pz) avec p premier 7 Qu’en déduire pour le groupe C* 7
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Eléments de solution 33.

(1) Posons m = ordre de a et n = ordre de b. On a (ab)™ = (a™)™(b")"™ = 1 donc mn est un

multiple de d = ordre de (ab).
Par ailleurs on a (ab)? = 1. Alors a? = b~ sont de méme ordre p divisant & la fois m et n

(car a? € (a) et b= € (b)), donc p = 1. Autrement dit a® = b=¢ = 1 (dans un groupe le neutre
est I'unique élément d’ordre 1). Ainsi d est un multiple commun de m et n donc un multiple de
ppem(m,n)= mn. Il en résulte que d = mn.

(2) Soit z € G réalisant I'ordre maximal m. Raisonnons par ’absurde : supposons qu'il existe y € G
dont l'ordre g ne divise pas m. Il existe alors un premier p et des entiers b > a tels que

m = pm’ ¢=1"q
avec m/, n/ premiers avec p. D’aprés (1) Iordre de y9 2P" est pPm’ > m : contradiction.
(3) D’apres (2) tous les éléments de G sont des racines de X™ — 1. Or un polynéme de degré m sur

un corps a au plus m racines et les m éléments du groupe (x) engendré par x fournissent déja m
racines. Il s’en suit que G = (z). En particulier G est cyclique.

*
our tout premier p le groupe est cyclique.
4) Pour tout premier p | Zz) est cycli
Tout sous-groupe fini de C* est un groupe cyclique engendré par une racine de l'unité.

Exercice 34.
(1) Soient n > 1 et k deux entiers. Montrer I’équivalence des assertions suivantes :

(i) k € Z/nZ engendre Z/nZ;
(ii) m et k sont premiers entre eux;
(iii) % est inversible dans I’anneau Z/nZ'

(2) Montrer que (Aut(Z/nZ), o) ~ ((Z/nZ)*, x).

Eléments de solution 34. B
(1) Soient n > 1 et k deux entiers. Montrons que (i) <= (4ii). Si k engendre Z/nZ alors il existe
a > 1 tel que

et donc @ est l'inverse de k& modulo n.

Réciproquement si k est inversible modulo n on peut choisir d’écrire I'inverse sous la forme @
avec a > 1.

Montrons que (i) <= (ii1).

L’égalité ak = 1 équivaut a l'existence d’'un u € Z tel que ak + un = 1. Par Bezout ceci
équivaut & k et n premiers entre eux.

(2) Montrons que (Aut(Z/nZ), o) ~ ((Z/nZ)*, ><).

Puisque Z/nZ est cyclique, un morphisme ¢ est entiérement déterminé par 'image d’un géné-
rateur, donc en particulier par 'image de 1.

¢ est un automorphisme si et seulement (1) est aussi un générateur de Z/nZ'

Par la question précédente on associe donc & chaque ¢ € Aut(Z/nZ) un élément inversible
a=op(0) e g
Montrons qu’en fait ¢ est 'homothétie de rapport @. On peut supposer a > 1. Pour tout
0<x<n-—1on écrit
@) =pQ+1+...4 )=o) +e1)+...+p(l)=a+a+...+a=az.
—r —_—

z fois z fois z fois

Ceci implique que la bijection

p € Aut (Z/nz> = (1) € (Z/nZ>*

est un morphisme de groupes donc un isomorphisme.

Exercice 35.
Soit G un groupe abélien infini. Montrer que I'ensemble T des éléments d’ordre fini de G est un

sous-groupe de G.
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Si T = {e}, on dit que G est sans torsion.

Montrer que G/T est sans torsion.
Eléments de solution 35.

Puisque o(e) = 1, on a e € T. Soient z, y € T d’ordres k, m € N*. On a (zy)"™ = (2F)"(y"™)F = e
donc xy € T. Comme o(x) = o(x~!), on a 27! € T. Ainsi T est un sous-groupe de G.

Considérons 'application canonique ¢: G — G/T. Soit a € G/T d’ordre fini s € N*. Il existe z € G
tel que a = p(z). On a

p(z*) =a”=e

donc z® € T = ker . 1l existe donc r € N* tel que 2% = (2®)" = e ce qui prouve que z € T et donc
que a = p(x) = e. Par suite G/T est sans torsion.
Exercice 36. Soient p < g deux nombres premiers tels que p divise ¢ — 1. Donner un exemple de
groupe non-abélien G d’ordre pq constitué de matrices triangulaires dans GLo (Z/qZ)'

Eléments de solution 36. Soient p < g deux nombres premiers tels que p divise g — 1. On a : [y est
cyclique d’ordre g — 1. Soit a un générateur de F;. Posons H = (a®) ou k est tel que kp = q — 1. Alors

{(82>M6Hmeﬂ}

Exercice 37. Le groupe multiplicatif (Z/HZ)* est-il cyclique ? Si oui, donner un générateur, et si
non, donner un court argument.

est un groupe d’ordre pgq.

Eléments de solution 37. Le groupe multiplicatif (Z/HZ)* est cyclique car c’est le groupe multi-
plicatif du corps fini Z/HZ'

La classe de 2 est un générateur. En effet 2° = 32 = —1 mod 11 donc 2 est bien d’ordre 10 dans
)
Exercice 38. Montrer que GLy(F2) est isomorphe a Ss.

Eléments de solution 38. Commencons par remarquer que |S3| = |GLa(FF3)| = 6. Chaque élément
A € GLy(F3) correspond & une bijection linéaire de (Fs)?, et donc & une permutation des trois vecteurs
non nuls v; = (1,0), v2 = (0,1) et v3 = (1,1). Autrement dit il existe o4 € S3 telle que A(v;) = v
L’application qui & A € GLg(FF2) fait correspondre o4 € S3 est I'isomorphisme recherché.

aa(i):

Exercice 39.
(1) Montrer que (Z,+) n’est pas isomorphe & (Z2,+) et que (Q,+) n’est pas isomorphe & (Q2, +).
(2) Montrer que le groupe abélien (Q, +) n’est pas de type fini.
(3) Soit G un groupe de (C*,-) dont chaque élément est d’ordre fini. Est-il vrai que G est forcément
fini ? de type fini?

4) Montrer que les sous-groupes de (R, +) sont soit de la forme aZ, soit denses.

5

(
(5) Que dire de Z[v/2] ?
(

Eléments de solution 39.
1) Soit ¢: Z — Z? un morphisme. Posons ¢(1) = (a,b). Pour tout n € Z on a

p(n) = (na,nb).
L’image de ¢ est donc contenue dans une droite et  n’est pas surjectif.
Pour tous §, § € Q~\ {0} il existe m, n € Z ~\ {0} tel que

a c_q
mb +n q-
(prendre m = —bc et n = ad). Mais cette propriété n’est pas vraie dans Q2 : considérer par
exemple (1,0) et (0,1). Par suite Q et Q2 ne sont pas isomorphes.
(2) Soit G = (3, 52,...3%) un sous-groupe de Q de type fini. Tout élément de G peut s’écrire
comme une fraction avec dénominateur égal au produit des b;. En particulier G ne peut pas
coincider avec Q.

(3) Soit G le groupe des racines de I'unité. On a
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e G est un groupe de (C*,-) dont chaque élément est d’ordre fini;
e G n’est pas fini;
e G n’est pas de type fini.
(4) Soit G un sous-groupe de R. Si G est trivial, alors G = 0Z et il n’y a rien & montrer. Supposons
donc G non trivial. Posons a = inf{z € G|z > 0}.
e Supposons a = 0. Considérons I =]z, z + €[ un intervalle ouvert. L’intervalle I contient un
élément de G : par hypotheése il existe y €]0,e/2[ et I'un des multiples ny, n € Z, convient.
Le groupe G est donc dense dans R.
e Supposons a > 0. Dans ce cas l'inf est atteint, i.e. a € G. Soit x € G. On écrit x = na + r
avec n entier et 0 < r < a. Mais alors r = ¢ — na € G; par minimalité de a on obtient que
r = 0. Par suite x € aZ et G = aZ.
(5) Si le groupe Z[v/2] était de la forme aZ, alors 1 et /2 seraient tous les deux multiples entiers de
a, donc a puis v/2 seraient rationnels : contradiction. Le groupe Z[v/2] est donc dense dans R.

Exercice 40.
a) Soit G un sous-groupe fini de C*. Montrer que G = U, ou n =[G : 1].
b) Soient m, n € N*. Déterminer le sous-groupe de C* engendré par U, et U,.
c) Soient n, p, ¢ € N*. A quelle condition a-t-on U,, ~ U, xU,?
d) Pour un tel choix montrer que Aut(Uy,) ~ Aut(U,) x Aut(U,).

Eléments de solution 40.

a) Soit G un sous-groupe fini de C*. Montrons que G = U,, ou n = [G : 1].

Soit G un sous-groupe fini de C*. D’aprés le théoréme de Lagrange on a z = 1 pour tout
z € G. Par suite G est contenu dans U,,. Comme [G : 1] = [U,, : 1] = n on obtient que G = U,,.

b) Soient m, n € N*. Déterminons le sous-groupe de C* engendré par Uy, et U,.

Posons M = ppcm(m,n). Puisque n divise M, la condition 2" = 1 implique z™ = 1. Il en
résulte que U,, C Uys et de méme que U,,, C Uj,. Le sous-groupe H = U,,U,,,, engendré par U, et
U,, est donc inclus dans Uy et est fini. L’inclusion H C Uys assure que [H : 1]|M. Le théoréme
de Lagrange assure que les ordres n et m de U, et U, divisent [H : 1]. Ainsi M =ppcm(n,m)
divise [H : 1]. Finalement M = [H: 1] et H = Uy,.

c) Soient n, p, ¢ € N*. Il est nécessaire que p|n et g|n afin que U, et U, soient des sous-groupes de Uy,.
Comme d + Uy est un isomorphisme de ’ensemble ordonné des diviseurs de n sur ’ensemble
ordonné des sous-groupes de U,, les conditions U, N U, = {1} et U,U, = U, équivalent a
pged(p, ¢) = 1 et ppem(p, ¢) = n d’ott n = pq.

d) Supposons que n = pg, n, p, ¢ € N*. Soit a € Aut(U,,). Comme « est bijectif, o(Up) a le méme
ordre p que U,. Puisque U, est le seul sous-groupe de U, d’ordre p il est stable par «. Par
restriction « induit un automorphisme 5 de U,. De méme a(U,) = U, et par restriction o définit
un élément v de Aut(U,). On a donc une application

¢: Aut(U,) — Aut(U,) x Aut(U,), a— (8,7).

L’application ¢ est injective car tout élément de Uy, est de la forme 22" avec z € Uy, et 2’ € Uy ; de
plus a(z22') = B(2)v(2). L’application ¢ est surjective car la donnée de deux automorphismes 3 et
v de U, et U, détermine un automorphisme a de U, x U, = Uy, en posant a(z, 2") = (8(2),v(Z))
(a vérifier). On a alors ¢(a) = (3, 7).

Enfin ¢ est un homomorphisme de groupes car la restriction de aq o a au sous-groupe U, est
la composée 31 o B2 des restrictions de o et ap et de méme pour U,.

[G:1]

Exercice 41.
(1) Montrer que GL,,(C) est connexe par arcs.

(2) Montrer que GL,,(R) n’est pas connexe par arcs.

Eléments de solution 41.

(1) Montrons que GL,(C) est connexe par arcs. Soient A et B deux éléments de GL,(C). Consi-

dérons l'application P: M, (C) — C donnée par P(z) = det(2B + (1 — z)A). Par définition

du déterminant cette application est un polynéme en z. De plus P(0) = det A # 0. Ainsi P

est un polynéme non nul. Notons z1, 22, ..., 2z les racines de P. On a P(0) = det A # 0 et

P(1) = det B # 0; par suite 0 et 1 ne font pas partie des zj. Il existe donc une fonction continue

e: [0,1] = C N {z1, 22,..., 2z} telle que e(0) = 0 et e(1) = 1. Considérons c: [0,1] — M, (C)
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donnée par c¢(t) = e(t)B + (1 — e(t))A. Notons que ¢ est a valeurs dans GL,(C); en effet
det c(t) = P(e(t)) # 0 pour t € [0, 1]. De plus ¢(0) = A et ¢(1) = B.
(2) L’ensemble GL,(R) n’est pas connexe car on peut l’écrire comme union disjointe de deux

ouverts non vides

U={AecM,R)|detA >0}
et

V ={AeM,(R)|detA<0}
Ce sont bien des ouverts (car, par exemple, U est I'image réciproque de l'ouvert ]0, 400 par
l’application continue det).

On peut directement montrer que GL,,(R) n’est pas connexe par arcs. Considérons A, B dans
GL,(R) tels que det A > 0 et det B < 0. Raisonnons par I’absurde : supposons que GL,,(R) soit
connexe par arcs. Il existe alors un chemin c: [0, 1] — GL,(R) tel que ¢(0) = A et ¢(1) = B.
Par suite I'application f: [0,1] — R donnée par f = detoc est continue. Ainsi f(0) et f(1)
sont de signe opposé; le théoréme des valeurs intermédiaires implique ’existence de ¢y tel que
f(to) = 0. La matrice c(tp) est alors de déterminant nul : contradiction.

Exercice 42. Montrer que SO, (R) est connexe par arcs.

Eléments de solution 42. Montrons que SO, (R) est connexe par arcs.
Soit M € SO, (R). 11 existe O € O, (R) telle que

M ="'Odiag(1,...,1,R(61),...,R(6,)) O

. _ cosf@ sinf . . . .
ou R(0) = ( sinf cosp |- Lamatrice M; = ‘O diag(1,...,1, R(t0y),. .., R(t0s)) O fournit alors un

chemin [0,1] — SO, (R) tel que My = Id et M; = M. Le groupe SO, (R) est donc bien connexe par
arcs.
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