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REPRESENTATIONS ET SOUS-GROUPES DISTINGUES

Référence : Peyre, I'algébre discréte de la transformée de Fourier, pages 231-232

Lecons possibles :

107 : Représentations et caractéres d’un groupe fini sur un C-espace vectoriel. Exemples.
103 : Exemples de sous-groupes distingués et de groupes quotients. Applications.

104 : Groupes finis. Exemples et applications.

Théoréme 1. Soit G un groupe fini dont eg est ’élément neutre. Soient p1, p2, ..., pr UN
ensemble de représentants des classes d’isomorphies de représentations irréductibles. Soient x1,
X2, -, Xr les caractéres irréductibles associés. Posons

Ky, ={9€Glxi(9) = xi(ea)}

Les sous-groupes distingués de G sont les

N,

el
oo I C{1,2,3,...,r}.
Corollaire 2. Soit G un groupe fini. Soient p1, pa, ..., pr un ensemble de représentants des
classes d’isomorphies de représentations irréductibles. Soient x1, X2, ..., Xr les caractéres irré-

ductibles associés.
Le groupe G est simple si et seulement si

Vi#l,Vged xi(9) # xi(eq)-

Proposition 3. Soient G un groupe fini et p: G — GL(V') une représentation de caractére xy
sur un espace V de dimension d. Soit g un élément d’ordre k de G. Alors
(i) p(g) est diagonalisable ;
(i1) xv est somme de xv(1) = dimV = d racines kieme de l'unité;
(iii) |xv(9)| < xv(eq) =d;
(i) Ky, = {x € G,|xv(x) = Xv(eg)} est un sous-groupe distingué de G. On [’appelle
noyau de la représentation.



Démonstration. (i) Puisque ¢¥ = 1, on a p(g)* = id. Le polynéme minimal de p(g) divise
donc X* — 1 qui est scindé a racines simples.
(ii) Soient A1, A2, ..., Ag les valeurs propres de p(g) qui sont des racines kiémes de I'unité.
Onaxv(g)=M+X+...+ A\
(i) On & by (9)] < a| + Aol + . + Al = .
(iv) Si |xv(g)| = d, alors d’aprés (iii) les nombres complexes \; sont positivement liés sur
R Comme ils sont de module 1, ils sont tous égaux. Si xy(g) = d, alors nécessairement
w; = 1 donc p(g) = id. Ainsi K, = ker p est bien un sous-groupe distingué.
[l

Lemme 4. Soit N <G un sous-groupe distingué de G. Soit py une représentation de G/N sur
un espace vectoriel U.

1l existe une représentation canonique de G sur U telle que les sous-représentations de U
sous laction de G/N soient exactement celles de U sous l'action de G.

Démonstration. Désignons par m: G — G/N la projection canonique. La représentation py
définie par

VgeG  pulg) =puom(g)
convient. [l

Soit V' un espace vectoriel de dimension égale a l'ordre de G. Soit (b;)tc une base de V. La
représentation réguliére de G est la représentation

preg: G — GL(V)
g = pPreglg): V=V
by — bgt
Soit G un groupe fini. Soit p: G — GL(V) une représentation de G. La représentation est
fidéle si p est injectif.

Proposition 5. La représentation réguliére est fidéle.

Démonstration du Théoréme 1. Soit N <G un sous-groupe distingué de G. Désignons par py la
représentation réguliére de G/N. Autrement dit U est un espace vectoriel de dimension égale &
IG/N| = |G/IN].

Soit N < G un sous-groupe distingué de G. Désignons par py la représentation réguliére de
G/N. Autrement dit U est un espace vectoriel de dimension égale a |G/N| = |G|/|N| de base
(eg)gec/n et pu(h)(eg) = epny. La représentation réguliére est fidéle (Proposition 5) donc py est
injective. Le Lemme 4 permet d’étendre cette représentation en une représentation py: G — U.
Notons x le caractére de la représentation py. On a ker pyy = ker(py o) = N d'ou N = K,.
Ecrivons la décomposition de la représentation py en fonction des représentations irréductibles

X =a1X1 +a2x2+ ...+ arXxr

D’aprés la troisiéme assertion de la Proposition 3 on a

Vged (@)<Y alvi(9) <Y ailxilea) = x(eq)-
i=1

=1
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On a donc 'égalité x(g) = x(eq), i.e. g € Ky, si et seulement si

Vged  Ix(9)=> ailxi(9)l =D ailxilea)l = x(eq).
=1 i=1

autrement dit si et seulement si
Vi oaixi(g) = aixi(eq)-
Ceci est finalement équivalent &
V1 a; >0=g9€K,,.
On obtient donc le résultat voulu avec I = {z la; > 0}.
Réciproquement comme les K, sont distingués tout sous-groupe du type ﬂ K, l'est aussi.

icl
([

Démonstration du Corollaire 2. On désigne par eg I’élément neutre de G. Posons

Ky, = {9 € Glxi(9) = xilea) }
Supposons qu'’il existe un élément de G\ {eg} tel que x;(g) = xi(eq) ; alors K, C G est un
sous-groupe distingué non trivial et G n’est pas simple.
Réciproquement si GG n’est pas simple, il existe g # e dans un certain sous-groupe distingué
N < G non trivial. Le Théoréme 1 assure que N = ﬂsz- donc g appartient a K,, pour
ielC{2,3, ..., r}. Ceci signifie bien que x;(g) = Xi(fé). O

3/3



