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1. QUELQUES RAPPELS

1.1. Généralités sur les polynémes irréductibles (voir [Per82, Dem97] pour plus de détails).
Notations: A désigne un anneau factoriel et K désigne son corps de fractions.
Définition 1. Un polyndme P € A[X] est dit irréductible si
o Pg A
o P=QR=Qc A*ou Re A*.
Définitions 2. Un contenu d’un polynéme non nul de A[X] est un pged de ses coefficients.
Un polynoéme P est primitif si 1 est un contenu de P.

Lemme 3 (Lemme de Gauss, [FGNO7], §5.16, pages 188-189). — Soient P et @ dans A[X] ~\ {0}.
Soient ¢ un contenu de P et ¢’ un contenu de Q. Alors cc’ est un contenu de PQ).

Proposition 4. — Les polynémes P de A[X] irréductibles dans A[X] sont

o les constantes p € A, irréductibles dans A,

o les polynémes P, de degré > 1, primitifs et irréductibles dans K[X].
1.2. Corps de rupture et le corps de décomposition d’un polyndéme ([Per82]). Nous allons
résoudre les deux problemes suivants:

o étant donné P € K[X] irréductible de degré d > 1, construire une extension dans laquelle P
admet une racine a;

o étant donné P € K[X] construire une extension dans laquelle P soit décomposé en produit de
facteurs de degré 1.

Un énoncé fondamental est le suivant:

Lemme 5. — Si P € K[X] est irréductible, alors la K-algebre K[X]/(P) est un corps.
Définition 6. Soient K un corps et soit P € K[X] un polynéme irréductible. Une extension L de K
est appelée corps de rupture de P sur K si L est une extension monogene L = K («) avec P(a) = 0.

Théoréme 7 ([Per82], Chapitre III, Théoréeme 1.27, page 70). — Soit P € K[X] un polynéme
irréductible. 11 existe un corps de rupture de P sur K, unique & isomorphisme (non unique) pres.



Exemple 8. C peut étre défini comme un corps de rupture de X2 + 1 € R[X].
Définition 9. Soit P € K[X] un polynome de degré n. On appelle corps de décomposition de P sur
K une extension L de K telle que

o P est produit de facteurs de degré 1 dans L[X],

¢ le corps L est minimal pour cette propriété, i.e. les racines de P engendrent L.

Théoréme 10 ([Per82], Chapitre III, Théoréme 1.30, page 71). — Pour tout P € K[X] il existe un
corps de décomposition de P sur K unique & isomorphisme (non unique) prés.

Définition 11. Une extension K de K est appelée une cloture algébrique si elle vérifie que

o K est algébriquement clos,
o et K est algébrique sur K.

Exemple 12. C est une cloture algébrique de R: c’est le théoréme de d’Alembert-Gauss.

Théoréme 13 (Théoréme de Steinitz, [Goz97], Théoréme V.34). — Tout corps (commutatif) K admet
une cloture algébrique.

1.3. En appliquant ces résultats a la théorie des corps finis nous obtenons ce qui suit.

Théoréme 14 ([Per82], Chapitre III, Théoréme 2.5, page 73). — Soient p un nombre premier et n > 1

un entier. Posons q = p™.

o 1l existe un corps k a ¢ éléments; il est le corps de décomposition du polynéme X9 — X sur F,,.
o Sik et k’ sont deux corps a q éléments, alors ils sont isomorphes.

Théoréme 15 ([Goz97], Théoreme VII.12.). — Considérons I'extension L = Fpn de K =TF,,. Il existe
a € L tel que L = K|[a].

En prenant le polynéme minimal de a sur K on en déduit la:
Proposition 16 ([Goz97], Théoréme VII.24.). — Pour tout corps K a ¢ = p™ éléments il existe un
polynéme irréductible P € F,[X] de degré n tel que K ~ Fy [X}/(P)
Remarque 17. Il n’existe pour 'instant pas d’algorithme permettant de trouver ce polynome.

Donnons encore d’autres résultats sur les polynémes irréductibles des corps finis.

Théoréme 18 ([Goz97], Théoréme VIL.27.). — Soient p un nombre premier et n un entier naturel
non nul. Pour j € N* désignons par K(p, j) I'ensemble des polynémes irréductibles de degré j sur IF,.
Alors
x-x=1] J] ex).
din QeK(p,5)
Corollaire 19 ([Goz97], Définition VII.28.). — Soient p un nombre premier et n un entier naturel

non nul. Pour j € N* désignons par Z(p, j) le cardinal de K(p,j). Alors

p" = dI(p,d).
d|n

L’algorithme de Berlekamp permet grace a des techniques d’algebre linéaire et des calculs de pged
de décomposer les polyndmes P € F,[X] en facteurs irréductibles. Soit p un nombre premier. Soit
P € F,[X] un polynéme unitaire. Considérons tout d’abord le cas des polynémes sans facteurs carrés,
i.e. de la forme P = PP, ... P, ou les P; sont irréductibles, unitaires et deux a deux distincts. Posons



n = deg P. Considérons K; = Fp[X ]/( p;) pour 1 <@ < r; les P; étant irréductibles ce sont des corps.
3
La projection canonique

FP[X] — IFP[X]/(Pl) X ... X IFP[X]/(PT)

passe au quotient et fournit un isomorphisme entre A = Fp[X ]/( P) et Fp [X]/( Py X X Fp [X]/( P,)
(c’est le théoréme chinois). Ainsi I’équation

(1.1) Q' = Q[P

a exactement p” solutions, chacune correspondant & un unique r-uplet (a1, @9, ..., a,) € (Fp)" tel que

Q = «o;[Py]; en effet c’est le théoréme chinois ajouté au fait que A? = A [P;] implique que A est une
constante de F,,. Remarquons ensuite qu'on a le

Lemme 20. — La décomposition P = H pged(P, @ — «) est valable pour tout polynéme @ non
a€l,
constant vérifiant (1.1).

Proof. Pour tout ¢ il existe un et un seul a; € Fp, tel que Q = «; [P;]. Ainsi P; divise @ — « si et
seulement si a = «;.
Nous avons alors
pged(P,Q —a)= [[ P
il a=a;
(avec la convention H =1). (]
]

11 suffit donc de résoudre

(1.2) Q" = Q[P]

puisque nous disposons d’un algorithme performant (’algorithme d’Euclide) pour calculer des pged. Il
est plus facile de résoudre (1.2) que de chercher a la main la décomposition en facteurs premiers de P car
S:A— A, Q— QP est linéaire. Il s’agit donc de déterminer le noyau de S — I ce qui se fait en utilisant
les techniques usuelles d’algebre linéaire (écrire la matrice de S dans la base {1, X, X2, ..., X"} de

IF‘P[X]/(p)). Remarquons enfin que r = dimker(S — I) =n —rg(S — I) car QP = Q [P] a p" solutions.
Nous avons alors I'algorithme suivant:

¢ Premier pas: calculer D = pged(P, P’). Si D # 1, alors on arréte (on a un facteur non trivial
de P);
¢ Deuxiéme pas: résoudre QP = @Q [P] en déterminant le noyau de S — I;
o Troisieme pas: si r = 1, alors on arréte (P est irréductible). Si r > 2, alors il existe @ non
constant modulo P solution de QP = @ [P]. Le Lemme 20 assure que P = H pged(P,Q — )
a€cl,
avec une décomposition non triviale.

En itérant cet algorithme un nombre de fois suffisant on obtient la décomposition cherchée.

Exemple 21. Factoriser P(X) = X? + X% — X + 1 sur K = F3.
Commencons par remarquer que P n’a pas de racine dans K.
Appliquons maintenant 1’algorithme:

o P =—1,;
o pged(P,P') =1 car P' = —1;



¢ l’algebre qui nous intéresse est

_K[X
A=K xo x4
C’est un K-espace vectoriel de dimension 9 dont une base est {1, X, X2, ..., X®}. Pour calculer
la matrice de ’endomorphisme S —I nous aurons besoin des puissances de X2 jusqu’a X24. Nous
avons
X% = —X°4+x-1
X0 = _XT4Xx%2_X
Xll _ _XS +X3 _X2
X2 = (XS4 Xx-D4+Xx-X3=Xx04 X -X3-X+1
XP = (X4 XD+ X XX X3 = XT XX XX -1
X® = (X4 X2 X))+ (X4 X -1 - X"+ X X X3 =XT+ X X34+ X211
X = (X4 X - X))+ X - X+ X - X=X+ XX+ X2 X
X = (X XD+ XXX X =X XXt X 1

Alors la matrice de S — I est

o 0 0 -1 1 -1 -1 0 1 1
o -1 0 1 -1 1 0 -1 -1 X
0o 0 -1 0 0 O 1 1 0 X?
o 1 0 -1 -1 1 -1 -1 0 X3
o 0o o O 0O -1 1 0 -1 X4
o 0o o 0O O -1 0 1 1 X5
0 0 1 -1 1 1 -1 -1 0 X6
o 0o o O O 1 1 -1 0 X7
o0 0o O O O 0 0 O X8

Le noyau contient la droite engendrée par la premiere colonne ; il faut déterminer s’il est plus
gros. Uilisons le pivot de Gauss; nous trouvons par exemple le vecteur (0,1, -1, —1,1,1, 1,0, 1).
Un représentant polynoéme est

QIX)=X - X+ X°+ Xx* - X3 - X?+ X.
Calculons pged(P, @ — «). On utilise 'algorithme d’Euclide: la premiére division est
X4 XO - X41= (X8—X6+X5+X4—X3—X2+X—a)X+(X7—X5+X4+X3—X2+(a—1)X+1>;
la seconde est
XS X0 X4 Xt XP X4 X —a= (X77X5+X4+X37X2+(a71)X+1)X704(X2+1)
C’est gagné car si & = 0 nous avons un reste nul donc X7 — X° + X4 + 2% — X2 — X + 1 divise
P:
PX)=(X"- X"+ X4+ X3 - X? - X +1)(X2+1).

On pourrait imaginer continuer 'algorithme avec o # 0 mais on ne trouverait rien d’autre car
on poursuivrait avec X2 + 1 comme reste, or on sait déja qu'il divise P.
Le polynéme X2 + 1 est irréductible sur Fs. Il faut ensuite recommencer avec le facteur

X" X0+ X4+ X3 - X2 - X+1



ot

Nous avons

X" = X°-X*-X34+X’4+X-1
X% = —X4+Xx-1

X2 = XS4 x'-Xx?-X+1
XP = XS4 Xt X'+ X?-X+1
X® = XS4+ X3-X?4+X+1

et la matirce de S — I est

0 0 0 -1 1 1 1 1
0o -1 0 1 -1 -1 1 X
0o 0 -1 0 0 1 -1 X2
0 1 0 -1 -1 0 1 X3
o 0 o 0 0 1 0 X4
o 0 0 0 0 0 1 X5
0 0 1 -1 1 1 -1 X6

Nous voyons que le systeme formé par les six colonnes de droite est de rang maximal donc la
dimension du noyau est 1 et P est irréductible.
La décomposition en facteurs irréductibles de X° + X® — X + 1 sur K = F3 est donc

(XT - X5+ X+ X3 - X2 - X +1)(X?+1)

Exemple 22. Cet algorithme permet de trouver la décomposition en facteurs unitaires irréductibles de
X6+ X%+ X4+ X3 +1 eF[X].

1.4. Moyens effectifs pour s’assurer de l’irréductibilité de polynémes.
Théoréme 23 (Critéere d’Eisenstein, [Per82], Chapitre III, Théoréme 3.2, Page 76). — Soient P(X) =
anX™ 4+ ...+ ap € A[X] un polynéme et p € A un élément irréductible. Supposons que

o p ne divise pas a,,
o p divise a; pour 0 <i<n—1,
o p? ne divise pas ag.

Alors P est irréductible dans K[X].

Exemple 24. Si p est un nombre premier, alors le polynéme XP~1 4+ XP~2+ . 4+ X +1 est irréductible
sur Z (poser X =Y + 1 et appliquer le critere d’Eisenstein avec p).

Exemple 25. Soit a € Z; écrivons-le sous la forme p{*p5? ... p% . Supposons que 'un des «; vaut 1;
alors X™ — a est irréductible sur Z.

Exemple 26. Soit A € K, A ¢ {0, 1}. Le polyndéme Y2 — X (X — 1)(X — )) est irréductible.

Théoréme 27 (Critére de réduction, [Per82], Chapitre III, Théoréeme 3.5, Page 77). — Soit I un
idéal premier de A. Alors B = A/ T est un anneau intégre; soit L son corps de fractions. Soit P(X) =
an X"+ ...+ ap € A[X]; notons P sa réduction modulo I.

Supposons que @, soit non nul dans B. Si P est irréductible sur B ou L, alors P est irréductible
sur K.

Exemple 28. Le polynome X2 + Y2 + 1 est irréductible dans R[X, Y].



1l suffit de montrer que le polyndome X2 + Y2 + 1 est irréductible dans C[X, Y], il le sera alors dans
R[X,Y]. Si X2+ Y?+1=P(X,Y)Q(X,Y) dans C[X,Y] avec P et Q non inversibles on voit d’abord
que la seule possibilité est que P et () soient de degré 1 en X et en Y. Si

(aX +bY +c)(d X +VY +)=X2+Y?+1

alors aa’ = 1 et on peut choisir a = @’ = 1. On doit alors avoir b+ b =0et b0’ =1 doub=1i= —b
par exemple. Il reste alors a satisfaire ¢+ ¢ =c¢— ¢ =0 et ¢ =1 ce qui n’est pas possible.
On peut aussi passer au quotient par l'idéal (V).

Exemple 29. Le cas le plus fréquent d’utilisation de 1’énoncé précédent est le cas A = Z, I = (p) avec
p premier, B = [, est alors un corps. Ainsi le polynéme X3 + 462X? + 2433X — 67691 est irréductible
sur Z: on le réduit modulo 2, il reste X3 + X + 1 qui est irréductible sur Fy (sinon il aurait une racine
dans Fy).

Exemple 30. Soit p un nombre premier, alors X? — X — 1 est irréductible sur Z (voir [Per82]).

Théoréme 31 ([Per82], Chapitre III, Théoréme 3.9, Page 77). — Soit P € K[X]| un polynéme de
degré n > 0. Les deux assertions suivantes sont équivalentes:

o P est irréductible sur K;

o P n’a pas de racine dans les extensions L de K qui vérifient [L : K| < 3.

Exemple 32. Le polynéme X% + X + 1 est irréductible sur Fy. II suffit de vérifier qu'il n’a pas de
racines dans Fo, ni dans Fy. Pour Fy c’est clair. Pour Fy notons que Fy = Fy[j] avec P+j+1=0. Siz
appartient & Fy N\ Fy, nousavons z =jouz =j+1=—j2donca® =leta* +2+1=22+1=1#0.

1.5. Théorie de Galois. La théorie de Galois a tout-a-fait sa place ici puisque la définition de ses
concepts (extension normale, ...) utilise la notion de polynéme irréductible.

2. EXERCICES

Exercice 1 Soit K un corps fini de cardinal q. Soit d > 0 un entier.

a) Montrer qu’il existe une extension de corps L de K de degré d, unique & isomorphisme pres.
Quel est le cardinal de L ?

b) Rappelons que le groupe multiplicatif L* est cyclique. Soit « un générateur de ce groupe.
Montrer que L = Kla].

¢) En déduire qu’il existe un polynome irréductible P dans K[X] avec deg P = d (notons que
trouver explicitement un tel P est un probléme algorithmique difficile).

Eléments de réponse 1 Soit K un corps fini de cardinal ¢. Soit d > 0 un entier.

a) Un tel L doit étre de cardinal ¢? puisqu’isomorphe & K¢ comme K-espace vectoriel. On sait
qu’il existe un tel corps, unique a isomorphisme pres. C’est alors bien une extension de K; en
effet un corps fini K5 est extension d’un corps fini K; si et seulement si le cardinal de K5 est
une puissance de celui de K7 (ceci résulte par exemple du fait que dans une cloture algébrique
le corps de cardinal p* (ot k € N*) est I’ensemble des solutions de I’équation o = x).

b) Nous avons K|a] C L. Réciproquement comme « engendre le groupe fini L* tout élément de
L* g’%écrit a™ avec m € N. Ainsi L* C KJa]. De plus 0 appartient & K[«]. Par suite L = K|a].



c)

Soit P le polyndme minimal de a. Puisque L = K[a] le corps L est un corps de rupture de «
sur K. Comme [L : K] = d le polynoéme P est de degré d.

Exercice 2 Soit K un corps fini de cardinal ¢. Soit P € K[X] un polynéme irréductible de degré d.
Soit L = KJa] un corps de rupture de P.

a)

Montrer que 'application F': x — x9 est un automorphisme du corps L qui induit I'identité sur
K. Notons F™* = F o Fo...oF le m-ieme itéré de F'.

Montrer que d est le plus petit entier m > 0 tel que F*(«) = « (raisonner par l'absurde
en montrant que si on avait m < d, alors o appartiendrait & une extension de corps de K
strictement incluse dans L).

En déduire que L est aussi un corps de décomposition de P.

Posons K = F4 et L = Fy¢, corps respectivement a 4 et 16 éléments. Montrer que L est une
extension de degré 2 de F' qui peut s’écrire L = KJ[a] ot v est un élément d’ordre 5 de L* (ici
a n’est donc pas un générateur de L*).

Eléments de réponse 2

a)

Soit p la caractéristique de K (et de L). On peut écrire ¢ sous la forme p™ avec m € N. Par
suite F' est le miéme itéré de Fy: 2 — xP. Or Fy est un morphisme de corps®. En particulier
Fy est injectif. Puisque L est fini il est aussi bijectif; c’est donc bien un automorphisme de L.
Par suite c’est aussi le cas de F' = Fyo Fyo...o0 Fy. Enfin pour tout z € K nous avons z? = x
puisque K est un corps de cardinal q.

Raisonnons par 'absurde, c’est-a-dire supposons que F™(a) = « pour un certain 0 < m < d.
Cela signifie que a?" = « et on sait alors que a est dans un corps de cardinal ¢™ qui est de
degré m sur K. Il en résulte que [K[a] : K| < m ce qui contredit le fait que L = K[a] est de

degré d.
Soit P le polynéme minimal de o sur K. Puisque F' est un automorphisme de corps de L qui
induit I'identité sur K nous observons que a, F(a), F2(a), ..., F4~!(a) sont des racines de P;

de plus b) assure qu’elles sont deux & deux distinctes. Ainsi P est scindé sur L. Par conséquent,
sur un corps fini, corps de rupture coincide avec corps de décomposition, phénomene aussi vrai
sur R mais pas sur Q par exemple.

Puisque 16 = 42 le corps fini L est une extension de degré 2 de K. Comme L* est cyclique de
cardinal 15 il contient un élément o d’ordre 5. Alors a* # « (sinon « serait d’ordre divisant
3) ce qui montre que o ¢ K. En particulier le degré de K[a] sur K est > 2 ce qui montre
finalement (comme K[a] C L) que L = K[a] par égalité des dimensions sur K. Il s’en suit
qu’on peut avoir L = K|[a] sans que « soit un générateur de L*.

Exercice 3 Soit K un corps.

a)

b)

Montrer que si K est fini de caractéristique p, alors I’application
K— K, x — xP

est bijective.

Supposons maintenant que K soit de caractéristique zéro. Montrer que si P € K[X] est irré-
ductible dans K[X] et si L est une extension de corps de K, alors toute racine de P dans L est
simple.

ILe seul point non trivial est de voir que (z + y)? = zP 4+ yP ce qui est vrai dans tout corps de caractéristique p car p

divise le coefficient binomial (i) pour tout 1 <k <p—1.



¢)
d)

Montrer que b) reste vrai si K est un corps fini? mais que b) est faux si K = Z/pZ(T).
Un corps K de caractéristique p > 0 est dit parfait si le morphisme

K- K, x +— P

est bijectif. Montrer que b) reste vrai plus généralement si K est un corps parfait et que b) est
faux si K est un corps imparfait.

Eléments de réponse 3

a)

Montrons que si K est fini de caractéristique p, alors 'application
F:K— K, x +— xP

est bijective. L’application F est un morphisme de corps®. En particulier F est injectif. Puisque
K est fini il est aussi bijectif; ¢’est donc bien un automorphisme de K.

Le polynome P’ n’est pas nul car P n’est pas constant et K est de caractéristique zéro. Nous
en déduisons 'inégalité deg P’ < deg P ce qui implique que comme P est irréductible P et P’
sont premiers entre eux dans K[X] ou L[X] (rappelons que le pged ne dépend pas du corps de
base). Ainsi P ne peut avoir une racine multiple dans L.

D’apres b) le seul probléme est quand P’ = 0 ce qui signifie que P s’écrit

P=ay+a X?+...+a, X"
D’aprés a) on peut écrire chaque a; sous la forme b avec b; € K. Alors
P=(bg+b0 X +...+bX")P

ne peut pas étre irréductible.

Par contre sur K = Z/pZ[T] le polynéme P = XP — T vérifie P’ = 0 (donc il a une racine de
multiplicité P sur son corps de décomposition) bien que P soit irréductible sur K (c’est direct
si p = 2; en général ceci résulte du critére d’Eisenstein en considérant P comme a coeflicients
dans l'anneau factoriel K[T]; & noter qu’on peut aussi utiliser Pargument général de la question
d) qui suit).

Si K est parfait, la méthode appliquée au cas "K fini" donne le résultat.

Supposons K imparfait. Soit a € K* tel que a ne s’écrive pas aP avec x € K*. Soit P € K[X]
défini par P = X? — a. Comme P’ = 0, toute racine de P dans un corps de décomposition est
multiple d’ordre p. Il suffit donc de vérifier que P est irréductible sur K. Soit L un corps de
décomposition de P sur K. Soit b € L tel que b = a. Soit 7 le polynéme minimal de b sur
K qui est irréductible. 1l suffit de montrer que # = P. Puisque P(b) = 0, on sait que 7 divise
P. Mais comme P = (X — b)? dans L[X] nous avons que 7 s’écrit (X — b)" dans L[X] avec
1 < r < q. En observant le terme constant nous obtenons que b = ¢ € K. Si nous avions r < p,
alors r serait premier avec p et par Bezout nous aurions u, v € Z tels que ur + vp = 1 ce qui
impliquerait que

b — bur-‘rvp — buTb'Up — (br)u(bp)v — auav
serait dans K: contradiction avec le fait que a n’est pas une puissance pieme. Finalement 7 = P
comme nous le voulions.

Exercice 4 Soit K un corps. Soit 0: K — K un automorphisme de K. Soit L un K-espace vectoriel.

2Indication: utiliser a).

3Le seul point non trivial est de voir que (z + y)? = zP 4+ yP ce qui est vrai dans tout corps de caractéristique p car p

divise le coefficient binomial (i) pour tout 1 <k <p—1.



a) Montrer que (L, +) muni de la loi externe (a, z) — o(«) - = est aussi un K-espace vectoriel que
l’on notera L'.

b) Montrer que si L est de dimension finie d, alors L’ est aussi de dimension d.

¢) En déduire que si k est un corps parfait de caractéristique p > 0, alors toute extension finie de
K est un corps parfait.

d) Le résultat de c) reste-t-il vrai pour une extension algébrique (pas nécessairement finie) ?

Eléments de réponse 4

a) Posons e x = o(a) - z. Puisque ¢ est un morphisme de corps nous obtenons
o lex =x pour tout x € L;
o ae(fexr)=(af)ex pour tous «, § € K et tout x € L;
o ae(r+y)=caex+ aey pour tout o € K et pour tous z, y € L;
o (a+pB)ex=caex+ fex pour tous «, § € K et pour tout « € L.
b) Soit (e, e, ...,eq) une base du K-espace vectoriel M; montrons que c’est aussi une base de L'.
Soient A1, Ag, ..., Aq dans K tels que

d
Z /\z e, = 0.
i=1
Alors

d’ott o(\;) = 0 pour tout ¢ puis A; = 0 puisque o est injectif. Par conséquent (ej, es, ..., €q)

est libre dans L'. .

Soit maintenant x € L'. Ecrivons z sous la forme Z wie; dans L avec u; € K. Nous obtenons
i=1

d
que T = Za‘l(ui) e ¢; dans L' ce qui montrer que la famille (eq, es, ..., eq) est également
=1

génératrice dans L'.
¢) Par hypothése le morphisme de corps

c: K > K, x — P

est un automorphisme de K. Soit L une extension finie de K, qu’on peut voir comme un
K-espace vectoriel. Notons L’ le K-espace vectoriel défini comme en a). Alors application
u: x — zP est un morphisme du K-espace vectoriel L dans le K-espace vectoriel L’. En effet
puisque nous sommes en caractéristique p, nous avons u(x + y) = u(x) + u(y). Si a appartient
a K etxa L, alors

ula-x) =aP2? =o(a) - u(z) =aex.

Comme keru = 0, u est injective. De plus dim L = dim L’ est finie. Il en résulte que u est
donc bijective. Ceci signifie exactement que x — zP est bijective de L dans L et donc que L est
parfait.

d) Oui. Si F est une extension algébrique de K et si x appartient & F, alors L := K|[z] est une
extension finie de K puisque z est algébrique sur K. Nous appliquons ¢) & L, nous obtenons
qu’il existe y € L C F tel que y? = x. Il s’en suit que F est parfait.
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Exercice 5 Notons Q 'ensemble des nombres complexes qui sont algébriques sur Q. C’est un sous-corps
de C.

a) Montrer que Q est dénombrable.

b) Montrer que Q est algébriquement clos. On observera que si P = X" +a,_1 X" ' +...4ag est
un polynéme unitaire & coefficients dans Q, alors tous les coefficients a; vérifient que le corps
Q(a;) est un Q-ev de dimension finie.

c) Montrer que Q est le plus petit corps algébriquement clos (inclus dans C) qui contient Q.
Etendre cette construction & un sous-corps K quelconque d’un corps algébriquement clos L.

d) Q est-il un Q-ev de dimension finie ?

Eléments de réponse 5

a) Pour tout n € N l'ensemble Q,,[X] des polyndmes de degré au plus n est dénombrable car en
bijection avec Q*t!. L’ensemble Z, des éléments de Q qui annulent un polyndéme non nul de
Qn[X] est donc dénombrable puisque chaque polynéme non nul de Q,[X] n’a qu’un nombre
fini de racines. Nous en déduisons que Q qui est réunion dénombrable des Z,, pour n € N est
dénombrable.

b) Soit P = X" + a,_1 X" ! + ...+ ap un polyndme unitaire & coefficients dans Q. Alors Q(ao)
est un Q-espace vectoriel de dimension finie car ag est algébrique sur Q. Par récurrence K =
Q(ag,a1,...,a,—1) est de dimension finie sur Q (en effet chaque a; est algébrique sur Q donc
a fortiori sur Q(ag,a1,-..,a;—1)). Soit x une racine de P, alors x est algébrique sur K par
définition donc K (x) est de dimension finie sur K. Comme K est de dimension finie sur Q nous
obtenons que K(z) est de diemunsion finie sur Q ce qui signifie que = est algébrique sur Q, i.e.
x appartient & Q.

c¢) Nous venons de voir que Q est un sous-corps algébriquement clos de C qui contient Q. C’est
le plus petit: si L est un tel corps, il contient les racines de tous les polyndémes non nuls a
coefficients dans Q donc il contient Q. Plus généralement si F est un corps inclus dans un
corps algébriquement clos F/ nous obtenons la cloture algébrique de F en prenant ’ensemble des
éléments de F’ algébriques sur F. La difficulté pour montrer 'existence de la cloture algébrique
est qu’il faut d’abord montrer 'existence d’un tel F’ ce qui nécessite entre autres le Lemme de
Zorn.

d) I suffit pour voir cela de trouver des polynémes irréductibles de Q[X] de degré d arbitrairement
grand car une racine x d’un tel polynéme verifiera [Q[z] : Q] = d arbitrairement grand (alors
que ce nombre serait majorée par la dimension [Q : Q] si celle-ci était finie). Or le critére
d’Eisenstein assure que pour p premier le polynéme X% — p est irréductible.

Exercice 6 Soit A = Z[iv2] = {a +ibv/2|a, b € Z}. On définit pour z =a +ibv2 € A
N(z) = a® + 2%

a) Montrer que A est euclidien donc factoriel.

b) Soient (x,y) € Z? vérifiant I'équation y? + 2 = x3. Montrer que  est impair puis montrer que
y +1iv2 et y — iv/2 sont premiers entre eux dans A. En déduire qu'il existe (a,b) € Z? tels que
r = a4+ 20% et y +iv2 = (a + ibv/2)3. Enfin décrire les solutions de I’équation précédente.

¢) Etudier de méme Pensemble {neZ|3(z,y) € Z? n=2a®—-2y*}.

Eléments de réponse 6



11

a) Considérons la norme
N(a +ibV2) = a® + 2b*

qui est une fonction multiplicative. Soit z € A*. Nous avons zz’ = 1 soit N(z)N(z') =1 et
donc N(z) =1 soit z = £1. Pour montrer que A est euclidien remarquons que j—; peut s’écrire
sous la forme g+e avec g € A et e € C de norme strictement plus petite que 1. Ainsi z; = gqzo+7
avec = 2z1 —qze € A et N(r) < N(z2).

b) Raisonnons par I’absurde: supposons que x soit pair; alors y?> = —2 mod 8: contradiction avec
le fait que dans Z/SZ les carrés sont 0, 1 et 4.

Dans A nous avons 2% = (y +1iv/2)(y —iv/2). Soit § un pged de y +iv/2 et de y — iv/2. Nous
avons & = (y +1iv/2, (iv2)3). Or iyv/2 est irréductible car de norme 2 et la seule factorisation
possible de 2 est 1 x 2 de sorte que iy/2 = 22’ implique que N(z) = 1 soit z inversible (ou 2).
Or iv/2 ne divise pas y car sinon y? serait pair et donc y pair soit 2 pair contradiction. Ainsi
0=1.

Par conséquent y + iv/2 et y — iv/2 sont des cubes parfaits: (y + iv2) = (a £ iv2)3 et
x = a® + 2b%. En séparant parties réelle et imaginaire nous trouvons alors y = a® — 6ab? et
1 = b(3a® — 2b?) soit b = & = &1 = 3a® — 2 ce qui conduit & b = 1 et a = +1 soit y = £5 et
x = 3 qui est bien une solution de I’équation.

¢) La détermination de S se fait via I'étude de A = Z[/2] dont la norme est a? — 2b? avec le
morphisme de corps c(a + bv/2) = a — by/2 de sorte que N est multiplicative. Soit z € A*; nous
avons N (z) = £1. Nous pouvons vérifier que A est euclidien pour le stathme |N|. Remarquons
que —1 est une norme: —1 = 12 — 2 x 12 = N(1 ++/2). Si n est un diviseur de z? — 2y
avec x, y premiers entre eux alors au signe prés n est de la forme u? — 2v2. En effet soit
T + /2y = Ty ... 7, une décomposition en produit d’irréductibles. Aucun des m; n’appartient
& Z car x et y sont premiers entre eux de sorte que comme précédemment les N(7;) sont des
premiers de Z. Nous avons alors 22 — 2y? = N(m1)N(m2) ... N(w,) et n, au signe pres, est un
produit de certains de ces N(m;). Il s’ensuit que n est de la forme N(z) = u? — 202

L’égalité —(u?—2v%) = N((1+v/2)(u+v+/2)) permet de négliger le signe +. Ainsi un premier
impair p est de la forme 22 — 2y si et seulement si 2 est un carré modulo p ce qui est équivalent
a = +1 mod 8.

Exercice 7 Trouver un élément primitif de Q[v/3, v/7].

Eléments de réponse 7 Soit par exemple = v/3+ /7. Nous pouvons trouver son polyndéme minimal
comme suit.
Soient A et B deux polynoémes irréductibles unitaires sur Q. Le systéme d’équations

AX)=B(Y -X)=0

posséde comme solutions les couples (x4, + x4) OU , (resp. xp) décrit les solutions de A(X) = 0
(resp. B(X) = 0). Considérons les polynémes A(X) et B(Y — X) comme des polynémes a valeurs dans
K|[Y] et introduisons leur résultant qui est un polynéme en Y dont les zéros sont d’aprés ce qui précede
exactement les sommes des zéros de A avec ceux de B.

Ici A(X)=X?—-3et B(X)= X?-17. Le résultant en question est donné par le déterminant

1 0 -3 0
0 1 0 -3
1 =2y Y?2-7 0
0 1 -2Y Y?-7
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soit apres calcul Y4 — 20Y2 + 16.

Exercice 8 Montrer que si K est un corps de caractéristique p non nulle, le corps M = K(X,Y) des
fractions rationnelles en deux indéterminées & coefficients dans K est une extension de degré p? de son
sous-corps L = K(XP,YP).

Montrer que si « est un élément de M qui n’est pas dans L, son polynéme minimal sur L est de
degré p.

En déduire que le mot séparable dans I’énoncé du théoréme de I’élément primitif* n’est pas inutile.

Eléments de réponse 8 Montrons pour commencer que si a est un élément d’un corps L de carac-
téristique p non nulle qui n’a pas de racine piéme dans L le polynéme U = TP — a est irréductible sur
L: si b est une racine de U dans une extension N de L le polynome U se factorise comme (T — b)?
dans N[T]. Ainsi si U = PQ est une factorisation non triviale de U en polynoémes unitaires de L[X],
nous avons P = (T — b)* avec 0 < k < p. Le coefficient constant £b* de P appartient & L. Puisque b”
appartient aussi & L, il en est de méme pour b = (b*)* x (b?): contradiction.

Posons N = K(X,YP). D’aprés ce qui préceede N/L et M/N sont de degré p. Si @ = R(X,Y)
est un élément quelconque de M, sa puissance pieme s’écrit S(XP,YP) ou S est la fraction rationnelle
obtenue en élevant & la puissance pieme chacun des coefficients de R. Par conséquent of appartient a
L, le degré de a sur L est au plus p. Il s’en suit que M/ 7, W'est pas monogene d’ou le résultat.

Exercice 9 Soit v un endomorphisme de V ~ K™ dont on note x, et m, respectivement les polynémes
caractéristique et minimal.

a) Montrer que x, est irréductible si et seulement si V' n’a pas de sous-espace stable par u;

b) Montrer que u est cyclique avec 7, une puissance d’un polynome irréductible si et seulement si
V' est indécomposable sous u;

¢) Proposer un algorithme pour tester si u est semi-simple.

Eléments de réponse 9
a) Montrons que ., est irréductible si et seulement si V' n’a pas de sous-espace stable par u.

Si V' a un sous-espace stable W par u, alors en complétant une base de W en une base de V'
la matrice de u y est diagonale par bloc et son polynéme caractéristique est divisible par celui
de ujy .

Réciproquement si x, est de la forme PQ avec P et () premiers entre eux, alors le lemme
des noyaux décompose l’espace en une somme directe de ker P(u) et de ker Q(u). Si x, = P"
avec P irréductible, nous avons alors £ = ker P, i.e. m, = P. Soit  quelconque non nul;
I'espace vectoriel engendré par x, u(z), u?(x), ... est donc au plus de dimension deg P et par
hypothese est donc égal a ’espace tout entier, c’est-a-dire r = 1.

b) Montrons que u est cyclique avec 7, une puissance d’un polynéme irréductible si et seulement
si V est indécomposable sous u.

Commencgons par montrer que si u est cyclique avec m, une puissance d’un polynoéme ir-
réductible, alors V est indécomposable sous u. En utilisant la structure de K[X]-module sur
K [X]/(

V induite par u nous avons V ~ ). O V était indécomposable il serait en tant que
u

K[X]-module isomorphe & un produit direct K [X]/Pl x I [X]/p2 ce qui impose P; = P" et

4Théoreme. Toute extension finie séparable est simple, c’est-a-dire engendrée par un seul élément, appelé élément
primitif.
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P, = P$ avec P irréductible et m, = P"™%. Or le polyndéme minimal de ce produit direct est
Pm2x(1:3) soit, donc min(r, s) = 0.

Réciproquement si V' est indécomposable alors u est cylique. Par ailleurs si son polynéme
minimal n’était pas une puissance d’un polynéme irréductible, alors le lemme des noyaux®
contredirait I’indécomposabilité de V.

L’endomorphisme u est semi-simple si et seulement si 7, est sans multiplicité, i.e. si et seulement
si 7, est premier avec 7,,. Nous pouvons tester si u est semi-simple de maniére algorithmique:

nous calculons le polyndéme caractéristique x, et nous testons si ™ XA“X, annule u.
AX

Exercice 10 D’apres le Lemme de Gauss factoriser sur Q est essentiellement équivalent a factoriser
n

sur Z. Considérons dans la suite P(X) = Z pi X' € Z|X] que nous essayons de factoriser sur Z.
=0

(1)

1/2 i , - ,
Pour P € C[X] on note |P| = (Z\pf) . Soient A = Zain et B = Zbin des
i i=0 i=0
polyndmes & coefficients entiers tels que B divise A.
(i) Soit a € C. Soient
G(X)=(X-a)A(X) et H(X)=(aX - 1)A(X).
Montrer que |G|? = |H|2.
(ii) Soient
AX) = amH(X — ) et C(X)=an H (X — o) H (@; X —1).
loej| 21 o |<1
Montrer que

]2 = [CP2 > am | (M(4)* + m(4)?)

N

ol
MA) = ] loyl et m(A) =[] loy
|aj|>1 |Otj|<1
(iii) Montrer que si 1 < z1 < z,,, sont des réels dont le produit est égal & M alors les fonctions

symétriques o, = Y. T;, ... x;, vérifient

< m—1 n m—1
Tmk S\ k-1 k
n—1 n—1
bl < . A—i—(, >am.
< (" Y (22 )lan

(iv) En déduire que

5Lemme des noyaux. Soient F un espace vectoriel sur un corps commutatif K et f un endomorphisme de E. Si P,
..., Pn € K[X] (avec n entier strictement positif) sont premiers entre eux deux & deux, alors les sous-espaces vectoriels
Vi = ker(P;(f)) (ou 1 < ¢ < n) sont en somme directe et

éker (Pi(f)) = ker ((f[a-)(f)) :

De plus, la projection de la somme directe V' sur V; parallélement a @j i Vj est la restriction & V' d’un polynéme en f.
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(2) Considérons A(X) = X6—6X*—2X3—-7X2+6X +1. Supposons que A ne soit pas irréductible
de sorte qu'il possede un facteur irréductible de degré < 3 avec |b;| < 23 d’apres (1).
On choisit alors p > 2.23 tel que A modulo p soit sans facteur carré, par exemple p = 47.
(i) Montrer que A modulo 47 se factorise comme suit

A(X) = (X —22)(X —13)(X — 12)(X +12)(X? — 12X —4)

(ii) En déduire que A n’a pas de facteurs irréductibles de degré 1 ou 2.

(iii) En déduire qu'un facteur irréductible de degré 3 de A est soit X3 + 23X2 — X + 1 soit
X3 —7X —1.

(iv) Factoriser A sur Z.

(3) En général la borne donnée par (1) est trés grande; plutdt que de raisonner avec un p grand on
raisonne modulo p® pour e assez grand en relevant de proche en proche les solutions: c’est le
Lemme de Hensel suivant:

Soit p premier et soient C, A, B, U et V des polyndmes a coefficients entiers tels que

C(X) = Ac(X)B.(X) mod p? U(X)Ae(X) + V(X)Be(X) =1 mod p.

On suppose e > 1, A, unitaire, degU < deg B, degV < deg B.. Alors il existe des polynémes
Acq1 et Beyq vérifiant les mémes conditions en remplagant e par e + 1 et tels que

Act1(X) = Ac(X) mod p° Bet1(X) = Be(X) mod p°.

En outre ces polynémes sont uniques modulo p®*?.
(4) En déduire un algorithme de factorisation sur Z.

Eléments de réponse 10

(1) (i) Nous avons

G? = > lais — aa?
= Z (|ai_1|2 + |ea;|* — QRe(aaim))
= Z (|aai_1\2 + |ai|* - 2Re(o¢aiai7_1))
= Z [@a; 1 — a;f?
= |H]?

(if) L’égalité découle directement de (i). Le terme de droite de I'inégalité provient du coeflicient
de X™ et du coefficient constant.

(iii) Si nous changeons le couple (%1, Zm) en (1, Z;,—12,,) toutes les contraintes sont encore
satisfaites quitte & réordonner et oy, ;, augmente de

Jm72,k71(xm71 - 1)(mm - ]-)

Ainsi si 2,;,—1 > 1 le point (1, ..., 2, ) ne réalise pas un maximum. Le maximum est donc
atteint pour z,,_1 = 1 ce qui implique x; = 1 pour tout ¢ < m de sorte que x,,, = M.

De plus le terme (73:11) correspond aux k-uplets contenant x,, et (m,; 1) a ceux qui ne le
contiennent pas.



(iv) Nous en déduisons alors que

wl < |am|((m"jj_1) (4
(G

b1 < Jbul

Ainsi

/N
3

LR
b < lanl (" )14

+
en effet comme B divise A, nous avons M (B) < M(A) et |b,| < |anm|. Le résultat découle
|A]
laml”

(2) (i) Nous pouvons appliquer I'algorithme de Berlekamp pour trouver la factorisation.
(ii) Le terme constant de A étant égal & 1, nous en déduisons que les termes constants de ses
facteurs irréductibles sont égaux a +1.
Par ailleurs les coefficients de ces facteurs appartiennent & {—23, —22, ..., 22, 23} de sorte
que leur réduction modulo 47 doit étre des facteurs de degré 1 écrit dans la factorisation
de A modulo 47 dont les coefficients constants ne sont pas égaux & +1.
De méme pour les facteurs de degré 2 nous avons modulo 47

12 x 22 =—-18 12x13=15 12 x 12 = 3.

Nous ne trouvons pas £1 d’ou le résultat.

(iii) Un raisonnement analogue pour les facteurs de degré 3 conduit aux possibilités données
par ’énoncé.

(iv) Notons que la premiere éventualité est exclue car by < 12 d’apres les majorations de (1).
Testons alors la divisibilité de la seconde possibilité, nous trouvons

AX)= (X3 —7X - 1)(X*+ X +1).

et donc

alors de (ii) qui assure que M(A) <

(3) Posons
D= O_ijjeBe € Z[X].
Nous cherchons g
Acr1=Ac +p°S et Bey1 = Be +p°T

avec S, T € Z[X]. La condition C(X) = Ac11(X)Bey1(X) mod p¢t! est équivalente, puisque
2¢e 2e+1,a AT + B.S = D mod p. La solution générale est alors S = VD + WA, mod p
et T=UD — W B, mod p pour un polynéme W. La condition sur le degré impose que S et T
sont uniques modulo p et donc A,y et Bo,1 sont uniques modulo p¢*t.

(4) Choisissons p tel que A modulo p soit sans facteur carré. Factorisons via Berlekamp. Avec le
Lemme de Hensel nous remontons la factorisation modulo p¢ pour e assez grand tel que p° soit
supérieur & deux fois la borne trouvée dans (1). Nous essayons alors les différentes combinaisons
possibles de factorisation comme dans (3).

Exercice 11 Considérons le corps quadratique imaginaire K = Q(1/—13). Notons o son automorphisme
non trivial.

(1) Démontrer les assertions suivantes:
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(2)
(3)

(4)

(a) L’anneau des entiers de K est O = Z @ Z[+/—13] et son discriminant vaut —52.
(b) 20 = p? ot p = o(p) est un idéal premier de O qui n’est pas principal.
(c) 130 = ¢ ot q = o(q) est I'idéal premier engendré par /—13.
(d) 30 est un idéal premier de O.

(e) Les seules unités de O sont 1 et —1.
Montrer que toute classe d’idéaux de K admet parmi ses représentants un idéal entier de norme
inférieure a 5. Déduire de ce qui précede que le nombre de classes de K vaut 2.
Montrer que pour tout entier rationnel y 1'idéal 0 de O engendré par y + v/—13 et y — /—13
admet au plus p et q comme diviseurs premiers — autrement dit p et q sont les seuls idéaux
premiers pouvant contenir .
Soient «, 3 des entiers naturels tels que (y +v/—13)O = ¢p®q® o‘u ¢ est un idéal de O qui n’est
divisible ni par p, ni par q. Montrer que ¢ et o(¢) n’ont pas de diviseur premier commun.

Désignons désormais par (x,%y) € Z? une solution en entiers rationnels de I’équation

Y?=X°-13.
Déduire de la relation (z)® = (y + v/—13)(y — v/—13) Dexistence d’un idéal ¢ de O et de deux
entiers naturels a et b tels que
(y +V=13)0 = (p°q").

Montrer que ¢p®q® est un idéal principal.
En déduire qu’il existe des entiers rationnels u, v tels que

y = u® — 39uv? 1 = v(3u® — 130%).

Dans le taxi qui ’ameéne & la mairie-préfecture ou il doit épouser Alice Bernard s’apergoit qu’en
soustrayant le carré du dernier nombre de la plaque minéralogique de la voiture au cube de I’dge
de sa fiancée il pourrait se croire a Marseille. Alice est-elle en dge de se marier ? Si oui dans
quelle ville sera célébré I'heureux événement ?

Eléments de réponse 11

(1)

(3)
(4)

Le corps K est corps de rupture du polynéme P = X2 + 13.
La premiere assertion découle du calcul de I’anneau des entiers d’un corps quadratique.
Pour calculer la décomposition des idéaux premiers il suffit (cf cours) de réduire le polynéme
P. Nous avons P = (X +1)?2 mod 2, P = X2 mod 13 et P est irréductible mod 3. Ceci démontre
les b), c) et d) & part le fait que p n’est pas principal. Mais s'il I'était un générateur x + y/13
donnerait une solution entiére & 1’équation 22 + 13y2 = 2 qui n’en a pas. De méme 'équation
en entiers 22 4+ 13y? = £1 n’a que les solutions triviales (1,0) et (—1,0) d’ott le v).
La constante de Minkowski de K vaut

MK:é-z-\/5>:4\/ﬁz4.6<5

T 4 s
d’oui la premiére affirmation. Les seuls idéaux entiers de norme inférieure a 5 sont O, p et 20. 11
y a donc au plus une classe non principale, celle de p, et comme nous avons vu qu’elle ne I’était
effectivement pas, il y a exactement deux classes distinctes.
Un tel idéal doit contenir leur différence 21/13 donc 9 |2v/130 = p2q. Ainsi les seuls (idéaux)
diviseurs premiers de 9 sont au plus p et q.
Nous avons

(y — V=13)0 = o ((y + V=-13)0) = o (p*¢”) = o(0)p"a".
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Tout (idéal) premier facteur commun entre ¢ et o(c) serait un facteur commun entre y — 1/—13
et y ++/—13 donc p ou q qui ne peuvent diviser c.

(5) Eerivons (y + v/—13)0 = ¢/p®q® ot ¢’ est un idéal de O qui n’est divisible ni par p, ni par q.
Nous avons

(2)* = (y + V=13)00 ((y + V=13)0) = p*¢°a (/p*q?) = o ()p?*q**

cette derniére décomposition étant en quatre facteurs premiers entre eux deux a deux. Nous en
déduisons que chacun des quatre facteurs est lui-méme le cube d’un idéal entier, ¢ = ¢3, a = 3a
et 5 = 3b d’ou le résultat.

(6) Le groupe des classes d’'idéaux a deux éléments; la multiplication par 3 est donc I'identité sur
ce groupe: un idéal est principal si et seulement si donc cube l'est. C’est donc le cas de cp®q®
dont le cube est engendré par y + v/—13.

(7) Notnos u + vy/—13 un générateur de l'idéal cp®q®. Le cube de cet entier est un générateur
de (y +v/—13)0, id.e. il vaut £(y + v/—13). En changeant si besoin les signes de u et v nous
choisissons le signe positif d’ott I'équation y++/—13 = (u+wvv/—13)3 qui donne celles de ’énoncé.

(8) La deuxiéme équation impose v = —1 et la premiére y = £70 d’ou z = u? + 13v? = 17. Alice a
17 ans et le mariage a lieu a Vesoul.

Exercice 12

(1) Le critere d’irréductibilité d’Eisenstein. Si £ est un nombre premier et si z € Q \ {0}, on note
ve(x) la valuation f-adique de z (i.e. x = iﬁ”‘f(“”)% oun € N et d € N* sont premiers a )
Soit
AX)=an X" +an 1 X" '+ ..+ a1 X +ao € QX].
Supposons qu'il existe p premier tel que v,(a,) = 0, vp(ap) = 1 et pour i < n, vp(a;) > 1.
Supposons que A(X) = B(X)C(X) avec B, C' € Q[X]. Désignons par P ’ensemble des premiers
dans N. Si T'(X) = ZtiXi € Q[X] ~ {0}, notons Cont(7T") = H [five () yn contenu de T
7 Lep
a) Posons A’ = #t(fl)'
Montrer que A’ appartient & Z[X] et que vy,(al,) =0, vy(aj) =1 et pour i < n, vy(al) > 1.
b) Montrer qu’il existe un unique morphisme d’anneaux

w: Z[X] = Fp[X]

qui induit la réduction modulo p sur Z et tel que n(X) = X.
Montrer que deg(n(T'(X))) < deg(T(X)).
¢) Posons B’ = ﬁ@ et C' = #(C)
Montrer que 7(A’) = m(a),)X™ et en déduire que m(B’) = (b)) X", 7(C") = w(a}) X5 ou
deg B’ =t et degC’ = s.
d) En déduire que A est irréductible dans Q[X].
(2) L’irréductibilité de ®,(X), le pitme polynéme cyclotomique.
a) Montrer que ®,(X) appartient & Z[X].
b) Montrer que ®,(1) = p et que ®,(X + 1) = XP~! mod pZ[X].
c¢) En déduire que ®,(X) est irréductible dans Z[X].
(3) L’irréductibilité de ®,-(X) pour r > 1.
a) Montrer que ®,(X) = ®,(X?" ).
b) Montrer que ®,-(X + 1) =" (=) mod pZ[X].
c) En déduire que ®,~(X) est irréductible dans Z[X].
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1) a)

b)

)

b)

@

5

(X D) =0 (X + 1P ) =0, ((X)”

Le contenu de A’ vaut 1. Ainsi pour tout ¢ € P nous avons vg(a}) > 0 et a; € Z. Enfin
puisque vp(an) = 0 et vp(a;) > 0 il suit que v,(Cont(A)) = 0. Par suite vy(a)) = vy(a;)
pour tout 0 < ¢ < n.

C’est la propriété universelle des anneaux de polyndmes. L’inégalité sur les degrés est
immeédiate.

Le lemme de Gauss assure que Cont(A) = Cont(B)Cont(C) donc A’ = B'C’ et n(A") =
m(al,)X™ = w(B")n(C"). Comme X est irréductible dans F,[X] nous obtenons

m(B') = BX" 7(C') =X~ avec t' + s’ = n.

Ort+s=mn et puisque t’ <t, s’ < snousavonst' =t et s’ =s.

L’évaluation en X = 0 de I'égalité A’ = B'C" donne ag = B’(0)C’(0). Si s > 0, t > 0, alors
d’apres la question précédente p| B'(0), p| C’(0). Ainsi p?|ag: contradiction.

Nous avons X? —1 = &1 (X)®,(X). Ainsi

XP—1 -1 -2
o, (X) = Y1 =XPT 4+ XP 4. 4+ 1eZ[X].
L’égalité ®,(1) = p découle de la formule précédente. Enfin
X+1)P—-1
RS SE

et puisque (f) = 0 mod p pour 0 < p < ¢ nous avons
(X+1)P =14+ XP+pXR(X) € Z|X]

ou R € Z[X].

Le critére d’Eisenstein permet de montrer l'irréductibilité dans Q[X]. De plus le contenu
vaut 1 d’oun lirréductibilité dans Z[X].

Remarquons que

—1

XPT _1:¢)pr(bpr71 (bp(bl :(I)pT(XpT _1)

1

Ainsi @, (X) = &, (XP" ).
En utilisant (2)b) nous obtenons

r—1 r—1

+1) mod p= XP" 1) mod pZ[X].

Le critéere d’Eisenstein permet de montrer I'irréductibilité dans Q[X]. De plus le contenu
vaut 1 d’ou lirréductibilité dans Z[X].

Exercice 13 Comptons les polynémes irréductibles de F,[X] de degré n.
Soit L un corps fini & ¢ = p™ éléments.
(1) Soit P € F,[X] unitaire, irréductible de degré d. Supposons que P divise X9 — X. Montrons
que d divise n.
(2) Soit P € F,[X] unitaire, irréductible de degré d|n. Montrons que P divise X7 — X.
(3) Pour d|n notons Iy le cardinal de ’ensemble des P € F,[X] unitaires, irréductibles de degré d

avec P|(X? — X). Montrons que p" = Zd]d.
d|n

(4) En déduire que nl, < p".
(5) Montrer que nl, > p" — Z Pt

1<d<n—1
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P n_q
(6) En déduire que nl, > 2+ (p—2)E=
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(1) Soit P € FF,[X] unitaire, irréductible de degré d. Supposons que P divise X? — X. Montrons
que d divise n.

Puisque L est ’ensemble des racines dans L de X7 — X, il suit que P est un produit de
polynémes de degré 1 a coefficients dans L. Ainsi il existe z € L avec P(z) = 0. Nous avons
Fy[z] C L et donc par le théoréme de la base télescopique® d = dimg, F,,[X] divise dimp, L = n.

(2) Soit P € Fp[X] unitaire, irréductible de degré d|n. Montrons que P divise X7 — X.
Soit K D L un corps de décomposition de P € K[X]. Soit © € L une racine de P. Alors
Fplz] ~ Fp[X ]/PIF [X] est un corps fini de cardinal p?. Ainsi 2" =z et donc P divise X7 — X
P
dans F,[X].
Comme d|n, nous avons p? — 1|p" — 1. Par suite XP"~! — X divise X?"~! — X. Finalement

PI(X? - X)[(X*" — X).
(3) Pour d|n notons Iy le cardinal de I’ensemble des P € F,[X] unitaires, irréductibles de degré d
avec P|(X? — X). Montrons que p" = Zdld.
d|n

On écrit la décomposition en irréductibles de X?—X dans F,,[X] et on en déduit une partition
des racines de X¢ — X par leur polynoéme irréductible.
(4) En déduire que nl, < p™.
C’est une conséquence immédiate de 1’égalité précédente.
(5) Montrer que nl, > p" — Z p?.

1<d<n—1
Nous avons
nl,=p" =Y dlg=p" =Y p*=p"— Y pt
d|n d|n 1<d<n—1
d#n d#n
(6) En déduire que nl, > 2+ (p —2) p;:ll.
n—1 n
Nous avons nl,, > p™ — pZ p,l_l =24+(p—-2) pp:ll. En particulier I,, > 1.

Exercice 14 Il n’existe pas d’anneau A dont le groupe des inversibles A* est d’ordre 5.
Supposons que A soit un anneau unitaire dont le groupe des inversibles A* est d’ordre 5.

(1) Montrer que 1 = —1 dans A. En déduire que A contient un sous-corps isomorphe a Fy (on le
notera encore Fy).

(2) Soit B le sous-anneau de A engendré par A*. Montrer que A* = B*.

(3) Soit ¢ un générateur de A*. Justifier 'existence d’un morphisme de Fap-algebre p: Fo[X] — A
tel que p(P(X)) = P(€).

(4) Montrer que B = Im p et que ker p = S(X)F2[X] avec S(X) unitaire divisant X° — 1.

X5—

(5) Montrer que =

Fy[X].

(6) En remarquant que B ~ Fa[X ]/S( X)Fa[X] conclure a une contradiction.

_11 est irréductible sur Fy. En déduire la liste des diviseurs de X° — 1 dans

6Théoreme de la base télescopique ([Per82, Chapitre III, Théoréme 1.4, page 65]: soient K C L C M des corps, (e;)icr
une base de L sur K, (f;);jes une base de M sur L. Alors (e;f;)(; jyerx s est une base de M sur K.
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(1)

[Dem97]

[FGNO7]
[Goz97]
[Per82]

Remarquons que (—1)? = 1, ainsi —1 appartient & AX et son ordre est 1 ou 2. Le théoréme
de Lagrange assure qu’il n’est pas 2 et donc 1 = —1 dans A. Ainsi 2 X 14 = 0 et le noyau du
morphisme canonique v de Z dans A qui envoie 1 € Z sur 14 est contenu dans 2Z. Puisque v
n’est pas le morphisme nul ker v = 27Z. Le théoréme de factorisation assure donc que Fs s’injecte
dans A et son image {0, 14} est un sous-corps de A isomorphe & Fs.
Par construction B C A et donc B* C A*. Puisque A* C B nous obtenons A* = B*.
Cela découle de la propriété universelle des anneaux de polynoémes.
Par construction im p = Fy[¢] et c’est le plus petit sous-anneau de A contenant € et donc A*. 1l
en résulte que im p = B. Le noyau de p est un idéal monogéne (F3[X] est un anneau principal)
non nul et comme p(X® — 1) = 0 le résultat suit.
Nous avons

XP—1=(X-D)X*"+ X3+ X>+ X +1).
Le polynéme X% + X3 + X2 4 X + 1 n’a pas de racine dans Fy et n’est pas égal a

(X2+X+1)? =X+ X?+1.

Puisque X2+ X +1 est le seul irréductible de degré 2 dans Fo[X], le polynéme X4+ X3+ X2+ X +1
est irréductible dans Fy[X]. Ainsi

1, X -1, X4 X3+ X2+ X +1, X5 -1

sont les diviseurs de X°® — 1 dans Fy[X].
Puisque S(X) # 1 l'anneau B est

¢ soit isomorphe a By = F2[X]/(X )= IF,
¢ soit isomorphe a By = IE?2[)(}/()(4 + X3+ X241 X +1) ~ [Faa

¢ ou soit isomorphe a B3y = Fy [X]/(Xs —1) ~ By x By par le théoréme des restes chinois.

Dans tous les cas nous avons une contradiction avec |[B*| = 5.
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