
propriété .

Par exemple dans 93 les trois sous - groupes à 2 éléments

µ , ta 9 , 11 , tes & 11 , Il sont conjugués et sont leurs

propres normalisations .

5- Les théorèmes de Sylow
lhm Lagrange : a- groupe fini , ne G- sous - groupe ⇒ IHHIGI

réciproquement G- groupe fini , 1Gt = n ,
existe - t - il pour

tout diviseur d de n un (ou plusieurs) sous - groupe d' ordre

d ? la réponse est non en général : total -- 12 et tu

ne contient pas de sous - groupe d'ordre 6 .
Néanmoins la

réponse est oui dans un cas tres vinportant , celui des

sous - groupes de Sylow .

Dans ce qui suit p désigne un nombre premier .



Définition G- grimpe fini , 1Gt = n

p diviseur premier de m

sine pan avec pt m ,
on appelle p -vous - groupe de

Sylow de G- un sous - groupe d' ordre p
?

Remarque dire que H est un p - sous - groupe de Sylar de 4- signifie que
• H est un p - groupe ,

• [G : H) est premier avec p .

Exemple
Kp = 4ps, corps fini à p éléments ( p premier)

G- = G-tlm , Hp) m EIN

G- groupe fini d' ordre

1Gt -_ fpm- r) 1pm- p) . . . 1pm- pin
- ' )

( déterminer 1Gt revient à déterminer le nombre de bases de Epm )



i.e. IH:(f- 1) pfpn
- t
- s) . . . pî

"

( p - r)

soit 1kf px px . . . xp
"

( pin - r) (pin
- t

- r) . . . ( p? a) (p - 1)

ou encore 1Gt =p
" " " - t"

( pin - r ) ( pin
- t
- r) . . . (f-1) ( p - 1)
--

pnt¥ m (m tp)

L'ensemble des matrices triangulaires supérieures strictes
H =L A :(aijllpaiz.io

si isj $

aii = 1

est un p- sous - groupe de Glow de G . En effet comme les aij
sont quelconques pour icj nous avons

un-a) h
IHI=p xp

'
x .

. - X ptn
"

= p

p p 9

cœff 2eme wefjzeme arff mienne
colonne colonne colonne



L'énoncé suivante atteste l'existence des sous - groupes de Sylow :

Théorème ( lhéorème de Sylow)
G- groupe fini

p diviseur ( premier) de 1Gt

⇒ G- contient au moins un p -sous
- groupe de Sylow .

Pour montrer ceténoncé nous avons besoin du lemme suivant qui

permet , connaissant un flow d'un groupe G ,
d'en trouver un pour

un sous - grimpe n :

Lemme

G- groupe avec 1Gt = n -- Pdm avec ptn
H E G

S
p
- Sylow de G-

] a EG tq asà' n H soit un p - Sylow de H



Démonstration

Le groupe G opère sur Gts par translation à gauche :

G- x Gls - Gb

(g ,
an ) ts g. la H) -_ (ga) tt

Le stabilisateur de as est

tg EE l g. as
-

_ as} -- IgE a- Igas -- ass

= tg c- Et g c- a sa
-Y

= a sa-1

Par restriction H opère lui aussi sur Gb avec comme stabilisateur

asà' n H .

Montrons que l'un de ces groupes est un Sylow de H
.

le sont des

p - groupes ; il suffit dme que pour un ac- G-

| Kasa-nn, / soit premier à p .



Mais comme nous l' avons vu l'application
Haslamn - tas

g- in g. as

est bien définie a est une bijection ; en particulier

lisant -

- toast
Lite de as dans Es sous l'action de H

Si l tn | était , pour tout aEG ,
divisible par p ,

alors il

en serait de même pour 1%1 car Gb est réunion des

orbites % : contradiction avec le fait que S est un p- Sylar de G. Ma
Démonstration du Théorème

Lit G un groupe et p un diviseur de 1Gt = n . Le

théorème de langley assure qu'on peut plonger G- dans Un .

Puis on plonge 9N dans Gun Hp) de la manière classique



à savoir que rEL s'envoie sur l'endomorphisme no défini dans
la base canonique par

Mr lei ) = lui )
finalement : on a réalisé G- comme un sous - groupe de Hlm, Kp)

qui possède un p- Sylar ⇒ G- anni contient un p -Sylow . En
Lemme

Le deuxième théorème de Sylar étudie la conjugaison des p-sous - groupes

de Sylow :

Théorème My law)
G- groupe , 1Gt -_ n = pdm avec ptn ; m. = # p -Sylow de G-

1) tl p- Sylow de G ,
K p- sans - groupe de G- ⇒ K est contenu

dans Un conjugué de H : J g c- G tg ke g Hg
- t

2) Les p
- Sylow sont tous conjugués (et donc np divisent

8) On a
np ± 1 mod p (donc np divise m)



Remarque L'assertion npln résulte du fait que les p - Sylar

forment une orbite sous G ( on rappelle que l'application
uns des classes {à gauche %

.

→ On

g- ts g. x

est bien définie & est une bijection ⇒ lorsque G-est fini on a

Y¥ = tout , en particulier 191 divise 1Gt ) .

Remarque G- groupe fini ,
le tutti )

S p- Sylow de G- ⇒ MIDI = Ist -_ pd ⇒ Ms)

p - flow de G-
. Si de plus S est l'unique p- Sylow de G

,

alors 4151=5 : s est un sous - groupe caractéristique de a-.

fordlaire S p - Sylow de G

So G ⇐s s est l' unique p
- Sylow de G-⇒ np = 1



Rappel Soit G- un p- groupe opérant sur un ensemble × .

Soit

XG = 1 a c- X I tg c- G- g. se = as

l'ensemble des points fixes sous G- . Alors 1×1=-1 XGI mod p .

Démonstration du Théorème

H p - sous - groupe deces
p - Sylar de G-

⇒ 3- a EG tq a sa
- '
n H p - Sylow de H

Lemme

H p - groupe ⇒ a sa" nn = H ⇒ H c ASI
p -Sylow de G-

Si de plus tt
p- Sylow alors H = a sa - ?

D' où les deux premières assertions .

Montrons maintenant la troisième assertion
.
Faisons opérer G-

par conjugaison sur l'ensemble X de ses p- Dylan :



G- x X - X

(g , H) ts g. H = GHg-
1

Soit S un p
- Sylow ; s opère sur X et on a

1×1 = 1×4 mod p

Montrons que 1×4=1 :

si s C- S alors s Ss - t = S : SE XS ⇒ montrer que

1×4=1 revient à montrer que s en l'unique élément de X?

Soit TE XS
,
T ait un p- Sylow tq
A SES sts-t = T ft)

Soit Nist
, s > EG . On a Sc N

T c N

S AT sont des p-Sylow de N

S normalise T ft) ⇒
TON

Corollaire ⇒ T unique Sylow de N ⇒ S -
-
T

les p - Sylow forment une orbite sans G- ⇒ npl 1Gt -_ pdm



mais np ± 1 mod p ⇒ np I m . Æ

Corollaire ( Théorème de Cauchy)
G- groupe

p nombre premier divisant la- t

⇒ G contient un élément d' ordre p

Démonstration

Ecrivons 1Gt sous la forme pdm où x 71 et m est premier

avec p .

Raisonnons par l'absurde : supposons qu' aucun élément de G- soit

d'ordre p .
Alors l'ordre de tout élément de G- n' est pas divisible

par p ; en effet si legs l = ap ,
alors gant d'ordre p .

En particulier tout élément du p - Sylar de G ( l'existence de

ce p - Sylow est assurée par le premier théorème de Yylow) est



d' ordre non divisible par p et par ailleurs cet ordre divise pa:contradiction
. MME

Corollaire

G- groupe tel que 1Gt =p
'
m avec pt m

⇒ G- contient des sous - groupes d' ordre pi vie x

Démonstration

S
p - Sylow de G- ⇒ Ist = ph

S p- Sylow de a- ⇒ S p- groupe de G- ⇒ 2- G) ¥ 111

Théorème de bandy ⇒ HS) contient un élément g d' ordre p

• s gs ont un sous - groupe de se G- d'ordre p : nous avons

montré l' énoncé pour i = 1

• suppurons que pour tout sous - groupe de s d'ordre pi , i ex,
contient un sous - groupe d' ordre pt pour tout entier je i.



Hypothèse de récurrence ⇒ il existe un sous - groupe Hi . , d' ordre

pi - t dans % >
'

T :S → Sky , projection canonique
T - ^ (Hin ) ç S ⇒ T' ( Hin) c. G- & tt -1 (Hin ) I =p

'
- DA

Exemple : le cas G-Hm, Kp)

p premier . Kp = ¥ = corps fini à p éléments

G-- G-Un
, lfp ) , n

EIN#

déjà vu : l' ensemble des matrices triangulaires supérieures
F- LA = laij ) aij = o n

'

is r 3

| air. -

-
r

est un p - Sylow de G-

2ème théorème de Sylow ⇒ les p - Sylow de G- sont de la forme
MPM
"
où M C- EH nitfp )



Exemple : un groupe d' ordre 63 n' est pas simple

G- groupe d' ordre 63

rem : 63--32×7 ⇒ on s' intéresse aux sous - groupes de Sylow
d'ordre 7

3Ème (
d' une part nz ± 1 mod 7

Sylow d' autre part ma pg } ⇒ ma = 1

i.e. G- contient un seul 7 - Sylow qui est donc (bourdaine)

distingué dans G- : a- n'est pas simple .

Exemple : les groupes Suk Au

Vp = # p- Sylow de Yu

np = # p - Sylar de Ay
Hak 23×3 U I Aut -_ 22×3 ⇒ on s' intéresse aux 2- Sylow
& aux 3- Sylow



3ème thm de Yybow ⇒ Vs 123--8 & vs 1 mod 3

| " " ? & ± ^ mal ?

÷:: :
"

: :
⇒ Vz f11 , 49, K C- l 1,31

, ns C- l 1,49
,
n
,
f 11,31

•
3- Sylar de la & d-a

un 3 - Sylow de L = sous - groupe de la d'ordre 3 i.e. isomorphe à

% ou encore un sous - groupe engendré par un élément d'ordre 3

les seuls éléments d' ordre B de Yu sont les B - cycles ⇒ les 3- Yybow

de Yy sont lid , 11 2 31 , 113 2)S , l id , 1 1 24 ) , 11 4 41
,

l id
,
( 1 3 4) , Il 4 3) / , Sid ,

12 3 41
,
12 4 3) l



⇒ Vz = 4

rein : tous ces groupes sont contenus
dans Ay ⇒ tous ces groupes sont

les 3- Sylow de Ay ⇒ nz = 4

•
2- Sylow de la

E- = partitions de 21,43, ns en deux sous - ensembles à deux

éléments ⇒ t' = 1h
,
R

,
Ps ) où

Pr = 11,4 H 4,4 Pa = 11,3lb 144 ) Ps : 11,41 H 14.31

Considérons l'action de la sur E :

( r s ) .
Pr =P
, IL 4) . Pr =P,

⇒ l' action est transitive ⇒ I Stag ln) I = ¥¥, = ¥ :O
⇒ Katya ( pr ) est un 2- Sylow de 9
⇒ la - Sylar de Yul = Iwnpigués de staby.HN
⇒ l 2- Sylow de Yul = lstatyalpnhstabynlkl.staty.IM
î
G- groupe opérant sur E-

,
six EE

,
si y C- Gn , alors



stata.ly) est égal au conjugué de Statçlx) par n' importe quel élément
de G- qui envoie nsm y ) .

On

[tabyy ( Pr ) = I id, 1 1 21 ( 3 4)
,
Il 3) 12 4) , 11 4) la 4,

( 1 3 24 ) , f1 4 2 3)
,
( 1 2)

,
13 4) }

÷:{"
" """÷ : ÷::": :"

Staley
,
(B)= Sid , f1 2) (s 4) , 11 3) le 41,11 4) la 3) ,

( 1 2 4 31
, f1 3 4 21 , 11 4) , f2 3) )

ils sont là 2 distincts ⇒ va =3

•
2- Sylar de Au

Staten Inn Stargate) n Stabgyl B)
= lid , 11 2) ( s ut , (s 3) le N , 11 4) 123lb

cette intersection wünàde avec le noyau du morphisme



Ya → SE =L induit par l' action de Sy sur E ⇒ c'est un

sous - groupe distingué de la contenu dans Au ⇒ est a fortiori
distingué dans d-y ⇒ c'est le seul 2- Glow de ctu .

laollaire

Remarque retour sur les Staley ( Pi) ; détaillons le cas Statu IR) :

State
,

(f) = I r E Q I RIP , le Pnl

= 1RE Sul rt µ , EN = 11,4 A MIS ,
4) = 4,44

v Lr EL lol4. Est -- Hut & HIHI ) = f1,41

= laid , In a) la 47,11 E) ils 4) I

U I id
, 11 3 24)

,
11 4 23) , 11 4) la 4f


