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Comparaison locale de fonctions, compléments

Exercice 1
Montrer que

n
>kl ~ioo !
k=1

Solution 1
Remarquons que

k=1

Or

R R = | 1

f—nl Tn nn—1) " n

n—1
donc nglfoo kz_l i 0 (théoreme des gendarmes). Ainsi
v k!
lim =My
n—-4oo ’n,'

n
soit Z k! ~4oo nl.
k=1

Exercice 2
Soit v > 0. Le but de 'exercice est de montrer que

exp(yn) = 0o ()

Posons pour n > 1 u,, = exp(yn) et v, = nl.

1. Montrer qu’il existe un entier ng tel que pour tout n > ng

Unt1 _ 10n41
—ntl o - Al
Up, 2 v,

2. En déduire qu’il existe une constante C' > 0 telle que pour tout n = ng

1 n—no
up, < C (2) Un

3. Conclure.

Solution 2

1. D’une part

Un+1
= = exp(7)
Unp

et d’autre part

v

hin I
Un,



La suite (2t} est donc constante alors que | 22+L) tend vers l'infini lorsque n tend vers Uinfini. Par
u v
n n n n

conséquent il existe un entier ng tel que pour tout n > ng

Un41 1 Un41
il gt
Unp, 2 v,

2. D’apres ce qui précede
uno-‘rl < lvno-f—l

~X
U, 2 vy,
d’ou 1
u
un0+1 < L §'Un0+1
no
C
Supposons que
1 n—no
u, < C <2> U,

pour un certain n > ng, alors

1 up 1 (1\" ™ 1\
Unt1 S 33, Untl < 50 (2) Upt1 =C (2> Un41

7 7 . . u
On a donc montré par récurrence sur n qu’il existe une constante C' = - > 0 telle que pour tout n > ng
no

1 n—no
u, < C (2> Un

3. D’apres ce qui précede on a pour tout n > ng

1 n—ngo n
Or lim 0= lim C <2> =0donc lim —" =0 et Up = Otoo(VUn).

n—-+oo n—-+o0o n—-+o0o Un

Exercice 3
Montrer que si f ~ ¢ et g ~ 1 et si ¢ et 1) sont de méme signe au voisinage de xg (strictement positives ou
xo o

strictement négatives), alors f + ¢ > ¢+ .

Par exemple au voisinage de +oo les fonctions f: x — 1+ 22 et g: x — x sont strictement positives et on
a V1 + 22 ot On en déduit que
oo

z+V1+22 ~ 22
+oo

Solution 3

zo € R, 1) et ¢ deux applications définies au voisinage de z.
Y~ = VeV~ {x} f(x) =A)p(z) et ILm Alz) =1.
xo T—T0

Si f~ ¢etsign~ 1 alors il existe deux applications Ay et A, définies au voisinage de zp sur un ensemble
o o

D =V ~ {xzo}, on V désigne un voisinage de zg, telles que pour tout x € D

fl@) = Ap(x)o(z)  g(x) = Ag(2)(2)

avec lim Aj(zx) = lim Ay(z) = 1. On en déduit que

T—rTo Tr—x0

(7 + 9)(a) = A y(a)oa) + Ag(o)ite) = (Ap(0) 5P )5 ) (o) + )



Désignons par I" I’application

o) v(z)
PR e w5 + i)
On a
T(a) = 7o) + (Re) = Arla)) St ss = Arl) + (Ay(a) = A (o) Ale)
ou A(z) = 1+;;((§))

Puisque ¢ et ¢ sont supposées de méme signe au voisinage de zg, la quantité A(x) reste bornée dans un
( 3 est positif au

voisinage de zg (elle est minorée par 0 et est majorée par 1, en effet le quotient n( ) =

voisinage de xy donc d’une part H—n est positif et d’autre part 1 +n > 1 donc T < ) n en déduit que

lim (Ag(z) — Ag(z))A(z) = 0 et par conséquent que lim I'(z) = 1. Comme f(z) + g(z) = I'(z)(¢(z) + 1(z))
rT—X0o

rT—rXo
et que I' a pour limite 1 en 2y on en conclut que f + g ~ ¢ + .
o

Exercice 4

1. Montrer que s’il existe deux réels ¢; et ¢o tels que ¢ +c2 # 0, f ~ cr1p et g ~ cad, alors f+g ~ (¢1+¢c2)o.
xo o o

2. Montrer que s’il existe deux réels ¢; et ¢y tels que ¢; +¢c2 =0, f ~ c1petg ~ ca¢, alors f+ g = 04, ().
0 0

Par exemple on a 22 — 3z I~ —3z et sin(x) ~T donc 2% — 3x + sin(x) > 2z et 22 — 3z + 3sin(x) = 0p(z).

Solution 4

zo € R, f et ¢ deux applications définies au voisinage de zg.

f ~ ¢ <= VreV~{xg} f(r) =Ax)p(x) et a:li>na:l Az) =

Si f ~ c1¢ et g ~ ca alors on peut trouver un voisinage V' de xg et deux applications A; et Ay définies sur
o o

lensemble D =V ~ {x} telles que pour tout € D
f(@) =cahi(z)o(x)  g(z) = c2ha(z)d(x)

avec lim Aj(z) = lim As(z) = 1. Pour tout x € D on a

T—To T—rTo

f(@) +g(z) = (1A (@) + c2fa(2)) $(2) (1)

1. Si¢q + o # 0, alors, d’apres la relation (1), pour tout € D on a
f(@) +g(x) =T(z)(c1 + c2)o(x)

ou I'(x) = W Comme A; et Ay ont pour limite 1 en o on a lim T'(z) = 1 et par définition
T—rTo
fHgr~(a+c)o
o
2. Sicy+cy =0, alors comme Aj et As ont pour limite 1 en zg on a lim (clAl(z) +cQA2(x)) =c1+cy =0.
T—xTo

Compte tenu de la relation (1) on a f 4+ g = 04,(¢).

Exercice 5
Montrer que si f = 04,(¢), alors f + ¢ ~ ¢.
zo

Par exemple
— comme sin(z) ywet 2% = 0g(x) on a sin(z) + 2? s

— puisque V1 + x2 ok et que In(z) = 040o(x) on a ln(z) + Va2 +1 ~ z.
o

“+oo

Solution 5

zo € R, f et ¢ deux applications définies au voisinage de xg.

f ~ ¢ <= VeV ~{x} flx)=Ax)d(x) et wlg;l Alz) =1




zo € R, f et ¢ deux applications définies au voisinage de zg.
f=04(0) <= Ve V~{zxo} f(z) =c(x)p(x) et le e(z) = 0.
T—xTQ

Si f = 04,(¢) alors il existe une application € définie au voisinage de xy sur un ensemble D =V ~\ {x¢}, on
V désigne un voisinage de xg, telle que pour tout x € D,

f(x) =e(x)d(x) lim e(z) = 0.

Tr—xo

On en déduit que pour tout z € D,

f(@) +(z) = (1 +e(2))d(x) = A2)d()
o A: x € D +— 1+ &(zx). Comme 'application A admet pour limite 1 en xg, on a f + ¢ ~ ¢.
o
Exercice 6
Montrer que si f ~ ¢ et g = 0,,(¢), alors f + g ~ ¢.
xo Zo

Par exemple
. . 2 _ . 2
© puisque sin(x) v et que z° = 0g(z) on a sin(z) + z° ~ x.

0
o comme vVa? +1 ok et In(x) = 0400(z) on a In(x) + Vaz +1 fodt2

Solution 6

zo € R, f et ¢ deux applications définies au voisinage de xg.
fr~op<= VeV~ {x} f(x)=A)p(z) et lim A(z)=1.
xo T—x0

zo € R, f et ¢ deux applications définies au voisinage de xg.
[ =04(0) <= Ve V~{zo} f(z) =c(x)p(z) et lim e(z) =0.
T—xQ

Si f ~ ¢ et g=04/(¢) alors on peut trouver un voisinage V' de zg et deux applications A et e définies sur
zo

lensemble D =V ~ {x} telles que pour tout € D

avec lim A(zx) =1et lim e(x) =0. On a donc pour tout = dans D
T—rTo T—rTo

f@) +g(x) = (A(2) +e(x)) $(x).

Puisque lim (A(z)+e(z)) =1ona f+g~ ¢.

Tr—rTo

Exercice 7
Soient xg € R, ¥ et ¢ deux applications définies et continues au voisinage de zy. On suppose que ¢ est
strictement positive au voisinage de xg (pas nécessairement en ).

1. Montrer que si ¢(z) ~ ¢(z), alors pour tout & € R on a (w(x))a ~ (qb(ac))a

2. Supposons de plus que ¢ admet pour limite en xg le réel £ € [0, 1[U]1, +00[ ou que ¢ tend vers +oo en zg.

Si Y(z) ~ ¢(x), alors In(y(z)) ~ In(é(x)).

Solution 7
Supposons que ¥ ~ ¢. Il existe une application A définie au voisinage de xy sur un ensemble D = V'~ {z¢},
T

ou V désigne un voisinage de x, telle que pour tout € D on ait ¢(x) = A(z)p(x) avec lim A(x) = 1. Comme
T—rTo

1) et ¢ sont continues et que ¢ ne s’annule pas au voisinage de zg, A est continue au voisinage de xg. Le fait

que lim A(z) = 1 implique que A ne s’annule pas au voisinage de xg et est strictement positive au voisinage
T—>T0o

de xg. Puisque par ailleurs ¢ est strictement positive, ¢ est également strictement positive au voisinage de x.



1. Commengons par établir la premiére assertion. Pour z € D on a ¢(x) = A(z)¢(x) et par conséquent pour
tout réel a,

aln (Y(z)) = aln (A(z)) + aln (¢(z)).
On en déduit que
exp (aln (¢(x))) = exp (aln (A(z))) exp (aln (¢(z))) .

()™ 6(x) P(z)>
Comme lim A(z) =1,ona lim (x) =1. On en conclut que p* ~ ¢°.
T—To T—T0 xo

2. Intéressons-nous maintenant & la seconde assertion. Pour € V ~\ {zo} on a

In (w(x)) =In (A(x)¢(a:)) =1In (A(a:)) +1n ((b(x)) =T(z)In ((b(x))

OAT:D R, s 14 mA@)
in (¢(2))
Puisque lim A(z) = 1 on a lim In(A(z)) = 0. Dans le cas ot ¢ admet pour limite en zo le réel
T—x0 T—To

¢ € [0,1[U]1, 400 on a
zli}ngo In (¢(z)) =In(€) # 0
et par conséquent lim I'(z) = 1. Dans le cas ol ¢ tend vers +oo en g la fonction  +— In (¢(x)) tend vers
T—T0

+o0o quand x tend vers zg et par suite lim I'(z) = 1. On en déduit dans tous les cas que In(v)) ~ In(9).
T—xTo o

Exercice 8
Soient ¢, 1¥: R — R. On suppose que lim ¢(z) = +o0.
Tr—+00

1. Supposons que ¥ = 04 (¢). Montrer que exp(¥) = 0400 (exp(p)).
2. Montrer que la réciproque est fausse.

et ¥(z) = (Inx)®

In x In(ln x)

3. Comparer ¢(z) = (In(Inz))* au voisinage de +oo.

Solution 8
1. Rappelons que expgg exp(¥ — ). Or g — ¢ ~4 —p car par hypotheése ¥ = 044 (¢) donc xEToo(d) —
©)(z) = —oo. Par composition des limites on obtient IEI«POO exp((¢p — ¢)(x)) = 0 et donc exp(y)) =
0400 (€xp(p)).

2. Montrons que la rec1proque est fausse : posons p(x) = 22 +z et Y(x) = 2. D’une part ¢ ~, o, g. D’autre
par exp(ip(z)) = exp(a?) exp(z) et exp(¥(z)) = exp(z®) d’olt

exp(y(z
exp(p(z

;i = exp(—x)

o SB)
z=-+oc exp(p(z))
3. Prenons deux fois le logarithme ; on trouve alors au voisinage de +oo

= 0 et exp(¢)) = Oyoo(exp(p))-

In(In(¢(z)) = Inzlnz + In(ln(In(In z))) In(In(¢p(x)) = In(lnz) Inz + In(In(In x))

Ainsi In(In(¢(z)) = 0400(In(lnp(z))). Notons que In(In p(x)) et donc Inp(z) tendent toutes deux vers
400 lorsque x tend vers +o00 ; on applique alors deux fois le résultat de la premiere question pour conclure.

Exercice 9

Soient ¢ et 1) deux fonctions définies au voisinage d’un point p € R. Supposons que ¢ et ¥ soient strictement
positives, que ¢ ~, 1 et que ¢ admette une limite £ € Ry U {4o00}.

Montrer que si £ # 1, alors In¢ ~,, Ine.

Que se passe-t-ilsi £ =17

Solution 9



Supposons dans un premier temps que ¢ appartient a |0, +oo[. Alors lim p(z) = ¢ et par composition
T—p

lim In(p(z)) = lim In(¢(z)) =Inf £ 0.

T—p T—p
On en déduit que In ¢ ~, Inep.
Supposons désormais que ¢ = +o0o. On peut alors écrire
me W(2v) m(%)+me m(%)

Iny  Iny In ¢  Invy 1

. ® : _In (a(x)) )
Or lim In (w(az)> =0 et lim In(¢)(z)) = 400 donc lim ——— =0; on a bien Inp ~, Iny.

T—p T—p z—p In(¢(x))
Le cas £ = 0 est similaire au précédent.

Si ¢ = 1, alors le résultat n’est plus vrai. Posons par exemple ¢(z) = 1+ 2, ¥(z) = 1 + 22 et p = 0. Alors
@ ~o 1,9 ~g 1 mais Inp(z) ~¢ = tandis que Iny(x) ~o 22 et x %o 2.

Exercice 10
Soient (up), et (vy), deux suites réelles positives telles que u, ~1o vp,. Posons

n n
= E Uk Vn = ka
k=1 k=1
et supposons que lim V,, = +o0

n—-+oo

Montrons que U, ~400 Vi.

Solution 10
Soit £ > 0. Puisque u,, ~4c0 vp et (vy,), est une suite positive il existe un entier ng tel que pour tout n > ng
on ait les inégalités
(1—e)v, <up < (1+e)v,

Soit n > ng. On peut écrire

no—1
Z et Y
k=ng
de sorte que
n no—1 n no—1
(1-¢) kaJrZuk U, <(1+4¢) ka+ZUk
k=ng k=ng
Remarquons que
no— 1
> vV 2 o
k=ng
de sorte que
’I’Lofl ngfl ngfl ’I’L[)*l
(1—-e)V,+ Z up — (1 —¢) Z v < U, < (14+¢)V, + Z up — (1 +¢) Z Vg
k=1 k=1 k=1 k=1
puis que
no—1 no—1 no—1 nog—1
1—¢ 1 1+¢
(1—2¢) —l—— u—— v (I+e)+ — U — V-
Y-t g S
Comme liI_P V, = 0 il existe un entier ny > ng tel que pour tout n > n;y on ait
n——+00
Un
(1-g)—e< =< (1+¢)+e
Va

U,
Il en résulte que lim — =1 et donc que U, ~ioo Vi
n—-+oo Vn

Exercice 11
Soit (vn,)n une suite tendant vers 0. Supposons que vy, + V2p = 0400 ().



1. Montrer que pour tout n > 0 et tout p > 0
P
|| < Z |Vaky, 4 Vokt1y,| + |V2p+14]

2. En déduire que v, = O+OO(%).
Solution 11

1. On a
Unp = (Un + 'U2n) - (U2n + v4n) + (U4n + UGn) e

soit pour p > 0
Uy = (’Un + UQn) + ...+ (*1)k(02kn + ’l)2k+1n) +...+ (71)17(1)2;;” + ’l)2p+1n) + (71)p+11)2p+1n.

Gréce a l'inégalité triangulaire on obtient

p
[onl < D7 1= 1) (e + vess)| + [ (=1 gy
k=0
d’ot
p
[on] <D 02k + Varran] + [vapsin].
0

k=
2. Utilisons I'hypothese v,, + vo,, = O+Oo(%). Soit € > 0, il existe ng € N tel que pour tout n > ng on ait
|V, + V25| < =. Remarquons quesin > ng et k > 0 on a 2%n > ng. Ceci combiné avec I'inégalité précédente

assure que
P

g
|Un| < ];J % + |Uzp+1n‘.

Or d’apres la somme d’une série géométrique

donc pour tout p > 0 et tout n > ng

2e
|Un‘ < —+ |U2p+1n|.
n

Par ailleurs la suite (v,), tend vers 0 donc pour n > ng il existe p suffisamment grand tel que

Slo

|v2p+1n‘ g

On en déduit que |v,| < 3;8 pour n = ng soit n|v,| < 3¢ pour n > ng. Autrement dit v,, = O+oo(%).
Exercice 12
Soit P(z) = anx™ + ap—12" "' + ... 4+ a1 + ap un polyndéme. On note p le plus petit indice tel que a, # 0.
Déterminer un équivalent simple de P en +oc.
Déterminer un équivalent simple de P en 0.

Solution 12
Le terme dominant en +oco est a,x™. On divise donc P par a,x” et on obtient

Qn

P("E) = k—n
rn =1+ kz Ak
=p

Mais pour chaque p < k<n—1lonak—n<0etdonc lim zF "™ =0.On en déduit que lim (@) =1let

T— 400 z—+00 Q"
que P~y anz™.



La méthode est similaire en 0 mais cette fois le terme dominant est le terme de plus petit degré. On divise
donc P par p,xP et on obtient

P
Pour k > p+1ona lim 27 = 0. Ainsi lim (2) =1let P(x) ~o apaP.
z—0 z—0 apT



