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Feuille d’exercices n° 3

Exercice 1

Soient k un corps et G C GL(2,k) le sous-groupe des matrices 2 x 2 triangulaires supérieures. Détermi-
ner si chacune des conditions suivantes définit un sous-groupe distingué de G, et si oui, utiliser le théoréme
d’isomorphisme pour identifier le quotient :

(1) ai]p = 1,

(11) aiz = 0,

(ili) a11 = az;

(iV) a1 = a3 = 1.

Solution 1
Le groupe G est

_ ai; Qa2 *
G—{( 0 a22>‘a11,022€k7a12€k}

La loi de composition sur G est :

a b a b\ _ [ ad ab +bc (1)
0 ¢ 0 ¢ ) 0 cc

(i) Le sous-groupe défini par la condition a;; =1 est

K:{((l) i) ’bek,cek*}

v: G = k™, (g lc)>b—>a

La relation (1) assure que ¢ est un morphisme, et on constate que K = kerp; en particulier K est

Posons

Cll 0 ) est un antécédent
de a par . Le théoreme d’isomorphisme permet de conclure que le quotient G/K est isomorphe a k*.
Remarque : on peut vérifier directement avec la définition que K est distingué dans G (c’est-a-dire vérifier
que pour toutes matrices A € K et B € G on a BAB™! € K); ceci étant il faut identifier K & un noyau
pour utiliser le théoréme d’isomorphisme...

On peut chercher a voir s’il existe un sous-groupe H de G tel que G = K x H. Posons

=105 1) Jeev)

On voit que KNH = {id} et KH = G (& nouveau par (1)) dont H convient.
Remarquons que H n’est pas uniquement déterminé ; par exemple

a O "
convient aussi.

En fait il y a une infinité d’autres choix possibles pour H.

distingué dans G. De plus ¢ est surjectif, car étant donné a € k* la matrice (



(ii) Le sous-groupe défini par la condition a1 = 0 est

K_{(a 0>’a,c€k*}.

0 c

Si k # Fa, alors ce groupe n’est pas distingué dans G : pour tout b # 0 et a # ¢ nous avons
1 b a 0 1 =b\ [ a b 1 =b\ _ [ a blc—a) ¢ K
0 1 0 ¢ 0 1 L0 ¢ 0 1 ~—\o c ’

Si k = F5, alors on ne peut pas choisir deux éléments a # ¢ dans k*, et donc le contre-exemple ne tient
plus. Dans ce cas le groupe K est trivial, donc en particulier distingué dans G...
(iii) Le sous-groupe défini par la condition a1; = age est

K:{(“ b ) ‘aek*,bek}.
0 a

* a b a
w: G = k", (00>Hc

La relation (1) montre que ¢ est un morphisme, et donc K = ker ¢ est distingué dans G. De plus ¢ est

Posons

surjectif, donc le théoréme d’isomorphisme permet de conclure que le quotient G/K est isomorphe a k*.
Notons que G = K x H pour le choix suivant de sous-groupe H :

{(; 1)leev)

A noter qu’il y a une infinité d’autres choix possibles pour H.
(iv) Le sous-groupe défini par la condition a;; = agss = 1 est

- {(3 t)oes

v: G = k™ x k7, <g lc)>+—>(a,c)

Posons

De nouveau la relation (1) assure que ¢ est un morphisme surjectif, donc K = ker ¢ est distingué ; d’apres

le théoréme d’isomorphisme le quotient G/K est isomorphe a k* x k*.
Notons que G = K x H par exemple pour le choix suivant de sous-groupe H :

H{(g 2>|a,c€k*}

A noter qu’il y a une infinité d’autres choix possibles pour H.
Les exemples dans cet exercice peuvent donner la fausse idée que dés que K C G est un sous-groupe
distingué, il existe un sous-groupe H C G tel que . C’est faux; considérer par exemple G = Z/4Z ={0,1, 2,3}
et K = {0, 2} et se convaincre qu'un tel H n’existe pas dans ce cas...

Exercice 2
On se propose de montrer que le groupe alterné A4 ne contient aucun sous-groupe d’ordre 6.
(1) En général, montrer que si H C G est un sous-groupe d’indice 2, alors H est distingué dans G.
(2) Rappeler la liste des classes de conjugaison de A4 et leurs cardinaux.
(3) Conclure.

Solution 2

(1) Soit H C G d’indice 2. Si g appartient & H, alors gH = Hg = H (I’hypothése indice 2 est inutile ici). Si g
n’appartient pas a H, alors puisque H est d’indice 2 nous avons

G=HUgH =HUHg.

On voit que gH = Hg = G ~ H; en particulier gH = Hg, autrement dit H est distingué dans G.



(2) Le groupe .44 compte quatre classes de conjugaison, qui sont :
o la classe de l'identité, de cardinal 1,
¢ la classe des doubles transposition, de cardinal 3,
¢ une premiere classe de 3-cycles, de cardinal 4,
¢ une deuxiéme classe de 3-cycles, de cardinal 4.
Notons que dans S, la réponse serait différente : les 3-cycles forment une seule classe de conjugaison dans
S84, de cardinal 8.

(3) Supposons que H C Ay soit un sous-groupe d’ordre 6 ; il est ainsi d’indice 2 dans A4. La question (1) assure
que H est donc distingué dans A4. Alors H devrait étre union de classes de conjugaison, dont celle du
neutre, mais il n’est pas possible d’obtenir 6 en sommant des nombres parmi {1, 3, 4, 4} : contradiction.

Remarque : d’aprées (2) les cardinaux possibles pour un sous-groupe distingué de A4 sont

¢ 1 (sous-groupe trivial),

o 4 =1+ 3 (c’est le groupe de KLEIN engendré par les double-transpositions),
© 5 =144 (en fait impossible par LAGRANGE),

¢ 8 =1+ 3+4 (en fait impossible par LAGRANGE),

¢ 9=1+4+4 (en fait impossible par LAGRANGE),

o 12=1+3+4+4 (groupe A4 entier).

Exercice 3
Soit p un nombre premier. Soit n > 1 un entier. Soient G un groupe d’ordre p" et Z(G) son centre.
Considérons un sous-groupe distingué H de G non trivial.

1. Montrer que HN Z(G) # {e}.
2. Montrer que l'ordre de Z(G) est > 1 (sans utiliser le premier point).
Indication : faire agir G par conjugaison sur H.

Solution 3
Soit p un nombre premier. Soit n > 1 un entier. Soient G un groupe d’ordre p™ et Z(G) son centre.
Considérons un sous-groupe distingué H de G non trivial.
1. Montrons que HN Z(G) # {e}. Faisons agir G par conjugaison sur H; notons que c’est possible car H
étant distingué dans G nous avons Vg € G, gHg~! C H.
L’ordre de H est une puissance de p soit p” car |H| divise |G| qui est une puissance de p. L’ordre de H
est aussi somme des cardinaux des orbites pour cette action; chacune de ces orbites a pour cardinal un
diviseur de |G|, c’est-a-dire de p™ donc une puissance de p.

Raisonnons par I’absurde : supposons que Z(G) NH = {e}; alors une seule des orbites est réduite & un
seul élément ! : I'orbite de e. Nous avons alors

|H| = p” = 1+ somme de puissances de p

contradiction. Par suite Z(G) N H # {e}.

2. Montrons que l'ordre de Z(G) est > 1. Nous allons encore appliquer la formule des classes. Remarquons
que les orbites de G pour 'action de G par conjugaison sur lui-méme ont pour cardinal des puissances de
p; en effet ces cardinaux sont des diviseurs de |G| = p".

Raisonnons par absurde : supposons que |Z(G)| = 1, alors
p" = |G| =14 somme de puissances de p

contradiction. Il en résulte que |Z(G)| > 1.

Exercice 4
Soit G un groupe. Désignons par Aut(G) le groupe des automorphismes de G. Si a appartient & G, notons
©(a) Papplication

w(a): G =G g aga” "t

a) Montrer que pour tout a dans G I’application ¢(a) est un automorphisme de G (appelé automorphisme
intérieur de G).

1. Og={g} <= {h-glge G} ={g} <= {hgh ™ lge G} ={g} <= Vhe Ghgh~l =g



b) Montrer que ¢: G — Aut(G), g — ¢(g) est un morphisme de groupes de G dans Aut(G).

c¢) Notons Int(G) I'ensemble des automorphismes intérieurs de G. Montrer que Int(G) est un sous-groupe
distingué de Aut(G).

d) Notons Z(G) le centre de G. Montrer que Int(G) ~ G/Z(G)'

Solution 4

a) Il faut montrer que ¢(a) est un morphlsme de G dans G; bien siir ¢(a)(e) = e. Il reste donc & montrer

(a)
que ¢(a)(g99") = (a)(g)¢(a)(g’). O

o(a)(gg') = agg'a™

= (aga™")(ag'a™") = p(a)(g)¢(a)(g").

Montrons que kerp(a) = {e}. Soit g € kerp(a), alors p(a)(g) = e, autrement dit aga™! = e d’ou

g =a"la=e. Ainsi ¢(a) est un morphisme injectif.
Soit g dans G. On a g = a(a"1ga)a™ = p(a)(a"'ga). Autrement dit ¢(a) est surjectif.
Il en résulte que ¢(a) est un automorphisme de G et (p(a))™! = p(a™1).

b) D’une part ¢(e)(g) = ege™! = g, i.e. p(e) = id. D’autre part

p(a) o p(a’)(g) = a(a’ga™")a™" = (ad’)g(aa’) ™" = p(aa’)(g)
c’est-a-dire p(a) o p(a’) = p(aa’). Par suite ¢ est un morphisme de groupes de G dans Aut(G).

c¢) Int(G) est I'image de G par le morphisme de groupes ¢ ; c’est donc un sous-groupe de Aut(G).
Soit 7 un automorphisme de G ; alors

Top(a)or (g) =T(ar" (9)a™!) = 7(a)T(r 7 (g)7(a”") = T(a)gT(a™")
Ainsi 7o p(a) o 77! = ¢(7(a)) appartient & Im ¢. Le groupe Int(G) est distingué dans Aut(G).
d) D’une part ker ¢ est le centre Z(G) de G2, d’autre part Im ¢ = Int(G) (voir c¢)). Le théoréme d’isomor-
phisme assure que Int(G) ~ G/Z(G)'

Exercice 5 [Formule de BURNSIDE et coloriage de polyédres]

1. Soit G un groupe fini agissant sur un ensemble fini X. Pour tout x € X on désigne par O, 'orbite de x
par l'action de G et par G, son stabilisateur.
a) Soient x € X et y € O,. Trouvez z € G tel que

Gy = 271G, 2.
b) Montrer que pour tout z € X
Gl =D [Gyl.
Y€
¢) En déduire que
2= = D |G|
IGI =

ou Q =10, |z € X} est ensemble des orbites dans X par I’action de G.
d) En décomposant de deux fagons différentes 'ensemble F' = {(g,z2) € G x X | g -2z = z} déduire de la
question précédente la formule de BURNSIDE

Q Fix(g
21 = g 3 P

geG

ou Fix(g) est 'ensemble des points 2 € X tels que g -z = z.

2. On cherche maintenant a déterminer le nombre de facons de colorier les faces et les arétes d’un tétraedre
régulier, ou k couleurs sont disponibles, a chaque face et a chaque aréte étant attribuée une couleur et une
seule. Le tétraedre T est vu comme un sous-ensemble de ’espace vectoriel R? et on le suppose centré en
0.

Nous identifions deux coloriages du tétraédre s’il existe une rotation R de I’espace euclidien R? qui préserve
le tétraedre, i.e. R(T') =T, et qui envoie le premier coloriage sur le second.

2 kergp = {g € Glo(g) =id} = {g € G|Vh € G, p(g)(h) = h} = {g € G|Vh € G, ghg™* = h} = {g € G|[Vh € G, gh =
hg} = Z(G)



a) Soit X l’ensemble des coloriages ot on interdit cette identification. Quel est le cardinal de X ?
b) Montrer que I’ensemble des rotations préservant 7', muni de la loi de composition, est un groupe.
Notons G ce groupe. On admet qu’il est fini et plus précisément que |G| =12 :
o lidentité idgs ;
e 3 rotations d’axe passant par le milieu d’une aréte et le milieu de ’aréte opposée, et d’angle 7 ;
e 8 rotations d’axe passant par un sommet et le centre de la face opposée, et d’angle +27/3.
¢) Le groupe G agit naturellement sur X, et chaque coloriage du tétraeédre correspond & une orbite O,
dans X par l'action de G. Exprimer le nombre de coloriages du tétraedre en fonction de k.

Solution 5

1. a) Soient z € X et y € O,. Il existe g € G tel que y = g - x. Soit w € G, alors w - x = x. D’une part
w-x = w- (g ly), dautre part x = g~ly. Par conséquent w - x = x se rééerit w - (g7 ly) = g7y
ou encore (gwg~!) -y = y; autrement dit gwg~! appartient a Gy et gGLg7! C Gy. Un raisonnement
analogue conduit a G, C gG,g~!. Il s’en suit que G, = gG,g~' et que z = g~ ! convient.

b) D’apres a) G, = gG,g~! donc |G| = |G,] et

Y€, y€O0, y€0,
Or l'application
G 1) = .
G, = O gr—g-w
est bien définie et est une bijection ; par suite ‘G/Gx‘ =10,], i.e. |G| = |Oy| |G| Ainsi Z |G, = |G].
Y€
¢) Nous avons
D 1Gd= > > 16
reX 0,CQYeO,
D’apres b) Z |Gy| = |G| d’on
y€O0s
DoIG= D 1GI=1G] Y 1=1G|IQ].
z€X 0,C 0,CQ
Finalement 1
|G| zeX
d) Le groupe G est fini; désignons par g1, go, ..., gp ses éléments. L’ensemble X est fini; désignons par
1, 2, .., Tq Ses éléments. D'une part
F = {(¢,2) eGxX|g-z=x}

= {(g9,z) e G x X |z € Fix(g)}
(o) x Fix(g1)) U ({g2} x Fix(g2) ) U... U ({g} x Fix(g,))

dott |[F| =) [Fix(g)].
geG
D’autre part

Fo= {(g2) eGxX|g-z=uz}
= {(g:2) e Gx X|ge Gy}

(le « {xl}) U (ze x {xg}) U...u (qu X {xq})

d’ou |F| = Z |Gz|. Par conséquent Z |Fix(g)| = Z |G.|. Mais ¢) assure que [Q] |G| = Z |G|

zeX geG reX zeX
donc 1
1 = €] > [Fix(g)|
geG



2. On cherche maintenant a déterminer le nombre de fagons de colorier les faces et les arétes d’un tétraedre
régulier, ou k couleurs sont disponibles, & chaque face et & chaque aréte étant attribuée une couleur et une
seule. Le tétraédre T est vu comme un sous-ensemble de ’espace vectoriel R? et on le suppose centré en
0.

Nous identifions deux coloriages du tétraedre s’il existe une rotation R de I’espace euclidien R? qui préserve
le tétraedre, i.e. R(T) =T, et qui envoie le premier coloriage sur le second.
a) Soit X l’ensemble des coloriages ol on interdit cette identification. Quel est le cardinal de X ?
Un tétraedre régulier a quatre faces Sy, Sa, S3, Sy et six arétes Ay, Ao, ..., Ag. En particulier il y a
dix objets & colorier. On a donc | X| = k0.
b) Montrons que l’ensemble des rotations préservant 7', muni de la loi de composition, est un groupe.
Voir cours.
Notons G ce groupe. On admet qu’il est fini et plus précisément que |G| =12 :
e l’identité idgs ;
e 3 rotations d’axe passant par le milieu d’une aréte et le milieu de ’aréte opposée, et d’angle 7;
e 8 rotations d’axe passant par un sommet et le centre de la face opposée, et d’angle £27/3.
c¢) Le groupe G agit naturellement sur X, et chaque coloriage du tétraédre correspond & une orbite O,
dans X par l'action de G. Exprimons le nombre de coloriages du tétraedre en fonction de k.
Appliquons la formule de BURNSIDE : soit n le nombre de coloriages, ou de manieére équivalente le
nombre d’orbites de G sur X. Alors 1
KTe]| > [Fix(g)|

geG

Trois cas sont a distinguer :
e Si g = id, alors Fix(g) = X ; par suite |Fix(g)| = | X| = k'°.
e Si g est I'une des trois rotations d’axe passant par le milieu d'une aréte et le milieu de l'aréte
opposée, et d’angle 7. Alors |Fix(g)| = k°.

eA—o?L—;?&

M é@o A;\, AIMAg &*‘4 AM A;\MA'g -wa = .gscﬂhix

%f (3—-4 Pl‘——b r)
wane. ok g Ao = l tﬂw{x

81 ?A(’z_ Ps — QAeLQl\ — @\9193
wbweont &, ém‘: 6008, & B b, oo mimt uonlun
= L dleix

%: ?,_f)?\ — e\&ﬂ, - 6’z‘a.lpl\

Par exemple si g est la rotation d’axe passant par le milieu de 'aréte As et le milieu de I'aréte Ay
alors
o g envoie P; sur Py et P, sur P, donc une fois Ay, Ay et As fixés, Ay, Ay et As le sont ~ k3
choix,
© g envoie P53 sur Py et Py sur Ps, il n’y a donc aucune contrainte sur Ag ~~ k choix,
o g envoie Py P, Ps sur Py PPy et PP, Py sur P, P, Ps, autrement dit les faces Py P, Py et Py P> Ps



ont méme couleur ~» k choix,
o g envoie P, P3Py sur Py P3Py et Py P3Py sur P, P3Py, autrement dit les faces Py P3Py et PoP3Py
ont méme couleur ~» k choix
soit au total kS choix.
e Si g est 'une des huit rotations d’axe passant par un sommet et le centre de la face opposée, et
d’angle +27. Par conséquent |Fix(g)| = k*.

%" A!\——') AL—’)A — Al\

(k‘. A(\_q A6 e AS—A Al.\

':>—QA W/t,‘k.w A*\, ALMAJ M&Lm@n&wﬁm,ﬂm
Loty Ay hedehe ok de o nhn, £ lix

Par exemple si g est une rotation d’axe passant par P; et le centre de la face P, P3Py, alors
© g envoie A; sur Ay, As sur Az et As sur A; donc les arétes A;, Ao et A3 sont de méme couleur
~> k choix,
© g envoie Ay sur Ag, Ag sur As et Ay sur A4 donc les arétes Ay, As et Ag sont de méme couleur
~> k choix,
o g laisse fixe la face A4A5Ag ~~ k choix,
© g envoie la face A1 A3A5 sur la face A;A3Ay, la face A1 A3A, sur la face AsA3Ag et la face
As A3 Ag sur la face A1 Ay As donc les faces A1 A As, A1 A3 A4 et Ay A3 Ag sont de méme couleur
~> k choix
soit au total k* choix

Finalement 1

" 12

(K0435 +5- k")
Exercice 6

1. Soit G un groupe fini qui opére sur un ensemble fini non vide E. Supposons que G soit d’ordre p™ avec p

premier et m € N*. Posons
EG:{xEEWgEG,g-x:x}.
Montrer que |E¢| = |E| mod p.

2. Soit H un groupe fini d’ordre n. Soit p un diviseur premier de n. Montrer que H contient un élément
d’ordre p (lemme de CAUCHY). Indication : faire agir Z/pZ sur 'ensemble E des (z1,%2,...,2p) de HP
tels que z122...2) = €.

3. Soit H un groupe fini d’ordre n. Soit m € N* tel que pour tout « € H on ait 2™ = e. Montrer que n divise
une puissance de m.

Solution 6

1. Si x appartient & E, nous notons O(x) I'orbite de  sous I’action de G. Les éléments de E¢ sont exactement
les éléments = de E tels que O(z) = {x}. Notons wy, wa, ..., w, les orbites de E de cardinal strictement



|Gl
[

i

supérieur & 1. Si z; est un élément de w;, alors |w;| = ‘G/G c’est donc une puissance de p. 11
x4

résulte de ’équation aux classes que

T
B = [ES|+ ) |wi| = |EF] mod p

i=1
. Soit (x1,%2,...,2p) un élément de E. Nous avons z123 ...z, = e. En multipliant & gauche par xfl et a
droite par z; nous obtenons xsxs...T,r1 = €, i.e. (T2,T3,...,Tp, 1) appartient a E. Notons ¢ le cycle
(12 ... p)deS,. Il gagit d’un élément d’ordre p qui engendre un sous-groupe cyclique K isomorphe &

Z/pZ' Nous définissons une opération de K sur I’ensemble HP par

C- (xlaan s 7xp) = (xc(1)7xc(2)7' . '7x6(p)) = (J}Q,Z‘?,, s axp;x1)~

La remarque ci-dessus montre que E est stable par cette opération. Appliquons alors le résultat de la
question précédente a I'opération induite sur E. Nous avons |E| = |[EX| mod p. Le cardinal de E est
nP~1 (en effet on peut choisir z1, xa, ..., ,—1 quelconques, x, est alors déterminé de maniere unique).
Comme p divise n, | EX| est nul modulo p. Or les éléments de EX sont justement les p-uplets (x,z, ..., )
avec P = e. Notons que E¥ contient le p-uplet (e,e,...,e); en particulier EX est non vide et par suite
EX a un cardinal supérieur a p. Il y a donc au moins (p — 1) éléments d’ordre p dans H.

. Il suffit de montrer que tous les facteurs premiers de n sont des facteurs premiers de m. Soit p un premier

divisant n. Le lemme de CAUCHY garantit l'existence d’un élément x € H d’ordre p. Or par hypothese
™ = e donc p divise m.

Exercice 7 Soit G un groupe fini. Soit p le plus petit nombre premier divisant |G|. Soit H un sous-groupe de
G d’indice p. On se propose de montrer que H est distingué dans G.

a)

b)
0

Montrer que H opére sur I'ensemble des classes a gauche Gr/H par h - (aH) = (ha)H pour tout h € H et
pour tout a € G.

Quel est le stabilisateur de aH ?
Quelle est 'orbite de la classe H?

Montrer que si H n’était pas distingué dans G, alors au moins une des orbites aurait un cardinal > p.

Conclure.

Solution 7

)

On peut vérifier que h - (aH) = (ha)H est bien définie : si aH = bH, alors (ha)H = (hb)H donc h - (aH) ne
dépend pas du représentant a choisi dans une méme classe & gauche), et que ceci définit une opération de
groupe.

Le stabilisateur de aH est

P
S
jas)

|

{heH|h- (aH) = aH}

{h € H| (ha)H = aH}

= {heHl|a 'ha € H}
{heH|he€aHa '}

= HnNaHa '

L’orbite de H est réduite a H :
Oy = {h-H|h€H} = {hH|hEH} = H.

Si H n’est pas distingué dans G, alors il y a au moins une orbite dont le cardinal n’est pas 1 puisque cela
signifie qu’il existe a € G et h € H tel que a~!(ha) n’appartient pas & H. Puisque le cardinal de cette
orbite divise celui de H (donc aussi celui de G par le théoréme de LAGRANGE) ce cardinal est au moins p
étant donné que p est le plus petit diviseur > 2 de |G].



¢) Si H n’est pas distingué dans G, alors il y a au moins une orbite de cardinal au moins p mais il y a aussi
une orbite de cardinal 1 (celle de H).

Rappel : soit K un groupe agissant sur un ensemble X ; X est réunion disjointe des orbites de X sous
»
laction de G, i.e. | X| = Z |O;| ot les O; sont les orbites de X sous 'action de G.
i=1
Puisque H opere sur I’ensemble des classes a gauche, nous avons G'/H ’G/H‘ > p+ 1 : contradiction avec
le fait que [G : H] = p.
——

4

Exercice 8
Soit E un espace vectoriel de dimension finie n sur un corps k.

a) Faisons opérer le groupe linéaire G = GL(F) sur I'ensemble des sous-espaces vectoriels de F par g - F' :=
g(F) pour tout g € G et tout sous-espace F' de E. Quelles sont les orbites pour cette action ?

b) On prend k = Z/7Z et n = 5. Combien F possede-t-il de sous-espaces vectoriels de dimension 37

Solution 8

a) L’orbite d’un sous-espace de dimension d ne contient que des sous-espaces de dimension d.
Réciproquement si F' et G sont des sous-espaces de dimension d, on choisit une base (f1, fa, ..., fa) de
F que 'on compléte en une base (f1, fo, ..., fa, fa+1, -+, fn) de E. De méme on peut prendre une base
(g1, g2, - - -, ga) de F que l'on compléete en une base (g1, g2, - - -, 9ds gd+1s - - -» gn) de E. L’endomorphisme
qui envoie f; sur g; est bijectif et vérifie u(F') = G. Finalement les orbites sont les sous-espaces de dimension
dpourd=0,1,..., n.

b) Fixons un sous-espace F' de dimension 3 (on sait qu’il y en a au moins 1). D’aprés a) le nombre cherché
est le cardinal de l'orbite de F' sous 'action de GL(E) ou encore l'ordre de GL(E) divisé par celui du
stabilisateur S de F'. Le cardinal de GL(E) est obtenu en comptant le nombre de bases de E, il vaut

(75 = 1)(7° = 7)(7° = T (75 = T3)(7° =T,

En prenant une base de F' que 'on compléte en une base de E on voit que S est isomorphe au groupe des
matrices-bloc de la forme

A B

0 C

ou A e GL(B,F7), Be M&Q(F7) et C € GL(Q,]F7) Ainsi
|S| = (7% — 1)(7® = 7)(7® — 7*)(7* — 1)(7* = 7)7".
Par suite le cardinal cherché est
(75 — 1)(75 = T)(7° = T2)(7° — (7 — %)
(73 —=1)(73—=7)(73 = 72)(7* = 1)(72 = 7)76
LT T XTI T (TP = 1)(T = 1)(TE - 1)(TP - 1) (7T — 1)
COTXTEXTXTOx (TB—1)(72 = 1)(7T—1)(72 = 1)(7T—1)
(7 —1)(7* -1

(72-1)(7-1)
= 140050

Exercice 9
a) Combien y a-t-il d’opérations du groupe Z/4Z sur l’ensemble {1, 2, 3, 4, 5} 7
b) Soient G et X deux groupes. On dit que G opére par automorphismes sur X si on s’est donné une opération
(9,2) = g-x de G sur X telle que pour tout g € G Papplication = — g - z soit un automorphisme de X.
L’opération de G sur lui-méme par translation est-elle une opération par automorphismes ?
L’opération de G sur lui-méme par conjugaison est-elle une opération par automorphismes ?



c) SiG= (Z/3Zv +) et X = (2/132’ +) combien y a-t-il d’actions de G sur X par automorphismes ?

d) SiG= (Z/?)Z7 —l—) et X = (83, o) combien y a-t-il d’actions de G sur X par automorphismes ?

Solution 9

a) On cherche le nombre de morphismes de Z/4Z dans le groupe des permutations Ss. Se donner un tel
morphisme f revient & se donner un élément d’ordre divisant 4 (& savoir f(1)) dans Ss. Or S5 contient
— un élément d’ordre 1 (I'identité),

— (5) = 10 transpositions,
— 53 = 15 doubles transpositions (cing fagons de choisir le point fixe puis trois double transpositions

avec les quatre éléments restants),

— 5:6 = 30 4-cycles (cinq fagons de choisir le point fixe et six 4-cycles dans le groupe des permutations
des quatre éléments restants).

Il y a donc au total 1+ 10 + 15 + 30 = 56 possibilités.

b) L’opération de G sur lui-méme par translation n’est pas une opération par automorphismes.
L’opération de G sur lui-méme par conjugaison est une opération par automorphismes.

c¢) Le groupe des automorphismes de X est isomorphe au groupe multiplicatif de 'anneau Z/l?)Z (en effet si
on pose ,(x) = ax on peut vérifier que a — ¢, est un isomorphisme de (Z/13Z) g sur Aut(X)) lequel
est isomorphe au groupe additif Z/12Z car 13 est premier. On cherche donc le nombre de morphismes de
Z/3Z dans Z/12Z ou encore le nombre d’éléments de Z/12Z d’ordre divisant 3. Il y a ainsi 3 possibilités.

d) Les seuls automorphismes de Sz sont intérieurs. Le groupe des automorphismes de Ss est donc isomorphe
a S3 quotienté par son centre, c’est-a-dire a Ss. On est donc ramené a chercher le nombre d’éléments
d’ordre 1 ou 3 dans Ss et il y a 3 possibilités.

Exercice 10

1. Soit G un groupe fini agissant sur un ensemble fini X. En considérant I’ensemble
E:{(g,x)EGxX|g-:c:x},

calculer le nombre moyen de points fixes d’un élément de G. Que dire en particulier si ’action est transi-
tive 7 Que dire de la moyenne du nombre de points fixes d’'une permutation aléatoire ?

2. Combien de colliers de 9 perles différents peut-on faire avec 4 perles bleues, 3 perles blanches et 2 perles
oranges ?

Solution 10
1. Désignons par Fix(9) = {z € X |g-z = 2} 'ensemble des points fixes de g dans X.

¢ Soient x € X et y € O,. Montrons que Gy et G, sont conjugués.
Il existe g € G tel que y = g-x. Soit w € G, alors w-x = z. D’une part w-z = w- (g~ 'y), d’autre part
x = g~ ly. Par conséquent w - x = x se rééerit w- (g~ 'y) = g~ 'y ou encore (gwg~!) -y = y; autrement
dit gwg™! appartient a G, et gG,9~' C G,. Un raisonnement analogue conduit a G, C gG,g~'. Il
s’en suit que G, = gG,g~ .

o D’apres ce qui précede G, = gG,g~! donc |G| = |G| et

yeOQy yeO, yeOy,

Or l'application

G, = O gg-w

est bien définie et est une bijection ; par suite ‘G/Gx‘ =10,), i.e. |G| = |O,] |G| Ainsi Z |G| = |G
y€O0y

10



o Nous avons

DoIGal= D0 > 1Gyl

z€X 0, CQYe0,

Daprés b) Y |Gyl = |G| d'o

y€0,
DoIG= D IGI=1IG] > 1=1G||Q].

reX 0,CQ 0,CQ

Finalement 1
9] == D 1Gal.

6l %
¢ D’une part
E = {(g2)eGxX|g-z=u}

= {(g9,z) € G x X |z € Fix(g)}
(fon} x Fix(gn) ) U ({2}  Fix(g2) ) U-.. U ({5} x Fix(g,)

d’ou

E| =" [Fix(g)!.
geG
D’autre part

E = {(g,2)eGxX|g-z=ux}
= {(g,2) e Gx X|g € G}

= (Guu x {21} U (Gay x {2}) U0 (G, x {ag))

d'ou |E| = Z |G,|. Par conséquent Z |Fix(g)| = Z |G.|. Mais d’apres ce qui précede Q|G| =
reX geG reX
Z |G,|. donc

zeX

1 .
€] = Gl > IFix(g)|

geG
Cela signifie que le nombre moyen de points fixes d’un élément de G est exactement |Q|, i.e. le nombre
d’orbites de I'action.
En particulier si 'action est transitive ce nombre vaut 1.
Par exemple si G = S, agit (via Paction évidente) sur X = {17 2, ..., n}, alors le nombre moyen de
points fixes d’une permutation est exactement 1.
. On représente un collier par un cercle du plan euclidien orienté R? (de centre O et de rayon 1) muni de
neuf points Ay, Ao, ..., Ag disposés a intervalles réguliers.
Deux colliers sont dits équivalents si et seulement si on peut obtenir 'un a partir de ’autre en effectuant
une rotation plane du collier ou en le retournant (comme une crépe) dans I'espace de dimension 3.

Autrement dit ’ensemble X de tous les colliers possibles a 9 perles dont 4 bleues, 3 blanches et 2 rouges,
est muni d’une action du groupe diédral G = D15 des isométries d’'un polygone régulier a neuf cotés. Ce
groupe G est donc un sous-groupe de SO(2,R), il est d’ordre 18 et ses éléments sont les suivants

G:{id, o2 S et S T 8 s, ros, r2os, rPos, rtos, P os, r%0s, rlos, rsos}

ol r est la rotation de centre O et d’angle 2% et s est la symétrie orthogonale d’axe A = (OA;). En
particulier G contient neuf rotations et neuf symétries orthogonales.

Le nombre de colliers est exactement le nombre d’orbites dans l'action de G sur X, i.e. |].
On calcule ce nombre a 'aide de la formule obtenue en 1.

1 .
€] = (€] > IFix(g)l.

geG

Déterminons Fix(g) pour tout g dans G. Soit g € G.
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o Si g =id, alors Fix(g) = X.

o Sig=rr2rt 5 r7, r8 alors le sous-groupe de G engendré par g est constitué des 9 rotations
(r* engendre ce groupe si et seulement si k est premier avec 9). Donc un collier fixe par g est fixe
par r ce qui implique que toutes les perles sont de la méme couleur. Ceci n’est pas possible. Par suite
Fix(g) = 0.

o Si g =73, r% alors dans un collier fixe par g le nombre de perles d'une couleur donnée doit &tre un
multiple de 3, ce qui n’est pas le cas dans ’ensemble X, donc Fix(g) = 0.

¢ Si g est une symétrie, nous pouvons supposer que g = s, les autres cas étant identiques. Puisque 'axe
A de g ne contient que la perle A;, dans un collier fixe par g, les perles A;, i # 1, vont par paire de
méme couleur. Cela assure que la perle A; est nécessairement blanche. Se donner un collier fixe par g
revient alors a se donner les couleurs des perles Ay, A3z, A4, As de sorte que 2 soient bleues, 1 blanche
et 1 rouge. Il est clair que le nombre de tels colliers vaut

|Fix(g)| = (;) (f) =6x2=12.
|X] = (Z) <§> =126 x 10 = 1260.

Q| = %(1260 +9x 12) = 76.

Enfin le cardinal de X est

On en déduit que

Il y a donc 76 colliers distincts (& équivalence pres) satisfaisant les contraintes de 1’énoncé.
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